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Acabem un curs

De qué ha anat aquest curs?

En una primera aproximacié, podem dir que aquest curs
d'Equacions algebraiques ha estat un curs de Teoria de Galois;

i aixo, per a molts, vol dir un curs sobre cossos i sobre grups,
pero també sobre polinomis, anells, ...
Doncs, podriem dir que ha estat un curs d'Algebra.

Pero, precisem una mica més?
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Acabem un curs (cont.)

També hem fet servir resultats i tecniques que sovint
s'associen a altres branques de la Matematica.

Per exemple, per a la demostracié del teorema fonamental de
/'A/gebra hem fet servir el teorema de Bolzano, que sovint
s'associa a |'Analisi matematica.

O per a provar que tot cos és subcos d’un cos algebraicament
tancat, o que tota immersio d’un cos en un cos algebraicament
tancat es pot estendre a qualsevol extensio algebraica, o que
qualsevol extensio de cossos té un grau (ben determinat), ...,
hem fet servir el lema de Zorn (o si es vol, I'axiona de
I'eleccid), que correspon a Fonaments, o Logica matematica.
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Acabem un curs (cont.)

Per al calcul en extensions de cossos, hem utilitzat bases del
cos extensid pensat com a espai vectorial, tema que correspon
a I'Algebra lineal, i I'algoritme d'Euclides per a polinomis, que
correspon a |'Aritmetica.

Per a la descripcié de les subextensions, hem usat reticles, que
podriem encabir en Teoria de conjunts o en teoria de Grafs; i
també el Teorema xineés del residu, d’Aritmética o
d'Estructures algebraiques.

Per a I'estudi de les construccions amb regle i compas hem fet
servir nocions basiques de Geometria euclidiana.

| en la prova de la transcendencia de 7, hem usat eines
d'Analisi complexa o de Calcul integral.
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Acabem un curs (cont.)

Es a dir, el curs no només ha estat un curs d'Algebra, siné que
he procurat que fos un curs de Matematiques.

Hi ha alguna altra area de la Matematica que, en aquesta
introduccid, ha quedat oblidada? Si, i intentaré desvelar-ne,
una mica, alguna.

Em fixaré en un exemple.
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L'automorfisme de Frobenius

Recordem que si [F' és un cos finit, disposem de I'automorfisme
de Frobenius de IF (sobre IF,,)

vp: F — T, a > aP,

on p > 0 és la caracteristica de F.

Aixo es pot pensar, de nou, com una questié aritmetica,
perqué p divideix els nombres combinatoris (?), per a

1 < k < p, de manera que, per a la suma, la férmula per a la
potencia d'un binomi proporciona que (a + )P = aP + [P,
mentre que per al producte és evident que (af3)P = aP [P, per
a I'element unitat tenim que 17 =1, i per als inversos tenim
que si a # 0, llavors (a™1)? = (aP)™L.

Aixi, ¢, és un morfisme de cossos de [F en IF; per tant, injectiu
i, com que I és finit, exhaustiu. [
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Ara, recordem que el cos IF, = Z/pZ és un subcos de F i que,
de fet, és el subcos format pels elements de [F fixos per a
I'accidé de pp,.
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L’automorfisme de Frobenius (cont.)

Ara, recordem que el cos IF, = Z/pZ és un subcos de F i que,
de fet, és el subcos format pels elements de [F fixos per a
I'accidé de pp,.

Notem que, aqui, la inclusié de IF,, en el cos fix la proporciona
el petit teorema de Fermat: per a tot nombre enter o, aP = «
(mod p); és a dir, per a tot a € Fp, és pp(ar) = .

Pero, a més a més, com que un polinomi no pot tenir més
arrels que el seu grau, no hi ha cap més element de F que
sigui fix per ¢,.

Es a dir, IF, és exactament el subcos format pels elements
fixos. [

Dit d'una altra manera, el grup de Galois Gal(F|F),)
(automorfismes de I que restringits a I, son la identitat)
conté |'automorfisme de Frobenius ¢,.



El grup de Galois sobre un cos finit

Més generalment, hem vist que tota extensio de cossos finits
L|k és de Galois, i que el seu grup de Galois, Gal(L|k), és
ciclic, generat per I'automorfisme de Frobenius (sobre k)
¢q: L —> L, donat per a +— a9, on q = p és el cardinal de
k.

Notem que ¢, és la potencia f-esima de I'automorfisme de
Frobenius (sobre F,) de L, ¢4 = ¢f, perd que la restriccié de
gog a k només és la identitat si n és multiple de f; és a dir,
pq = ¢ € Gal(L|k), perd 9 ¢ Gal(L|k),sil<d<f—1.
(Petit teorema de Fermat sobre k.)



El grup de Galois sobre un cos finit (cont.)

Anem més enlla. Notem que si K és un cos de caracteristica
p > 0, 'aplicacid ¢, : K — K és un morfisme injectiu de
cossos de K en K i si l'extensio K |FP és algebraica, llavors ¢,
és exhaustiu.
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Anem més enlla. Notem que si K és un cos de caracteristica
p > 0, 'aplicacid ¢, : K — K és un morfisme injectiu de
cossos de K en K i si l'extensio K |FP és algebraica, llavors ¢,
és exhaustiu.

En efecte, cada element o € K és algebraic sobre I, de
manera que genera un subcos F,(a) C K, i I'extensié
Fy()|F, és finita; per tant, F,(a) és un cos finit, i

¢p : Fp(a) — Fp(a) és exhaustiva; per tant, tot element
a € K té una antiimatge per ¢, en F (o) C K. O



El grup de Galois sobre un cos finit (cont.)

Anem més enlla. Notem que si K és un cos de caracteristica
p > 0, 'aplicacid ¢, : K — K és un morfisme injectiu de
cossos de K en K i si l'extensio K |FP és algebraica, llavors ¢,
és exhaustiu.

En efecte, cada element o € K és algebraic sobre I, de
manera que genera un subcos F,(a) C K, i I'extensié
Fy()|F, és finita; per tant, F,(a) és un cos finit, i

¢p : Fp(a) — Fp(a) és exhaustiva; per tant, tot element
a € K té una antiimatge per ¢, en F (o) C K. O

Es a dir, si K|F, és una extensié algebraica, no necessariament
finita, disposem, també, de I'automorfisme de Frobenius,
¢p € Gal(K|Fp).



El grup de Galois sobre un cos finit (cont.)

. . . o f'
| podem canviar el cos IF,, per qualsevol cos finit Iy, on g = p

és una potencia de p.



El grup de Galois sobre un cos finit (cont.)
| podem canviar el cos F, per qualsevol cos finit F,, on g = p’
és una potencia de p.

SiK |IFq €s una extensio algebraica, I'automorfisme de
Frobenius (sobre F,) pq : K — K, donat per a — a9, és un
element del grup de Galois Gal(K|F,).



El grup de Galois sobre un cos finit (cont.)
| podem canviar el cos F, per qualsevol cos finit F,, on g = p’
és una potencia de p.

SiK |IFq €s una extensio algebraica, I'automorfisme de
Frobenius (sobre F,) pq : K — K, donat per a — a9, és un
element del grup de Galois Gal(K|F,).

Per exemple, podem escriure un cos clausura algebraica de I,

com la reunié Fy = | J Fyr, i I'extensié Fq|Fy no és finita,
F>1

perque, per a cada f > 1, conté una subextensié F¢|F, de

grau f.



El grup de Galois sobre un cos finit (cont.)
| podem canviar el cos F, per qualsevol cos finit F,, on g = p’
és una potencia de p.

SiK \Fq €s una extensio algebraica, I'automorfisme de
Frobenius (sobre F,) pq : K — K, donat per a — a9, és un
element del grup de Galois Gal(K|F,).

Per exemple, podem escriure un cos clausura algebraica de I,

com la reunié Fy = | J Fyr, i I'extensié Fq|Fy no és finita,
F>1

perque, per a cada f > 1, conté una subextensié F¢|F, de

grau f.

Doncs, Gal(F,|F,) conté I'automorfisme de Frobenius ¢,, que
és d’ordre infinit; és a dir, el grup de Galois absolut d’un cos
finit conté un subrup ciclic infinit.



El grup de Galois sobre un cos finit (cont.)

Fins aqui, res que no haguem vist durant el curs.
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Notem que I'extensié F,|F, és numerable (de grau
numerable), i que F4 és un cos numerable, reunié numerable
de cossos finits.



El grup de Galois sobre un cos finit (cont.)

Fins aqui, res que no haguem vist durant el curs.

Notem que I'extensié F,|F, és numerable (de grau
numerable), i que F4 és un cos numerable, reunié numerable
de cossos finits.
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subgrup numerable, (p,).



El grup de Galois sobre un cos finit (cont.)

Fins aqui, res que no haguem vist durant el curs.

Notem que I'extensié F,|F, és numerable (de grau
numerable), i que F4 és un cos numerable, reunié numerable

de cossos finits.

| també, que el grup de Galois absolut, Gal(F,|F,), conté un
subgrup numerable, (p,).

Pero el grup de Galois absolut no és numerable!



El grup de Galois sobre un cos finit (cont.)

Fins aqui, res que no haguem vist durant el curs.

Notem que I'extensié F,|F, és numerable (de grau
numerable), i que F4 és un cos numerable, reunié numerable
de cossos finits.

| també, que el grup de Galois absolut, Gal(F,|F,), conté un
subgrup numerable, (p,).

Pero el grup de Galois absolut no és numerable!

Abans de veure aix0, pero, limitem-nos a veure que el grup de
Galois Gal(F,|F,) conté un element diferent de totes les
potencies de |'automorfisme de Frobenius; és a dir, que

<90p> - Gal(Fpr)-



El grup de Galois absolut d'un cos finit

Se satisfa el resultat seglient, que es troba a la primera pagina
del primer capitol del llibre de Neukirch, [Ne 1986].



El grup de Galois absolut d'un cos finit

Se satisfa el resultat seglient, que es troba a la primera pagina
del primer capitol del llibre de Neukirch, [Ne 1986].

Proposicio

Existeix una successié de nombres enters, {a,}n>1, tal que

e peratotn>1itotdivisorm>1den, é a, = an

(mod m),

® | no existeix cap nombre enter a tal que per a tot n > 1 sigui
a, = a (mod n).



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

DEMOSTRACIO
Escrivim tot nombre natural n > 1 en la forma n = n’p"P("),
amb v,(n) > 0i n’ no divisible per p.



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

DEMOSTRACIO

Escrivim tot nombre natural n > 1 en la forma n = n’p"P("),
amb v,(n) > 0i n’ no divisible per p.

Com que mcd(p, n") = 1, existeixen nombres enters x,, y, tals
que 1 = n'x, + p»(My,.



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

DEMOSTRACIO

Escrivim tot nombre natural n > 1 en la forma n = n’p"P("),
amb v,(n) > 0i n’ no divisible per p.

Com que mcd(p, n") = 1, existeixen nombres enters x,, y, tals
que 1 = n'x, + p»(My,.  Definim a, .= n'x, = 1 — p»(y,.



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

DEMOSTRACIO

Escrivim tot nombre natural n > 1 en la forma n = n’p"P("),
amb v,(n) > 0i n’ no divisible per p.

Com que mcd(p, n") = 1, existeixen nombres enters x,, y, tals
que 1 = n'x, + p»(My,.  Definim a, .= n'x, = 1 — p»(y,.
Si m divideix n, llavors m’ divideix n’ i v,(m) < v,(n);



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

DEMOSTRACIO

Escrivim tot nombre natural n > 1 en la forma n = n’p"P("),
amb v,(n) > 0i n’ no divisible per p.

Com que mcd(p, n") = 1, existeixen nombres enters x,, y, tals
que 1 = n'x, + p»(My,.  Definim a, .= n'x, = 1 — p»(y,.
Si m divideix n, llavors m’ divideix n’ i v,(m) < v,(n); per
tant, a, = n'x, = 0= m'x,, = a,, (mod m’),



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

DEMOSTRACIO

Escrivim tot nombre natural n > 1 en la forma n = n’p"P("),
amb v,(n) > 0i n’ no divisible per p.

Com que mcd(p, n") = 1, existeixen nombres enters x,, y, tals
que 1 = n'x, + p»(My,.  Definim a, .= n'x, = 1 — p»(y,.
Si m divideix n, llavors m’ divideix n’ i v,(m) < v,(n); per
tant, a, = n'x, = 0= m'x,, = a, (mod m’), itambé
a,=1—p»y, =1=1-p»My, =a, (mod p»(m);



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

DEMOSTRACIO

Escrivim tot nombre natural n > 1 en la forma n = n’p"P("),
amb v,(n) > 0i n’ no divisible per p.

Com que mcd(p, n") = 1, existeixen nombres enters x,, y, tals
que 1 = n'x, + p»(My,.  Definim a, .= n'x, = 1 — p»(y,.
Si m divideix n, llavors m’ divideix n’ i v,(m) < v,(n); per
tant, a, = n'x, = 0= m'x,, = a, (mod m’), itambé
an=1—p»y, =1=1-p»My, = a, (mod p»(™); pel
teorema xineés del residu, obtenim que a, = a,, (mod m).



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

DEMOSTRACIO

Escrivim tot nombre natural n > 1 en la forma n = n’p"P("),
amb v,(n) > 0i n’ no divisible per p.

Com que mcd(p, n") = 1, existeixen nombres enters x,, y, tals
que 1 = n'x, + p»(My,.  Definim a, .= n'x, = 1 — p»(y,.
Si m divideix n, llavors m’ divideix n’ i v,(m) < v,(n); per
tant, a, = n'x, =0 = m'x,, = a,, (mod m’), itambé
an=1—p»y, =1=1-p»My, = a, (mod p»(™); pel
teorema xineés del residu, obtenim que a, = a,, (mod m).

Ara, si hi hagués algun nombre enter a tal que, per a tot m,
fos a = a,, (mod m), tindriem que a =0 (mod m’), per a tot

m:



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

DEMOSTRACIO

Escrivim tot nombre natural n > 1 en la forma n = n’p"P("),
amb v,(n) > 0i n’ no divisible per p.

Com que mcd(p, n") = 1, existeixen nombres enters x,, y, tals
que 1 = n'x, + p»(My,.  Definim a, .= n'x, = 1 — p»(y,.
Si m divideix n, llavors m’ divideix n’ i v,(m) < v,(n); per
tant, a, = n'x, =0 = m'x,, = a,, (mod m’), itambé
an=1—p»y, =1=1-p»My, = a, (mod p»(™); pel
teorema xineés del residu, obtenim que a, = a,, (mod m).

Ara, si hi hagués algun nombre enter a tal que, per a tot m,
fos a = a,, (mod m), tindriem que a =0 (mod m’), per a tot
m'’; és a dir, a seria miiltiple d'una infinitat de nombres enters,
de manera que hauria de ser a = 0;



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

DEMOSTRACIO

Escrivim tot nombre natural n > 1 en la forma n = n’p"P("),
amb v,(n) > 0i n’ no divisible per p.

Com que mcd(p, n") = 1, existeixen nombres enters x,, y, tals
que 1 = n'x, + p»(My,.  Definim a, .= n'x, = 1 — p»(y,.
Si m divideix n, llavors m’ divideix n’ i v,(m) < v,(n); per
tant, a, = n'x, =0 = m'x,, = a,, (mod m’), itambé
an=1—p»y, =1=1-p»My, = a, (mod p»(™); pel
teorema xineés del residu, obtenim que a, = a,, (mod m).

Ara, si hi hagués algun nombre enter a tal que, per a tot m,
fos a = a,, (mod m), tindriem que a =0 (mod m’), per a tot
m'’; és a dir, a seria miiltiple d'una infinitat de nombres enters,
de manera que hauria de ser a = 0; perd aixo no pot ser,
perqué també seria a = 1 (mod p*»(™), per a tot m. [J



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Corol'lari B
Per a tot nombre primer p, (¢,) < Gal(F,|F,).



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Corol'lari B
Per a tot nombre primer p, (¢,) < Gal(F,|F,).

DEMOSTRACIO

Considerem qualsevol successié {a,},>1 que satisfaci les
propietats de la proposicio; i, per a tot n > 1, considerem
I'automorfisme 1, := @2 € Gal(F0|F,), poténcia a,-esima de
I'automorfisme de Frobenius (.



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Corollari
Per a tot nombre primer p, {¢,) C Gal(F,|F,).

DEMOSTRACIO

Considerem qualsevol successié {a,},>1 que satisfaci les
propietats de la proposicio; i, per a tot n > 1, considerem
I'automorfisme 1, := @2 € Gal(F0|F,), poténcia a,-esima de
I'automorfisme de Frobenius (.

Notem que ¢, és la restriccié a IF,» de I'automorfisme de
Frobenius ¢, de ]Fp; , també, que v, és la restriccié a Fn de
I"automorfisme 3 de F,.



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Corol'lari B
Per a tot nombre primer p, (¢,) < Gal(F,|F,).

DEMOSTRACIO

Considerem qualsevol successié {a,},>1 que satisfaci les
propietats de la proposicio; i, per a tot n > 1, considerem
I'automorf!sme Vo = i € Gal(F,|IFp), potencia a,-esima de
I'automorfisme de Frobenius (.

Notem que ¢, és la restriccié a IF,» de I'automorfisme de
Frobenius ¢, de Fp,; i, també, que ¢, és la restricci6 a Fyn de
I"automorfisme 2 de ).

Disposem, doncs, d'una successié d'automorfimes, 1,

cadascun d'un cos diferent, .



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Corol'lari B
Per a tot nombre primer p, (¢,) < Gal(F,|F,).

DEMOSTRACIO

Considerem qualsevol successié {a,},>1 que satisfaci les
propietats de la proposicio; i, per a tot n > 1, considerem
I'automorfisme 1, := @2 € Gal(F0|F,), poténcia a,-esima de
I'automorfisme de Frobenius (.

Notem que ¢, és la restriccié a IF,» de I'automorfisme de
Frobenius ¢, de ]Fp; , també, que v, és la restriccié a Fn de
I"automorfisme 3 de F,.

Disposem, doncs, d'una successié d'automorfimes, 9,
cadascun d'un cos diferent, F,n. O, si es vol, d'una successié
d’automorfismes 7" de F,.



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Definim un automorfisme ¢ de FP = U F,» de manera que la
n>1

restriccié a cada cos Fn sigui .



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Definim un automorfisme ¢ de FP = U F,» de manera que la
n>1

restriccié a cada cos Fn sigui . Esa dir, donat o € Fp,

definim ¢)(a) := ¥, (), per a qualsevol n > 1 tal que a € F .



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Definim un automorfisme ¢ de FP = U F,» de manera que la
n>1

restriccié a cada cos Fn sigui . Esa dir, donat o € Fp,

definim ¢)(a) := ¥, (), per a qualsevol n > 1 tal que a € F .

Pero cal veure que aixo no depen del valor n que fem servir.



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Definim un automorfisme ¢ de FP = U F,» de manera que la
n>1

restriccié a cada cos Fn sigui . Esa dir, donat o € Fp,

definim ¢)(a) := ¥, (), per a qualsevol n > 1 tal que a € F .

Pero cal veure que aixo no depen del valor n que fem servir.

Donat o € Fj,, si m és el menor nombre natural tal que
a € Fpm, llavors o només pertany als cossos [Fpn tals que n és
multiple de m; i cal veure que ¥,(a) = ¥,(a).



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Definim un automorfisme ¢ de FP = U F,» de manera que la
n>1

restriccié a cada cos Fn sigui . Esa dir, donat o € Fp,

definim ¢)(a) := ¥, (), per a qualsevol n > 1 tal que a € F .

Pero cal veure que aixo no depen del valor n que fem servir.

Donat o € Fj,, si m és el menor nombre natural tal que
a € Fpm, llavors o només pertany als cossos [Fpn tals que n és
multiple de m; i cal veure que ¥,(a) = ¥,(a).

Ara bé, per a tot multiple n de m, el fet que sigui a, = a,,
(mod m) diu que existeix A € Z tal que a, = a, + mA;



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Definim un automorfisme ¢ de FP = U F,» de manera que la
n>1

restriccié a cada cos Fn sigui . Esa dir, donat o € Fp,

definim ¢)(a) := ¥, (), per a qualsevol n > 1 tal que a € F .

Pero cal veure que aixo no depen del valor n que fem servir.

Donat o € Fj,, si m és el menor nombre natural tal que
a € Fpm, llavors o només pertany als cossos [Fpn tals que n és
multiple de m; i cal veure que ¥,(a) = ¥,(a).

Ara bé, per a tot multiple n de m, el fet que sigui a, = a,,

(mod m) diu que existeix A\ € Z tal que a, = a,, + m\; per
1 n — m A — m >\ — m

tant, en Fym, tenim que 3 = @2n M = am o I = pam,

perque @' (i, per tant, també <p”,”A) és la identitat en F,m.



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Definim un automorfisme ¢ de FP = U F,» de manera que la
n>1

restriccié a cada cos Fn sigui . Esa dir, donat o € Fp,

definim ¢)(a) := ¥, (), per a qualsevol n > 1 tal que a € F .

Pero cal veure que aixo no depen del valor n que fem servir.

Donat o € Fj,, si m és el menor nombre natural tal que
a € Fpm, llavors o només pertany als cossos [Fpn tals que n és
multiple de m; i cal veure que ¥,(a) = ¥,(a).

Ara bé, per a tot multiple n de m, el fet que sigui a, = a,,

(mod m) diu que existeix A\ € Z tal que a, = a,, + m\; per
1 n — m A — m >\ — m

tant, en Fym, tenim que 3 = @2n M = am o I = pam,

perque @' (i, per tant, també <p”,”A) és la identitat en F,m.

Doncs, ¢,() = pir(a) = pim(a) = Ym(a), com calia veure.



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Acabem de construir un element ¢ € Gal(F,|F,); si veiem que
Y ¢ (p,), haurem acabat.



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Acabem de construir un element ¢ € Gal(F,|F,); si veiem que
Y ¢ (p,), haurem acabat.

Pero aixo és senzill, perque si per a algun nombre enter a fos
Y= gof,, en restringir a [F, tindriem que, en [, seria
a S a Ve ] . _
e =, = w5 1, com que @, és d'ordre n en [Fpn, seria a, = a
(mod n).



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Acabem de construir un element ¢ € Gal(F,|F,); si veiem que
Y ¢ (p,), haurem acabat.

Pero aixo és senzill, perque si per a algun nombre enter a fos
o, o N .
Y = 3, en restringir a F;» tindriem que, en I, seria
a,, _ a £ ' . —
=, = w5 1, com que @, és d'ordre n en [Fpn, seria a, = a
(mod n). | aixo contradiu les propietats de la successié
{a,,},,zl. ]



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Qué hem fet?



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Qué hem fet?

Magia?



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Queé hem fet?
Magia?

No!



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Qué hem fet?
Magia?
No!

Topologia!



El grup de Galois absolut d'un cos finit (cont.)

Queé hem fet?
Magia?
No!
Topologia!

De fet, hem construit un limit de la successié gaf,".



Limits projectius

Fixem-nos que la successié {a,},>1 és, de fet, un element del
(grup abelia) producte cartesia Z := H(Z/nZ), element per

n>1
al qual se satisfan algunes propietats especials.



Limits projectius

Fixem-nos que la successié {a,},>1 és, de fet, un element del
(grup abelia) producte cartesia Z := H(Z/nZ), element per

n>1
al qual se satisfan algunes propietats especials.
De fet, aquest producte cartesia, Z, també és un anell, i de
caracteristica zero, perque I'aplicacié Z — H(Z/nZ)

n>1

donada per a — {a (mod n)},>1 és un morfisme injectiu
d'anells



Limits projectius

Fixem-nos que la successié {a,},>1 és, de fet, un element del
(grup abelia) producte cartesia Z := H(Z/nZ), element per

n>1
al qual se satisfan algunes propietats especials.
De fet, aquest producte cartesia, Z, també és un anell, i de
caracteristica zero, perque I'aplicacié Z — H(Z/nZ)

n>1

donada per a — {a (mod n)},>1 és un morfisme injectiu
d'anells (notem que 1 s'aplica en I'element unitat, la suma en
la suma, el producte en el producte, i que I'inic nombre enter
tal que a=0 (mod n) per a tot n > 1 és a=0)



Limits projectius

Fixem-nos que la successié {a,},>1 és, de fet, un element del
(grup abelia) producte cartesia Z := H(Z/nZ), element per

n>1
al qual se satisfan algunes propietats especials.
De fet, aquest producte cartesia, Z, també és un anell, i de
caracteristica zero, perque I'aplicacié Z — H(Z/nZ)

n>1

donada per a — {a (mod n)},>1 és un morfisme injectiu
d'anells (notem que 1 s'aplica en I'element unitat, la suma en
la suma, el producte en el producte, i que I'inic nombre enter
tal que a=0 (mod n) per a tot n > 1 és a = 0), de manera
que Z conté un subanell isomorf a Z.



Limits projectius (cont.)

Ara, posem 7 per al subconjunt de Z format per les
successions {a,},>1 tals que per a tota parella de nombres
enters (n, m) tals que m divideix n se satisfa que a, = a,,
(mod m) (s'anomenen les successions coherents per a la
relacié d'ordre donada per divisibilitat).



Limits projectius (cont.)

Ara, posem 7 per al subconjunt de Z format per les
successions {a,},>1 tals que per a tota parella de nombres
enters (n, m) tals que m divideix n se satisfa que a, = a,,
(mod m) (s'anomenen les successions coherents per a la
relacié d'ordre donada per divisibilitat). Notem que aquesta és
la primera condicié que hem demanat a la successié {a,},>1
anterior.



Limits projectius (cont.)

Ara, posem 7 per al subconjunt de Z format per les
successions {a,},>1 tals que per a tota parella de nombres
enters (n, m) tals que m divideix n se satisfa que a, = a,,
(mod m) (s'anomenen les successions coherents per a la
relacié d'ordre donada per divisibilitat). Notem que aquesta és
la primera condicié que hem demanat a la successié {a,}n>1
anterior. En particular, doncs, 7, és no buit, és un subanell, i,
de fet, conté Z (de fet, la imatge de Z pel morfisme de més
amunt).



Limits projectius (cont.)

Ara, posem 7 per al subconjunt de Z format per les
successions {a,},>1 tals que per a tota parella de nombres
enters (n, m) tals que m divideix n se satisfa que a, = a,,
(mod m) (s'anomenen les successions coherents per a la
relacié d'ordre donada per divisibilitat). Notem que aquesta és
la primera condicié que hem demanat a la successié {a,}n>1
anterior. En particular, doncs, 7, és no buit, és un subanell, i,
de fet, conté Z (de fet, la imatge de Z pel morfisme de més
amunt). S'anomena |'anell de Priifer



Limits projectius (cont.)

Ara, posem 7 per al subconjunt de Z format per les
successions {a,},>1 tals que per a tota parella de nombres
enters (n, m) tals que m divideix n se satisfa que a, = a,,
(mod m) (s'anomenen les successions coherents per a la
relacié d'ordre donada per divisibilitat). Notem que aquesta és
la primera condicié que hem demanat a la successié {a,}n>1
anterior. En particular, doncs, 7, és no buit, és un subanell, i,
de fet, conté Z (de fet, la imatge de Z pel morfisme de més
amunt). S'anomena l'anell de Priifer (tot i que aqui, de

moment, només ens interessi |'estructura de grup abelia
additiu).



Limits projectius (cont.)

Ara, posem 7 per al subconjunt de Z format per les
successions {a,},>1 tals que per a tota parella de nombres
enters (n, m) tals que m divideix n se satisfa que a, = a,,
(mod m) (s'anomenen les successions coherents per a la
relacié d'ordre donada per divisibilitat). Notem que aquesta és
la primera condicié que hem demanat a la successié {a,}n>1
anterior. En particular, doncs, 7, és no buit, és un subanell, i,
de fet, conté Z (de fet, la imatge de Z pel morfisme de més
amunt). S'anomena l'anell de Priifer (tot i que aqui, de
moment, només ens interessi |'estructura de grup abelia
additiu).

L’anell Z de les successions coherents, és el limit projectiu de la
familia de morfismes {(Z/nZ) — (Z/mZ) : m|n}, i s'escriu
7 = I'Lnn(Z/nZ), perqué se sobreentenen els morfismes.



Limits projectius (cont.)

Notem que disposem de projeccions de 7, en cadascun dels
anells Z/nZ (la inclusié en el producte seguida de la projeccié
des del producte), i que aquestes projeccions sén compatibles
amb els morfismes de reduccié (Z/nZ) — (Z/mZ) per a m
divisor de n; és a dir, tenim diagrames commutatius de
morfismes (d'anells i, per tant, dels grups additius), per a m

divisor de n,
Z/nZ

/
A

Z red

BN

7]/ mZ.



Limits projectius (cont.)

Aquesta propietat se satisfa de manera natural per al grup de
Galois absolut d'un cos finit, Gal(FF|F). Recordem que



Limits projectius (cont.)

Aquesta propietat se satisfa de manera natural per al grup de
Galois absolut d'un cos finit, Gal(F|F). Recordem que

e la restriccié d'un F-automorfisme qualsevol de F a un cos
extensio finita L|F és un F-automorfisme, perque tota extensid
finita d'un cos finit és normal;



Limits projectius (cont.)

Aquesta propietat se satisfa de manera natural per al grup de
Galois absolut d'un cos finit, Gal(F|F). Recordem que

e la restriccié d'un F-automorfisme qualsevol de F a un cos
extensid finita L|F és un F-automorfisme, perque tota extensié
finita d'un cos finit és normal;

e i que per a subcossos finits de F, F C K C L, la restriccié a
K d’un F-automorfisme 1) de F és la restriccié a K de Ia
restriccio de ¢ a L.



Limits projectius (cont.)

Aquesta propietat se satisfa de manera natural per al grup de
Galois absolut d'un cos finit, Gal(F|F). Recordem que

e la restriccié d'un F-automorfisme qualsevol de F a un cos
extensid finita L|F és un F-automorfisme, perque tota extensié
finita d'un cos finit és normal;

e i que per a subcossos finits de F, F C K C L, la restriccié a
K d’un F-automorfisme 1) de F és la restriccié a K de Ia
restriccio de ¢ a L.

Es a dir, per al grup de Galois absolut, se satisfa la propietat
anterior de compatibilitat respecte dels grups de Galois de les
extensions finites L|F.



Limits projectius (cont.)

Gal(F|F)



Limits projectius (cont.)

Gal(FﬂF) res

Gal(K|F).
| tenim que Gal(F|F) = im Gal(L|F).

L|F finita



Limits projectius (cont.)

GaI(FﬂF) res

Gal(K|F).
| tenim que Gal(F|F) = im Gal(L|F).

L|F finita
En efecte, com que F és la reunié dels subcossos L tals que
L|F és finita, donar un F-automorfisme de T és equivalent a
donar-ne la reduccidé a tots els subcossos L; és a dir, a donar
un F-automorfisme de cada cos L extensid finita de I, de
manera que aquests automorfismes siguin coherents. [



Limits projectius (cont.)

On és la topologia?



Limits projectius (cont.)

On és la topologia?

Considerem, en cadascun dels grups finits Gal(L|F) (o,
equivalentment, en cadascun dels grups Z/nZ) la topologia
discreta.



Limits projectius (cont.)

On és la topologia?

Considerem, en cadascun dels grups finits Gal(L|F) (o,
equivalentment, en cadascun dels grups Z/nZ) la topologia
discreta. Notem que, com que els grups sén finits, sén grups
topologics compactes.



Limits projectius (cont.)

On és la topologia?

Considerem, en cadascun dels grups finits Gal(L|F) (o,
equivalentment, en cadascun dels grups Z/nZ) la topologia
discreta. Notem que, com que els grups sén finits, sén grups
topologics compactes.
| en el producte cartesia H Gal(L|F), la topologia

L|F finita
producte. Pel teorema de Tykhonov, es tracta d'un grup
topologic compacte.



Limits projectius (cont.)

On és la topologia?

Considerem, en cadascun dels grups finits Gal(L|F) (o,
equivalentment, en cadascun dels grups Z/nZ) la topologia
discreta. Notem que, com que els grups sén finits, sén grups
topologics compactes.
| en el producte cartesia H Gal(L|F), la topologia

L|F finita
producte. Pel teorema de Tykhonov, es tracta d'un grup
topologic compacte.
| en el subgrup Gal(FF|F), la topologia induida. El subgrup és
tancat (exercici), de manera que també es tracta d'un grup
topologic compacte.



Algunes propietats de Gal(FF|F)

e Es un grup topologic commutatiu, que conté estrictament
un subgrup ciclic infinit, (p4), on @, és I'automorfisme de
Frobenius, donat per a +— a9, per a q := #F.



Algunes propietats de Gal(F|[F)

e Es un grup topologic commutatiu, que conté estrictament
un subgrup ciclic infinit, (p4), on @, és I'automorfisme de
Frobenius, donat per a +— a9, per a q := #F.

e Com a conseqiiéncia de la commutativitat, tots els subgrups
sén normals, de manera que els cossos fixos corresponents sén
extensions normals de .



Algunes propietats de Gal(F|[F)

e Es un grup topologic commutatiu, que conté estrictament
un subgrup ciclic infinit, (p4), on @, és I'automorfisme de
Frobenius, donat per a +— a9, per a q := #F.

e Com a conseqliéncia de la commutativitat, tots els subgrups
sén normals, de manera que els cossos fixos corresponents sén
extensions normals de .

e El cos fix per ¢4 (o sigui, pel subgrup generat per ¢,)
coincideix amb el cos fix per tot el grup Gal(F|F).



Algunes propietats de Gal(F|[F)

e Es un grup topologic commutatiu, que conté estrictament
un subgrup ciclic infinit, (p4), on @, és I'automorfisme de
Frobenius, donat per a +— a9, per a q := #F.

e Com a conseqliéncia de la commutativitat, tots els subgrups
sén normals, de manera que els cossos fixos corresponents sén
extensions normals de .

e El cos fix per ¢4 (o sigui, pel subgrup generat per ¢,)
coincideix amb el cos fix per tot el grup Gal(F|F).

e Doncs, no podem esperar una bijeccié (similar a la del cas
finit) entre el conjunt dels subgrups i el conjunt dels
subcossos. ..



Algunes propietats de Gal(FF|F) (cont.)

Ara bé. ..



Algunes propietats de Gal(FF|F) (cont.)
Ara bé. ..

e En un grup topologic, G, tot subgrup obert, H, és
automaticament tancat, perquée el seu complementari és la
reunié de les classes laterals gH per a g ¢ H, que sén oberts,
homeomorfs a H.



Algunes propietats de Gal(FF|FF) (cont.)

Ara bé. ..

e En un grup topologic, G, tot subgrup obert, H, és
automaticament tancat, perquée el seu complementari és la
reunié de les classes laterals gH per a g ¢ H, que sén oberts,
homeomorfs a H.

e | resulta que Gal(F|F) és I'adherencia del subgrup (p,).



Algunes propietats de Gal(FF|FF) (cont.)

Ara bé. ..

e En un grup topologic, G, tot subgrup obert, H, és
automaticament tancat, perquée el seu complementari és la
reunié de les classes laterals gH per a g ¢ H, que sén oberts,
homeomorfs a H.

e | resulta que Gal(F|F) és I'adherencia del subgrup (p,). Es
diu que el grup de Galois és generat topologicament per ¢,.



Algunes propietats de Gal(FF|FF) (cont.)

Ara bé. ..

e En un grup topologic, G, tot subgrup obert, H, és
automaticament tancat, perquée el seu complementari és la
reunié de les classes laterals gH per a g ¢ H, que sén oberts,
homeomorfs a H.

e | resulta que Gal(F|F) és I'adherencia del subgrup (p,). Es
diu que el grup de Galois és generat topologicament per ¢,.

Més generalment. . .

e Els subgrups oberts sén exactament els d'index finit, i es
corresponen amb les extensions finites L|F;



Algunes propietats de Gal(FF|FF) (cont.)

Ara bé. ..

e En un grup topologic, G, tot subgrup obert, H, és
automaticament tancat, perquée el seu complementari és la
reunié de les classes laterals gH per a g ¢ H, que sén oberts,
homeomorfs a H.

e | resulta que Gal(F|F) és I'adherencia del subgrup (p,). Es
diu que el grup de Galois és generat topologicament per ¢,.

Més generalment. . .

e Els subgrups oberts sén exactament els d'index finit, i es
corresponen amb les extensions finites L|F;

e i, en general, el cos fix per un subgrup coincideix amb el cos
fix pel subgrup adherencia topologica.



Teorema fonamental de la teoria de Galois

Teorema (fonamental de la teoria de Galois sobre
cossos finits)

Sigui F un cos finit. L'assignacié H — FH]]F defineix una
bijeccio que inverteix I'ordre donat per inclusié del conjunt dels
subgrups tancats de Gal(F|F) en el conjunt de totes les
subextensions K|F de F|F, amb inversa donada per

K|F + Gal(F|K). I els subgrups oberts es corresponen
exactament amb les extensions finites.



Grups de Galois absoluts

Observacié

En general, si k és una clausura algebraica d'un cos qualsevol,
I'extensié k|k pot no ser de Galois, perqueé pot no ser
separable.



Grups de Galois absoluts

Observacié

En general, si k és una clausura algebraica d'un cos qualsevol,
I'extensié k|k pot no ser de Galois, perqueé pot no ser
separable. (A classe hem vist I'exemple de I'extensié no
separable F,(t}/P)|F,(t), t una indeterminada, de manera que

F,(t)|F,(t) no és de Galois.)




Grups de Galois absoluts

Observacié

En general, si k és una clausura algebraica d'un cos qualsevol,
I'extensié k|k pot no ser de Galois, perqueé pot no ser
separable. (A classe hem vist I'exemple de I'extensié no
separable F,(t}/P)|F,(t), t una indeterminada, de manera que
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En general, si k és una clausura algebraica d'un cos qualsevol,
I'extensié k|k pot no ser de Galois, perqueé pot no ser
separable. (A classe hem vist I'exemple de I'extensié no
separable F,(t}/P)|F,(t), t una indeterminada, de manera que
F,(t)|F,(t) no és de Galois.)

Ara bé, si denotem per k* C k la clausura separable de k en k,
o sigui, la maxima subextensié separable k*|k de F|k, tenim
una extensié de Galois (recordem que la clausura normal d'una
extensié separable és separable, de manera que la clausura
normal de k®|k és k°|k).

El grup de Galois Gal(k®|k) és el grup de Galois absolut de k.
| per al grup de Galois absolut, se satisfa una propietat
semblant.
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Hem vist que donat un k-automorfisme de K, o sigui un
element de Gal(K|k), podem considerar-ne la restriccié a
qualsevol subcos L de K (que contingui k); i que aixo
proporciona una immersié de L en k. | que si I'extensié Lk és
de Galois, aquesta restriccié és un automorfisme; és a dir, un
element del grup de Galois Gal(L|k).

Tenim, doncs, morfismes de grups, donats per restriccid,
Gal(K|k) — Gal(L|k), per a totes les subextensions de Galois
L|k (no només les finites, tot i que ens interessen aquestes), i
hem vist que sén exhaustius, pel teorema d’'extensid
d’'automorfismes.



Grups de Galois (cont.)
A més a més, per a subextensions de Galois L;|k, L|k tals
que L; C L,, els morfismes de restricciéd sén compatibles:

Gal(Lo|k)

GaI(K|k) res



Grups de Galois (cont.)

A més a més, per a subextensions de Galois L;|k, L|k tals
que L; C L,, els morfismes de restricciéd sén compatibles:

Gal(L|k)
GaI(K|k) res
Gal(Ly|k).

| també es té que K és la reunid dels subcossos L C K tals
que L|k és de Galois finita.
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Teorema

Gal(K k) = jim Gal(L|k).
L|k de Galois, finita, LCK

DEMOSTRACIO

Copiem |'anterior del cas de cossos finits!

(Les restriccions d'un automorfisme formen una familia
coherent d'automorfismes, i I'automorfisme es recupera a
partir de les seves restriccions a subextensions finites.) [J



Grups de Galois (cont.)

Topologia?



Grups de Galois (cont.)

Topologia?

Considerem, en cadascun dels grups Gal(L|k), per a L|k de
Galois finita, L C K, la topologia discreta.



Grups de Galois (cont.)

Topologia?

Considerem, en cadascun dels grups Gal(L|k), per a L|k de
Galois finita, L C K, la topologia discreta. Notem que, com
que els grups sén finits, sén grups topologics compactes.



Grups de Galois (cont.)

Topologia?

Considerem, en cadascun dels grups Gal(L|k), per a L|k de
Galois finita, L C K, la topologia discreta. Notem que, com
que els grups sén finits, sén grups topologics compactes.
| en el producte cartesia H Gal(L|k), la

L|k de Galois, finita, LCK
topologia producte. Pel teorema de Tykhonov, es tracta d'un

grup topologic compacte.



Grups de Galois (cont.)

Topologia?

Considerem, en cadascun dels grups Gal(L|k), per a L|k de
Galois finita, L C K, la topologia discreta. Notem que, com
que els grups sén finits, sén grups topologics compactes.
| en el producte cartesia H Gal(L|k), la

L|k de Galois, finita, LCK
topologia producte. Pel teorema de Tykhonov, es tracta d'un
grup topologic compacte.
| en el subgrup Gal(K|k) del producte, la topologia induida. El
subgrup és tancat, de manera que també es tracta d'un grup
topologic compacte.



Grups de Galois (cont.)

Topologia?

Considerem, en cadascun dels grups Gal(L|k), per a L|k de
Galois finita, L C K, la topologia discreta. Notem que, com
que els grups sén finits, sén grups topologics compactes.
| en el producte cartesia H Gal(L|k), la

L|k de Galois, finita, LCK
topologia producte. Pel teorema de Tykhonov, es tracta d'un
grup topologic compacte.
| en el subgrup Gal(K|k) del producte, la topologia induida. El
subgrup és tancat, de manera que també es tracta d'un grup
topologic compacte.
Aquesta topologia en Gal(K|k) s'anomena la topologia de
Krull.



Grups de Galois (cont.)

Topologia?

Considerem, en cadascun dels grups Gal(L|k), per a L|k de
Galois finita, L C K, la topologia discreta. Notem que, com
que els grups sén finits, sén grups topologics compactes.
| en el producte cartesia H Gal(L|k), la

L|k de Galois, finita, LCK
topologia producte. Pel teorema de Tykhonov, es tracta d'un
grup topologic compacte.
| en el subgrup Gal(K|k) del producte, la topologia induida. El
subgrup és tancat, de manera que també es tracta d'un grup
topologic compacte.
Aquesta topologia en Gal(K|k) s'anomena la topologia de
Krull.
Notem que si K|k és finita, la topologia que obtenim és |a
discreta.
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Teorema (fonamental de la teoria de Galois)

Sigui K|k una extensié de Galois de cossos. L’assignacio

H — K"k defineix una bijeccié que inverteix I'ordre donat
per inclusié del conjunt dels subgrups tancats de Gal(K|k) en
el conjunt de totes les subextensions L|k de K|k, amb inversa
donada per L|k — Gal(K|L). I els subgrups oberts es
corresponen exactament amb les extensions finites.

Notem que la bijeccié que predica el teorema no es restringeix
ni a subextensions finites, ni a subextensions de Galois.

La consideracié de subextensions finites i de Galois només és
per a la definicié de la topologia de Krull.

No en detallaré aqui cap demostracié (tot i que no és dificil).
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Una definicié equivalent de la topologia de Krull s'obté en
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Proposicio

Una definicié equivalent de la topologia de Krull s'obté en
considerar com a (una) base d’entorns oberts de cada element
o € Gal(K|k), la familia formada per totes les classes laterals
o Gal(K|L), quan L|k recorre totes les subextensions de Galois
finites de K|k.

Aixo equival a establir un homeomorfisme entre els grups
topologics Gal(K|k) (amb la topologia definida d’aquesta
manera) i el subgrup del producte cartesia,

ljm Gal(L|k),

L|k de Galois, finita, LCK

amb la topologia induida, com hem fet més amunt.
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Observacié

La construccié de Z, a partir dels Z /(™7 és la construccié de
successions coherents de nombres enters modul les successives
poténcies de /.

Aixo imita el metode de Newton de la tangent, que ensenya
Gauss a les Disquisicions Aritmetiques, i que s’explica a
I'assignatura d'Aritmetica, per a aixecar arrels de polinomis
modul una poteéncia ¢ d'un nombre primer ¢, a la poténcia
seglient, ¢(M*1

Aquest resultat demostra que si un polinomi de coeficients
enters té una arrel simple modul ¢, té una arrel simple en Z,
(lema de Hensel).
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El teorema fonamental de I'Aritmética —tot nombre enter
n > 0 és producte de poténcies de nombres primers,
n= Hf"f(”)—, i el teorema xinés del residu
¢
—7Z/nZ = HZ/@"“(”)Z—, impliquen la descomposicié
¢

Teorema

y/
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sz. n
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En conseqiiéncia, els anells (els grups abelians additius) Z, sén
quocients de I'anell (del grup abelia additiu) Z.
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Pero, aixi com 7, és un producte cartesia no trivial i, per tant,
té divisors de zero no nuls, els anells Z, tenen altres propietats
interessants. Per exemple, Z;,

e és un domini d'integritat,

e de caracteristica zero,

e principal,

e té un Unic ideal primer no nul, {Z;, amb cos residual
(Ze/U2y) = ¥, = (Z/LZ),

e tots els nombres enters no divisibles per ¢ hi sén elements
invertibles,

e i per al grup dels seus elements invertibles, es té que

AR (Z/(é - 1)Z) X Z@a si £ 7£ 27
CT\(2)22) x Ly, si 0= 2.
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Alguns resultats provats en aquest curs sobre els cossos
ciclotomics proporcionen els resultats segtlients.

Teorema B
Sigui 11(Q) el grup de totes les arrels de la unitat de Q.
L'extensio Q(1(Q))|Q és de Galois i

Gal(Qu@)IQ) = 2 = (2/27) x [[(Z/(¢ - 1)7) x [ Ze.



Exemples (cont.)

Corol'lari
Sigui K C Q el cos composicié de tots els cossos quadratics
sobre Q. Llavors, K|Q és de Galois i

Gal(K|Q) = (2/22) x [ [(z/2z),

L

un factor Z./27. per a cada nombre primer (inclos el primer 2),
i un factor Z./27. extra. O
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Els anells Z, sén dominis d'integritat topologics compactes.

l, igual que també ho és I'anell de Priifer, sén complets per a
la topologia del limit projectiu.

Com a consequiéncia, el cos de fraccions, Qy, de Z; és un cos
topologic complet, que conté Q com a subcos.

De fet, és la complecié de Q per al valor absolut /-adic de Q,
de la mateixa manera que R és la complecié de Q per al valor
absolut arquimedia usual.
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Se satisfa que totes les extensions finites L|Q, son resolubles,
igual que totes les extensions finites de R son resolubles;

és a dir, que totes les equacions polinomiques sobre (Q, son
resolubles per radicals (sobre Qy),

igual que totes les equacions polinomiques sobre R sén
resolubles per radicals (sobre R);

i que el grup de Galois absolut, GQ_'(@AQ() és un subgrup del
grup de Galois absolut de Q, Gal(Q|Q),

igual que el grup de Galois absolut, Ga_l(mR) és un subgrup
del grup de Galois absolut de Q, Gal(Q|Q).
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Acabem amb alguns exemples, només a titol informatiu.

Per a un cos k, posem G, := Gal(k*|k), el seu grup de Galois
absolut.
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e Si k =T és un cos finit, G, = Z. Es un grup abeli.

e Si k és un cos (-adic (extensié finita de Qy), Gi és un grup
(pro)-resoluble.
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Acabo. ..

Només un desig final, que reprodueix unes paraules de Galois,
de la seva darrera carta.

Aprés cela, il y aura, j'espere, des gens qui trouveront leur
profit a déchiffrer tout ce gachis.



Cronologia

Euclides (EvkAeidns) Euclides d'Alexandria (Alexandria,
Egipte, aprox. 323 a.C.; Alexandria, Egipte, aprox. 285 a.C.)

Pierre de Fermat (Beaumont de Lomagne, Franca, 17 d'agost
de 1601; Castres, Franga, 12 de gener de 1665)

Isaac Newton (Woolfsthorpe by Colsterworth, Anglaterra, 25
de desembre de 1642 (Ju), 4 de gener de 1643 (Gr);
Kensington, Anglaterra, 20 de marg de 1717 (Ju), 31 de marg
de 1717 (Gr))

Johann Carl Friedrich Gauss (Brunsvic, Baixa Saxonia, Sacre
Imperi, 30 d'abril de 1777; Gottingen, Baixa Saxonia, Prussia,
23 de febrer de 1855)



Cronologia (cont.)

Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (Praga,
Bohémia, Imperi Austro-Hiingar (ara Republica Txeca), 5
d'octubre de 1781; Praga, Bohémia, Imperi Austro-Hingar
(ara Republica Txeca) 18 de desembre de 1848)

Evariste Galois (Bourg la Reine, Paris, Franca, 25 d’octubre
de 1811; Paris, Fran¢a, 31 de maig de 1832)

Ferdinand Georg Frobenius (Berlin—Charlottenburg, Prussia,
26 d'octubre de 1849; Berlin, Prussia, Imperi Alemany, 3
d’'agost de 1917)

Kurt Hensel (Konigsberg, Prissia, 29 de desembre de 1861;
Marburg, Hessen, Alemanya, 1 de juny de 1941)



Cronologia (cont.)

Ernst Paul Heinz Priifer (Wilhelmshaven, Alemanya, 10 de
novembre de 1896; Miinster, Alemanya, 7 d'abril de 1934)

Emil Artin (Viena, Austria, Imperi Austrohongares,
3 de marcde 1898; Hamburg, Alemanya, 20 de desembre de
1962)

Wolfgang Krull (Baden—Baden, Baden Wiirttemberg, Imperi
Alemany, 26 d'agost de 1899; Bonn, Rin del Nord Westfalia,
Alemanya, 12 d'abril de 1971)

Otto Schreier (Viena, Austria, 3 de mar¢ de 1901; Hamburg,
Alemanya, 2 de juny de 1929)



Cronologia (cont.)

Max August Zorn (Krefeld, Alemanya, 6 de juny de 1906;
Bloomington, Indiana, Estats Units, 9 de marg de 1993)

Andrey Nikolayevich Tykhonov (Gzhatska, Smolensk, Imperi
rus, 17 d'octubre de 1906 (Ju), 30 d'octubre de 1906 (Gr);
Moscow, Rdssia, 7 d'octubre de 1993)

Griselda Pascual Xufré (Barcelona, 11 de febrer de 1926;
Barcelona. 8 de juny de 2001)

Jirgen Neukirch (Dortmund, Alemanya, 24 de juliol de 1937;
Regensburg, Alemanya, 5 de febrer de 1997)



Referencies

[Ga 1801] Gauss, C.F.: Disquisicions Aritmétiques.
Traduccid i proleg de Griselda Pascual Xufré. Institut
d'Estudis Catalans, Barcelona, 1996. ISBN: 84-7283-313-5.

[Ne 1986] Neukirch, J.: Class Field Theory, Springer Verlag,
Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, 280, Berlin
(1986), ISBN: 3-540-152251-2.

[Ba-Mo-Tr 1990] Bayer, P.; Montes, J.; Travesa, A.:
Problemes d'A/gebra, Publicacions de la Universitat de
Barelona, colleccié Materials Docents, n. 7 (1990), ISBN:
84-7875-361-3.



=z UNIVERSITAT oe

"% BARCELONA



