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RESUMEN

En este articulo introducimos una familia de érdenes
O(M, N, D), que es filtrante inferiormente del sistema de
todos los 6rdenes del dlgebra de matrices M(2, (). Los
grupos correspondientes de unidades de norma uno,
I'(M, N, D), proporcionan grupos de congruencia conte-
nidos en el grupo especial lineal SL(2, R) y operan, por
tanto, en el semiplano superior complejo. Relacionamos
los grupos asi obtenidos con los grupos de congruencia
I[y(N), T')(N) y I'(V), considerados habitualmente en el
estudio aritmético de funciones automorfas.

ABSTRACT

In this paper we introduce a family of orders O(M, N,
D), filtering from below the system of all orders of the
matrix algebra M(2, Q). The corresponding groups of
units of norm equal to one, I'(M, N, D), provide congru-
ence groups contained in the special linear group SL(2,
R), and so they act on the complex upper half-plane. We
relate the groups obtained in this way to the congruence
groups I'y(NV), I',(V) and I'(V), which are usually con-
sidered in the arithmetical study of automorphic func-
tions.

INTRODUCCION

El objetivo principal de este articulo es dar una des-
cripcién de una familia amplia de 6rdenes del dlgebra
M(2, D) de las matrices 2 x 2 de coeficientes racionales
y de su relacién con los grupos de congruencia del grupo
especial lineal SL(2, Z) de coeficientes enteros.

' Con soporte parcial de DGES, PB96-0166.

En la primera parte, se establecen las definiciones y
los resultados bésicos relativos a los érdenes de M(2, Q);
en particular, y teniendo en cuenta la forma lineal traza,
se define el concepto de paridad de un orden y se relacio-
na este concepto con la forma cuadrdtica ternaria nérmi-
ca asociada al submédulo de las matrices de traza nula
del orden. Los ejemplos principales consisten en los 6r-
denes OyN), O,(N), y O(N), que definimos ad hoc por
similitud con los grupos de congruencia mds estudiados
habitualmente (cf. [Sh 71]), T(N), T,(V) y T'(N). A par-
tir de la observacién de estos ejemplos, se define la fa-
milia de los 6rdenes O(M, N, D), que contiene los an-
teriores como casos particulares, y que permite entender
de una manera mds global algunos fenémenos observa-
dos. Esta familia de érdenes es una familia filtrante in-
feriormente para el conjunto de todos los sub6rdenes de
M2, 7).

La segunda parte se dedica al estudio de los grupos de
congruencia y de su relacién con los érdenes de M(2, Q).
El grupo de las unidades de norma 1 del orden Oy(N) es
exactamente el grupo de congruencia I'y(V); pero esto no
sucede asi con los grupos de unidades de O,(N) ni de
O(N). Mds generalmente, y para N = 3, ningin orden de
M(2, @) tiene como grupo de unidades de norma 1 el
grupo I'/(NV) ni el grupo I'(NV). Por otra parte, el orden
generado por el grupo de congruencia I',(N) es el orden
O,(N), mientras que el orden generado por I';(/V) no es,
en general, el orden Oy (NV), sino un orden menor. El obje-
tivo principal de esta segunda parte es la descripcidn de
los 6rdenes generados por los grupos de unidades de nor-
ma 1 de los érdenes de M(2, Z). Como caso especial-
mente importante, se obtiene una descripcioén exacta de
los 6rdenes generados por los grupos I (N), [(N) y
['(NV). En particular, el grupo I',(N) coincide con el grupo
de las unidades de norma 1 del orden generado por I';(N).
Ademds, para I',(V) y para I'(V) se obtiene una descrip-
cién exacta del grupo cociente I'/I'(N) (resp. I/I'(N)),
donde T" es el grupo de las unidades de norma 1 del orden
generado por I',(N) (resp. por T'(NV)).
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1. ORDENES DEL ALGEBRA DE MATRICES

Consideraremos la Q-dlgebra de las matrices 2 x 2 ra-
cionales, H := M(2, QQ); por tanto, identificaremos un nd-
mero racional cualquiera ¢ € ) con la matriz diagonal

0
[?) } en particular, el conjunto Z de los nlimeros en-

teros se identifica con el conjunto de las matrices diago-
nales tales que g € Z.

w5
Definicién 1.1. Se dice que una matriz ': )i] €
z t

e M(2, Q) es entera sobre 7 o, simplemente, entera, si, y
solo si, su traza x + t'y su determinante xt — yz son niime-
ros enteros.

Contrariamente a lo que ocurre en el caso de los cuer-
pos de nimeros, el conjunto de las matrices enteras no
forma un subanillo de M(2, Q); por ejemplo, las matrices

g A 1 0 0 2 1
X:=| 2|y-= B | Z 2
1 | 1 0 1 1

0 1 2 2 )

son matrices enteras, pero XYy Z + T'no lo son. Observe-
mos que existen matrices enteras cuyos coeficientes no
son ndmeros enteros.

Serd de especial interés para nuestros propésitos el sub-
espacio vectorial de M(2, () formado por las matrices de
traza nula; es un Q-espacio vectorial de dimensién 3, que
denotaremos por H,,

Definicion 1.2. Un orden de M(2, Q) es un subanillo
Jormado por matrices enteras y tal que, como grupo abe-
liano, es libre de rango 4. Mds generalmente, una red de
M2, Q) es un subgrupo abeliano que contiene una Q-
base de M(2, Q) como espacio vectorial racional. En
particular, pues, todo orden es una red.

Definicion 1.3. Sea L < M(2, Q) una red que con-
tenga 7 y esté formada por matrices enteras. Diremos
que una tal red L es impar si, y sélo si, 1 es traza de
alguna matriz de L. En caso contrario, diremos que L es
par. En particular, esta definicion se aplica a cualquier
orden O=M(2, Q).

Observacion 1.4, Mds generalmente, si L= M(2, Q)
es una red cualquiera, la aplicacidn traza t: L—> () es un
homomorfismo de grupos abelianos y, puesto que L es un
grupo abeliano finitamente generado, la imagen de t es
un subgrupo abeliano finitamente generado de Q; es de-
cir, un ideal fraccionario de Q. Y, puesto que Z es prin-
cipal, existe un niimero racional r € Q tal que t(L) = rZ.

Ahora, si LM, Q) es una red formada por matri-
ces enteras que contiene Z, la imagen del homomorfismo

trazat: L — Q estd contenida en 7 y contiene el subgru-
po 2Z. En consecuencia, es t(L) = 27 o bien t(L) = Z;
estas dos posibilidades caracterizan si L es par o impar.

Proposicion 1.5. Sea O<M(2, Q) un orden cual-
quiera. Enfonces:

(a) O :={AeO:1(A)e2Z} es una subred par de O.

(b) Lasuma Z + (O n Hy) es direcia.

() Z&OnH)=0"

(d) Elindice [O: @] es1o0?2.

(e) O es parsi, y sélo si, O= 0.

(f)  Oesimpar si, y sélo si, [0 : O] = 2; equivalen-
temente, si, y solo si, O'cO. |

Observacion 1.6. En general, aunque O sea un or-
den, O' sélo es una red, y no necesariamente un orden.

Proposicion 1.7. Sea O=M(2, Q) un orden cual-
quiera. Entonces, la subred Z + 20& O’ es un suborden
par de O. m|

En general, si O<M(2, (D) es un orden, el conjunto
O n H,, formado por las matrices de O de traza nula, es un
grupo abeliano libre de rango 3, y la asignacién A +— det(A)
define una forma cuadrdtica ternaria entera, llamada for-
ma nérmica, 1, : O N Hy— 7. Puesto que una Q-base de
H, esta formada por las matrices

o b [0k 2
0 0f 0 1 [2 of
la forma nérmica n, es Q-equivalente a la forma cuadré-
tica —Y?* + 4XZ; es decir, a la forma cuadrética discrimi-
nante en grado dos cambiada de signo.

En particular, para un orden cualquiera O =M(2, Q),
es O n Hy= O" n H,, de manera que la forma ternaria

nérmica n, estd determinada por la subred par O de O.

Ejemplos 1.8. Para todo niimero entero N 2 1, pon-

gamos
OLN) := {|:;]C\7 );:| (X Y, Z, tE Z}

Entonces, O,(N) es un orden impar. La subred par aso-
ciada a O N), O)N) := 7 ® (O,N) n H,), es el con-

junto
X B
O/(N) = Tx, v, 7z, teZ;,
o) {LN x+2t} X }

y es un orden si, y sélo si, N es par.
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La forma ternaria nérmica asociada a O,(N) es la for-
ma cuadrdtica ternaria entera nyX, Y, Z) = —Y? 4+ NXZ,
puesto que las matrices

[o -1} [—1 0} [0 0}
0 0Ff 0 1f N 0]
constituyen una Z-base de O, (N) n H,.

Asociado al orden Oy(N), el orden par Z + 20y(N) es
el conjunto

X 2y
Z+2@0(N)={|: ’ }:x, v z,er},
2zN  x+ 2¢

que es un suborden de indice 8 de O,(N). La forma terna-
ria nérmica asociada a Z + 20y(N), ny,, es la forma
ny,(X, Y, Z) = =Y* + 4NXZ.

Andlogamente, para todo niimero entero N 21, pon-
gamos

X y
O,N) = {l:zj\/ . ; z‘Nil X, % L tE Z},

X yN
ON) = {[ J X, ) %, tE Z}-
zZN x+ N

Entonces, O,(N)y O(N) son drdenes de M(2, Q) de la
misma paridad que N.

Los érdenes pares Z + 20,(N) y Z + 20O(N) asociados
a los ordenes O (N) y O(N) son los conjuntos

7 +20,N) {[ oo } , z}
= : ¥ b ¢ ] E -]
! 2zN  x + 2tN %%

Z + 20(N) {[ rooaN ] z}
+ = B R VA A S *
2N x+2N| TV

Y las formas ternarias nérmicas asociadas a Z + 20,(N)
v Z + 20(N) son, respectivamente, las formas —N*Y* +
+ 4NXZ y —N2Y? + 4N°XZ.

A la vista de estos ejemplos, introducimos la defini-
cion siguiente.

Definicion 1.9. Para todo par de niimeros enteros
M, N =1y todo divisor D 2 1 del producto MN, definimos

@(MND)'—{X yM]' . Z}
P EUN xemm | PRI

En particular, se tiene que

(@) O\N)=0O(1, N, 1);
(b) O,(N) = O, N, N);
(c) OW)=OWN, N, N);
(d) Z +20M, N, D) = O2M, 2N, 2D).

Proposicion 1.10. Sean M, N = 1 niimeros enteros y
D > 1 un divisor de MN. Entonces:

(a) OMWM, N, D)=MQ, Q) es un orden de la misma
paridad que D.

(b) OQ1,1,1)=M(Q, Z) es un orden maximal.

(c) SeanM' =1 undivisor de M, N' 2 1 un divisor de
N, y D' 2 1 un divisor de D y de M'N'. Entonces,
OM, N, D)= OM’', N', D) es un suborden de

M [ beli ent
WND para el grupo abeliano cociente
se tiene un isomorfismo

indice

oM.N'\D) Z Z 7
OM,N,D) ~ (M/MYZ (N/NYZ~ (D/D)Z

(d) Laforma ternaria nérmica ny(X, Y, Z) asociada a
OWM, N, D) es la forma
-D*Y? + MNXZ,

nO(X) K Z) = D2
==r Y?>+ MNXZ, si D es par.

si D es impar,

Demostracion. Es evidente que O(M, N, D) es un
grupo abeliano, y que las matrices

[1 o} [o M} [0 0} [o 0}
1= , €= , €y = , €3 1=
0 1 0 0 N 0 0 D

forman una Z-base de O(M, N, D). Por otra parte, y pues-
to que D divide MN, la multiplicacién es estable en
OM, N, D), de manera que @(M, N, D) es un subanillo
de M(2, Q0); ademds, puesto que O(M, N, D) estd forma-
do por matrices enteras, O(M, N, D) es un orden. Final-
mente, estd claro que O(M, N, D) es de la misma paridad
que D.

El conocimiento explicito de Z-bases de los érdenes
OM, N, D)y O(M', N', D) permite obtener (c) inmedia-
tamente, a partir del cdlculo de los factores invariantes.

A continuacién, procedemos a dar una demostracion
elemental del hecho que O(1, 1, 1) = M(2, Z) es un orden
maximal. Supongamos que @ es un orden que contiene
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Yoy
M(2,7)y sea [ i] € O,conyx, y, z, 1€ Q, un elemento
Z

cualquiera de O. Los productos

0][x y] [x v
0 o]lz 7] |o of
[0 1][x y] [z t]
0 oflz ] o of
0 07[x y1 [0 O]
|1 0|z t_:_x yJ
0 0[x y] [0 ©
0 1|z ] |z J

pertenecen a (; por tanto, las trazas de estas matrices son
. . Xy

numeros enteros; es decir, x, y, z, t€ Z, y [ } e M(2, 7),
zZ t

de manera que O = M(2, Z), como queriamos demostrar.

Finalmente, el cdlculo de la forma cuadratica ternaria
nérmica asociada a @O(M, N, D) es inmediato, una vez
calculada una Z-base de O(M, N, D) n H,; una tal Z-
base estd formada por las matrices

0 -M] [-D 0] [0 ©
0 0] [ 0 D[ [N o]

st D es impar, y
0 0
b N 0 ]

b b,

si D es par. O

NS o

En particular, y puesto que 2D es par, la forma ternaria
nérmica n,, asociada a O(M, N, D), es decir, la forma

nérmica del grupo abeliano OQ2M, 2N, 2D) n H,, es la
forma ny,(X, Y, Z) = -D*Y* + 4MNXZ.

Observacién 1.11. No es cierto que la familia forma-
da por los érdenes O(M, N, D) contenga todos los drde-
nes de M(2, Q). Sin embargo, todo orden estd incluido
en un orden maximal (por definicion), v, puesto que Z es
principal, dos érdenes maximales de M(2, ) son conju-
gados por un elemento U e GL(2, Q) = M(2, Q)* (c¢f. [Vi
80]). Por tanto, todo orden de M(2, Q) es isomorfo (con-
jugado) a un Suborden de M(2, Z). Los resultados si-
guientes permiten precisar un poco mds el conocimiento
de los subdrdenes de M(2, Q).

Proposicion 1.12. Sea O=M(Q2, Q) un suborden
cualquiera. Entonces, existe un niimero entero N > 1 tal

que O(N, N, N) = O.

Demostracion. Puesto que O=2 0 ~ (1, 1, 1), que
es un suborden de M(2, Z), podemos suponer que
O<M(2, Z). Entonces, puesto que @y O(1, 1, 1) son
grupos abelianos libres del mismo rangoy O< O(1, 1, 1),
el grupo abeliano cociente O(1, 1, 1)/O es finito. Si N es
el exponente de este grupo abeliano cociente, tenemos
que para todo elemento X € O(1, 1, 1) es NX € @. En
particular, O contiene las matrices

clo i Lo ok [ ol [0 3

que constituyen una Z-base de O(N, N, N). Luego,
O= O(N, N, N), como queriamos demostrar. O

Proposicién 1.13. Sean M, N > 1 niimeros enteros.
Todo subgrupo aditivo O= O(M, N, 1) que contiene
O(M, N, MN) es un orden, y existe un divisor D> 1 de
MN tal gue O = OM, N, D).

Si D21 es un divisor de M, todo subgrupo aditivo
O< OM, 1, D) que contiene O(M, N, D) es un orden, y
existe un divisor N' 2 1 de N tal que O = O(M, N', D).

Si D=1 es un divisor de N, todo subgrupo aditivo
O< O(1, N, D) que contiene O(M, N, D) es un orden, y
existe un divisor M' 2 1 de M tal que O = O(M’, N, D).

Demostracion. En virtud del apartado (c) de la propo-
sicién 1.10, el reticulo de subgrupos de O(M, N, 1) que
contienen O(M, N, MN) es isomorfo al reticulo de sub-
grupos de Z/MNZ; es decir, al reticulo de divisores de
MN. Pero el reticulo formado por los érdenes O(M, N, D),
para D divisor de MN, es isomorfo a este reticulo. Por
tanto, todo subgrupo abeliano de O(M, N, 1) que contiene
O(M, N, MN) es uno de los 6rdenes O(M, N, D), con
D =1 divisor de MN. Las otras dos propiedades se de-
muestran de la misma manera. O

Observacién 1.14. No todos los subdrdenes de M(2, 7)

son de la forma O(M, N, D), para algiin divisor D > 1 de
MN. Por ejemplo,

O = {|:X );}Z)C, Y, 2, iez,y525x+t(m0d2)}
7 ¢

es un suborden de O(1, 1, 1), que contiene 02, 2, 2)
como suborden de indice 2, y no es ninguno de los érde-
nes O2,2, 1), O2,1, 2), ni O(1,2,2).

1.15. Ordenes y conjugacién. Los hechos, comen-
tados 1nds arriba, que todo orden de M(2, Q) estd inclui-
do en un orden maximal, que dos érdenes maximales de
M(2, Q) son conjugados por un elemento de GL(2, Q), y
que M(2, Z) es un orden maximal, permiten que nos res-
trinjamos al estudio de los subdrdenes de M(2, Z).
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-1
Por otra parte, si tomamos U := O} e GL(2, ),

tenemos que U™ O(M, N, D)U = O(1, MN, D), de manera
que cualquiera de los érdenes O(M, N, D) es conjugado a
un orden de la forma O(1, MN, D). Sin embargo, la con-
jugacién por U no deja invariante M(2, Z), salvo que sea
N = 1; por tanto, si un suborden O<=M(2, Z) contie-
ne O(M, N, D), el orden conjugado U'OU contiene
O(1, MN, D), pero, en general, no estd contenido en
M(2, Z). Es decir, si nos limitamos a estudiar los subdr-
denes de M(2, Z), debemos hacer el estudio de todos los
6rdenes de la forma O(M, N, D), y no podemos limitar-
nos a los de la forma O(1, MN, D).

0 -1
Observacion 1.16. En el caso U = O} eSL(2,7),

tenemos que U"'M(2, Z)U = M(2, Z) y que U O(M, N,
D)YU = O(N, M, D). Por tanto, en cualquier caso, pode-
mos intercambiar los papeles de My N.

Finalmente, para el estudio de los 6rdenes de M(2, Q),
puede ser de interés el resultado siguiente, que generaliza
los dos casos anteriores.

Proposicion 1.17. Sea T € Q* un niimero racional no
0 -1
nulo cualquiera, y pongamos U := [T O} eGL(2, Q).

Entonces, para todo par de niimeros enteros M, N=1y
todo divisor D 21 de MN, es

N
U'OWM, N, D)U = @<?, MT, D>,

N
con las notaciones evidentes para @(7“ MT, D>. |

Notemos que, puesto que la conjugacién respeta la
traza y el determinante, O T MT, D ) es un orden de

M2, Q).

2. ORDENES Y GRUPOS DE CONGRUENCIA

Recordemos que los grupos de congruencia de SL(2, Z)
son los subgrupos I' = SL(2, 7) para los cuales existe un
nimero entero N = 1 tal que I' contiene, como subgrupo,
el grupo principal de congruencia de nivel N,

1+aN SN .
I'v) := i By, 0eZ, det=1
N 1+ 0N

(cf. [Sh 71]). En particular, los grupos

1 +aN
I(N) = {[ ]\; i +ﬁ5N} co, By, 0€Z, det = 1}7

i

o f .
[(N) = {?’N 5] o, By, 0eZ, det= 1}’

son grupos de congruencia.

Definicién 2.1. Para cada par de niimeros enteros
M, N2 1y cada divisor D21 de MN, pondremos

I'(M, N, D) := {A e OM, N, D) : det A =1},

es decir, T'(M, N, D) es el grupo de las unidades de nor-
ma 1 del orden O(M, N, D). Se tiene que

o M

(M, N, D) = {
YN o+ 6D

]x,ﬂ,y,éez,detzl}-

o M

e I'(M,
YN o+ 0D
N, D), y puesto que D divide MN, se tiene que o =1
(mod D); es decir, o es una raiz cuadrada de 1 médulo D.

Observacion 2.2. Para A = I:

Mds generalmente, para un orden cualquiera
O=M(Q2, Q), pondremos T'(O) para designar el grupo
de las unidades de norma 1 de O.

Lema 2.3. Sea O=M(2, Z) un orden cualquiera. El
grupo T'(O) es un grupo de congruencia.

Demostracién. Claramente, I'(0) =T'(1, 1, 1) =
=SL(2, Z). Por otra parte, sea N = 1 un nimero entero tal
que O= O(N, N, N). Entonces, T'(0) contiene como sub-
grupo el grupo I'(N, N, N). Pero I'(V) es un subgrupo de
T(N, N, N); luego, I'(O) contiene I'(N) como subgrupo. O

Ejemplo 2.4. Para todo niimero entero N 2 1, I'|(N)
es el grupo de las unidades de norma 1 de O(1, N, 1); es
decir, 'y (N) =T'(1, N, 1).

Observacion 2.5. En general, el grupo de las unida-
des de norma 1 de un orden cualquiera O=M(2, Q) es
conjugado de un grupo de congruencia, puesto que el
orden es conjugado de un suborden de M(2, Z).

Proposicion 2.6. Sea N >3 un niimero entero. Los
grupos I'\(N) y T'(N) no son el grupo de las unidades de
norma 1 de ningiin orden O =M(Q2, Q).

Demostracion. Las condiciones de congruencia para

i o
que una matriz A := |:

(b;} pertenezca a alguno de los
Y
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grupos I';(N) o I'(V) obligan a que sea v € Z y o= 1
(mod N). Si un orden O=M(2, Q) contiene la matriz A
de manera que A es una unidad de norma 1 de O, también
contiene la matriz —A como unidad de norma 1; y, en
cambio, —A no pertenece a ninguno de los dos grupos
I'y(V), I'(NV), puesto que para N=3 no es —1=1
(mod N). O

En general, el subanillo generado por el grupo de las
unidades de norma 1 de un orden O cualquiera no coinci-
de necesariamente con O. Interesa, pues, conocer mds a
fondo la relacién entre el orden Q'y el subanillo generado

por ['(O).

Teorema 2.7. Sean M, N, d = 1 niimeros enteros tales
que d divide MN, y sea D := mcd(MN, mem(24, d)) =
= mem(med (MN, 24), d). Entonces, el subanillo” de
M(2, Q) generado por T'(M, N, d) es el orden O(M, N, D).

Demostracion. Haremos la demostracién de este teo-
rema por partes. Empezaremos viendo que existe un divi-
sor D de MN, miiltiplo de d, tal que el subanillo generado
por I'(M, N, d) es el orden O(M, N, D); y, més adelante,
precisaremos el valor de D como el del enunciado.

Puesto que I'(M, N, d) es el grupo de las unidades de

norma 1 del orden O(M, N, d), el subanillo generado por -

I'(M, N, d) es un subanillo de O(M, N, d). Reciproca-
mente, puesto que las matrices

o o [o VL i [

pertenecen a I'(M, N, d) y constituyen una Z-base de
OM, N, MN), obtenemos que el subanillo generado
por I'(M, N, d) es un orden, y que este orden contiene
OM, N, MN).

Asi, para el orden O generado por I'(M, N, d), se satis-
facen las inclusiones O(M, N, MN)<= O< O(M, N, d).

Pero el reticulo de subdrdenes de O(M, N, d) que contie-

nen O(M, N, MN) es isomorfo al reticulo de divisores D
de MN que son multiplos de d; si se quiere, al reticulo de

divisores del cociente R Y el suborden que correspon-

de a un divisor D de MN miiltiplo de d es el orden
O(M, N, D). Luego, ©O= O(M, N, D), para un cierto divi-
sor D de MN miuiltiplo de d. |

Antes de continuar con la demostracion del teorema,
obtenemos consecuencias de lo ya demostrado.

Corolario 2.8. Sean M, N > 1 niimeros enteros. El
subanillo de M(2, Q) generado por T'(M, N, MN) es el
orden O(M, N, MN). O

Ejemplo 2.9. El subanillo generado por T (N) es
exactamente O(1, N, N), puesto que, por un lado,
I'(N)c O, N, N) v, por otro, las matrices

o vh Lo b bt L

pertenecen a I'\(N) y forman una Z-base de O(1, N, N).
En particular, pues, el subanillo generado por I',(N) es
un orden que tiene como grupo de unidades de norma 1
el grupo I'(1, N, N), que contiene el grupo I (N), estric-
tamente si N 2 3. Con mds precision, se satisface el re-
sultado siguiente.

Proposicién 2.10. Para todo niimero entero N > 1,
I'\(N) es un subgrupo normal de T'(1, N, N); el grupo
cociente I'(1, N, N)T'|(N) es isomorfo al grupo
U(ZINZ) de las raices cuadradas de la unidad del anillo
ZINZ. En particular, el cociente es un 2-grupo abeliano
elemental.

Demostracion. Para obtener el resultado, basta obser-
var que la aplicacién g : I'(1, N, N) = u,(Z/NZ) definida

o
por la asignacién

Y

vo de grupos, de nicleo I'|(N). O

—> o es un morfismo exhausti-

Este resultado se extiende al caso general en la forma
siguiente, que usaremos para precisar el valor de D del
teorema 2.7.

Lema 2.11. Sean M, N, d > 1 niimeros enteros tales
que d divide MN. Si o € 7 es tal que o € (ZIMNZ)* y
o> =1 (mod d), entonces existen niimeros enteros By, o

o pM
tales que e I'(M, N, d).
yN o+ dd

Demostracion. Puesto que o es inversible médulo
MN, existe o € Z tal que oo’ =1 (mod MN); en particu-
lar, existe ff € Z tal que oo’ = 1 + SMN. Ademds, puesto

que o> =1 (mod d), se tiene que o= ¢’ (mod d), de mane-
ra que existe 0 € Z lal que o’ = o + 0d. Finalmente, pode-

. . o pM
mos elegir y = 1. Entonces, se tiene que €
N o+ od

eI'(M, N, d), como querfamos demostrar. O

Proposicion 2.12. Sean M, N, D, d > 1 niimeros ente-
ros tales que d divide D y D divide MN. Las propiedades
siguientes son equivalentes:

(a) OWM, N, D) contiene el orden generado por
I'M, N, d).

(b) I'(M, N, D)=2T'(M, N, d).

(c) Para todo o € (ZIMNZ)* tal que o> =1 (mod d),
es 0> =1 (mod D).
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Demostracion. La equivalencia de las dos primeras
propiedades es inmediata. Veamos que (b) implica (c). Su-
pongamos, pues, que se satisface (b), y sea o € (Z/MNZ)*
tal que 2” =1 (mod d). En virtud del lema anterior, existen

o M

el N, d)c
wN o+ od

=T'(M, N, D); por tanto, es 0d=0 (mod D) y 1 = a(x +

+6d) — fy MN = ¢ (mod D), como querfamos ver.

B, 7, o€ tales que A :=

Reciprocamente, supongamos que se satisface la pro-

o M
WN  z+ od
ces, es ol + od) — PpyMN = 1, de manera que « €
e (ZIMNZ)*, y «*=1 (mod d); en consecuencia, de la
igualdad (2 + dd) — fyMN = 1 y de la hipétesis (c),
obtenemos que es od =0 (mod D), de manera que A €
e I'(M, N, D), como queriamos demostrar. O

piedad (c),y seaA = J eI'(M, N, d); enton-

Corolario 2.13. Sean M, N, d > 1 niimeros enteros ta-
les que d divide MN. El subanillo generado por I (M, N, d)
es el orden O(M, N, D), donde D es el mdximo de los
divisores D de MN que son nuiltiplos de d y para los cua-
les se satisface la propiedad (c) de la proposicion 2.12.

Demostracion. En virtud de la proposicién 2.12, el
orden generado por el grupo I'(M, N, d) es la interseccion
de los érdenes O(M, N, D) para todos los valores de D
para los cuales se satisface (c); y esta interseccion corres-
ponde al maximo de los valores de D posibles. O

Para finalizar la precision del valor de D del teorema,
basta con establecer el resultado siguiente.

Proposicion 2.14. Sean M, N, d = 1 miimeros enteros
tales que d divide MN, y sea D el mdximo de los divisores
positivos de MN para los cuales se satisface la propiedad
(c) de la proposicion 2.12. Entonces,

D = mcd(MN, mem(24, d)) = mem(med(MN, 24), d).

Demostracion. Sea p un nimero primo cualquiera, y
designemos por v, la valoracion p-ddica. Sean v := v,(d)
yw :=v,(D). Puesto que d divide D'y D divide MN, debe
ser v < w < v, (MN).

Sea o € (ZIMNZ)* tal que o =1 (mod d), y suponga-
mos, en primer lugar, que es p > 5. Puesto que es «°= 1
(mod p"), debe ser «==1 (mod p"). Si fuese w > v, la
condicién o* =1 (mod p™), o equivalentemente, la condi-
cién «==1 (mod p"), no podria deducirse de la o=
(mod d), puesto que los divisores primos de d distintos
de p no aportan ninguna condicidén; por tanto, ha de ser
wso.

Andlogamente, si fuese p = 3 y v= 1, debe ser w < v.
Perosip =3 yv =0,y si3 divide MN, « es inversible
médulo 3, de manera que es o =1 (mod 3); esto implica
que puede ser w < 1 cualquiera.

1+ aN N
Az[ p

Finalmente, consideremos el casop = 2. Sies v =3, la
condicién o> =1 (mod 2°) equivale a la condicion o= +1
(mod 2" ") y, como antes, ha de ser w < v. Perosies v<2
y si 2 divide MN, la condicién o* = 1 (mod 8) se satisface
siempre, de manera que puede ser w < 3 cualquiera, con
la condicién que 2" divida MN.

Asi, hemos obtenido que, para todo nimero primo p, s

v,(d) =min{v,(MN), v,(d)}, sip25,
v,(D) = {min{v,(MN), max {1, vs(d)}}, si p=3,
min {v,(MN), max{3, v,(d)}}, sip=2;

y esto es decir que D = med(MN, mem(24, d)), como
queriamos demostrar. O

Ejemplo 2.15. El orden generado por T'(N) es
O(1, N, D), donde D := mcd(N, 24). En particular, I'(N) =
=I'(1,N, 1) =1(1, N, D).

Para finalizar, calcularemos el orden generado por el
grupo I'(NV).

Proposicion 2.16. Para todo un niimero entero
N =1, el orden de M(2, Q) generado por I'(N) es

si N es impar

O(N, N, N),
O(N, N, 2N), si N es par.

Demostracién. Observemos, en primer lugar, que se
satisfacen las inclusiones (W) = T'(NV, N, N)= O(N, N, N),
de manera que el subanillo generado por I'(V) es un su-
banillo de O(N, N, N).

Por otra parte, las matrices

- 1 0 1 N 1-N =N 1 0
1o 1] o 1S N 1+N[ [N 1

pertenecen a I'(N) y forman una Z-base de la subred

O(N, N, 2N), de O(N, N, N). Por tanto, el subanillo gene-

rado por I'(N) es un suborden de O(N, N, N) que contie-
ne la subred O(N, N, 2N).

Si N es impar, O(N, N, 2N) no es un anillo, pero es una
subred de indice 2 de O(N, N, N); por tanto, el subanillo
generado por I'(V) es el orden O(N, N, N).

Si N es par, la subred O(N, N, 2N) es un suborden
de O(N, N, N). Basta, pues, demostrar que I'(N)<
< O(N, N, 2N). Pero, dada una matriz cualquiera A :=
| t+aN BN = -
=N - 5Nj| eI'(N), o, f, v, 0 € Z, y puesto que
det(A) = 1, se tiene que 0 = —o (mod N), de manera que

i ) )"’ Z'
N (L aN) - 2aN s | O P e
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Y, puesto que N es par, se tiene que 2N divide N°, de
manera que A € O(N, N, 2N), como querfamos demos-
trar. O

Andlogamente al caso del grupo I' (N), tenemos el re-
sultado siguiente, consecuencia del lema 2.11.

Proposicion 2.17. Para todo niimero entero N> 1,
I'(N) es un subgrupo normal de T'(N, N, N); el grupo co-
ciente I'(N, N, N)/T'(N) es isomorfo al grupo y,(ZINZ) de
las raices cuadradas de la unidad del anillo 7/NZ. En par-
ticular, el cociente es un 2-grupo abeliano elemental. 0O

Resumimos en un solo enunciado los resultados obte-
nidos para los grupos I'(N), I'(N) y T(N).

Corolario 2.18.

(a) El subanillo de M(2, Q) generado por T (N) es
el orden O(1, N, D), con D := mcd(N, 24).

(b) El subanillo de M(2, Q) generado por T'\(N) es
el orden O(1, N, N).

(¢) EI subanillo de M(2, Q) generado por T'(N) es
el orden O(N, N, N), si N es impar, y el orden
O(N, N, 2N), si N es par.

Por otra parte, y para estos grupos, las formas terna-
rias nérmicas asociadas a los érdenes Z + 2O(T") son las
formas cuadrdticas enteras

DV +4NXZ, i T =T,(N),

~N?Y? + 4NX7Z, si I'=T,(N),
-N°Y*+4N°X7, si T =T(N), N impar,
—AN’Y* +4N’XZ, si T =T(N), N par,

no,z(X, Y,7Z)=

donde D :=mcd(N, 24) y O(T') indica el orden generado
porT. O

Observacién 2.19. Supongamos que N es un divisor
de 24. Entonces, el orden generado por T'(N) coincide
con el orden generado por I (N); es el orden O(1, N, N).

REFERENCIAS

1. [Sh71] Shimura, G. (1971), Introduction to the Arithmetic
Theory of Automorphic Functions, Iwanami Shoten Pub. &
Princeton University Press.

2. [Vi80] Vignéras, M.-F. (1980), Arithmétique des Algebres de
Quaternions, Lecture Notes in Mathematics, 800, Springer.



