CapiTOL 25

Canvis de base

ARTUR TRAVESA SESsIO 2A. DEL DIA 12 DE MARG DE 1997

El contingut d’aquest capitol és, essencialment, ¢l de I'exposicié oral que,
en el Seminari de Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC) del curs 1996-97,
es va dedicar als canvis de base per a GL(2). No s’ha entrat a considerar
cls detalls de la majoria dels resultats que s’hi expliquen; de fet, només es

pretén donar els resultats i algunes referéncies per a la seva demostracio.

Concretament, la primera seccié conté, a manera d’introduccié moti-
vadora, els canvis de base per al cas abelia; és a dir, els canvis de base per a
GL(1). La segona seccié conté les definicions de les funcions I i dels factors
€ en el cas abelia, i la prova de les propietats del canvi de base en aquest
cas. A continuacid, es déna la definicié del canvi de base per a GL(2) en
els casos dels L-grups, local i global, sense entrar en les demostracions dels
resultats, que fan servir la {6rmula de les traces, que és objectiu del capitol
24, i les representacions dels grups de Weil, que sén objectiu del capitol
26. Aixi, doncs, la tercera seccié conté la definicié dels canvis de base per
als L-grups, que han estat introduits en el capitol 20; i les dues darreres
contenen les definicions dels canvis de base per a GL(2) en els casos local
i global, respectivament, i 'ecnunciat de les propietats fonamentals que ens

interessen.

§1. Canvi de base per a GL(1)

Sigui F' un cos local o bé un cos global. Usarem les mateixes notacions

que en el capitol 23; en particular, posarem Gz per a indicar el grup de
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Galois absolut de F, i (W, ¢, {rg}r) designara cl grup de Weil per a F|F.
En aquesta seccid, considerarem una extensié ciclica E|F de grau primer,
[E : F] = ¢; siguin, a més a més, I' := Gal(E|F) el seu grup de Galois, i ¢

un generador de T'.

El canvi de base per a GL(1) estableix una relacié entre les repre-
sentacions de dimensié 1 del grup de Weil Wy i les del grup de Weil Wg.

Comencem per establir el resultat segient.

1.1. Lema. FEzisteiz un diagrama commutatiu amb les files exactes:

1 W W T 1
| | =
1 —— Ok Cp —2 Cp r 1.

DEMOSTRACIO. Per a l'extensié finita E|F, 'cstudi dels grups de Weil ens

proporciona un diagrama commutatiu (cf. la proposicié 3.6 del capitol 23)

incl

ab , ab
WE WF ’

T‘E,ZT TT‘F,Z

Ng|r
CE _— CF,

a partir del qual es construeix el diagrama que cerquem de la manera

seglient. En primer lloc, considerem els inversos dels isomorfismes rg i
. . ., . . proj proj

rr 1 fem la composicié amb les projeccions Wy — Wg,b, Wp —> Wl‘éb;

obtenim cl diagrama commutatiu

incl

WE—>WF

- [

incl

ab , ab
WE WF
TEl,ZJ( lr;l,"’
Ngir
Cg —— Cp.

En virtut del teorema 90 de Hilbert, el morfisme induit per la norma,

N
Cg =, Cr, té nucli el subgrup C]{;,_" format pels elements de Cg de
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la forma %, amb z € Cg; cal calcular, doncs, el conucli dels dos mor-
gl z

incl

. Ngr
fismes Wg — Wr i Cg —— Cp.

El diagrama anterior es pot completar al diagrama commutatiu

incl

WE —_— WF LOJ.) WF/WE %—:> GF/GE

- = I-

wep e gyar ¢, gab P, GaE|F)

e S &

Ngr or roj
CE | CF POoTE GaF’b proj T :

aquesta commutativitat déna automaticament la definicié dels morfismes
que resten en el diagrama que volem, l'exactitud de la primera fila, i la
commutativitat. En particular, ¢l morfisme Cp — G és cl morfisme llci

de reciprocitat de la teoria de cossos de classes; és a dir, el simbol normic.

D’altra banda, resta comprovar U'exactitud de la segona fila en Cp i
en I'. L’exhaustivitat de Cr — I es dedueix trivialment de 'exhaustivitat

de W — T'; per tant, només cal veure que el nucli de Cr — T és la imatge
1

Ngr . . . TF .
de Cr —25 Cp. Ara bé, si tenim en compte que W 5 Cp és un
isomorfisme i que la primera fila és exacta, veiem que el nucli del morfisme
Cr — T és la imatge de Wg — Cp; i, com que Wg — Cg és exhaustiu, el

N
nucli que cerquem és la imatge de Cg —E, Cp. Aixo acaba la prova. O

Recordem que, donat un grup topoldgic G, una representacié (com-
plexa) de G és un morfisme continu de grups G % GL(V), on V és un espai
vectorial complex de dimensié finita. T un quasicaracter de G és una repre-
sentacié de dimensié 1; és a dir, un morfisme continu de grups G — C*.
D’altra banda, és evident que els quasicaracters de G es poden identificar
amb els quasicaracters de G®. En particular, i en virtut de Iisomorfisme

ng ~ (', tenim que:

1.2. Corol-lari. Les representacions de dimensio 1 del grup de Weil Wg

s’identifiquen amb els quasicardicters de Cp. [

Designem per A(F), A(E) cls conjunts de quasicaracters de Cp, Cg,

respectivament.
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1.3. Definicié. S’anomena aixecament de canvi de basc per a I'extensid
E|F T'aplicaci6 A(F) — A(E) definida per n = ngr :=noNgp, on Ngp

. . ., Ngr
és l'aplicacié norma Cgp —— Cp.

El grup de Galois T" actua de manera natural en Cg; escriurem v(z)
per a indicar I'accié d’un element qualsevol v € T en un element z € Cg.
Aixd ens permet definir una accié natural de T' en el conjunt A(E) per la
formula 67(2) := 6(yz), peravy €T, § € A(E), i z € Cg, ja que laplicacié
2+ 0(yz) és un quasicaracter de C'r. Aixi, A(F) és un I'-modul.

Sigui ' := Hom(T',C*) el conjunt dels quasicaracters (= cardcters)
deT. Com que T'~ Cp/Ngp Cg, I es pot identificar amb el conjunt dels
quasicaracters dc Cp que sén trivials en Ng r Cg. D’aquesta manera, I
actua en A(F) per multiplicacié; en elecle, si pensem en un element ¢ € I
com un quasicaracter de Cr (trivial en Ng g Cg), i si n € A(F) és un
quasicaracter qualsevol, el producte n¢ també és un quasicaracter de Cp.
Aixi, A(F) és un T-moddul.

1.4. Teorema. L’airecament de canvi de base n — ngr defineix una bi-
jeccid del conjunt A(F)/T, fomat per les orbites per Vaccié de T en A(F),
en el conjunt A(ET, format pels elements de A(E) que s6n invariants per

a lUaccid de T'.

DEMOSTRACIO. Anomenem momentaniament f I'aixecament de canvi de
base A(F) ER A(E); és a dir, f(n) := ngr, per a n € A(F). Observem,
en primer lloc, que per a tot element € A(F), la imatge f(n) és invariant
per a lacci6é de T en A(F); en efecte, si v € T'i z € Cg, se satisfa la ignal-
tat g p(2) = nEr(r2) = nNgr(v2)) = N(Np|r(2)) = nmirp(2), perque
Ngir(v2) = Ngjp(2). A més a més, si pensem ¢ € I' com un quasicaracter
de Cr que és trivial en Ng|p Cg, se satisfa la igualtat f(n¢) = (n¢)oNg|p =
(noNgp)((oNgr) = (noNgr) = f(n); és a dir, dos clements de A(F) que
pertanyen a la mateixa orbita per a I'accié de I" tenen la mateixa imatge en
A(E)Y. Per tant, f defineix, per pas al quocient, una aplicacié del conjunt
A(F)/T en el conjunt A(E)T.

La injcctivitat d’aquesta aplicacié és immediata: siguin 7,7’ € A(F)
tals que f(n) = f(n'); lavors, n~1n' és un quasicaracter de C'r que és trivial
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en Ngp Cg; per tant, és un clement dc D, in =nnty); ésadir, niy

pertanyen a la mateixa orbita de A(F) per a accié de I.

Resta veure I'exhanstivitat de D'aplicacié A(F)/I'" — A(E)T. Con-
siderem 6 € A(E)'; és a dir, 6 és un quasicaracter de Cg invariant per a

I'acci6 de T'; cal veure que existeix n € A(F') tal que 0 = ngp.

Fl fet que 6 sigui invariant per a 'accié de T' ens diu que 8 és
un morfisme de grups 8 : Cg — C* trivial en 0113_03 ara, si tenim en

. _o Ngr,~
compte lisomorfisme Cr/Cy 7

Ng|r Cg, veiem que existeix un
quasicaracter 7' : NgpCg — C* tal que § = n' o Ngjp. Es tracta
d’estendre aquest morfisme a tot el grup Cr. Per a aixo, considerem la
representacié induida Indg’; rCp (n'); és una representacié de Cp de dimen-
si6 [Cp : NgpCg]l = #Cp/NgpCr = #I' = £, ja que, en virtut del
lema anterior, es té un isomorfisme Cr/Ngr Cr =~ T'; com que Cr és com-
mutatiu, aquesta representacié induida no és irreductible. La férmula de
reciprocitat de Frobenius ens permet afirmar que existeix un quasicaracter
n: Cp — C*, component de Indg’;lF o, ('), larestriccié del qual aN g p Cr
és el quasicaracter 7. Llavors, n € A(F)ingpr =noNgr =1 oNgr =190,
fet que demostra I'exhaustivitat de I'aplicacié A(F)/I' — A(E)T. O

1.5. Observacid. En la demostracié d’aquest resultat s’han usat resultats
que no son trivials; sobretot, els que fan referéncia a la induccié de repre-
sentacions. Per a una millor comprensié, es recomana la lectura de la seccid
segona de [Ta 79].

Aixi, doncs, si E|F és ciclica de grau primer ¢, i si T' := Gal(E|F)
és el seu grup de Galois, obtenim una bijecci6 entre les representacions de
dimensié 1 del grup de Weil Wr, modul laccié de f‘, i les representacions

de dimensié 1 del grup de Weil Wg invariants per a I'accié de T,

§2. Quasicaracters, funcions L i factors epsilon

Per a veure les propietats més importants del canvi de base per a GL(1), cal

tenir presents les definicions de les funcions L i dels factors € associats a les
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representacions de¢ dimensi6 1 dels grups de Weil; és a dir, als quasicaracters
de Cr. Recordem que s’anomena quasicaracter d’un grup topologic G tot

morfisme continu de grups G — C*.

Fixem, en primer lloc, un cos local F; després estudiarem el cas
global. Per a tot nombre complex s, sigui Cp —% C* el quasicaracter
definit per z — |2|%, on |z| indica, en cada cas, el valor absolut de z € Cp.

Alguns autors anomenen aquests quasicaracters els quasicaracters principals
(cf. [La70]).

2.1. Observacié. En el cas global, també es defineixen els quasicaracters
principals de la mateixa manera; és a dir, si F' és un cos global, sigui Cp =
C* el quasicaracter definit per z — |z|%, on |z| indica el valor absolut de
zeCp.

La proposicié seglient ens proporciona tots els quasicaracters de Cp

en el cas en que F és un cos local arquimedia.

2.2. Proposicié. Si F = R, els quasicaricters de Cp = R* sén els X ~Nws,,
onR S Césla immersid, N € {0,1}, is € C. Si F = C, els quasicaracters
de Cp = C* son els X Nw,, on C X s qualsevol de les dues immersions

(la identitat i la conjugacid complexa, ¢c), N € Z, N> 0, i s € C.

DEMOSTRACIO. Evidentment, les aplicacions escrites a I’cnunciat sén qua-
sicaracters de Cp en cada cas; veiem que tot quasicaracter de Cr és un
d’aquests. Comencem pel cas en que F = R.

Sigui  : R* — C* un quasicaracter qualsevol. Per composicié amb
cl valor absolut usual de C, C* —‘—l% R+, obtenim un morfisme continu de
grups |n| : R* — Ryg. Considerem un nombre real positiu, zg > 0, 29 # 1,
i definim el nombre s; € R per la igualtat |n(zo)| = z5'. Per continuitat,
per a totes les poténcies d’exponent racional, 23, g € Q, és [n(z?)| = |zd|*;
com que aquestes poténcies formen un subgrup dens de R~ g, obtenim que
la restriccié a R.g de |n| és el morfisme continu donat per assignacié r —
|r|*1. D’altra banda, com que |n(—1)|% = |n((=1)?)] = |n(1)| = 1, ha de ser
[n(=1)] = 1, de manera que per a tot nombre real positiu r és |n(—r)| =

[n(=1)| |n(r)| = | — r|**; en conseqiiéncia, || =| |*! = ws, .
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Aixi, ¢l quasicaracter |n|w_s, és cl trivial; si es vol, ¢l quasicaracter

Nw_s, 6és un caracter (té imatge inclosa en U(1)); per tant, podem definir

6: R* = U(1l) C C* per la {6rmula 7 — |7](|7"3
r )

R*. La restriccié a Rsg d’aquest cardcter és un caracter 8’ : Rog — U(1).

i obtenim un caracter de
Ara, si definim so € R per la igualtat ' (xq) = :rész, obtenim, també per
continuitat i per densitat, que 8'(r) = |r|*2, per a tot r € Ryy.

Aixd ens diu que la restriccié del quasicaracter n a Ry és de la forma
n(r) = |r|*, on s := s1 + iso € C. Com que n(—1) = +1, aixd proporciona
dues possibilitats per a la restriccié de aplicacié 7 a Rog: si n(—1) = 1,
obtenim que n(r) = |r|%, per a tot » € R*; i si n(—1) = —1, obtenim que
n(—r) = —|r|* = —|—7r**, i que n(r) = =|r|*T!, per a tot r > 0; per tant,

—r r

ol quasicaracter 1 és de la forma n(r) = r~Nw® perase Ci N € {0,1};
és a dir, n = X ~Nw,, com voliem provar.

Estudiem ara el cas en que F = C. Suposem que n: C* — C* és un
z
_)7 po_
||

dem pensar 7 com el producte d’'un quasicaracter de R g i un quasicaracter

quasicaracter; com que C* ~ R+ x U(1), via Passignacié z — (|z|,

(=caracter) de U(1). Pel que hem vist fa un moment, els quasicaracters de
R sén (les restriccions a R.g de) els ws, s € C; per tant, resta estudiar
els caracters de U(1). Ara bé, un morfisme continu U(1l) — C* és una
representacié de dimensié 1 del tor T = U(1); per tant, té imatge inclosa en
U(1) i és de la forma z — 2, amb N € 7 (cf. el teorema 2.12 del capitol
5).

En conseqiiéncia, 7 és dc la forma n(rz) = |r|z"
z € U(l), s €« Ci N € Z. Si ara tenim en compte que, si N > 0, és

, per a r € Ryg,

2N = ¢(2)™Y, per a z € U(1), obtenim que, efectivament, 5 és de la forma
=X NMw,,ambscC,NeZ, N>0,i X: C — C la identitat o bé la

conjugacié complexa, com voliem demostrar. [

2.3. Exemples. o En el cas en que F = R, la inclusié R* — C* és el

quasicaracter X ~lws, on X és la inclusié de R — C.
e En el cas F = C, la identitat C* — C* és el quasicaracter ¢ 1ws, on ¢
és la conjugacié complexa. T la conjugacié complexa, ¢ : C* — C*, és el

quasicaracter X “lwq, on X és la identitat.
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A continuacid, es tracta de determinar cls quasicaracters de Cp = F™*
en el cas en que F és un cos local no arquimedia; és a dir, un cos extensio

finita del cos Q,, dels nombres p-adics, per a algun nombre primer p.

Comencem per fixar les notacions: O := Op designara 'anell dels
enters de F', U = Uy, el grup de les unitats de O, p = pp, I'ideal maximal

de O, 1 7 := 7p un generador de p. Indicarem per | | el valor absolut de F,

normalitzat de manera que |r| = . (Recordem que Npjg, p =: q és

Nrig, P
¢l cardinal del cos residual O/p.)

2.4. Proposicié. Siguin: F* — C* un gquasicaracter de Cp = F'*. FExis-

teizen un caracter x : U — U(1) i un nombre complex s € C, definit

9
modul i, tals que per a tot x = un™ € F*, u e U, n € Z, és
log(Npig, )

n(z) = x(uw)|z|®; o sigui, n = xws, per a Pextensid trivial de x a F*. Els
caracters x : U — U(1) sén els morfismes continus de grups, i tots tenen

imatge finita.

DEMOSTRACIO. Comencem per recordar que IF'* ~ U X {r); en efecte, tot
element r € F* g’escriu de manera unica en la forma x = un™, amb u € U,
n € Z. Com a conseqiiéncia, tot morfisme continu de grups n : F* — C*
s’obté de la multiplicacié de dos morfismes continus de grups: x : U — C*,
in : (my —» C*. Ara, un morfisme continu de grups xy : U — C* és
un caracter de U; en efecte, U és un grup compacte i U(1) és el subgrup
compacte maximal de C*; per tant, x té imatge inclosa en U(1). A més
a més, com que els subgrups 1+ p” C U, n € Z, n > 1, sén subgrups
compactes infinits propis, i tot subgrup compacte propi de U(1) és finit, el
morfisme x : U — U(1) no pot ser injectiu; aixdo implica que el nucli de
X és un subgrup compacte no trivial de U; i, com que cls subgrups 1+ p™,
n > 0, formen un sistema fonamental d’entorns compactes de 1, el nucli de
x ha de contenir algun d’aquests subgrups; en conseqiiéncia, el nucli de x és
un subgrup d’index finit de U; és a dir, la imatge de x és un subgrup finit
de U(1).

Resta estudiar els quasicaracters ' : {w) — C*. Com que 7 genera el
grup (), qualsevol morfisme de grups (7) — G, on G és un grup qualsevol,
és determinat per la imatge de . En particular, el valor absolut de n’ és
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un morfisme continu de grups || : (7) — R>?, dec manera que existeix
un nombre real s; € R tal que |9/ ()| = |x|°t; per tant, |n'(x™)| = |x"|%1,

per a tot n € Z. Ara, el morfisme /A (r) — C* té imatge inclosa en

| |
. ot n(m")
U(1); per tant, existeix un nombre real s3 € R tal que B
T

per a tot n € Z. En conseqiiéncia, per a s := s1 +1S2 1 per a tot n € Z és
27

log(Ngig, p)’

) . ) . . 27 « s . .
és a dir, que sy és determinat modul 1—; pero aixo és immediat, perque
0gq

— |p,L'n|isz7

n{n™) = |7"|*. Només resta veure que s és determinat modul

|m| = ¢t =e 8@, O

Convé recordar, ara, la definicié de les funcions L associades als qua-

sicaracters en el cas local.

2.5. Definicid. Sigui F' un cos local qualsevol. Donat un quasicaracter

n € A(F), es defineix la funcié L sobre 1 de la manera segiient:

L(n) = { L(X N, :=Tg(s) == 775/2I'(s/2), si F=R;

L(XNuw) :=T¢(s) :=2(2m)°T(s), si F=C;

(1 —n(m))~t, si F és no arquimedid i 1 és no ramificat;

L - {

1, si F és no arquimedia i 7 és ramificat.

D’aquesta manera, L és una funcié A(F) Lcru {o0}; és a dir, assigna a

cada quasicaracter de F un nomhre complex (o hé co).

2.6. Observacid. Recordem que un quasicaracter n : F* — C* s’anomena
no ramificat si, i només si, la seva restriccié a U és el caracter trivial; en cas

contrari, s’anomena ramificat.

2.7. Observacié. Tot quasicaracter n € A(F) és un producte de la forma
17 = Xxws, per a un nombre complex s i un caracter x : F* — U(1). Aix{,
donat un quasicaracter qualsevol n : F* — C*, podem considerar la funcié
de variable complexa L(n, ) : C — Cn {0} donada per s — L(n,s) :=
L(nws). D’aquesta manera, per a tot quasicaracter 7, la funcié s — L(x, s)
és una funcié meromorfa de s que no té zeros, determinada essencialment a
partir de qualsevol caracter x : F* — U(1) tal que n = xws, per a algun

nombre complex s € C. Si es vol, determinada essencialment a partir de
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I"inic caracter x : U — U(1) tal que n = xws, per a algun nombre complex
s€e€C, onU={£1},si F=R, U =U(l),si F =C, iU el grup de
les unitats de O, si F és no arquimedia. (Observem que U és el subgrup

compacte maximal de F*.)

A continuacio, es tracta de definir els factors £ en el cas local. Més
concretament, es tracta de definir nombres complexos (1, ¥, dz), associats
a tota mesura de Haar de F, dx, tot quasicaracter n € A(F), i tot caracter
additiu i no trivial de F, F % U(1) C C*.

La definicié6 d’aquests factors € esta intimament relacionada amb
l'equacié funcional que lliga les funcions L. (Per a una descripcié completa
de les equacions funcionals i la demostracié dels resultats hom pot veure,
per exemple, [La 70, Chap. XIV, §3] o [We 74, Chap. VII, §5]; també pot
ser 1itil le referencia [Ta 79, §3], perd no conté les demostracions.)

d .
En general, si d*x denota la mesura d*z := ﬁ de F* isi f(y) :==
x
/ f(z)w(xy)dx és la “transformada de Fourier” de la funcié f(z), se satisfa
F

una equacié funcional de la forma

Joe F@)wrn Y (z)d*z
L(win=1)

on &(n,1,dz) € C* és un cert nombre complex no nul que no depen de les

)fF* f@)n(z)dz

:5(n’¢adx L(n) s

funcions f per a les quals els dos membres de la igualtat tinguin sentit.
En particular, existeixen tals funcions, de manera que els factors &(n, ¥, dz)
estan definits. A més a més, dc les relacions que ens diuen com la transfor-
mada de Fourier f depén de v i dx, es dedueixen les relacions segiients per

als factors «:

*) e(n, ¥, rdx) =re(n, v, dx), per a tot € Rog;
(*y  e(n,¥(ax),dz) = n(a)|a|"te(n,¥,dr), per a tot a € F*.
Els calculs de la tesi de Tate, fets en cada cas, i que també es poden veure

en [La 70, Chap. XIV, §3], en [We 74, Chap. VII, §5], o en [Ca-Fr 67], ens

permeten donar una definicié explicita d’aquests nombres.

Comencem pel cas arquimedia, en cl qual cls quasicaracters 1 sén cls

n = X "Nw, donats més amunt. Sigui dz la mesura de Haar usnal de F'; és
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adir,desiF =R, idr:=tdzANdz=2dadb,siz=a+bi, a,beR. Isigui

g el caracter additiu donat per

exp(2mix), si FF=R,
Yo(z) == , —
exp(2mi Trepz), si F=C.

Llavors, per a un quasicaracter qualsevol n = X ~Nw,, el factor &(n, v, dz)
és donat per la igualtat (X ~Nw,, ¥, dz) := i¥. (Observem que no depén

de s € C; és a dir, només depén del caracter X —.)

Aixo i les relacions (*) determinen els factors e(n, ¥, dz) en els casos
F=RiF =C, per a tots cls caracters additius i no trivials ¢, totes les
mesures de Haar dz, i tots els quasicaracters n. En elecle, per als caracters
additius se satisfa el resultat segilient, la demostracié del qual es deixa com

a exercici per al lector.

2.8. Lema. Sigu: F 2, U(1) un caracter additiu no triviel. Llavors, exis-
teiza € F, a # 0, tal que per a tot x € F és y(x) = ¢plaz). O

Ancm a definir, ara, cls factors € en ¢l cas local no arquimedia. Siguin,
doncs, F' un cos local no arquimedia, F LN U(1) un caracter additiu i no
trivial de F', n € A(F) un quasicaracter de Cp, i dz una mesura de Haar

de F. Associats a aquestes dades, posem

n(¢) :=max{n € Z: 7~ "O C Ker v},

a(n) := lexponent del conductor de ;

és a dir, a(n) = 0, si i és no ramificat, i a(n) = min{m € Z: peratot z €
1+ p™ és n(z) =1}, si n és ramificat. (Observem que si 7 = yw,, per a un
caracter x, el conductor del quasicaracter 7 és el conductor del caracter x.)

Finalment, sigui ¢ € F* un element qualsevol de valoracié n(y) + a(n).

Amb aquestes notacions, els factors locals (1, ¥, dz) sén donats per

les igualtats (*) i les f6rmules

77|(C|) / dz, si 77 és no ramificat,
c
e(n, v, dz) = ©

-1

/ 1~ (z)Y(x)dz, si 77 és ramificat.
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En particular, es té que &(n,%¥,dz) = 1, en ¢l cas en qué 1 és no ramificat
i se satisfan simultaneament les igualtats dz = 1 (la mesura dc Haar

e)
és normalitzada) 1 n{y) = 0 (podriem dir, si el cardcter additiu ¢ és de

“conductor” 0, o bé “no ramificat”?); i, també, es tenen les férmules:

cnpdn) =Y [ oo = [ 0 @

neZv "

en cl cas en que 7 és ramificat. A més a més, per a tot quasicaracter 7 i
tot quasicaricter no ramifical, w, és e(nw, ¥, dz) = &(n, ¥, w)w (T @)ta(m),
Aquestes {6rmules, juntament amb les relacions (*), determinen els factors

€ completament.

Amb tots aquests ingredients, podem enunciar les propietats basiques
del canvi de basc per a GL(1) en cl cas local. L’exactitud de la segona fila del
diagrama del lema 1.1 permet provar que se satisfan les relacions segiients
entre les funcions L i la normalitzacié de Langlands dels factors e associats

a aquestes representacions (cf. Ta79, §3.6).

2.9. Proposicié. Siguin F un cos local, n € A(F) un quasicaracter qual-
sevol, 1 F BN U(1) un cardcter additiu i no trivial de F. Posem g p 1=
Yo Trgp el caracter additiv de E definit a partir de 1 per composicié amb
la traga Trgp : E — F. Llavors,

L(ngir) = [ ] L<),

cel

e(npirYeF) = Agp(¥) " H e(n¢, ),

cel

on )\E|F(w) és un factor local associat a v, que depen de la normalitzacid
dels factors . [

A continnacié tractarem el cas global. Siguin, doncs, F un cos global,

1 Ap/F — U(1) un caracter additiu, i dz una mesura de Tamagawa de

Ap; és a dir, una mesura de Haar tal que / dx = 1. Per a cada placa v
Ap/F

de F, posem 1, el component local en v de 1, i considerem qualsevol fac-

toritzacié de la mesura dz com a producte de mesures locals, dx = H dx,,,

v
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tal que per a quasi tota plaga v sigui / dz, = 1. T per a tot quasicaracter
O'u
n: Cp — C*, sigui 1, : Cp, = C* ¢l component local en v de 7.

Definim la funcié L i ¢l factor & globals per les férmules
L(n,s):= [ LOm» 9),
5(77’ 5) = H 5(771)(*)57 P, dxv)

Aquest darrer producte no depeén de la descomposicié de la mesura dr en
mesures locals. A més a més, el producte és convergent en algun semipla
R(s) >> 0,1 defineix una funcié meromorfa de tot ¢l pla complex que satisfa

I’equacié funcional

L(n,s) =e(n,s)L(n",1 - s),
on n* és el dual de n (cf. [Ta79, thm. 3.5.3]).

Analogament al cas local, U'exactitud de la segona fila del diagrama
del lema 1.1 en el cas global permet provar que se satisfan les relacions

seglents entre les funcions L i els factors &:

2.10. Proposicié. Siguin F un cos global, n € A(F) un quasicariacter
qualsevol, 1 Ap/F BN U(1) un caracter additiu ¢ no trivial de Ag/F. Posem
Ypip = Y o Trgp el cardcter additiv de Ap/E definit a partir de ¢ per

composicié amb el morfisme deduit de la tra¢a Trgp: E — F. Llavors,

L(ngr,s) = [[ L(n¢, 9),

cel

(e p,s) = HE(nC,s). m

cel

§3. Canvi de base per a GL(2) en els L-grups

En aquesta seccié, F és un cos local o bé global, E|F una extensié ciclica
de grau primer [E : F] =/, i o un generador de I' := Gal(E|F). Com en
el capitol 20, indicarem els L-grups per “G. A partir d’ara, G := G =
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GL(2))r indicara cl grup (esquema en grups) GL(2) definit sobre F, G|g :=
GL(2) el grup GL(2) definit sobre E, i G el grup (definit sobre F') que
s’obté per la restricci6 d’escalars F' — E a partir del grup G g; en particular,
i a nivell de punts, és G r(F) = GL(2, E), mentre que G(F') = GL(2, F').

3.1. Proposicié. El grup G r és quasidescompost i existeir una aplicacid

natural
LG =GL(2,C) xTp — “Ggr = GL(2,C)" xTp,

on GL(2,C)T és el conjunt de les aplicacions de T' en GL(2,C), T'p :=
Gal(F|F) el grup de Galois absolut, i I'p actua en GL(2,C)Y per permutacid

de les coordenades.

DEMOSTRACIO. Restricci6 d’escalars. (Cf. [Ge-La 79, §3], [Bo 79, §5, §15,
ex.]) O

3.2. Definicié. Considerem, ara, els conjunts ®(G) i (G gjr). Recordem
que ®(G) és el conjunt de classes d’equivaléncia (modul automorfismes in-
terns definits per elements de YG®) de morfismes admissibles W, — LG
sobre T'p, on Wh és el grup de Weil-Deligne de F|F (cf. el capitol 26 i
[Ta7984]). En particular, si F =R o bé F = C, o bé F és un cos global,
llavors el grup de Weil-Deligne W} coincideix amb el grup de Weil W, per
definicié. El conjunt ®(G g r) es defineix analogament i es pot identificar
amb el conjunt ®(G|g); a més a més, 'aplicaci6 anterior ens permet definir
una aplicacié

®(G) = (Grr) = 2(Gp)

que s’anomena 'aixccament de canvi de base, de la manera segiient. Sigui
Wh 2 LG un representant d’un element de ®(G); llavors, per restriccié de

paWg C W i composicié amb aplicacié anterior, obtenim una aplicacié
i + P L L
pElr: Wg > Wrp = "G — "Gpgp.
Aquesta aplicacié defineix un element de &(G g r). L'aixecament de canvi

de base és l'asignacié p — pg|r.

3.3. Exemple. Suposem que F és un cos local no arquimedia i que

Pextensié E|F és no ramificada. Sigui Frp € T'r un element de Frobenius;
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llavors, Frg := Fr% € I'g és un clement de Frobenius. Si la representacio
p és no ramificada i definida per Uassignacié Frp — s, on s € GL(2,C) és
un element semisimple, llavors pgr també és no ramificada i definida per

Frg — st.

Pel que fa a les funcions L i els factors ¢, la definicié de les quals es
pot veure en [Ta 79, §3.3, §3.4, §3.5], se satisfa el resultat segiient.

3.4. Proposicid. Sigui p € ®(G) un element qualsevol. En el cas en qué F

és un cos local, stgui F Yy C* un cardcter additiu i no trivial de F. Llavors,

L(pgF) H L(p® (),
¢el
elpeir) = [[e(p®Q), si F global,
¢el
elprir VrF) = Apr(¥) 2 H e(p@ (), si F local,
¢el

on Ygip =Y o Trgp és el caracter additiu de E definit a partir de v per
composicié amb la traga Trgp, 1 )\E|F(w) és un factor local associat a 1,

com en la darrera proposicio de la seccid anterior.
DEMOSTRACIO. (Cf. [Ta79, §3.3, §3.4, §3.5.]).

A més a més, a partir de la classificacié de les representacions admis-
sibles de dimensié 2 del grup de Weil-Deligne Wi (cf. [Ge-La 79, prop. 2 i
Appendix A]), es pot demostrar el resultat segiient.

3.5. Proposicié.

(a) L’aplicacié de canvi de base ®(G) — ®(Gpr) t€ imatge el conjunt

‘I>(GE|F)F format pels elements invariants per a l'accid de T.

(b) En cadascun dels casos segiients (respectivament, ciclic, diedral, tam-

bé diedral i especial), laizecament de canvi de base és donat per:
(b D V)piF = pE|F D VEF,
(Indy” 0)pir = Indy” Oxpx,  pera E#K,
(IndWFH)E|F:9€B”9, peraE=K il#cel,
(n®sp(2))E|F = 1E|F @ sP(2), per a F no arquimedid.
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Aqui, p,v sdn representacions de Wg de dimensid 1 (és a dir, qua-
sicaracters de Cp), K|F és una extensid quadradtica i 0 € A(K) un
quasicaracter, n € A(F) un quasicardacter, i sp(2) la representacid
de W§ (que només es dona en el cas en qué F és un cos local no

arquimedia) definida per

1 z |w| O
zEC!—)|:O 1}, wEWFl—)|:O 1}.

(¢) La fibra a qué pertany un element p € ®(G) indescomponible esta
formada pels pR (, per a € I.

(d) La fibra a qué pertany un element p = A @ p € ®(G) esta formada
pels XC @ ', per a ¢, €T

DEMOSTRACIO. (Cf. [Ge-La79, Apéndix A]). O

3.6. Observacié. A part d’aquestes representacions, de dimensié 2 tamhé
hi ha les de tipus excepcional: (tetragdric) A4, i (octagdric) Sy que només
apareixen en cl cas global i en ¢l cas local no arquimedia dc caracteristica
residual 2, 1 (icosagdric) As, que només apareix en el cas global. D’aquestes

no se’n diu res. (De totes maneres, cf. els capitols 26, 27, 311 32.)

§4. Canvi de base per a GL(2) en el cas local

Suposem, ara, que F' és un cos local i mantinguem les notacions de la seccié
anterior. En particular, siguin G := GL(2)|p, i Ggjp la restriccié a F'
del grup G|g. Designem per II(G) el conjunt de classes de representacions
admissibles irreductibles del grup de punts G(F).

4.1. Motivacié de la definicié. El canvi de base a nivell de L-grups

és entre *

‘representants de classes de representacions” d’esquemes en grups.
Convé recordar en aquest punt que ®(G) esta format per (classes) de “re-
presentants de classes de representacions” de G, que sén morfismes del grup

(esquema en grups) de Weil-Deligne Wr.
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Hi ha una bijeccié conjectural entre ®(G) i II(G) i ¢l canvi dc basc a
nivell d’esquemes en grups ®(G) — ®(Gg ) ha de reflectir una aplicacié
II{(G) — II(GEr) a nivell de representacions dels grups de punts.

D’altra banda, com que la imatge del canvi de base ®(G) — ®(Gg|r)
esta formada pels elements I-invariants de ®(G g r), convé estudiar, en
primer lloc, i a nivell de punts, les representacions irreductibles admissibles

de G(F) equivalents a les seves conjugades per T' (o sigui, per o).

Suposem que 7 és una representacié irreductible admissible de G(E)
tal que 77 ~ 7; aix0 implica que, en 'espai de la representacié 7, existeix

un operador P tal que:
(a) peratot z € G(E) és P717(2)P =7(2°); i
(b) Pt =id.
Aquest operador P és determinat llevat d’'una arrel #-ésima de la unitat, i

laplicacié donada per (6™, z) — P™7(z) defineix una extensié 7’ de 7 a

una representacié del producte semidirecte T' X G(E).

4.2. Proposicié. La representacid ' té cardcter, 1 és donat per una funcid

Tr 7’ localment integrable en T x G(E).

De fet, en o x G(FE), el caracter Tr 7’ defineix una distribucié o-
invariant en G(E); és a dir, invariant per la o-conjugacié: z — y~ 7 zy, per
ay,z € G(E).

Posem, per a tot z € G(E), Ngjpoz:= 2771 2% . 2. Llavors:

4.3. Proposicié.

(a) Per a tot z € G(E), Ngjrs 2z ¢s conjugat en G(E) d'un clement de
G(F).

(b) L’aplicacio z — Npp, 2 defineix una injeccid del conjunt de classes

de o-conjugacid de G(E) en el conjunt de classes de conjugacid de

G(F).

(c) Les classes el-liptiques de G(F') que s’obtenen per Ng g, son les que

tenen determinant en Ngjp E* (observem que E* = Cg).
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(d) Les classes hiperboliques de G(F') que s’obtenen per Npjp, son les

que tenen els valors propis en Ngp E*.

(e) Qualsevol classe unipotent de G(F') és a la imatge de Ng|p ;.

Amb aquests prerequisits, podem donar la definicié de canvi de base

per a GL(2) en el cas local.

4.4. Definicié. Siguin 7 € II(G) una representacié irreductible admissible
del grup G(F) i 7 una representacié irreductible admissible de G(E) equi-
valent a la seva conjugada per ¢. Es diu que 7 és un aixecament de 7, o
millor un aixecament per canvi de base de 7, si, i només si, se satisfa alguna

de les dues condicions seglients:
(a) m és del tipus @ = n(p,v) i @ = 7(pE|F, VE|F):
o bé

(b) existeix una extensi6 7’ de 7 aI'xG(E) tal que Tr 7' (o x 2) = Tr w(x
per a tot element z € G(E) tal que Ngp, 2 és conjugat en G(E) a

un element semisimple regular = € G(F).
Se satisfa el resultat segiient.

4.5. Teorema. (Canvi de base per a GL(2) en el cas local.)
(a) Tot element m € II(G) admet un tinic aizecament wgp € (G F).
(b) Tot element m € I(Gg|p) fix per T és un aizecament.
(c) L’aizecament wg g €s independent de 'eleccid del generador o € T

(d) Siguin m,7" € II(G). Els aizecaments de m i 7' coincideizen (és a
dir, Tpp = 7T’E|F) si, 1 momés si, o bé 7' = T (, per a algun
caracter ( € T' (és a dir, I'una és torgada de 'altra per un caracter),
o bém=m(p,v)in =x(y,v), amb p, 1 v,V quasicaricters de
Cr = F* tals que p~ '/, v~ € T' (és a dir, sén irreductibles de la
serie principal que satisfan la darrera condicid).

(e) Per ala restriccid al centre de m € I(G), es t€ que wry p, = (Wr)p|F;

és a dir, Uaizecament de la restriccio al centre és la restriccid al centre

de laizecament. (Té bon comportament per restriccié al centre.)
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(f) Per a tot m € II(G) 1 tota representacié de Cp de dimensid 1, x, és

(T ®X)E|F = TE|F @ XE|F- (Té bon comportament per torgament.)

(9) Per atotm € II(G) és (npp)” = (7¥)gp. (La representacié contra-

gradient té bon comportament.)

(h) Per a les representacions w(p), associades a representacions admis-
stbles p € ®(G), de dimensid 2, es té, almenys quan p no és excep-
cional (que és quan lexisténcia és provada), que 7(p)gr = 7(pE|F)-
(Bon comportament amb la bijeccié conjectural, quan aquesta esta
definida.)

(i) Siguin k C F C F tals que E|k i F|k siguin galoisianes, i m € II{(G).
Llavors, per a tot 5 € Gal(Elk), és T(ngr) = Om)pp, on vy €
Gal(F|k) és la restriccid de % a F.

§5. Canvi de base per a GL(2) en el cas global

Suposem, ara, que F' és un cos de nombres. Com abans, siguin G :=
GL(2)|r, i Gg|F la restriccié a F del grup G|g.

Sgui TI{G) cl conjunt de classes de representacions automorfes admis-
sibles irreductibles del grup de punts G(Ar) = GL(2,AF), on Ap és l'anell
de les adeles de F'.

El canvi de base a nivell de L-grups, ®(G) — ®(Ggr), hauria
de reflectir una aplicacié II(G) — II(Ggr), on II(Ggr) és el conjunt
de les representacions automorfes admissibles irreductibles de G(Ag) =
Ggr(Ar) = GL(2,Ag). A més a més, una tal aplicacié ha de ser compa-

tible amb les dades locals; és a dir, amb els canvis de base del cas local.

Per a relacionar els dos casos, convé fixar les notacions. Per a tota
placa v de F'| indiquem per F), la complecié de F en v i posem, com és
habitual, E, := E ®r F,,. Com que 'extensié E|F és ciclica de grau primer
¢, se satisfa que o bé E,|F, és una extensié ciclica de grau ¢ (en el cas que
v no descompon en F), o bé que E, és un producte de ¢ copies de F, (en el
cas que v descompon en F). En ¢l darrer cas, i per a 7 € II(G(F))), definim

I'aixecament local 7g, |, per g, |p, =T Q- Q@7 (£ cops).
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5.1. Definicid. Siguin 7 € II(G) una representaci6é automorfa admissible
irreductible del grup G(F) i # € II(Gg|p) una representacié automorfa
admissible irreductible de G(E). Es diu que 7 és un aixecament de 7, o
millor un aixecament per canvi de base de m, si, i només si, per a tota placa
v de F, 7, és un aixecament de 7, on m, designen cls components locals

de 7, i similarment per a 7.
Se satisfa el resultat segiient.

5.2. Teorema. (Canvi de base per a GL(2) en el cas global.)
(a) Tot element m € II(G) admet un tinic aizecament wgp € (G F).

(b) Un element cuspidal @ € II(Ggp) és un aizecament si, i només si,
és fizat per T'; en aquest cas, T és un aizecament de representacions

cuspidals.

(¢) L’aizecament d’un element cuspidal m € TI(G) és un airecament cus-
pidal, excepte en el cas £ = 2 1w = W(Ind%‘; 6), en qué Tgp =
w(6,76).

(d) Siguin m, 7' € II(G), 7 cuspidal, © suposem que Tpjp = 7r’E|F. Lla-
vors, ™' = w® ¢, per a algun caracter { € T'.

(¢) Per a la restriceid al centre de m € IH(G), es t¢ que Wry, = (wWr)E|F;

és a dir, l'airecament de la restriccid al centre és la restriccid al centre

de laizecament. (Té bon comportament per restriccié al centre.)

(f) Per a tot m € II(G) 1 tota representacié de Cp de dimensid 1, x, és
(T ®X)E|F = TE|F ® XE|F. (Té bon comportament per torgament.)

(9) Peratotm e II(G) és (mgp)’ = (1¥)pp. (La representacié contra-
gradient té bon comportament.)

(h) Sim=m(p) per a algun p € ®(G), és 7(p)pir = 7(pE|F)-

(i) Siguin k C F C E tals que E|k i F|k siguin galoisianes, i m € II{G).
Llavors, per a tot ¥ € Gal(El|k), és :Y(’]TE|F) = ("m)gF, ony €
Gal(F|k) és la restriccid de ¥ a F.

5.3. Observacié. Hi ha exemples de 7 € II(G'g|r) no cuspidals i fixats per

T" que no s6n aixecaments.
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