CapiTOL 23

Grups de Weil

ARTUR TRAVESA SESSIO 2A. DEL DIA 5 DE MARC DE 1997

Aquest capitol és, amb molts més detalls que en Pexposicié oral, ¢l contingut
de la primera de les dues sessions del seminari que s’havien de destinar al
tema de canvis de base per a GL(2). Conté un primer estudi dels grups de
Weil necessari per a cntendre cls canvis de base, tema al qual es dedica ¢l

capitol 25 i que correspon a la segona sessié oral sobre el tema.

El capitol comenga amb un estudi del morfisme transferidor fet ele-
mentalment, sense usar cohomologia. A continuacié es presenta un repas de
la teoria de cossos de classes, la part estrictament necessaria per als grups de
Weil. En la seccié tercera es donen la definicié i les primeres propietats dels
grups de Weil; a la seccié quarta, se n’estudia 'existéncia; a la cinquena, la
unicitat; i, a la sisena, es presenten els casos especials que ens interessaran:

els grups de Weil dels cossos de nombres, dels cossos p-adics, de R i de C.

§1. El transferidor

Donat un grup qualsevol, GG, considerem el subgrup derivat de G, DG =
{[x,y] == zyx~ty~! : z,y € G); és a dir, cl subgrup generat pels commuta-

dors dels elements de G. Llavors:
(a) DG és un subgrup normal de G;
(b) el grup quocient G/DG és commutatiu; i

(¢) si N C G és un subgrup normal de G, aleshores el quocient G/N és

commutatiu si, i només si, DG C N.
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El grup G/DG és cl maxim quocient commutatiu de G; amb més precisié,

tot quocient commutatiu de G és un quocient de G/DG.

En particular, si H és un subgrup qualsevol de G, és DH C DG, ies
disposa d’un morfisme de grups natural H/DH — G/DG, que s’obté de la
inclusi6 H — G per pas al quocient.

En el cas que H sigui un subgrup d’index finit, també es disposa d’un
morfisme en sentit contrari, cl transferidor G/DG - H/DH; es tracta do

donar-ne una definicié no cohomologica, que dista molt de ser trivial.

Per a aix0, considerem una seccié qualsevol H\G -3 G de la projeccié
canodnica de G en el conjunt de classes laterals H\G. Aixd és, s és una
aplicacié tal que per a tota classe lateral Hz, © € G, s(Hz) € G és un re-
presentant d’aquesta classe; per tant, Im(s) és un conjunt de representants
de les classes de H\G; dit d’'una altra manera, per a tot element z € G se
satisfa la relacié s(Hz) € Hz o bé, si es vol, Hx = Hs(Hz).

En particular, per a dos elements qualssevol g,z € G, els elements
s(Hxz)g 1 s(Hzg) sén representants de la mateixa classe Hxg; per tant,

existeix un 1inic element hg , € H, que depen de g i de la classe Hz, tal que
s(Hz)g = hy . s(Hzg).

Per definicié, és clar que si z,y € G sén tals que Hzx = Hy, llavors by, =
hg.y, per a tot element g € G.

Ara, podriem intentar pensar en cl producte (finit perqué H\G és un

conjunt finit) H hgz= H hg,=; pero aquest producte no té sentit,
z€Im(s) HxeH\G
en general, ni en G ni en H, si no diem en quin ordre cl prenem, perque

ni G ni H no sén, en general, commutatius; ara bé, el producte si que té
sentit en H/DH, perqué aquest grup és commutatiu i, en conseqiiéncia, el

producte no depen dc 'ordre en que es multipliqui.
Podem, doncs, definir una aplicacié G 5 H /DH per la férmula
t(g) :== H hgo (mod DH).
z€Im(s)

En principi, aquesta definicié podria dependre de I'eleccié de la seccié s que

ens ha servit per a construir els elements hg ,; aixo no és aixi.
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1.1. Lema. L’aplicacid t no depén de Ucleccic de la seccid s; és a dir, si
’
H\G =5 G és una altra seccid i es defineizen els elements h’g » € H perles

igualtats s'(Hz)g = h}, , s'(Hzg), llavors

I[ ks (modDH)= T[] hj, (mod DH).
z€Im(s) z€Im(s’)

DEMOSTRACIO. Com que H\G és finit, és suficient considerar cl cas en que
Im(s) i Im(s") només difereixen en un element; en elecle, per al cas general,
s’aplica aquest cas a les parelles de termes consecutius d’una successié de
seccions elegida de manera que dues seccions consecutives només difereixin

en un element, i que la primera i la darrcra siguin les ducs seccions donades.

Suposem, doncs, que Im(s) i Im(s’) només difereixen en un clement
zo € Im(s), zg ¢ Im(s’), de manera que per a tot = € Im(s), x # g, és
s(Hz) =z = s'(Hz). Sigui hg € H, hg # 1, l'element tal que s'(Hzg) =

hgzg. Cal comparar els productes

= [] hee (modDH)=hgzy, [] hge (modDH),

x€lm(s) z€Im(s),
xZxy
II »,. (modDH)=0,, ] h,. (modDH),
z€Im(s’) z€Im(s),

a0
i veure que coincideixen.

Prenem = € Im(s), x # xp; aleshores, tenim que Hz # Hxg i que
s(Hz) = ¢'(Hzx). Silelement g € G és tal que Hzg # Hxg, llavors tamhé
és s(Hxg) = s'(Hzg), i de les igualtats s(Hz)g = hg o s(Hxg) 1 s'(Hz)g =
hy, . s'(Hzxg) deduim que és hg ., = hy . Aixi,

H hg,x (mOd DH) = H hf%z (mod DH),

z€Im(s) z€Im(s)
xZxy xZxy
Hzg#Hxg Hzg#Hxg

per tant, hem reduit ¢l problema a comprovar que

hg,aco H hg,x (mOd DH) - hl H h/q’z (mod DH)

9,%o0
z€Im(s) z€Im(s)
xZxy xZxy
Hxg=Huxg Hxg=Huxg
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El conjunt C = {z € Im(s) : = # xg, Hrg = Hxp} o bé és buit, o bé
conté un sol element, perque quan x recorre un sistema de representants
de les classes de H\G, els productes 2g en recorren un altre. Si C' = &,
cal veure que hg ., = hy . (mod DH). Ara bé, la condicié C' = & ens
permet dir que per a tot z € Im(s),  # xg, és Hxg # Hxg; per tant,
ha de ser Hxzog = Hzo; en aquest cas, és s(Hzog) = s{(Hxzg) = zg, 1
s'(Hzpg) = s'(Hxg) = hozo, de manera que tenim les igualtats
hozog = s'(Hxo)g = by 8" (Hzog) = hy » hoo,

9,%o

zog = s(Hz0)g = hg,z,8(HTog) = hg,aeT0,
!
g,%0

igualtat hg ., = by ., (mod DH), com voliem veure en aquest cas.

d’on es dedueix la igualtat hohg z, = hl . ho, en G (i en H); o sigui, la

En laltre cas, que C' # &, existeix un (dnic) element z € Im(s),
x # mg, tal que Hxg = Hxg. Ara tenim que Hxg = Hag # Hxog (perque
Hzx # Huxg); per tant, se satisfan les igualtats s(Hxzg) = s(Hxzg) = 0,
s'(Hzg) = s'(Hzg) = hoxo, s(Hz) = §'(Hz), la darrera perque = € Im(s),
T # xg. Aixd ens permet dir que

hlg,xhoxo = hlg,xsl(ng) = SI(H‘r)g = S(Hl‘)g = hg,x S(ng) = hg,waa

de manera que hy, = h;ywho. D’altra banda, com que Hxog # Huxg, és
s(Hxzog) = s'(Hzog), mentre que s(Hxzo) = 2o 1 8'(Hzg) = hozo; per tant,

se satisfan les igualtats
hozog = s'(Hzo)g = by, ' (Hzog),

zog = $(Hwo)g = hg z, S(HZ0g) = hg,z, 8 (Hz0g),

A —_— n!
de manera que és hohg 2o = Ry 4 -

En conseqiiencia, els productes que resta comparar sén hy  hy , =
hgzhg hohg sy = hgzhge, (mod DH), com calia veure. Aixd acaba la

prova. O

1.2. Lema. Sigui t : G — H/DH laplicacid definida per lo férmula

t(g):= ][] hge (modDH),
z€Im(s)
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onperag,x € G és s(Hr)g = hy, s(Hzg), it H\G 2 G és qualsevol seccid
de la projeccid canonica de G en el conjunt H\G. Llavors, t és un morfisme

de grups.

DEMOSTRACIO. Cal veure que per a tota parella d’elements g,¢' € G és

t(gg') = t(9)t(g"). Posem t(g') := H hg » (mod DH), on s(Hz)g' =
z€Im(s)
hg » s(Hzg'), analogament a com hem fet per a ¢(g), amb la mateixa secci6

s en cls dos casos. Ara, és hgy ,S(Hzgg') = s(Hzx)gy = hys(Hzg)g =

hgohg zqs(Hxgg'), de manera que és hgyr » = hy phg 5. Per tant,

t(gg') = H hgg» (mod DH)

z€Im(s)

= [] hew [] hews (mod DH)

z€Ilm(s) z€Im(s)

=t(t) ] hewy (mod DH).
z€Im(s)

Ara bé, x recorre un sistema dc representants de les classes laterals Hx
si, i només si, ho fa xg; per tant, si definim una seccié s’ per la férmula
s'(Hzg) := s(Hz)g, per a tot x € G, tenim que t(gg’) = t(g) H hg o
seIm(s)
(mod DH) = t(g)t(g'), en virtut dcl lema anterior. Aixd acaba la de-

mostracid. O

Aixi, hem definit un morfisme de grups G L H /DH; ara bé, com
que H/DH és commutatiu, ¢l morfisme ¢ factoritza a través de la projeccié
canonica G/DG i s’obté un morfisme de grups G/DG ~» H/DH, anomenat

el transferidor.

1.3. Observacidé. En el cas en que el grup G sigui un grup topologic, el
grup quocient G/DG no és, en general, Hausdorfl, perqué DG no és, en
general, un subgrup tancat. Quan interessa treballar amb grups Hausdorff
(com és ¢l nostre cas), convé modificar una mica la definicié del morfisme

transferidor.

Per a tot grup topologic G, posarem G¢ per a indicar 'adherencia,
en G, del subgrup derivat DG. Llavors, G¢ és un subgrup normal tancat de
G, i G := G/G* és un grup topoldogic commutatiu i Hausdorff; s’anomena
Iabelianitzat (Hausdorfl) de G.
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Ara, per a tot subgrup tancat d’index finit, H C G, ¢l morfisme
G4 H/DH 22 H/H¢ = H* factoritza a través del quocient G 2% G

. , . t
i gobté el morfisme transferidor Go¢ X Heb,

1.4. Lema. El transferidor G* 4 H és un morfisme (continu) de grups

topologics Hausdor[f commutatius.

DEMOSTRACIO. Només resta veure la continuitat de 1'aplicacié. En primer
lloc, tot sistema dc representants s : H\G — G és una aplicacié continua;
ara, com que la multiplicacié i el pas a l'invers sén aplicacions continues,
l'aplicaci6 G x G — H donada per (g,z) — hy . = s(Hz)gs(Hzg)™! és
continua; de fet, ho és l'aplicacié G x H\G — H donada per (g, Hz) — hy »
(recordem que hy , no depén dec « quan x recorre una classc Hz). Per tant,
si escrivim Im(s) = {xy,...,2,} (és a dir, triem un ordre en el conjunt finit
Im(s)), laplicacié G — H donada per g > hg o, -+ hy ., és continua, de
manera que ho és I'aplicacié G — H/DH donada per g — hg gy, - hgo,

(mod DH). Per tant, cl morfisme transferidor és continu. [J

1.5. Proposicié. Siguin K C H C G subgrups tancats d’indexs finits.

Llavors, la composicié dels morfismes transferidors G — He® — K% ¢

el morfisme transferidor G® — K9,

DEMOSTRACIO. Siguin s : H\G — G, s’ : K\H — H sistemes de repre-
sentants de H\G en G i de K\ H en H, respectivament; llavors, el conjunt
{yz : y € Im(s'), z € Im(s)} és la imatge d’un sistema dc representants
s K\G — G de K\G en G i se satisfa la propietat que si y € Im(s’) i
x € Im(s), llavors 8" (Kyx) = yz = s'(Ky)s(Hz). Com que convindra triar
un ordrc en Im(s), posem Im(s) = {zy,...,7,}. Posem to: G — H,
th: H— K% ¢+ G — K els morfismes transferidors ¢ : G%® — Ha,
t' . H® 5 Keb ¢ . Geb 5 K9 abans de passar-los als quocients cor-
responents (si es vol, ¢y és la composicié G — G* — H? de la projeccié

G — G% amb cl morfisme transferidor ¢, i analogament tj i tj).

Sigui g € G un clement qualsevol; cal veure que &y (g) = t'(to(g)). En

primer lloc, se satisfa la igualtat
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n

H hgo modHC):Hhi (mod H®),
z€Ilm(s) i=1
on h; := hy,, € H és l'element de H tal que s(Hz;)g = h;s(Hz;g); lla-
vors, ¢l producte hy---h,, € H és un representant dec #5(g), de manera
que ' (to(g)) = th(hy -+ hy) = to(h1) - - th(hy) (mod K°). Ara bé, per a
1 <i<mn,éstylh;) = H Ky, (mod K°), on ki, € K és I'element

yE€lm(s’)
de K tal que s'(Ky)h; = k;,_ ,s'(Kyh;). Per tant, se satisfa la igualtat

# (to( H II khy (mod K°¢).

= 1y€Im s
D’altra banda,

tolg)= ] ky. (modK®),
z€Im(s’)

on ky . € K és U'clement de K tal que s"(Kz)g = k s"(Kzg); com que

Im(s"”) = Im(s") Im(s), podem escriure la igualtat

to(g) H H kj e (mod K°).

i=1yeclm(s’)

Per tant, és suficient veure que, per a 1 < ¢ < n i per a tot y € Im(s'), és
k// — k/

9,YT; hi,y”

Comencem per observar que, per a y € Im(s’), se satisfan les igualtats
kgye,s" (Kyzig) = 8" (Kyzi)g = s (Ky)s(Hz;)g
= s'(Ky)h;s(Hzig) = ky,, 8 (Kyhs)s(Hz;g).
A més a més, en aplicar de nou la multiplicativitat dels sistemes de represen-
tants i tenir en compte les igualtats Ks'(Kyh,) = Ks'(Ky)h;, Ks'(Ky) =
Ky, h;s(Hzx;9) = s(Hz;)g, 1 s(Hz;) = @;, obtenim que
s'(Kyh;)s(Hxig) = s (Ks' (Kyh;)s(Hxig)) = 8" (Ks' (Ky)h;s(Hz;g))
= s"(Kys(Hz;)g) = s" (Kyzig).
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En substituir aquesta igualtat en I'anterior, veiem que és kj . s" (Kyzig) =
Ky, 48" (Kyz;ig) i, en simplificar el factor s”(Kyz;g), obtenim la igualtat que

b 1" I
cercavem, kg . =k . [

La propietat més important del morfisme transferidor que ens caldra
utilitzar fa referéncia al cas d’un subgrup normal (i d’index finit) i és donada

per la proposicié segiient.

1.6. Proposicié. Sigui H C G un subgrup normal tancat d’index finit.
Llavors, la composicid H® el G Ly H s'0bté com el pas al quocient
de aplicacid H — H/DH que envia tot element g € H al producte dels
conjugats de g per representants de les classes de H\G = G/H.

DEMOSTRACIO. Hem de calcular ¢(g) per a un element g € H, on t és
Iaplicacié G 4 H /DH de la qual s’obté el transferidor per pas al quo-
cient. Posem, com més amunt, G/H = H\G - G una seccié de la pro-
jeccié canodnica G — G/H, i t(g) = H hge (mod DH), on s(Hx)g =

z€Im(s)
hgs(Hzg), per a tot © € G. Com que H és un subgrup normal de G, i

g € H, és Hrg = xgH = xH = Huz; per tant, hy, = s(Hz) gs(Hzg)™! =
s(Hz)gs(Hx)™! és el conjugat de g pel representant de la classe Hx. Aixi,
doncs, t(g) és (la classe modul H¢ de) un producte dels conjugats de g pels
representants s(Hz) de les classes de H\G = G/H, com calia comprovar.
Il

§2. Repas de teoria de cossos de classes

A partir d’aqui, denotarem per F un cos local, o bé un cos global que,
sovint, serd un cos de nombres; fixarem una clausura (algebraica) separable
F de F, i denotarem per Gr := Gal(F|F) el grup de Galois absolut de F.

En general, considerarem subextensions finites de F|F, E|F, E'|F,
E"|F, ..., i denotarem per Gg := Gal(F|E) C Gr el grup de Galois
absolut de F. En particular, Gg és un subgrup tancat d’index finit (i, per

tant, obert) de G g, que és normal si, i només si, I'extensié E|F és dc Galois.
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A més a més, per a cada un dels cossos E que considerarem, posarem

O e { E*, el grup multiplicatiu de E, si F' és un cos local,
B A% /E*, el grup de classes d’ideles de E, si F' és un cos global.

2.1. Morfismes induits per ¢ € Gr. Donats un automorfisme o0 € G
i una extensié F|F finita qualssevol, o déna lloc a un morfisme o : Cgp —
Cgo, injectiu i continu (de fet, un isomorfisme). En cl cas en qué F és un
cos local, el morfisme és evident; en elecle, la restriccié a E determina un
isomorfisme ¢ : E — E?, i la restriccié a E* és un isomorfisme o : E* —
E7*,

Sigui, ara, F' un cos global; per a cada placa v de E, siguin F, la
complecié de E respecte dc v i v7 la plaga de E“ definida per v7(z%) =
v(z), per a x € E. Llavors, ¢ s’estén, per continuitat, a un isomorfisme
c: E, — EZ,. Per tant, a nivell de les adeles, ¢ déna lloc a un isomorfisme
o : Agp — Ago, del qual podem considerar la seva restriccié a les ideles,
o AL — Af.; 1, com que o : E* — E" és isomorlisme, per pas al
quocient obtenim l'isomorfisme o : Cg = A} /E* — A}, /E”" = Cges que

volem.

Aixi, el morfisme o : Cg — Cgo 6és definit, en els components locals

E, de¢ Ag, com l'isomorfisme ¢ : Ef — E°;, a nivell de les complecions.

2.2. Morfismes induits per inclusions. Donats F C E C E’, amb E’|F
finita, la inclusié6 F C E’ indueix un morfisme natural Cr — Cgr, que és la
inclusi6 F* — B'*, si F és un cos local, i un morfisme (injectiu i continu)
Cp =A% /E* — A%, /E"™ = Cg, si F és un cos global. En aquest cas, per
a cada placa v de E (és a dir, en cada component E, de Ag), el morfisme
és tal que o actua com la restricci6 de o, a E,. D’altra banda, si E'|E és
de Galois i G := Gal(E'|E), el morfisme Cr — Cg és G-invariant, i la seva
imatge és CS,.

2.3. Morfismes induits per la norma. Donats F C E C F’, la norma
Ng/g : E' — E déna lloc a un morfisme de grups (continu), que també
denotarem per Ng/ g, Ng/g : Cgr — Cg. Si F és un cos local, aquest

, . ey * .
morfisme norma és la restriccié de la norma Ng/ g al grup E'"; i, enel cas
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d’un cos global, la norma actua, en cada component de Ags, com la norma

local NELIEUEv on vg indica la restriccié a F de la placa v de F'.

2.4. La llei de reciprocitat. Per a cada E, la teoria de cossos de classes
ens proporciona un morfisme continu, Cg — G‘]{Jb, la llei de reciprocitat,
que s’obté en passar al limit les lleis de reciprocitat per a les extensions de
Galois finites E'|E.

Per exemple, en el cas en qué F és un cos local, i si E'|E és una
extensié finita i de Galois, tenim un isomorfisme canonic (cf. [Ne 86, Chap.
ITT, Thm. 2.1])

que, en invertir i compondre amb la projeccié canonica, ens proporciona el
simbol normic local, de nucli Ng/ 5 E",

Cp = B* 2% B Npyp B 1 Gal(E| B)

Analogament, en el cas global de cossos de nombres, si E'|E és una
extensio finita i de Galois de cossos de nombres, tenim I’isomorfisme canonic

(cf. [Ne 86, Chap. IV, Thm. 6.5])

E\E

Gal(E'|E) CE/NE’[E CE’

que, en invertir i compondre amb la projeccié canonica, ens proporciona el

simbol normic global, de nucli Ng/ g Cgr,
Cr 2% Cy/Npyp Crr LPIP, qal(B| B

La compatibilitat dels simbols normics (locals i globals) déna lloc,

per pas al limit, a la llei de reciprocitat
Cr — G% = limGal(F'|E)®®
H

ol

2.5. La classe candnica o fonamental. Si E|F és una extensié de Galois

(inita, la formulacié mitjancant formacions de la teoria de cossos de classes
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li associa un clement distingit agp € H*(Gal(E|F), C’E) que correspon

1
a — per lisomorfisme canonic H?(Gal(E|F),Cg) — Z/Z C Q/Z, on
[E F]. Aquest clement s’anomena la classe canonica o fonamental de
E|F (cf. [Ar-Ta 67, p. 213], i [Se 79, Chap. XIIL, §4, p. 196]).

§3. Definici6 del grup de Weil

Mantindrem les notacions de la secci6 anterior; en particular, les extensions
E|F que considerarem seran finites. Un grup dc Weil per a l'extensié F|F
és una certa modificacié del grup de Galois Gal(F|F). Consta de tres dades
sotmeses a certs axiomes. Abans de considerar les dades i els axiomes de la

definicid, convé establir un resultat previ.

3.1. Lema. Suposem que W és un grup topologic i Wr > G un morfisme
continu de grups que té imatge densa. Per a tot E, posem Wg := ¢~ Y(GE).

Llavors:
(a) Wg és un subgrup obert de W ;

(b) @ indueiz una bijeccié d’espais homogenis W /Wg AN Gr/Gg ~

Homp(E,F) (que, en consegiiéncia, sén conjunts finits); 4

(¢) Si E|F és de Galois, la bijeccid Wg /Wi 22 Gal(E|F) és un iso-

morfisme de grups.

3.2. Observacié. Homp(FE, F') denota cl conjunt de les F-immersions dc
E en F, i coincideix amb el grup de Galois Gal(E|F) si I'extensié E|F és

normal.

DEMOSTRACIO. La demostracié dec (a) és trivial, perque ¢ és una aplicacié
continua i Gg és un subgrup obert de Gg (recordem que 'extensié E|F és
finita).

Demostrem (b). Siguin z,y € Wg; laigualtat de classes aWg = yWg
en Wg/Wg equival a la igualtat de classes p(2)Gg = ¢(y)Gg en Gr/GEg,
perque ¢ és un morfisme de grups i Wg = ¢~ *(Gg); per tant l’assignacié

aWg — o(2)Gg defineix una aplicacié injectiva WF/WE % Gr/GE.
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Nomeés resta veure que ¢ g és cxhaustiva. Per a aixo, considerem una classc
lateral cGg € Gr/Gg ~ Homp(E,F), on ¢ € G és un element qualsevol.
Sigui E’|F la clausura normal de I’extensié E|F en F|F. Llavors, G C Gg
i Ggr és un subgrup obert (i normal, i d’index finit) de Gp; per tant,
oG g és un entorn obert de o en Gp; com que Im{p) és dens en G, és
oGr NIm(p) # J; en conseqliencia, existeix un element y € Wy tal que
o(y) € oG gr; aixd és dir que (y)Gp = oG g 1, com que Gr C G, aixo
implica que vr(yWg) = ¢(y)Gg = cGEg, fet que demostra que oGg té

antiimatge per ¢g.

Finalment, demostrem (¢). Si E|F és de Galois, llavors Gg és un
subgrup normal de Gr, de manera que Wg = ¢~ !(Gg) és un subgrup
normal de W 1 els espais homogenis Gg/Gg i Wr/WEg s6n grups; a més a

més, per definicid, g és un morfisme de grups. O

3.3. Definicié. Un grup de Weil per a I’extensié F|F és una terna ordenada

(Wg,¢,{rg}e) formada per les dades segiients:
(2) Un grup topologic Wr;
(b) Un morfisme continu de grups Wr - G amb imatge densa; i

(¢) Una familia {rg}r d’isomorfismes de grups topoldgics
Cp —5 Wi = Wg /Wi,

on Wg := ¢~ 1(GE) i E|F recorre el conjunt de totes les subextensions
finites de F|F.

A fi que una terna (Wg, ¢, {rg}g) com aquesta sigui un grup de Weil,

cal que se satisfacin cls quatre axiomes segiients:

(1) Per a tot E, cl morfisme composici6

TR, indult per ¢
Cp =S W G¥

és el morfisme “llei de reciprocitat” de la teoria de cossos de classes.

(2) Per a tot clement w € W, sigui o := p(w) € Gp; llavors, per a tot

E, el diagrama segiient és commutatiu:
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rE b
Cp —E W
induit per O'J( lconjugacié per w
Cro —2 Wg
(3) Per a cada inclusié E C E’, el diagrama segilient és commutatiu:
Cg —— Wg
E —— Wg
induit per la inclusié EQE’J( ltransferidor
Tt
Crp —2— Wg.

(4) L’aplicacié natural Wrp — nglE Wgp, on Wgp := Wgp/W§ (aten-

cié!, no Wg/Wg), és un isomorfisme de grups topologics.

Aixd acaba la definicié de grup de Weil; pero cal fer algunes precisions

i observacions.

3.4. Observacions. (a) En general, Wg r només és un espai homogeni,
perque a vegades W§ no és un subgrup normal de Wp. Ara bé, si E|F és
de Galois, Wi C Wg és normal i DWg C Wg també és normal, de manera
que Wg C W és un subgrup normal i I’espai homogeni Wg g és un grup
topologic.

D’altra banda, el sistema projectiu d’espais homogenis Wg|r admet
com a sistema cofinal el format per les extensions E|F de Galois, de manera
que @E WgF té una estructura natural dc grup topologic: la del limit
projectiu. Aixi, té sentit imposar que Uaplicacié natural Wr — nglF Wer

sigui un isomorfisme de grups topologics.

En particular, com que els grups Wgjr sén Hausdorff, perque els
subgrups Wg C W sén tancats, el grup topologic L1£1E Wgr és Hausdorff;

i, com a conseqiiéncia de Paxioma (4) que imposem, Wy és Hausdorff.

(b) Per a cntendre millor la relacié estreta entre ¢l grup de Weil i cl
grup de Galois absolut, observem que se satisfa que Gg = @F Gal(E|F) ~
LiglE Wg/Wg. En conseqiiéncia, Wg ~ @E Wr/WE és una “modificacié”
del grup de Galois.

De fet, si E és de Galois, la composicié de les projeccions naturals

amb els morfismes induits per ¢ proporciona morfismes Wgjp = Wr/Wg —
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We /Wi —22 Gal(E|F) que formen un morfisme de sistemes projectius;
per tant, en general, disposem d’un morfisme natural

. indult T .
%Ww mCHm per @y %Gal(ﬂF) =Gp,

. . 7 .
de manera que (re)construim el morfisme Wy — G en la forma

o~ induit per ¢
Wrp — ](ﬂl WE|F Gp.

E

(c) Convé veure més detalladament quins sén els morfismes de (2).
Donat un element qualsevol w € Wy, sigui o := p(w) € Gp; per a cada E,
és 0Ggpo~! = Ggo; en particular, si 2 € Wg, és p(wrw™!) = op(x)o~! €
GEg-, de manera que wrw™! € Wgo. Aixi, w indueix un morfisme (conju-

., conj per w . NN . .
gaci6 per w) Wg ———— Wge; i, en conseqliéncia, per pas al quocient,
conj per w .
un morfisme Wgb ZPLY, yrab  Fn (2) es demana que el diagrama

TE, ™

b
Cg ——— Wg
induit per O'J( lconjugacié per w
Tpo, X
CEcr E—) W“I?,

sigui commutatiu per a tot E i tot w € Wp, on ¢ := p(w) i el morfisme
Cr — Cgo és induit per o (cf. 2.1).

3.5. Proposicié. Suposem que (Wr,p,{rg}r) és un grup de Weil per a
F|F. Si, per a cada E, considerem Wg 2 Gg la restriceid de Wy 2 Gp
a Wg, i {rg} g designa la familia dels isomorfismes rg: per a E' 2 E,

lavors (Wg, 0, {re}u') és un grup de Weil per a F|E.

DEMOSTRACIO. Posem, momentaniament en aquesta demostracié, ¢’ :=
¢|lwg, la restriccié a Wg del morfisme ¢. Primer, cal veure que Im(¢’) és
un subgrup dens de Gg. Per a aix0, és suficient veure que Im(¢’) talla tot
entorn basic de qualsevol clement ¢ € Gg; dit d’una altra manera, n’hi
ha prou si comprovem que per a tota extensié de Galois finita E’|E, i tot
element o € G, és Im(¢')NoGr # &.

Ara bé, si designem per E”|F la clausura galoisiana de E'|F, és
Im(p) NoGEgr # @ (perqué oG gy és un entorn basic de o en Gp i Im(p)

és dens en Gg); com que
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Im(p) NoGrr CIm(p)NoGe =Im(p) NGg NoGg =Im(p' ) NoGgr,

és Im(¢') N oG # &, com voliem veure.

En segon lloc, si E C E', és Wi = o HGp) = ¢’ 71 Gg), de
manera que els subgrups Wgs sén els mateixos per a ¢ i per a ¢’. En
particular, també ho sén cls quocients W22 i cls isomorfismes Clg REIN wg,
i també els morfismes Wg/ — G% induits per ¢ i per . Per tant, els

axiomes (1), (2) 1 (3) se satisfan trivialment.

Veiem com 'axioma (4) es dedueix del fet que el morfisme ¢ es re-

construeix com la composicié

induit per ¢, ~
—>

~ . c . = . ~
WF'_>]<£1WF/WE' —)](ﬂlWF/WEI ](ﬂlGF/GEI_GF,
o 2 2
on el limit es pot prendre sobre les extensions finites E’|F.
En primer lloc, observem que podem limitar-nos a considerar les ex-
tensions finites E'|F tals que E' 2 E i E'|F és de Galois, ja que aquestes

extensions proporcionen sistemes cofinals.

D’altra banda, la inclusi6 Wg — Wy indueix un diagrama commu-

tatiu de morfismes de grups topologics

Wg lim Wf lim Wo ¢ lim G ~Gg
? WEg, ? Wegr ? Gg
incll J( lincl lincl
o~ Wr . Wp =~ .. Gp
e S

on el morfisme inferior és ¢ i el superior és ¢'.
Com que el morfisme composicié

incl ~ . W
W]r,&Wp-)llm F
= We

és injectiu, obtenim immediatament la injectivitat del morfisme natural

. Wg
Wg — lim ——;

<_ C

B E’



122 23. Grups de Weil

Wg
velem-ne, ara, l'cxhaustivitat. Donat un clement qualsevol y € hm i g

la seva imatge en @ £ ¢s la imatge d'un (tinic) clement z € WF; ara
E/ E’

bé, la imatge de y en G pertany a Gg, de manera que p(z) € Gg i, en

conseqiiencia, @ € Wg. Si escrivim y en la forma de sistema coherent, y =

amb zg € Wg, llavors la imatge

Wg
(xg'WE ) g, de classes xpWE, € We

. F o, .
en lim és cl sistema cohcrent (zp/W§ ) gr, amb zgWE, € Wc ; pero
B E’

aquest sistema és la imatge de l'element = € Wg; és a dir, x g Wg, = 2WE,,

per a tot E'. Per tant, y = (aW§,) g, fet que demostra que y és imatge de

x i, per tant, Uexhaustivitat del morfisme W — lim =
Ve
Finalment, de la bijectivitat ja provada del morfisme Wgr — lim ——,
= Ve

de la commutativitat del diagrama

W —— lim Wi
=B We,

- |

WF
WF —> ]ﬁl};‘/ W

i del fet que laplicacié Wr — @ és isomorfisme, es dedueix que el
B E’

morfisme de grups invers Wg < lim també és continu, de manera que,
B E’

. . E . [N
efectivament, Wg — %El és un isomorfisme de grups topologics. O
E/ E’

3.6. Proposicié. Sigui (Wr,p,{re}tr) un grup de Weil per a F|F. Per a

les extensions de Galois finites E C E’, el diagrama seqtient és commutatiu:
Tt
Crpr —=— W
induit per la norma NE/‘EJ, lindui‘t per la inclusié Wz CWg
rE b
Cp —— W,

DEMOSTRACIO. Com que U'extensié E’|E és normal i finita, tenim que

Gg C Gg és un subgrup normal tancat i d’index [init, de manera que
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Wg C Wg és un subgrup normal tancat i d’index finit; en virtut de la
proposicié 1.6, el morfisme composicid
wa S wE L w,
on ¢ és el morfisme induit per la inclusié Wr C Wg, és tal que, per a tot
T € Wgi és (tod)(aW§) = H (wzw™t) (mod W ).
weEWE /Wy
D’altra banda, disposem d’un diagrama commutatiu

TE, ™~

CF, —_— ng

*) i ‘|
T,
CE’ AR ng/),
on i és el morfisme induit per la inclusié £ C E’ (cf. axioma (3) de la
definicié de grup de Weil); en particular, ¢ és un morfisme injectiu i, en
conseqiiéncia, el morfisme transferidor W2t = W2 és injectiu.
Ara, la composicié

-1

TR, i ¢ T =
f:Cp ZSwet Hwed Sweb 2 O

és tal que, per a ¢ € Cg, és f(c) = H ¢ = Nggc € Cgr. En
c€Gal(E'|E)
efecte, si z € Wgr és un representant de rg/(c), tenim que

fle)=rzH( H wrzw™ ' (mod W)
WEWE/Wg
= H rpr(wzw™" (mod WE)).
wEWg /Wg/
En virtut de 'axioma (2) de la definicié, r (wzw™" (mod W§,)) = ¢?, on
o= p(w) € Gg/Gg = Gal(E'|E), de manera que, efectivament, com que
W
L ~ Gal(F'|E), és f(c) = H ¢ =NggceCp.
W
oc€Gal(E'|E)
Aixi, hem provat la commutativitat del diagrama

T,
CE’ L} Wallj

NE’\EJV li’

(%) Cg wgb
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on Ng/ g és ol morfisme induit per la norma Ng/ g : B — E (cf. 2.3).
La injectivitat de ¢, juntament amb la commutativitat dels diagrames (*) i

(**), ens proporciona, doncs, la commutativitat del diagrama

T, ™
CE’ E—) Walzj

NE’\EJV lz”

Cp —— Wg,

TE, =

com voliem veure. [

§4. Construccié de grups de Weil

La construccié de grups de Weil, que en demostra 'existéncia, és una cons-
truccié cohomologica. En particular, d’ella es dedueix que els grups de Weil
contenen, en la seva definicié i la seva existéncia, la cohomologia de la teoria

de cossos de classes. Veiem un eshds d’aquesta construccid.

Suposem que (Wg, @, {rg} ) és un grup de Weil per a F|F. Llavors,
per a tota extensié de Galois finita E|F, el grup Wgp = Wp/WE és una
extensi6 del grup Gal(E|F) = Gp/Gg ~ Wg/Wg pel grup Cp —2—
Wgb = Wg/WE; és a dir, per a tota extensié de Galois finita E|F es té una

successio exacta
on els morfismes sén les composicions
Cr EE5 W =Wg/Wg 2% We /Wi = Wep
Wr/We 2% W /Wi 25 Gr/Gr = Gal(E|F).

A més amés,si E C E'i E'|F també és finita i de Galois, i en virtut de la

proposicié 3.6, es disposa d’un diagrama commutatiu

1 Cpr Weip —PL2 Gal(B/|F) — 1
indu’t per NE,‘EJ, lindui’t per W, CWg lindui‘t per ECE’
1 Cr Wgp —— Gal(E|F) —— 1.

induit per ¢
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Aixi, a fi de recuperar Wg com cl limit projectiu Wp ~ 1413115 Wg/WE,
convindria identificar quina extensié de Gal(E|F') per Cg és cadascun dels
quocients Wgr i quins sén els morfismes de pas entre aquests quocients (cf.
laxioma (4) de la definicié de grup de Weil i 'observacié 3.4, (b)).

Sigui apr € H*(Gal(E|F), Cg) la classe de cohomologia que corres-

pon a lextensié (*). Per a tot nombre enter n, sigui

on (E|F)
s

(**) H"(Gal(E|F),Z) H"2(Gal(E|F),CE)

el morfisme natural donat pel cup producte amb agz.
4.1. Proposicid. Per a tot nombre enter n, a,(E|F) és un isomorfisme.

DEMOSTRACIO. Ja hem fet notar que el morfisme Cr — Cg induit per la
inclusié F' C E és un morfisme de grups injectiu, invariant per a Paccié de
G := Gal(E|F), i que la seva imatge és exactament C$ (cf. 2.2). Com a
conseqiiencia, 'axioma (3) de la definicié de grup de Weil ens diu que el
morfisme transferidor Wgb 4 Wab és injectiu i que la seva imatge és exac-
tament rg(CE). Aix{, podem aplicar [Ar-Ta67, cor., p. 184], i obtenim
que:

(a) a_s(E|F) : H *(Gal(E|F),Z) — H°(Gal(E|F),CEg) és un isomor-

fisme; i

(b) a_3(E|F): H*(Gal(E|F),Z) — H Y (Gal(E|F),CE) és exhaustiu.
D’altra banda, com que H~Y(Gal{(E|F),Z) = 0 (cf. [Se 79, p. 127 i p. 128]),
obtenim trivialment que

(¢) a_1(E|F): HY(Gal(E|F),Z) — HY(Gal(E|F),CEg) és injectiu.

Sigui ¢ : Cg xZ — Cg Uaplicacié Z-bilincal definida per 'assignacié
o(xz,n) = a™; clarament, ¢ és invariant per a Paccié de Gal(E|F) (que és
trivial en Z); llavors, per [Se 79, Thm. 13, p. 148], obtenim que «,(E|F) :
H™(Gal(E|F),Z) — H""3(Gal(E|F),CE) és isomorfisme, per a tot nombre

enter n, com voliem demostrar. [

A més a més, també per teoremes abstractes de cohomologia (cf. [Ar-
Ta67, Thm. 6, p. 188]), s’obté que les classes de cohomologia ag|r, ap/|F,

i ap g estan relacionades per les férmules
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(***) infl aE|F = [El : E]CME/‘F, resaEl|F = aE’|Ea

on infl i res sén els morfismes inflacié i restriccié de la cohomologia de grups,

tal com apareixen a la teoria de cossos de classes.

Aixi, implicita en 'existéncia de grups de Weil, hi ha la cohomologia

de la teoria de cossos de classcs.

4.2. Exemples. (a) Prenem n = —1 en (**); s’obté un isomorfisme

HY(Gal(E|F),Cg) ~ H Y(Gal(E|F),Z) = 0.
(b) Prenem n = 0; s’obté que H*(Gal(E|F),Cg) ~ H*(Gal(E|F), Z)

és un grup ciclic d’ordre [E : F], i que és generat per la classe agp (cf.
[Se 79, p. 127]).

(c) Prenem n = —2; s’obté un isomorfisme H°(Gal(E|F),Cg) ~
H™2(Gal(E|F),Z), és a dir, Cr/NppCp ~ Gal(E|F)®, que, en virtut
de (1) de la definici6 de grup de Weil, és donat per la llei de reciprocitat de

la teoria de cossos de classes.

En particular, si 'extensié E|F és ciclica, aquest isomorfisme deter-
mina la classe ag|r i se segueix que apr és la classe canonica o fonamental
de la teoria de cossos de classes (cf. [Se 79, Chap. XI, §3]). Un argument
estandard d’inflacié en aquesta teoria demostra que aixd mateix és cert per

a tota extensié de Galois (no necessariament ciclica) E|F.

Aix{, lexisteéncia del grup de Weil determina univocament les (classes

de les) extensions (*).

Reciprocament, suposem que per a totes les extensions de Galois
finites, E'|E, tenim classes de cohomologia ap/p € H*(Gal(E'|E), Cr»)
que satisfan les condicions de (***) i tals que els morfismes o, (F'|E) de
(**) sén isomorfismes. Aquestes propietats dc compatibilitat ens permeten
construir un grup de Weil Wy com el limit projectiu de les extensions de
grups Wg)r que corresponen a aquestes classes. La construcci6 abstracta es
pot veure amb detall en [Ar-Ta 67, Chap. XIV], aixi com també I'existéncia
d’aquestes classes de cohomologia (cf. tamhé [Ta79] i [Ca-Fr 67]).
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§5. Unicitat dels grups de Weil

La unicitat dels grups de Weil s’estableix, com és habitual, modul isomor-

fismes.

5.1. Proposicié. Siguin (We,0,{re}tg), Wk, ¢, {rk}e) dos grups de
Weil per a F|F. Ewvisteir un isomorfisme de grups topologics Wr b=, W

tal que els diagrames sequents son commutatius:

Wr S Gr Cg B = ng
g, :l lz :l lindui’t per 6, >~
! I
@ P,
wh —2 s G, Cp —255 (W),

DEMOSTRACIO (Esb6s). Per a cada extensié de Galois finita E|F, posem

I{E) per a indicar el conjunt de tots els isomorfismes de grups topologics

Wgr ﬂ ;EI 7 tals que el diagrama segiient és commutatiu:
1 Cr Wgip —— Gal(E|F) —— 1
idl fEu{ idl
1 Cg pp — Gal(E|F) —— 1.

Com que les dues extensions de grups Wgp i W;EI 7 tenen associada la
mateixa classe de cohomologia (la classe fonamental ag|r), el conjunt I(E)

és no buit.

A més a més, el fet que H(Gal(E|F),Cg) = 0 ens diu que un iso-
morfisme fg|r és determinat llevat de la composicié amb un automorfisme
intern de Wg|p donat per un element de Cg =~ Wgb. El centre de Wer
és Cr 1 Cg/CF és compacte; per tant, I(F) és un espai homogeni princi-
pal i, en consequencia, té una topologia natural compacta. A més a més,
per a E C E’ aplicacié natural I(E') — I(F) és continua per a aquesta

topologia, fet que fa que el limit projectiu LiglF I(E) sigui no buit.

Ara, un element 6 € Li£1F I(E) té les propietats requerides; en elecle,

com que, per l'axioma (4), disposem d’isomorfismes Wp =~ L1£1E Wgir i

0,~
IR T ' i ; ’ 1o
Wp = hmF WE‘F, en passar al limit, obtenim que Wr —— Wp; és a
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dir, 6 és un isomorfisme. La commutativitat dels diagrames es deducix

immediatament de la construccié de 4. O

5.2. Observacié. A més a més, si 6’ és un altre isomorfisme, existeix un
element w € Kerp tal que 8 = 6 o, on Wp & Wg és 'automorfisme
intern (conjugacid) definit per w (cf. [Ta79, §1.5]).

§6. Casos especials

Ens interessen, sobretot, el cas en que F és un cos local i el cas en que F
és un cos de nombres; per al cas (global, que no considerarem) en qué F és

un cos de [uncions, hom pot veure [Ta79, §1.4].

En primer lloc, considerarem el cas en que F és un cos local no
arquimedia; és a dir, un cos extensié finita de @Q,, per a algun nombre
primer p. En aquest cas, és F = Q,, i el grup de Weil Wy de F|F s'obté
en substituir Gal(F™"|F) per les poténcies de automorfisme de Frobenius.

Veiem de quina manera es fa aixo.

Comencem per fixar les notacions: per a cada extensid finita E|F,

E C @p, posarem k, per a designar el cos residual de E, i q, := #k,; per

simplicitat, escriurem %k := k. i ¢ := ¢, de manera que el cos residual de

F és k, = k =TF,. Llavors, k := Ukb = F, = F,. Indicarem per v la
E

valoracié de F normalitzada, com és habitual, de manera que el grup de
valors de F* sigui Z. Siguin O, mg, respectivament, I’ancll de la valoracié

i ideal maximal de E, de manera que k, = Og/mg.

L’extensi6 no ramificada maximal F™"|F ens proporciona un cos F™"
amb una valoracié discreta que estén la valoracié de F', valoracié que també
denotarem per v; el cos F™" no és complet per a v (cf. [Wa 97, Chap. b,
prop. 5.1]), i cl cos residual O™" /m™" és isomorf a k. De manera més precisa,
si v designa una extensié de v a una valoraci6 de F (no discreta), i Op, mp
indiquen, respectivament, ’anell de la valoracié i I'ideal maximal, hom té
un morfisme de grups exhaustiu i continu Gal(F|F) — Gal(k|k) donat per

o — a7, on 7 és la reduccié modul mpg de la restriccié de o a Op.
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El nucli d’aquest morfisme és I := Gal(F|F™"), la inércia de F, de
manera que Gal(F™"|F) ~ Gr/Ir ~ Gal(klk). Ara bé, és ben conegut
(cf., per exemple, [Ne86, Chap. II, §2, ex. (6)]) que Gal(k|k) ~ 7 =
%EIZ/ nZ i que Gal(k|k) és generat topologicament per l'automorfisme de

n

Frobenius Fr, : k¥ — k, donat per Fr,(z) = 29, per a tot element z € k.
Aixd és dir que Gal(k|k) és 'adherencia del subgrup (isomorf a Z) generat
per Fr,. Analogament, Gal(F™"|F) ~ 7 és generat topologicament per un
automorfisme Fr de F™", automorfisme de Frobenius de F™", que és 1'inic

automorfisme de F™" tal que v(Fr(z) — 2?) > 0, per a tot element x € O™,

6.1. Observacid. No és cert que tot element ¢ € Gal(F""|F) (o bé 7 €
Gal(k|k)) sigui una poténcia de I'automorfisme de Frobenius. De fet, els
clements de 7Z sén successions coheronts (ay)n, 4y € Z/nZ, i no és cert que
liyrln an € Z, per a tota successié coherent (ay)y, € 7 (cf. [Ne 86, Chap. I,
§1, p. 1]).

6.2. Definicié. Sigui Wr el subgrup de Gp = Gal(F|F) format pels au-
tomorfismes o de F tals que & és alguna poténcia de I'automorfisme de
Frobenius Iry; és a dir,
Wr={0c€Gp: HnEZ,ﬁ:FrZ}
={oeGp: NEL opr =F"}
Dit d’una altra manera, Wp és 'antiimatge del subgrup (Fr,) pel morfisme

de reduccié G — Gal(k|k), i la del subgrup (Fr) per la projeccié Gp —
Gr/Ir = Gal(F™|F).

Se satisfan les propietats segiients, que recollim juntes per comoditat.

6.3. Proposicid.
(a) Ir C Wg és un subgrup normal.
(b) Wg/Ip ~7.

(c) Wp = (Ig,Fr), on Fr € Gp és qualsevol extensic a F de l'automor-
fisme de Frobenius Fr de F™".

(d) Wr C G és un subgrup dens.
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DEMOSTRACIO. Observem, en primer lloc, que Ir = Ker(Gr — Gal(k|k) és
un subgrup normal tancat de Gp; a més a més, com que Wy és l'antiimatge
del subgrup (Fr,) de Gal(k|k), és clar que Ir C W, que és un subgrup nor-
mal, i que Wr/Ip ~ (Fr,) ~ Z; aix0 prova (a) i (b). D’altra banda, el mateix
argument ens ensenya que Wr = (Ir,Fr) per a qualsevol extensié a F dc
Pautomorfisme de Frobenius Fr de F"; aix0 és (¢). Finalment, ’adheréncia
de Wy conté tots els elements de G que es projecten en ’adherencia de
(Fr,); com que I'adherencia de (Fr,) en Gal(k|k) és tot cl grup, obtenim que

I'adherencia de Wg és tot Gp, com calia demostrar [

Per a definir el grup de Weil per a l'extensié F|F ens cal, a més del
grup Wg, un morfisme continu ¢ : Wr — G amb imatge densa i la familia
d’isomorfismes {rg}g. Per a ¢, prendrem la inclusié ¢ : Wr — Gp; a més
a més, el sfmbol normic rg = (, E%|) : B* — W2 és Pisomorfisme de
reciprocitat de la teoria de cossos de classes (cf. [Ne 86, Chap. ITI, §9, Thm.
9.2]), per a tota extensié finita E|F.

TE

6.4. Exercici. Per a tota extensié finita E|F, sigui F* — W2 I'isomor-
fisme de reciprocitat. Llavors, (Wg,¢,{rg}r) és cl grup dc Weil per a
FIF.

6.5. Observacid. Pel que fa referéncia al signe de la llei de reciprocitat,
posarem que rg(u) actua com z — z/*l en k, on |u| := qE”E(")7 u e E,
és el valor absolut usual de E, normalitzat de manera que el valor abso-
lut d’un element uniformitzador és qu. D’aquesta manera, els elements

uniformitzadors s’apliquen en I'invers de I’automorfisme de Frobenius.

A continuacid, considerarem els casos locals arquimedians; és a dir,
F=CiF=R

6.6. El grup de Weil en el cas ' = C. Sigui F = C; llavors, 'inica
extensié E|F que s’ha de considerar és I'extensié trivial E = F = C; en par-
ticular, el grup de Weil és de la forma (W, ¢, 7¢), on ¢ : We — Gal(C|C) =
{1} ha de ser cl morfisme trivial, i r¢ : Cc = C* — W2 I'isomorfisme de

reciprocitat.
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. W . W,
La propietat que Wp = &21 £ ens diu, ara, que W¢ = ML 7 L

c ¢ VC
- Wg WE
és abelia, i, com que W@b ~ C¢ = C*, aixo obliga a prendre W ~ C*; per

tant, obtenim immediatament cl resultat seglient:

6.7. Proposicid. El grup de Weil de C és la terna (C*,p,rg), on ¢ :=1:
C* — {1} és el morfisme trivial, i rc :==id : C* — C*) és la identitat. O

6.8. Observacid. Aixi com en el cas local no arquimedia el grup de Weil és
un subgrup del grup de Galois, en el cas F = C el grup de Weil és “enorme”
comparat amb el grup de Galois. Aixd també succeeix en el cas F =R ien

el cas en qué F és un cos de nombres (cf. més avall).

6.9. El grup de Weil en el cas FF=R. Sigui F' = R; I'inic cos E # F
que s’ha de considerar és F = C, i ja sabem quin grup ha de ser W¢. Sigui
¢ la conjugacié complexa, de manera que Gal(C|R) = {1, c¢}. Veiem com ha

de ser el grup de Weil Wg.

Com que ¢ : Wi — Gal(C|R) ha de tenir imatge densa i Gal(C|R) és
discret (finit), ¢ ha de ser exhaustiu; a més a més, Ker(p) = p=1(1) = W,
de manera que C* = W¢ ha de ser un subgrup d’index 2 de Wp. Aixi, si
j € Wg és un element qualsevol tal que ¢(j) = ¢, tenim que Wr és la reunid
de les dues classes laterals We 1 jWg; és a dir, Wp = W U jWe = C*U jC*.

D’altra banda, 'axioma (2) de la definicié de grup de Weil ens pro-

porciona el diagrama commutatiu

re=id

C*=Cc —= C =W =W
cl lconjugacié per j
C*=C¢ —_d> Cr = Wgb = W;
re=i
per tant, la conjugacié per j en W C Wpg és la conjugacié complexa; és a
dir, per a tot z € C* = Wg C W, és jzj ! = c(2).
Fem servir, ara, l'axioma (3) de la definicié de grup de Weil; obtenim

un diagrama commutatin
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TR, =~

R* = Cp 2=, Wb

rce |

C*ZC(C E— ngZWCZC*,

re=id
de manera que, per ser rg un isomorfisme, la imatge del morfisme transferi-
dor W]fgb L C* és exactament R*. Calculem, doncs, el morfisme transferi-
dor. Per a aixo, prenem com a sistema de representants de les classes laterals
de Wc\Wg = Wg/We el conjunt {1, j}, de manera que s : W\Wg — Wg
és aplicaci6 s(z) =1, si z € C*, s(jz) = 7, i z € C*.

Hem de calcular, a continuacié, els elements h, . € W = C* tals que
s(Wex)g = hy . s(Weag), per a ¢, g € Wg; 1 podem limitar-nos a z € {1, j}.

Ara bé, se satisfan les igualtats
g=s(Wel)g =hg1s(Weg), g =s(Wejlg = hgis(Wejg),
peratot g€ Wg. Sig=2z¢€ C* és
z=h.1s(We) =h.1,  c(2)j =jz=h, ;s(Wgjz) = h.;j,

de manera que h,1 = 2, h,; = ¢(z), per a z € C*. Analogament, per a

jz € jC*, és
o(2)j =jz=hi1s(Wejz) = hijznds 572 = hyzjs(WeiPz) = hy )

de manera que hj, 1 = ¢(z), hjy; = 7%z, per a jz € jC*. Aixi, el morfisme
transferidor és donat per les assignacions z = 2c(z) = |2|?, jz — ¢(2)j%2 =
2|22, per a 2 € C* (observem que no cal reduir (mod W§), perque Wgb =
We).

La imatge de Wg BN W(‘C”b és, doncs, Ryg U j2R+0, i ha de ser R*; per
tant, obtenim que j? € R* i que j2 < 0. (Notem que el cilcul del centre
de Wy és trivial i proporciona Z(Wg) = R* C C*, de manera que la relacié
j% € R* g’hauria pogut obtenir, també, dc manera trivial.) Ara, com que
per a z € C* és (jz)? = j2|z|?, podem canviar j per un miltiple, si convé,

a fi que se satisfaci la igualtat j2 = —1 (n’hi ha prou si considerem jz, per

1
azr=—).
—52
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Finalment, hem de dir quin és l'isomorfisme de reciprocitat; per a
aix0, ens pot servir el mateix diagrama que hem usat per a la determinacié
del signe de j2. El calcul del derivat del grup Wy és immediat i proporciona
la igualtat W§ = DWg = {z € C* = W¢ : |2| = 1} = U(1); per tant, Wg°
és la reunié dc les ducs classes laterals C*/U(1) ~ Ryg,1 jC*/U(1) ~ jR+y,
on j indica la classe de j en WP, Com a conseqiiéncia, la commutativitat

del diagrama ens diu que l'isomorfisme rr és donat per les assignacions

z > yz (mod W§), siz e Ry,
—z = jyz (mod Wg), sixzeRsg.

Hem provat, doncs, ¢l resultat segiient:

6.10. Proposicié. El grup de Weil per a C|R és la terna (Wg, 0, {rg}E)
donada per

(a) Wg és el grup generat per C* i un altre element 3, amb les relacions

72 =1, jzi7 ' = ¢(2), per a tot z € C*;

(b) ¢ + Wg — {1,c} = Gal(C|R) és linic morfisme de grups de nucli
C* (i que, per tant, envia j a ¢);

(¢) r¢ =id: C* — C*; ¢

(d) rg : R* — Wg és donat per lassignacié x — /T (mod W), si
x>0,1—xw 7z (mod W), si —z > 0. O

6.11. El grup de Weil en el cas en qué F és un cos de nombres.
Finalment, considerem ¢l cas dels cossos de nombres. Aquest cas és I'inic
en el qual no es disposa d’una descripcié més senzilla o més natural del
grup de Weil que la construccié cohomologica artificiosa de la seccié 4. En

qualsevol cas, es poden provar els fets segilients (cf. [Ta79, §1.4.4]).

Siguin F un cos de nombres i (Wg, ¢, {rg}g) un grup de Weil per a
Q|F. Llavors,

(a) L’aplicacié Wr 2> G és cxhaustiva.
(b) El nucli de ¢ és el component connex de la identitat de Wg.

(¢) El nucli de ¢ és isomorf al limit projectiu dels components connexos,
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Dpg, dcl neutre de Cg, amb aplicacions de pas donades per la norma
NE’|E .
(d) Les aplicacions norma Dg: — Dg s6n exhaustives.

(e) Per a tot E, la imatge de Dg per lisomorfisme rg és rg(Dg) =

Ker(¢)Wg/W§, que és la imatge de Ker(p) en Wgp.

(f) Si E té ry immersions reals i ro parelles d’immersions complexes
conjugades no reals, llavors Dy és isomorf al producte de R amb

r1 +r9 — 1 solenoides i ro cercles.

6.12. Observacié. En tots els casos que hem considerat, els subgrups de
Wr de la forma Wg sén exactament els subgrups oberts d’index finit de
Wg. La seva intersecci6, Ker(yp), és un grup abelia connex divisible, trivial
en el cas local no arquimedia, isomorf a C* en els casos locals arquimedians

(R1iC),1i “enorme” en el cas dels cossos de nombres.
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