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Representacions de SO(3)

ARTUR TRAVESA SEsSIO 1A. DEL DIA 30 D’OCTUBRE DE 1996

Aquest capitol correspon a una dec les dues sessions del dia 30 d’octubre de
1996 del seminari de Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC). Tal com vaig
afirmar llavors, i, sobretot, pensant en els membres més joves del seminari,
la versid escrita conté molts detalls sobre els quals no es va poder aprofundir

en l'exposicié oral.

El contingut d’aquesta exposicié comena amb la introduccié d’algunes
definicions i notacions de caracter general, algunes de les quals han estat ob-
jecte de capitols anteriors. A continuacié s’estudien les representacions dels
tors, que fan una funcié analoga a la funcié que fan els caracters de les rep-
resentacions dels grups finits. Després es fa un estudi de les representacions
de ’algebra de Lie so(3), a fi d’obtenir les representacions irreductibles dels
grups SO(3) 1 SU(2). Finalment s’apliquen els meétodes estudiats a donar

una explicacié de la resolucié de I'equacié de Schrdinger.

Vull agrair a la Dra. P. Bayer l'oportunitat que m’ha donat d’apren-
dre aquests temes i d’haver-me convidat a participar en el seminari que
dirigeix, prepara i duu a terme. En particular, cal agrair-li I'interes que
ha mostrat a fer-nos coneixer, a mi i als altres membres del seminari, tots
aquests temes, que obren les portes a aplicacions no trivials a la materia del

nostre interes.
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§1. Representacions dels grups compactes

En general, convé cstudiar dos tipus de representacions lincals (complexes)
dels grups topologics compactes: les representacions finites i les representa-

cions en espais de Hilbert.

1.1. Definicié. Una representacié lineal (complexa) d’un grup topologic
G és un morfisme continu p : G — GL(V), on V és un espai vectorial
topologic complex que s’anomena 'espai de la representacié. Si espai V
és de dimensié finita, la representacié s’anomena finita i la dimensié de V
s'anomena el grau de la representacié. En aquest cas, ’aplicacié x, : G — C
definida per x,(g) := Tr(p(g)), per a tot g € G, s'anomena el caracter de
la representacid. Si V' és un espai de Hilbert, la representacié s’anomena
unitaria si, i només si, la forma hermitiana de V' és invariant per a p; és a dir,

si per a tot g € G i tots els elements u, v € V és {pg(u), py(v)) = (u, v).

1.2. Definicid. Dues representacions del mateix grup G, p1 : G — GL(V}),
p2 + G — GL(13) s’anomenen equivalents si, i només si, existeix un iso-

morfisme v : V3 — V; tal que per a tot g € G és yo p1(g) = p2(g) o .

1.3. Observacid. Els grups finits es poden considerar grups compactes amb
la topologia discreta; per tant, la teoria de les representacions dels grups
compactes inclou, en particular, la teoria dc les representacions dels grups
finits.

Com en el cas de les representacions dels grups finits, la representacio

regular d’un grup compacte ens proporcionara molta informacié.

1.4. Definicid. Sigui G un grup topologic compacte i considerem la mesura

de Haar normalitzada de G, dg. L’espai de la representaci6 regular de G és

'espai L%(G) de les (classes de) funcions f : G — C de quadrat integrable;

és a dir, de les funcions tals que la integral / |f(9)?dg = / f(9)f(g)dg és
G G

convergent.

1.5. Observacid. Recordem que les funcions continues f : G — C formen
un subespai dens de L%(G).
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1.6. Proposicié. (Cf. [Pi73, p. 100]) Per a tot g € G, tota f € L*(G)
i tot ¥ € G, posem Ryf(z) := f(zg), Lyf(z) = f(g7'x). Llavors, les
aplicacions R : G — GL(L*(G®)), L : G — GL(L*(Q)), definides per
les assignacions g — Ry, g — Ly, son representacions lineals complezes,
continues 1 unitaries de G. S’anomenen, respectivament, la representacio

reqular per la dreta i la representacid reqular per Uesquerra de G. A

1.7. Proposicié. (Cf. [Pi73, p. 101]) L’aplicacié v : L*(G) — L*(G)
donada per vf(x) := f(x~1), per a tota f € L%(G) i tot element x € G,
és un automorfisme involutiv de L*(G) tal que per a tot g € G és R, =
yL,y~L. Per tant, les representacions regulars per la dreta i per 'esquerra

son equivalents. A

1.8. Proposicié. (Cf. [Pi73, p. 90]) Tota representacid finita d’un grup
compacte €s equivalent a una representacid unitaria. Amb més precisid, si
p: G — GL(V) és una representacid finita d'un grup compacte G, existeiz
una forma hermitiana definida positiva en V invariant per a p; és a dir, tal

que per a tot g € G, i tot u,v €'V, és {pg(u), pg(v)) = (u,v). A

1.9. Observacid. A més a més, si l'espai V' ja disposa d’un producte her-
mitid (-, )1, existeix un automorfisme lineal de V', v, tal que {(u,v) =

1 és equivalent a

{(v(u),y(v))1. Aleshores, la representacié conjugada ypy~
la donada, p, i és unitaria per al producte hermitia (-, -};, donat en V (Cf.

[Pi73, p. 91]).

1.10. Definicié. Una representacié finita p : G — GL(V), d'un grup
compacte GG, s’anomena, irreductible si, i només si, V no admet subespais
invariants no trivials per a p; és a dir, si, i només si, per a tot clement

v €V, v # 0, el subespai vectorial de V generat per la familia de vectors
{p(9)(v)}geq és tot V.

1.11. Proposicié. (Cf. [Pi73,p. 90]) Tota representacid finita d'un grup
compacte és equivalent a una suma directa de representacions irreductibles,

de manera essencialment inica. A
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1.12. Observacié. Siguin p; : G — GL(W;), 1 < % < n, representacions
dun grup G. Posem W =W, ®--- W, isiguip:=p1 ®--- B pn la
representacié p : G — GL(W) definida per I'assignacié p,(wy+- - 4wy, :=

pg(wi) + - -+ pg(wy). S’anomena la representacié suma directa de les p;.

En la proposicié anterior, “essencialment tnica” vol dir que si la
representacié p és suma directa de representacions irreductibles p;, p =
PLD - P pn, 1 també de representacions irreductibles p}, p=pi®---Bpl,,

. S . .y .
llavors n = m i existeix una permutacié6 ¢ € S, tal que p; i Py SOD

equivalents.
El resultat segiient, conegut amb el nom de Lema de Schur, és basic.

1.13. Lema de Schur. (Cf. [Pi73, p. 90]) Siguin p; : G — GL(V;),
1 =1, 2, dues representacions finites irreductibles d’un grup compacte G 1
v : Vi — Va una aplicacid lineal tal que per a tot g € G és pa(g) oy =
~vo p1(g). Llavors, ¥ =0 o bé v és un isomorfisme. A

La demostracié del resultat segiient es proposa com a exercici.

1.14. Corollari. Sigui G un grup abelia compacte. Totes les representa-

ctons irreductibles de G son de dimensié 1. A

Donat un grup compacte G, sigui A := Ag un conjunt de represen-
tants unitaris de les classes d’equivaléncia de representacions lineals finites
irreductibles de G. Per a cada representacié irreductible A € A, denotem
per V), espai de la representacié i per n) la seva dimensié. Elegim bases en
cadascun dels espais Vj i, per a tot x € G, sigui [a};(¢)]1<i j<n, la matriu
associada a A(z) en aquesta base. En particular, aij : G — C és una apli-
cacid continua; per tant, de quadrat integrable. Amb aquestes notacions, cl

teorema de Peter-Weyl s’enuncia de la manera segiient:

1.15. Teorema. (Cf. [Pi73, p. 103]) Si G és un grup compacte, la
famdlia de funcions {\/nx - aij}AeA, és a dir, la familia dels coeficients
de les representacions finites irreductibles de G, és un sistema ortonormal
complet per a L*(G). A
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1.16. Corol'lari. (Cf. [Pi73, p. 104]) Tota funcié compleza continua
d’un grup compacte G és limit uniforme de combinacions lineals dels coefi-

cients de les representacions finites irreductibles de G. A

Fl resultat segiient permet alliberar-nos de les hipotesis de finitud
de les representacions i estudiar representacions en espais de Hilbert de

dimensio no necessariament finita.

1.17. Teorema. (Cf. [Pi73, p. 106]) Sigui G un grup topolégic compacte.
Tota representacid unitaria (continua) p : G — GL(V), de G en un espai
de Hilbert complex V', és suma directa hilbertiana de representacions lineals
irreductibles de dimensid finita; és a dir, V és l'adheréncia d’una suma

directa de subrepresentacions irreductibles de dimensio finita. A

1.18. Observacid. Associada a la representacié p donada, es considera la
familia de projectors ortogonals de V', { Py} xca, definits de manera que se

satisfacin les igualtats

(Py(u), ) = s, /G (pe(0), )% (9)dg.

per a u,v € V, i A qualsevol representacié irreductible de dimensié finita
de G, on x) és cl caracter de A. Si, per a cada X € A, posem V) := Py(V),

la imatge de V pel projector Py, llavors, V = @ Vy 1 els espais V) sén

AeA
invariants per a p, ortogonals dos a dos, i cadascun és ’adheréncia d’una

suma directa de subespais invariants de dimensié finita. (Observem que no

diem que cls espais V) siguin de¢ dimensié finita.)

1.19. Definicié. El subespai V) s’anomena el component isotipic de la

representacié p associada a A.



44 5. Representacions de SO(3)

§2. Tors maximals

Per a les giiestions generals que fan referéncia als grups de Lie i a les algebres
de Lie, remetem el lector a les exposicions anteriors d’aquest mateix seminari

i a ’amplia bibliografia que hi ha sobre aquests temes.

2.1. Definicié. Considerem, en T := R/Z ~ {e*™® : 0 < § < 1},
lestructura natural de grup de Lie (real). Anomenarem tor de dimensié
k > 0 tot grup de Lie isomorf a T%; és un grup de Lie real, abelia, connex i

compacte de dimensio k.

La proposicié i el teorema de classificacié segiients s’obtenen en fer

us de Paplicacié exponencial.

2.2. Proposicié. Tot tor admet un generador; és a dir, si T és un tor,

ezisteiz un element x € T tal que T és l'adheréncia de {«"™ : n € N}.

DEMOSTRACIO (Cf. [Si96, VIIL.1.4]). A

2.3. Teorema. Sigui G un grup de Lie real, abelia, i connex de dimensid
n. Llavors, existeiz k, 0 < k < n, tal que G ~ TF x R*~*,

DEMOSTRACIO (Cf. [Si96, VIL.2.3]). A

2.4. Corol‘lari. Tot grup de Lie real, abelia, connez i compacte és un tor. A

2.5. Definicié. Sigui G un grup de Lie. Un tor de G és un subgrup de Lie
(tancat) de G isomorf a T%, per a algun nombrc enter k£ > 1. Untor T C G
g’anomena un tor maximal de G si, i només si, per a tot tor H C G tal que
TCHéT=H.

El teorema que segueix és semblant, en la seva estructura, als teo-
remes de Sylow per als grups finits; fa referéencia a 'existencia de tors ma-

ximals, i a la relacié entre ells, en els grups de Lie semisimples i compactes.

2.6. Observacid. Un grup de Lie semisimple i compacte és, automaticament i
connex i el seu centre és finit (cf. [S196, VIL.2.5]).
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2.7. Teorema. Sigui G un grup de Lie semisimple i compacte. Llavors:
a) Ezisteix algun tor mazimal T C G.
b) Per a tot element g € G existeiz un tor mazimal T C G tal que g € T.
¢) Tots els tors mazimals de G sdn conjugats.

d) El centre de G és la interseccid de tots els tors mazimals de G.

DEMOSTRACIO. Siguin g 1’algebra de Liede G,i X € g, X # 0. L’adheréncia
de {e'X}; és un subgrup dc Lie abelia, connex i compacte de G; per tant,
és un tor de G. En particular, en G existeixen tors. Arabé, siT)y C T, C G
son tors, llavors se satisfa la relaciéo dim7Ty < dim75 < dim G, amb igualtat
dimT; = dimT5 si, i només si, T1 = T5; com que G és de dimensié finita,
no pot existir una cadena infinita estrictament creixent de tors T;, ( Th11;

aix0 demostra Pexisténcia de tors maximals en G.

Les proves de les afirmacions de b), ¢) 1 d) es basen en el resultat

segiient.

2.8. Lema. (Cf. [Si96, VIII.1.I']) Siguin G un grup de Lie connex i
compacte 1 T C G un tor mazimal de G. Llavors, Uaplicacioc G x T — G

L ¢s exhaustiva. A

donada per (g, z) — grg~
Aquest lema ens diu que tot clement de G és conjugat d’un clement
de qualsevol tor maximal; com que un conjugat d’un tor maximal és un tor

maximal, tot element de G pertany a un tor maximal. Aixd demostra b).

Siguin T, H C @ dos tors maximals de G. Prenem un generador x de
H isigui g € G un clement tal que = € gTg~"; existeéncia d’un tal clement

¢ és garantida pel lema anterior. Com que per a tot n € Z és 2™ € gTg~ L, i

~1 és tancat, el fet que x sigui un generador de H ens permet

1 1

com que ¢gT'g

assegurar que H C gTg™; com que H i gT¢g™" sbn tors maximals, obtenim

1

la igualtat H = gTg~1; i aixd demostra ¢).

Finalment, considerem un tor maximal 77 C G i sigui ¢ € Z(G) un

element qualsevol. En repetir I’argument anterior, observem que existeix

1

un element g € G tal que x € gTg™1; perd ara, com que z € Z(G), és

x =g lzg € T} aixd prova que Z(G) C ({7 : T és un tor maximal de G}.
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Reciprocament, si z € ({7 : T és un tor maximal de G}, tenim que g
commuta amb tots els elements de | J{T : T és un tor maximal de G}; pero

aquesta reunié és tot G, en virtut del lema. Aixd demostra d). A

2.9. Observacié. En el teorema anterior no es pot suprimir la hipotesi

que el grup sigui compacte. Per a veure-ho, només cal observar que el grup

de Lie G := {[g ﬂ ta,c>0,b€ R} C GL3(R) no conté cap tor. En

efecte, tot tor conté elements d’ordre finit diferents del neutre; en canvi, en

G no hi ha elements no trivials d’ordre finit.

2.10. Exemples. Anem a determinar com sén els tors maximals dels grups
SU(n). En primer lloc, és immediat observar que el subconjunt 7,1 :=
{diag(e, ..., ) = X ...\, € R, et 2 = 11 C SU(n) és un
tor de dimensié n — 1. En electe, 'aplicacié6 T ! — T,,_; donada per
(z1,...,Tn 1) — diag(e?™i@1 . 2Ti%n-1 =2mi(TitFIa1)) per g 0 <
2; < 1,1 <i<n-—1,és un isomorfisme de grups de Lie. Per tant, SU(n)
conté tors de dimensié n — 1. Finalment, es prova que si A € SU(n) és
una matriu que commuta amb tota matriu X € T,,_q, llavors A € T, _;
per tant, no hi ha cap subgrup abelia que contingui estrictament T,,_1; en

consequiencia, T, _1 és un tor maximal. A

El teorema anterior admet un corol-lari basic per a la teoria de¢ les
representacions del grup SU(2) i, més generalment, per a les dels grups de

Lie semisimples i compactes.

2.11. Corol-lari. Tot tor mazimal d’un grup de Lie semisimple ¢ compacte

G conté un conjunt de representants de les classes de conjugacid de G. A

En particular, aquest resultat ens permet assegurar que els caracters
dc les representacions irreductibles de tot grup de Lie semisimple i compacte
s6n determinats per llurs restriccions a un tor maximal, que sén representa-
cions irreductibles del tor. Per tant, no sera inutil comenar per estudiar les

representacions dels tors.

2.12. Teorema. (Representacions de T) Els cardcters complezos irre-
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ductibles del tor T son exactament els donats per les aplicacions

xm @ T — SU(1)

_ 627!' i0 627!' i0m

z = 2™ = ,

per a m € 7. En particular, si AT designa el conjunt de les classes de

representacions irreductibles del tor, és AT ~ 7.

DEMOSTRACIO. Clarament, per a tot m € Z, 'aplicacié x,, és una repre-
sentacié de dimensié 1 (i, per tant, irreductible) del tor T. Reciprocament,
tota representacio de T és conjugada d’una representacié unitaria; per tant,
conjugada d’una representacié de la forma x : T — SU(1). D’altra banda,
tota representacié continua és, automaticament, de classe C° (cf. [Pi73,
p. 70] i [Si 96, VIL.9.2]), de manera que x és un morfisme de grups de Lie.
En conseqiiencia, x indueix un morfisme entre les algebres de Lie correspo-
nents; és a dir, x determina un morfisme A, : R — R, d’algebres de Lie.
Com que els unics morfismes d’algebres de Lie R — R sén les homotecies,
existeix A € R tal que A, és I'homotecia de multiplicacié per A. En prendre
exponencials, obtenim que x ha de ser I’exponencial de 'homotécia X; és a
dir, existeix A € R tal que x(z) = 2, per a tot z € T. Finalment, per la

continuitat de x, i com que x(1) =1, ha de ser A € Z, com calia veure. A

Les representacions de tots els tors s’obtenen a partir del resultat

general segiient.

2.13. Proposicié. Siguin p; : G; — GL{V;), i = 1,2, representacions
complexes, continues 1 irreductibles de grups compactes. L’aplicacido p1&ps :
G1x Gy — GL(V1®V,), definida per Uassignacid (g1, g2) — (P19 02) (g1,g2)5
on (p1 ® P2)(gr,g2) (V1 @ v2) = p1(g1)(v1) ® p2(92)(v2), sobre els generadors
m Qug € V1 @ Vo, és una representacio complexa, continua ¢ irreductible de

G1 X GQ.

Reciprocament, si p: G1 X Go — GL(V) és una representacié com-
plexa, continua i irreductible, existeizen representacions complexes, continucdl
1 irreductibles p; : G, — GL(V;), i = 1,2, tals que p és equivalent a la rep-

resentacid p1 Q pa.

DEMOSTRACIO. Cf. [Se 77, Thm. 10 i Chap. 4]. A
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2.14. Corol-lari. Les representacions dels tors T, n > 1, sén parametrit-

zades per m := (my,...,my) € Z™, en la forma segiient:
Xm 2 T — SU(1)

n
(21, -y 2n) »—)szm‘ A
i=1

Com a consequiencia del teorema de Peter-Weyl i del coneixement
de les representacions irreductibles dels tors, obtenim [’analisi de Fourier

classic en R™.

2.15. Corol'lari. (Analisi de Fourier) Sigui f € L?(T"). Llavors, f és la

suma d’una série de Fourier; és a dir, de la forma
— mi m
f(zlv“'vzn)— § Am2y 2y ",
mEZ“

amb am € C im = (my,...,mp) €Z". A

En altres termes, si f : R® — C és una funcié multiplement periodi-
ca, de perfode 1 per a cada component, i suposem que f € L2(R"™), llavors

f admet una expressié de la forma

f(el, [N 9n) = Z ame27rim191 ... e27&' imn9n7
meZr

onm=(my,...,My) €EL", am €C,10<6; < L.

§3. Representacions de so(3)

Les algebres dc Lie associades als grups de Lie reals SU(2) i SO(3) sén iso-
morfes (cf. el corol-lari 4.4); per tant, el coneixement de les representacions
d’aquesta algebra de Lie ens donara informacié de les representacions dels

dos grups.

El grup de les rotacions dc I'espai vectorial euclidia R?, SO(3), és un

grup de Lie real, connex i compacte de dimensi6 3. Es pot descriure com el
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grup dc les matrius ortogonals de determinant 1; concretament, escriurem
SO(3) = {A € GL3(R) : At = A1 det A = 1}. Llavors, l’algebra de
Lie de SO(3) és so(3) := {X € M3(R) : X! = —X}, i es disposa d'un

isomorfisme d’espais vectorials reals

—c b
so(3) = ¢c 0 —al:abceRy~R3:
-b a 0
en particular, les matrius
00 0 0 0 1 0 -1 0
;=10 0 -1 I, =10 00 Is:=|1 0 0
01 0 -1 0 0 0 0 0

formen una basc dc so(3), i les constants d’estructura de 1’algebra de Lie
s0(3) sén determinades per [I1, 2] = Is, [Ix, I3] = I, [I5, 1] = Iz (per a
una interpretacié d’aquestes matrius, cf. la demostracié de la proposicié 5.2

més avall).
3.1. Proposicié. (Tor maximal de SO(3)) Sigui

a —b 0
T:={|b a 0|:a,beR, a®+b?>=1,CSO(3).

0 0 1
Liavors, T ~ SO(2) ~ SU(1) ~ T, i T és un tor mazimal de SO(3). La
matriu Is és una base de l'algebra de Lie de T', considerada com a subdlgebra
de so(3).

DEMOSTRACIO. Els isomorfismes T' ~ SO(2) ~ SU(1) ~ T sén ben cone-
guts o bé evidents; en particular, T és un subtor de SO(3), i és de dimensid
1; cal veure que és un tor maximal. Si SO(3) contingués un tor de dimensié
més gran que 1, so(3) contindria una subalgebra commutativa de dimensié
més gran que 1. Pero si dos vectors dc l'algebra de Lie commuten, és a
dir, si X,Y € so(3) sén tals que [X,Y] = 0, llavors existeix A € R tal que
Y = AX (calcul senzill). Per tant, les subalgebres commutatives maximals
de s0(3) sén de dimensié 1. Per a afirmacié que fa referéncia a I'dlgebra

de Lie de T', vegeu la demostracié de la proposicié 5.2 més avall. A
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3.2. Observacid. Dcls cursos de geometria lincal és ben conegut que tot

a —b 0
element de SO(3) és conjugat d’'una matrinde laforma A:= |6 a 0],
0 0 1

amb a2 + b2 =1, a,b € R. (En efecte, tota rotacié de ’espai, després d'un
canvi de base que faci coincidir I’eix de rotacié amb 1’eix 0z, és de la forma
A.) En aquest cas, doncs, ja és ben conegut el fet que tot element del grup

pertany a un tor maximal (cf. el teorema 2.7).
3.3. Exercici. L’algebra de Lie so(3) és simple.

3.4. Observacié. Si r: so(3) — L és un morfisme no trivial d’algebres dc
Lie, » és un isomorfisme amb la imatge; doncs, im(r) admet una base a1,

az, ag tal que [ay, as] = as, [az, as] = a1, (a3, a1] = as.

3.5. Proposicié. Sigui p : SO(3) — GL(V) una representacid compleza,
finita, continua, i no trivial, no necessariament irreductible. FExisteizen
operadors C-lineals A1, Aa, Az en'V, tals que [Ay, As] = Az, [Aa, A3] = Ay,
[As, A1] = As. Si, @ més a més, p és unitaria, els operadors Ay, Az, As

son antihermitians.

DEMOSTRACIO. Una tal representacié p és un morfisme de grups de Lie,
de manera que, per pas a les algebres de Lie, p déna lloc a un morfisme
no trivial dp : so(3) — End(V), dc l'algebra de Lie so(3) en I'algebra dc
Lie (real) End(V) = End((V), de GL(V). En conseqliéncia, la imatge
de dp és un subespai vectorial (real) de dimensié 3 de End(V'), que admet
una base formada per operadors C-lineals A;, Az, A3 € End(V) tals que
[A1, As] = A3, [Aa, A3] = A4, [43, A1] = As.

A més a més, si p és unitaria, dels fets que Uaplicacié exponencial

exp : s0(3) — SO(3) és exhaustiva i que el diagrama
SO(3) —— GL(V)
expT expT
s0(3) —% End(V)

. . . —t . .
és commutatiu s’obté que A, = —~Ag, peral < k < 3; és a dir, cls operadors

Ay, A, Az s6n antihermitians. A
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Posem Hj := iA3z, Hy := 1A; — As, H_ := 1Ay + As; llavors, Hs és
un operador hermitia i H,, H_ sén operadors hermitianament conjugats
. . . . —t —t . ==t
de V; és a dir, se satisfan les relacions Hy = Hy, H, = H_i H_ = H,.

D’altra banda, aquests operadors satisfan les regles de commutacié

[H+7H7]:2H37 [vaHS]:H—v [H33H+]:H+‘

3.6. Observacié. Els operadors Hs, H;, H_ no pertanyen, en general, a

im(dp), que és un espai vectorial real.

Com que Hj és un operador hermitia d’un espai vectorial complex
de dimensié finita, és diagonalitzable en una base ortonormal de vectors
propis, i els valors propis soén reals. Sigui v € V un vector propi no nul de

H;, isigui A € R el valor propi corresponent. Llavors,

H3(Hiv)= ([Hs,Hi|+ HyHs)v=(H.(1+ H3))v =
=H,(1+Nv=(1+NH;v,

Hs(H_v) = ([Hs,H_ |+ H_Hs)v=(—H_+ H_H3)v=
=H (Hyv—v)=(A—-1)H_wv.

Aquest calcul demostra el resultat segiient:
3.7. Lema. Siv € V' és un vector propi no nul de Hs, de valor propi X € R,
llavors:

a) Hiv=0 o bé Hyv és vector propi de Hs de valor propi A + 1.

b) H v =0 o bé H_v és vector propi de Hs de valor propi A — 1. A

3.8. Lema. FEumisteiz g € V, vector propt no nul de Hs tal que H vy = 0.

DEMOSTRACIO. Siguin A € R un valor propi de Hz i v € V un vector propi
no nul de valor propi A. Com que V és de dimensié finita, 'operador Hs
només té una quantitat finita de valors propis dilerents; en virtut del lema
anterior, existeix r € N tal que els vectors v, Hyv, Hiv =H, H,v, Hiv,
..., H v sén vectors propis no nuls de H3 de valors propis A, A+1, A+2,
ey At H:_"Hv = 0; només cal definir ¥g := Hjv. A
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Sigui £ € R el valor propi associat al vector propi g, i considerem

la successié de vectors de Vi g, ¥1 := H_ g, Yo := H_ Y1, ..., s :=
H g 1, ...; aquests vectors sén vectors propis de Hs de valors propis
diferents £,/ —1,¢—2, ..., £ —s, .... De nou, com que V és de dimensio

finita, la successié s'acaba en 0; és a dir, existeix s € N tal que 9, # 01
H ¢, =0.

3.9. Proposicid. Sigui W := (¢, ...,%s) el subespai vectorial de V generat
pels vectors g, ..., Ps. Llavors:

a) El subespai W és invariant per als operadors Hs, H ¢ H_.

1
b) dim W = 204 1; en particular, £ € N o0 bé £ € §N.
¢) Els valors propis de Hy en W son —¢,—¢+1,...,-1,0,1,...,/—1,¢.

d) Tots els vectors i)g, . .., 15 s6n vectors propis de loperador A := A?+
A2 + A% associats al mateiz valor propi, —£(£ + 1).

e) La restriccid de la representacid p al subespai W és irreductible.

DEMOSTRACIO. La relacié [H,,H | = 2Hs ens permet calcular recursiva-
ment 'accié de H sobre els vectors 9y, ...,%s. En primer lloc, observem

que, per definicié de g, és H g = 0. A continuacié, podem escriure
Hypy=H{H vg=[Hy,H [tpog+ H Hyto
= 2H30 = 2830.
Analogament,
Hyps=H{H ¢y =[H H ¢ +H Hii
= 2H3yn + H_(20o) = (20 — 1)2¢1.

Hytpg = HyH tpo = [H H |ty + H_H s
= 2H3p + H_((20 — 2)2¢1) = (20 — 2)3¢s.

Per recurrencia, si posem H vy = (20 — t + 1)t);_1, obtenim les igualtats

Hypep1 =HyH ¢y =[H H |+ H H¢,

i, inalinent, la relacié Hy s = (26 — s+ 1)stps_1.
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Aixi, hem provat que cl subespai W és invariant per H,. D’altra
banda, com que els vectors ¥y, .. ., ¥, sén vectors propis de Hs, W és inva-
riant per Hj; i, per construccié dels vectors 11 := H_1;, W és invariant
per H_. Per tant, W és invariant pels operadors Hs, H, i H_; de fet,
I’acci6 dels operadors Hy, H_ i Hs sobrc cls vectors ¢, es pot resumir en

la taula segiient:

Ha3pg = fapg H g =1 Hivpg=0
Hszipy = (£ —1)in H_yy =1 H 1) = 24
Hypo = (£ —2)1ps H_ vy =13 H vy = (20— 1)2¢

Hapy = (£ — )9y H ¢y =111 Hytpy = (20—t + Dty

Hyp,=(—s)ps  H 9, =0 H e = (20— s+ 1)stps 1

Aixd demostra a).

Si ara tenim en compte, de nou, la relacié [H, H_] = 2H3, obtenim
la igualtat

2( — s)ps = 2Hyps = [Hy, H_]¢s
—H H s — H H = —H_(20— s+ 1)stps_1
=—(20— s+ 1)sthy;

com que ¥ # 0,630 =200 —s)+s(26 —s+1) = (20— s)(s+ 1), don
deduim que s = 24, perque s > 0; en particular, dim W = s+ 1=2¢0+1,
fet que demostra b).

A més a més, com que els valors propis de Hs sobre els vectors
10, - . ., 2 561, respectivament, £,/ —1,...,—1,0,1,...,—¢, obtenim ¢).

Per a veure d), considerem les relacions H_+Hy =214, H_.—H, =
2A,, i Hy = iAs. De la definicié de A, obtenim les igualtats A = A7 4 A2 +
A2 = —H2 — Hy— H H.. En conseqiiéncia, un calcul senzill demostra que

Ay = —0(0 + 1)¢y.

Finalment, per a provar e), es tracta de veure, d'una banda, que

I’acci6 de p es pot restringir a W i, de Daltra, que la restriccié de p a W és
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una representaci6 irreductible. Per a veure la primera propietat, cal usar la
commutativitat de les aplicacions exponencials amb les representacions p i
dp (cf. [Pi73, p. 60]): en efecte, dir que W és un subespai invariant per als
operadors H,, H_ i Hj, equival a dir que ho és per als operadors A;, A
i Asz; i, com que aquests sén una basc de la imatge de dp, aixd implica que
el subespai W és invariant per a p. Per a la segona propietat, suposem que
W' C W, W’ # 0, és un subespai invariant per a p; llavors, W’ és invariant
per als operadors Hs, H, i H_. Considerem un vector propi qualsevol no
nul, v € W', de la restricci6 de Hs a W, i construim, com abans, vectors
PG, Wk, ara en W, Afirmem que existeix vo € C, v # 0, tal que
1o = Yoto; com a conseqliencia d’aquest fet, obtindrem que 1y € W' i, per
la invariancia de W’ per a H_, obtindrem la igualtat W = W, que acaba

la demostracid.

Provem, doncs, Uafirmacié. Com que g, ..., %9 és una base de W,
20

existeixen nombres complexos g, . .. , 25 € C tals que ¥, = E Y1y ; volem
+=0

veure que v = 0, per a 1 <t < 24, Ara bé, d’aquesta relacié obtenim que

24 24
0=Hvh=> yHity =D 7(20 —t+ 1)ty 1,

=0 t=0

de manera que (2¢ — ¢ + 1)ty = 0, per a 0 < ¢ < 2/; i aquestes rclacions

impliquen v; = 0, per a 1 < # < 2¢, com voliem veure. A

3.10. Observacid. Pel procediment que acabem de descriure, cada vector
propi de Hs genera una subrepresentacié irreductible de p; com que Hj és
diagonalitzable en una basc dc vectors propis, aquest procediment, aplicat
de manera recursiva a 'ortogonal del subespai irreductible W, ens permet
assegurar que p és la suma directa de representacions irreductibles, totes
construides de la mateixa manera. El maxim, £, dels valors propis de Hs,
s'anomena cl pes de la representacié p, i 264 1 és ¢l maxim dels graus de

les representacions irreductibles en que p descompon.

3.11. Observacid. Sigui A : T — GL(V) la restriccié de p al tor maximal
T de SO(3) (cf. la proposicié 3.1). Llavors, cadascun dels vectors 1 genera

un subespai (complex) de dimensié 1, invariant per a la representaci6 .
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En efecte, I’algebra dec Lie de T és la subalgebra dc so(3) generada
per I3, de manera que d) proporciona 'operador Az, com a imatge de I3,
i, en conseqiiéncia, l'operador H3. A més a més, la commutativitat del
diagrama,

T —2 5 GL(V)

expT expT

RI; —2 5 End(V)

i cl fet que I'aplicacié exponencial Rz 2P, T és exhaustiva ens diuen que
la representacié A és donada per 'assignacié exp(asls) — exp(azAs). Com

a conseqiiencia, per a tot az € R, és A(exp(aszls)); = e {63,

Aixd ens permet dir que la restriccié de A al subespai generat per 1,
és ol caracter irreductible T — T — SU(1) donat per 'assignacié ¢‘®*
exp(asls) — e =15, &g a dir, el caracter irreductible que correspon al
parametre —(£ —¢) € Z en la classificacié del teorema 2.12. En particular,
el pes de la representacio p és determinat pel caracter de la subrepresentacié

irreductible de p de dimensié maxima.

En resum, amb un canvi d’indexacié dels vectors ¥, hem provat el
resultat segiient, que ens proporciona condicions necessaries que han dec sa-
tisfer les representacions de SO(3). Aquestes condicions, encara que no sén
suficients, ens permetran determinar totes les representacions irreductibles
tant de SO(3) com de SU(2).

3.12. Teorema. Sigui p : SO(3) — GL(V) una representacid compleza,
continua, unitaria, irreductible 1 no trivial. Llavors, p €s determinada per
la dimensio de V, que és de la forma dimV = 20+ 1, amb ¢ € N, o
bé l e 1N. A més a més, existeir una base ortogonal de V., W_g,... ¢, 1
operadors deV, Hy, H_, Hs, associats a la representacid, tals que H 1y =
i1, Hatyy = thy, Hythy = (U —0) 0+t + Dthyyq, per a —€ <t < ¢, on
escrivim _y_1 = 0. En particular, els valors propis de Hs son —f,—f +
1,...,—1,0,1,...,6—1,6. A
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§4. Representacions de SU(2) i de SO(3)

El teorema anterior ens diu, en particular, que si p és una representacio

1
irreductible de SO(3), p és determinada per un nombre £ € No bé £ € §N,

1 . ‘s
el pes. Pero, és cert que donat € Nobé { € §N, existeix una representacio
unitaria irreductible p® : 80O(3) — GL(V) que tingui associat el pes £? La
resposta només és positiva si £ € N i, per a demostrar-ho, és ttil descriure

les representacions irreductibles de SU(2).

4.1. Proposicié. SU(2) és el recobriment simplement connex universal de
SO(3). Més concretament, existeiz una successid exacta de morfismes de
grups,

1— {+1} - SU(2) 5 S0O(3) = 1,

on m és un morfisme de grups de Lie.

DEMOSTRACIO. Comencem per parametritzar el grup de rotacions SO(3)

amb els angles d’Euler.

4.2. Lema. Donada una rotacid qualsevol g € SO(3), existeizen nombres
reals , 9,0 € R, 0 < p, ¢ <2x, 0 < 8 < 7, tals que g = Z,XoZy, on les

matrius Xg, Z, son de la forma

1 0 0 cose —sing 0
Xp:= |0 cosf —sinf|, Zy = |sing cosep 0
0 sinfd cosé 0 0 1

DEMOSTRACIO. Suposem donada una rotacié g; per una rotacié del tipus
Z_,, portem el seu eix al pla Oyz; a continuacié, per una rotacié del tipus
X _p, fem coincidir I'cix de rotacié amb U'cix Oz, de manera que resulti una
rotacié del tipus Zy; és a dir, tenim una relacié de la forma X _go0Z_,o0g =

Zy, d’on obtenim la relacié que cerquem. A

Procedim ara a la demostracié de la proposicié. Considerem |'espai
vectorial subjacent a 1’algebra de Lie su(2) de SU(2); aixo és, 'espai vec-
torial real format per les matrius H € GL(2,C) que sén hermitianes i de
traa nul-la; és a dir, tals que T =Hi Tr(H) = 0; aixi,

su(Q)Z{{ T3 REL : xl,xg,mgeR}.

Ty — 1o —x3
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Evidentment, su(2) és un espai vectorial real de dimensié 3, que admet per

base el conjunt format per les matrius de Pauli

0 1 0 1 1 0
T o DRt R B PO

aquesta base permet identificar 'espai vectorial su(2) amb R? i, per tant,
considerar, en su(2), el producte escalar ordinari. La norma associada a
aquest producte escalar és donada per N(H,) := (H,, H,) = 2%+ 23+ 23 =

T T i
s omt } € su(2).
X1 — 1o —I3

—det(H,), per a tota matriu H, :=

El grup SU(2) actua per conjugacié en su(2) dc la manera segiient:
donades matrius A € SU(2) i H, € su(2), la matriu AH, A™! pertany a
su(2). En efecte; per un canvi de base, la traa no canvia, de manera que la
traa de AH, A~ és la mateixa que la de H,; és a dir, zero. D’altra banda,
com que H; és hermitiana 1 A és unitaria (Zt = A7), se satisfa immedia-

tament que AH,A~! també és hermitiana: (AH,A-1)! = (A l)tﬁi A=
AH AL,

Aix{, tenim una acci6 lineal de SU(2) en su(2); és a dir, un morfisme
de grups SU(2) — GL(su(2)) ~ GL(3,R). Aquest morfisme de grups té
imatge inclosa en O(3); és a dir, accié de SU(2) es realitza per matrius
ortogonals. En efecte, per a tota matriu A € SU(2) i tota matriu H, € M
és N(AH, A7) = —det(AH,A™') = —det(H,) = N(H,), de manera que
laccié de SU(2) respecta la norma i, en conseqiiéncia, la matriu de la
transformacié H, — AH,A™! és una matriu ortogonal per al producte

escalar ordinari de R3.

Per tant, disposem d’un morfisme de grups (continu) SU(2) — O(3).
El nucli del morfisme és {+1}; en efecte, una matriu unitaria A pertany al
nucli si, i només si, A commuta amb les tres matrius hy, ho i hs; i un calcul

directe demostra que ha de ser A = +1.

Només resta veure que la imatge del morfisme SU(2) — O(3) és
exactament SO(3). Comencem per veure que la imatge esta inclosa en
SO(3). Per a aix0, observem que tota matriu A € SU(2) és de la forma
A= [g _aﬁ}’ amb a@ + 88 = 1; a més a més, tota matriu A € SU(2)

i
és conjugada d’una de la forma b, = [6 0% } € SU(2), per a un cert

vk

0 e*
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¢ € R, i l'clement que conjuga és una matriu unitaria; és a dir, per a tota
matriu A € SU(2), existeixen ¢ € R i B € SU(2) tals que A = Bb,B™L.
En particular, per a tot ¢ € R, l'accié de b, sobre les matrius h1, ho i hs3

proporciona les matrius

biphlbgl = cosy hy +sinp hg,
bghgbe_l = —singhy +cosp hg,
bohsb,' = hs;

per tant, la matriu associada a l'acci6 de b, és la matriu Z, € SO(3), de
la rotacié d’angle ¢ al voltant de 'eix Oz; en particular, el seu determinant
és 1. Per causa de la conjugacié A = Bb,B™!, les matrius associades a les
accions H, — AH,A™! sén totes de determinant 1 i, en conseqiiencia, la
imatge de SU(2) — O(3) esta inclosa en SO(3). Observem que, a més a

més, hem provat que la imatge conté totes les matrius Z,.

Finalment, resta veure que el morfisme SU(2) — SO(3) és exhaustiu;
per causa del lema 4.2 i del fet que les matrius Z, pertanyen a la imatge,

és suficient veure que les matrius Xy també pertanyen a la imatge. Ara bé,

)
cos— ¢ sin—

per atot 8 € R, és ¢y := 29 02 € SU(2), i 'accié de ¢y en les
% sin 5 cos 3

matrius hy, ho i hg és donada per la matriu Xy (calcul directe); per tant,
les matrius Xy també pertanyen a la imatge, com voliem veure. Aixd acaba

la demostracié de la proposicié. A

4.3. Observacié. Una rotaci6 qualsevol Z,XgZ, és la imatge de, precisa-

ment, les dues matrius

0 im L. 9 i#P*’d’
Cos —e" 2 T8 —e 2
2 2

ib¢09b¢ =+ o 9 o
isin—e 'z cos—e 'z
2 2

4.4. Corol'lari. Es té un isomorfisme SO(3) ~ SU(2)/{£l}; en con-
sequiéncia, cls grups de Lie SO(3) i SU(2) tenen associades dlgebres de Lie

isomorfes. A
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En la seccié anterior hem trobat condicions necessaries que han de
satisfer les representacions de so(3); com que els grups de Lie SO(3) i
SU(2) tenen associades algebres de Lie isomorfes, so(3) ~ su(2), aquestes
condicions no només s’apliquen a les representacions de SO(3), siné també

a les representacions de SU(2). Per tant, obtenim cl resultat segiient:

4.5. Corol'lari. Sigui p : SU(2) — GL(V) una representacié compleza,
continua, unitaria, irreductible © no trivial. Llavors, p és determinada per
la dimensio de V, que és de la forma dimV = 20+ 1, amb ¢ € N, o
be £ € 1N. A més a més, existeiz una base ortogonal de V, W g, ... 04, 1
operadors de V, H,, H_, Hs, associats a la representacid, tals que H 1y =
i1, Hayy = thy, Hyy = (U —0) 0+t + Dthyyq, per a —€ <t < £, on
escrivim _g_1 := 0. En particular, els valors propis de Hs son —€,—€ +
1,...,=1,0,1,....0—1,4. A

A continuacid, obtenim les representacions irreductibles de SU(2).

1
4.6. Teorema. Per a tot nombre £ € N 0 bé £ € §N, eristeir una repre-
sentacid unitaria irreductible p® : SU(2) — GL(2/ + 1,C), tnica llevat
d’isomorfisme. El pes £ de la representacio és determinat univocament com,

el mazim dels valors propis de ['operador H3 associat a la representacio.

DEMOSTRACIO. Sigui (O : su(2) — GL(V}) la representacié de so(3) ~
su(2) de pes ¢, construida a partir d’una base ortonormal ¥_4, ... 1, d'un
espai vectorial unitari V, de dimensié 2¢ + 1, en definir els operadors Hs,

H, i H_ com més amunt.

Com que SU(2) és simplement connex, tota representacié de la seva
algebra de Lie déna lloc, en prendre exponencials, a una representacié del
grup de Lie. En efecte, les imatges dels operadors Ay, As i A3 que corres-
ponen als H,, H_ i Hs generen un subgrup de Lie de GL(2¢+1,C), i »(©
és un isomorfisme local de SU(2) en aquest grup dec Lie; com que SU(2)
és simplement connex, aquest isomorfisme local s’estén a un morfisme de

grups de Lie de tot SU(2) (cf. [Pi73, p. 114]). A

Abans d’obtenir les representacions irreductibles de SO(3), obscrvem

alguns exemples.
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4.7. Exemples.

o Larepresentacid trivial SU(2) — C* és equivalent a la representacié
p(@. En elecle, la representacié trivial és de dimensié 1; per tant és irre-
(0

ductible i, com que, de les representacions irreductibles, p(® és I'tnica de

dimensi6 1, han de ser equivalents.
e La representacié identitat SU(2) — SU(2) C GL(2,C) és, evi-
dentment, irreductible, i és d¢ dimensié 2; per tant, és equivalent a la rep-

1
resentacié p¥) que correspon a 26+ 1 =2; és a dir, a £ = 3

e En general, la representacié p('/? @ --- @ p(1/2) | k vegades, és tal
que Hj té valor propi maxim igual a 5 Per tant, p(¥/2) és equivalent a una
subrepresentacié irreductible d’aquesta, i es pot obtenir de manera explicita

a partir d’un vector propi de¢ valor propi 5

4.8. Exercici. Comproveu aquest fet (cf. [Pi73, p. 120]).

Hom pot donar una altra descripcié de les representacions irreducti-
bles de SU(2).

4.9. Proposicié. Sigui P,(C) l’espai vectorial complex dels polinomis ho-
mogenis de grau n en dues indeterminades X,Y . El grup GL(2,C) actua

de manera natural en P,(C) per la férmula

[‘CL Z} FX,Y) = f(aX +bY, eX + dY).
Per restriccid a SU(2), s’obté una representacid py, : SU(2) — GL(P,(C)),
de dimensio n+ 1, que és irreductible. En particular, les pp, n € N, son les

representacions irreductibles de SU(2): pp ~ pC&Y | per an+1 =20+ 1.

DEMOSTRACIO. Cal veure que la representacié py, : SU(2) — GL(P,(C))

és irreductible; és a dir, que no hi ha subespais invariants no trivials. Su-

posem, doncs, que W C P,(C), W # 0, és un subespal invariant per a py;
n

cal veure que W = P,(C). Sigui f(X,Y) =: ZakaY"_k eW,a;, € C,

k=0
0<k<n, f(X,Y)#0, un clement no nul qualsevol dec W. En particular,

existeix algun index k, 0 < k < n, tal que ap # 0.
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Per a tot ¢ € R, lacci6 de b, sobre f(X,Y’) proporciona un polinomi
de W; concretament, obtenim que

n
e mEN ek Pq XY TR = b, f(X,Y) € W.
k=0
Si ens pensem els productes a; X*Y ™% com n+1 incognites, i prenem n+1

valors diferents de ¢, 0 < ¢ < 2m, el sistema lineal d’equacions

n
> etea XFynk = e Eh, f(X,Y),
k=0
és de Cramer, amb matriu associada [¢?*¥], de Vandermonde; per tant, en
resoldre’l, obtenim que ar X*Y "% ¢ W, per a 0 < k < n; i d’aqui s’obté
que XFY"~* ¢ W, per a tot index k tal que ay # 0.

Counsiderem, ara, un element qualsevol A := {Q _EB} € SU(2) tal

g

que af # 0; en aplicar aquest clement a qualsevol monomi X*Y "% ¢ W,
obtenim un polinomi de W:

(aX — BY)*(BX +ay)"F = A(XFy" ) e W,

com que el coeficient de X™ en aquest polinomi és oszn_k # 0, en aplicar
la primera part d’aquesta prova al polinomi X*Y"~* ¢ W, obtenim que
X™ € W. Finalment, en aplicar A al monomi X™ &€ W, obtenim que
(aX — BY)" = A(X™) € W; com que aquest polinomi és

n

(aX _ ﬂY)n — Z <Z> ak(__ﬂ)n—kayn—k7
k=0
i tots els seus coeficients sén no nuls, deduim que X*Y"~% € W, per a tot k,
0 <k <n. Aix{, W conté una base de P,(C), de manera que W = P, (C),

com voliem veure. A
Podem calcular, ara, les representacions irreductibles de SO(3).

4.10. Teorema. Les representacions unitiries irreductibles de SO(3) estan
en correspondéncia bijectiva amb els nombres naturals £ € N. Son de di-
mensid senar 20+1, i el pes £ de la representacid és determinat univocament

com. el mazim dels valors propis de l'operador Hs associat a la representacio.
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DEMOSTRACIO. Considerem la successié exacta 1 — {+1} — SU(2) 5
SO(3) — 1; per composicié amb 7, les representacions de SO(3) sén exacta-
ment les de SU(2) que sén trivials en {£1}; a més a més les representacions
irreductibles de SO(3) es corresponen amb les representacions irreductibles
de SU(2) trivials sobre {1}. Per tant, cl calcul dc les representacions irre-

ductibles de SO(3) es redueix a ohservar quines de les representacions pH

1
de SU(2),/eN,obél e §N, sén trivials en —1.

Considerem les representacions p,; és clar que la matriu —1 actua
sobre cl polinomi X*Y"~% en la forma —1(X*Y"=%) = (—-1)"Xkyn-F i
per tant, p, és trivial en X*Y" % si i només si, n és parell. Aixd acaba la

prova, perqué n = 24, de manera que n és parell si, 1 només si, £ € N. A

§5. Els harmonics esferics

Una dc les primeres aplicacions del coneixement de les representacions ir-
reductibles de SO(3) és I'obtencié de bases d’espais de funcions complexes
infinitament derivables de I’esfera unitat, 52. El procediment consisteix a
considerar una representacié de SO(3) i fer el cacul de les representacions

irreductibles en que aquesta descompon.

Considerem lesfera S? := {(z,y,2) € R® : 22 + 42 + 22 = 1} C R?,
descrita com a varietat diferenciable (analitica) mitjanant les coordenades
polars; és a dir, posem

S2=1{(0,0): 0<0<m 0<¢p<2r},

via ¢l canvi dc¢ variables

x:=s8inf cosyp, y = sinf sin g, z:= cosf.

L’espai D(5?) de les funcions complexes infinitament derivables sobre
esfera és un subespai dens de P'espai L?(S2), de les (classes de) funcions
complexes de quadrat integrable sobre $2. En particular, indicarem una
funcié qualsevol de L2(52) per f := f(6,¢).

El primer pas consisteix a donar una representacié explicita de SO(3)
en lespai de Hilbert L%(S?).
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El grup SO(3) actua dc manera natural (per rotacions) en R?; i
Vesfera S2 és I'orbita de qualsevol dels seus punts per aquesta accié; és a
dir, Desfera S2 és una de les orbites de l'accié natural de SO(3) en R3.

Doncs, obtenim una acci6 de SO(3) en S2.

Associada a aquesta accié, podem considerar 1’accié de SO(3) en

L?(5?%) donada per translacions a l'esquerra:
p: SO(3) =GL(L?(5%))
g—pgt L*(S%) — L*(S?)
frfogt
F(8,9) = F(g7(6,%)).

5.1. Proposicié. La representacid p que acabem de definir és unitaria.

z ]‘ . ’ .
DEMOSTRACIO. La mesura df) := — sin§ df dp sobre I'esfera S? és inva-
T
riant per 1'accié de SO(3) (exercici). Com a conseqliencia d’aquest fet, per

a tota funcié f(8,¢) € L2(S?) és

[ lparPao = [ |2a0,

és a dir, la forma hermitiana de L2(S?),

U@HLEM

és invariant per a p, com calia demostrar. A

A continuacié, convé estudiar la descomposicié de la representacié p
en suma directa (hilbertiana) de representacions irreductibles. Abans, pero,
és 1til obscrvar que cl subespai D(S?) C L?(52) és invariant per a p, fet
que és evident perqueé les rotacions sén infinitament derivables, de manera

que podem pensar p com una representacid
p: SO(3) — GL(D(5?%)).

Ara, per la teoria general (cf. el teorema 1.17), sabem que 'espai D(S?)
descompon com a suma directa hilbertiana de subespais invariants irre-
ductibles, i que aquests subespais sén dc¢ dimensions senars 26+ 1, £ € N
(cf. el teorema 4.10).
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Sigui W C D(S?%) un subespai invariant irreductible de dimensié
2¢ + 1. Es tracta de calcular explicitament una base de W i, per a aixo,
convé fer el cAlcul explicit dels operadors A;, Ag, i A3 de D(S?) C L%(S?).

5.2. Proposicié. Els operadors Ay, Az, 1 Az de D(S?) associats a la re-

presentacic p admeten les crpressions

A= sincp% + cotg 8 cos w@%@’

Ay = —coscp% + cotg 6 Sincpai(p7

0

A3 = —%

DEMOSTRACIO. Convé considerar una parametritzacié adequada de la va-
rietat analftica SO(3). Donada una rotacié qualsevol, g € SO(3), sigui
g =: glay,as,az), on (ay,as,a3) € R3 és el vector director de l'eix de
la rotacié g que té modul 0 < /a2 + a2+ a2 < 27 igual a 'angle de la
rotacié. Amb aquesta parametritzacié de SO(3), una base de l'dlgebra de
Lie so(3) correspon als camps en 'origen

9 9 0.
aal 07 6012 07 8&3 07

en efecte, les rotacions g(«y,0,0), g(0,a3,0), g(0,0,a3) sén independents
(corresponen a tres eixos independents de les cartes locals en Dorigen) i

tenen matrius

[1 0 0
g(a1,0,0)= |0 cosa; —sinaq |,
0 sina; cosay |

[ cosas 0 sinas]
9(0,02,0) = 0 1 0 ,
| —sinaz 0 cosag |

[cosas —sinasz 0
9(0,0,a3) = | sinag  cosaz 0],
0 0 1]
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de manera que cls camps diferencials en 'origen sén

[0 0 0]
ag<al>030) =0 o =1 -7
aal o 1,

01 0

0 0 1
(89(0’0‘2’0)) =0 0o0|=1
aag 0 0 ’
0
0

_'—1 0 -
o

(ag(0:07a3)) — 1 0 7[3
das Jo o o o

que és la basc que hem usat en la seccid 3 per a la descripcié de les repre-
sentacions de so(3). Aixi, una rotacié qualsevol g = g(ay, az, a3) es pot

escriure en la forma g(ay, aa, az) = exp(ay Iy + asls + asls).

Per a 1 < i < 3, A; és la imatge de I; per la representacié diferen-
cial associada a p; és a dir, A; és la imatge de I;, com a operador que
pertany a lalgebra dc Lie de p(SO(3)). El calcul general seglient ex-

pressa A; de manera adequada: en primer lloc, és immediat comprovar

0
que A; = ((%z

exp(ar Ay + a Az + a3A3)> ; 1, en conseqiéncia,
0

)

%) 0
A = (aai exp(a1A1 +an Ay + CM3A3)>O = (aaip

(o))

0

relacié que s’obté de la igualtat exp(ay Iy + aslo + asls) = g(ay, as, a3), en
aplicar p i derivar en l'origen. Finalment, per a calcular la derivada par-
cial respecte de «; en l'origen, podem prendre la rotacié ¢(0,.. ., «;,...,0),
en lloc de g(ay, aa, a3) (fet que equival a fer la derivada direccional en la

direccié de la corba a; =0, j #1).

Per a la rotacié g = ¢(0,...,q;,...,0), posem (#',¢") := g=(8,¢).
En particular, per a una funcié f: S? — C, serd f(g71(0,9)) = f(¢',¢),

de manera que

po— (29 0 06" | 0f oy
Azf(aaso)_(T 0 %8041'—’_6_9080” 0
_ (99N of (B2 of

T \0a, ), 00 " \Ba,; ), 0p’

o0’ 0 o' d
(80@)0 00 Oa; ), Op

és a dir,
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Ara, per a aplicar aquest calcul a cada una de les rotacions g(ay,0,0),

9(0, @2,0), g(0,0, az), cal calcular, en cada cas, les tres parelles de funcions

9/
(0", ¢"). De fet, només cal calcular les tres parelles de coeficients (8 ) i
0

(67}
Oy’
80@; 0.

Per a la rotacié ¢ = ¢(0,0, «3), és, clarament, (&',

') = (0,9 — as),
f(9 )

g

D’altra banda, per a la rotacié ¢ = g(a1,0,0), les funcions (6',¢')

de manera que s’obté immediatament que Asf(6, ) =

son caracteritzades per la igualtat

sin &’ cos ¢’ (1 0 0 sin @ cos ¢
sinf sing’ | = |0 cosay sina sin @ sin ¢
cos b’ |0 —sina; cosag cos
i sin# cos ¢
= | cosapsind siny +sinay cosf | ;
| —sina; sind sin g + cosay cosd

per tant, en derivar parcialment respecte de ay, obtenim les relacions

/ a !
—sin 6’ sin(p'i =0
aal
o , Oy . o
+sin#’ cosp’' —— = —sinaq; sinf siny + cosay cosd
01 aal

o8

aq

cos ' cos ¢’
aq
!

cos @' sin’

—gin g’

= —cosa sinf siny — sin ay cosf

que, en l'origen («; = 0), proporcionen les férmules

! /
cos cosgo(gzl)o—sinﬁ sin (2;01)0_0
/ /
cosf singo(ae ) +sin 6 cosgo(aso) = cosf
Oy 0 Oay 0

/
—sin@(ae ) = —sinfsin g,
aal 0

dc manera que

0o’ Oy’
= ¢ i = 9 .
(3a1)0 Sin ¢, (3a1)0 cotgf cose



§ 6. Els harmonics esférics 67

Finalment, en repetir ¢l calcul per a la rotacié ¢ = g(0, as,0), obtenim

06" = —cos o¢' = cotg 8 sin
602 0 - 907 602 0 - g SD'

En conseqiiéncia, obtenim les expressions que voliem per als operadors A;,
1<i<3. A

que

Sigui 1y, ..., 1, com en la teoria general, una base de W, els vectors
¥m 560 vectors propis de A% + A% + A2 de valor propi —£(£+1);1, a més a
més, Hy,y, = miy,, per a —€ < m < £. Aixi, el vector 9, —¢ <m < ¥, és

una solucié f del sistema de dues equacions diferencials

1 af (. .0 1 0f _
sinﬁ%<Sm9%)+ma—@2+g(€+l)f_0

—i 3 =mf,

o
que s’obté immediatament de les expressions anteriors dels A;, As, i As.

En resoldre la segona equacid, obtenim que la funcié f és de la forma
1(8,0) = e™?F(0), per a una certa funcié F(6); pero, per la forma dc la
primera equacié, podem prendre F(6) = P(cosf), per a una certa funcié

P(z), que satisfa I'equacié diferencial ordinaria

QdQP(CU)
dx?

dP(z)

(1 z%) I

—2z(1 — z?%) + (L +1)(1 —2%) —m*)P(z) = 0.

En resoldre aquestes equacions, una per a cada valor de m, —¢ <

m < £, s’obté una base de W de la forma

Y, (6, 0) e'™¢ P (cos ), —£<m <Y,

1
Var

i les funcions Py*(z), per a m,f € Z, admeten les expressions
(—|m|)! [20+1 1 o Ll dEHIMI (22 1)
Pm = —1 m ]- - 2 *
Pl =0V 2 At ) da®HTm]

5.3. Corollari. Les funcions Y;™(0,¢) =

™Y P (cos®), per a £ >0,
\/ﬂ I4 ( ) p =

—¢ < m < £, s6n un sistema complet de funcions de lespai D(S?), de
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les funcions complezes infinitament derivables de S%. Per a cada valor
de £ fix, les funcions Y;7(0,¢), per a —€ < m < £, sdn una base de la
representacid irreductible de SO(3) de dimensid 2¢ + 1. S’anomenen les

funcions esfériques. A

§6. L’equacié de Schrdinger

En mecanica quantica, una particula sotmesa a un camp central definit per
un potencial és caracteritzada per una funcié ¢ de la posicié de la particula,
el quadrat del modul de la qual representa la probabilitat de preseéncia (cf.
lexposicié segilent en aquest mateix seminari). La funcié ¢ s’anomena la

funcié d’ona.

Recordem que un camp definit per un potencial s’anomena central
quan el potencial és donat per una funcié de la forma V = V(r), on r denota
el vector posicié respecte de l'origen del camp. En aquest cas, I'equacid

d’ona satisfa 'equacié de Schrdinger

2
(oo d+ V() ) v = Ev,
on h és la constant de Plank, mg la massa de la particula (que se suposa
que és constant en mecanica quantica classica, i que és la massa en repos
en mecanica quantica relativista), E l’energia (constant) de la particula,
i A Poperador de Laplace, que en coordenades cartesianes (xz,¥,2) admet

l'expressio
92 n a2 n 0?
0x? Oy 922

Posarem H := —;ZOA + V(r), l'operador d¢ Hamilton associat al
potencial V(r). Evidentment, ¢l domini de¢ definicié dec I'operador H no és
tot L2(R?), siné un cert subconjunt, D(H) C L?(R?), que conté les funcions
prou derivables (si el potencial V(1) és prou derivable). D’aquesta manera,
I'equacié de Schrdinger admet 'expressié compacta Hiyp = Et. L’objectiu

d’aquesta seccié és resoldre ’equacié de Schrdinger.
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Convé comenar per algunes consideracions generals. En primer lloc,
com que les rotacions de SO(3) actuen com a isometries de R?, la mesura
de Lebesgue en R3 és invariant per aquesta accié. Com a conseqiiéncia,

obtenim el resultat segiient.
6.1. Corol-lari. Sigui p laplicacio

p: SO(3) =GL(L3(R?))
g pg: AR — L2(R)
b= pgti=pogh

és a dir, pgp : R® — C és la funcid definida per P+ (g1 P). Llavors, p

és una representacid unitaria (continua) de SO(3). A

6.2. Proposicié. Sigui py : SO(3) — GL(L?(R™)) la representacid trivial,
definida per p1,4®(r) := ®(r), per a tota rotacid g € SO(3), tota funcid
® € L2(R™), i tot element r € RT. Sigui p» : SO(3) — GL(L%(S?)) la
representacio natural que hem anomenat p en la seccio anterior. Llavors,

p1 R p2 €s una subrepresentacio de p.

DEMOSTRACIO. El producte d’una funcié ®(r) € L2(R1), per una funcié
f(8,0) € L%(S?), és una funcié ¥(r,0,9) := ®(r)f(8,¢) € L%(R?), on
R? es descriu en coordenades polars. Considerem el canvi de coordenades

cartesianes (z,vy, 2) a coordenades polars (r, 8, ¢), donat per

x:=rsinf cosyp,
y :=rsind sinyp,

z:=1rcosb.

El canvi de coordenades converteix la funcié ¥ = #(r,6,¢) en una altra
funcié ¢ = ¥(z,y, 2); per tant, L2(RT)®L%(S?) s’identifica amb un subespai
de L2(R?); a més a més, la representacié p; ® p2 coincideix amb la restriceié
de p al subespai L2(RT) ® L%(5%). A

6.3. Proposicié. Sigui D?(R?) C L%(R?) l'espai de les funcions complezes

de R® dues vegades derivables amb continuitat. Llavors, la representacid p
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i l’operador de Laplace commuten en D?(R3); és a dir, per a tot g € SO(3)
i tota funcié ¢ € D*(R3) és py Ay = Apgip.

DEMOSTRACIO. Sigui g € SO(3) una rotacié qualsevol. Si un punt z :=

(21, 72,23) es transforma en un punt g(x) =y := (y1,y2,¥y3), és

3
= ng,jl'ka
k=1

on [g; ;], 1 <4,5 <3, és la matriu de la rotacié g. Llavors,

3

0 By o 9
(933k Z < Oy; Oy, N ;gm dy;’
de manera que

a-y 2

k=1

N‘L\J

3 3 3
Zzzgkygklayayl JZ:

k=1 1=1 j=1

ja que la matriu g és ortogonal i, per delinicid, és

3 .o
ST bt
kzlgk’]g"’l 7 0, sij£l

Aix0 demostra que 'operador de Laplace és invariant per rotacié, d’on la
proposicié se segueix immediatament. En efecte, aquesta propietat ens diu
que, per a tota funcié 1 i tota rotacié g, és A(y o g71) = (Ay) o g7 1; per
tant, per a tot punt P,

(pg AP)(P) = (Ap) (g™ P) = (A(w 0 g™ H))(P) = (Apg))(P),
com voliem veure. A
Per definicié de camp central, obtenim el resultat segiient.

6.4. Corollari. La representacio p commuta amb ['operador de Hamilton
H associat a un camp central donat per un potencial V.= V(r); és a dir,
per a tot g € SO(3) i tota funcid » € D(R®) és p,Hp = Hp,ep. A

Ancm a procedir, ara, a la resolucié de 'equacié de Schrdinger, Hy =

Evy.
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Sigui v € L?(R®) una funcié propia de l'operador dec Hamilton,
de valor propi associat E; és a dir, sigui ¥ una solucié de l'equacio de
Schrdinger. Llavors, per a tot g € SO(3), pg? és una altra solucié amb el
mateix valor propi. Aixo és degut al fet que la representacié p i U'operador
de Hamilton commuten: H(p,y) = p,HY = paEv = Epgi.

Considerem, ara, el conjunt de totes les solucions de 1'equacié que
corresponen al valor propi E. Acabem de veure que aquest conjunt és un
subespai de representacié de SO(3), dins de L2(R?); i podem descompon-
dre aquesta representacié com a suma de representacions irreductibles. En

particular, obtindrem subespais de dimensions finites 2¢ 4+ 1, £ € N.

En aquests subespais irreductibles, podem obtenir les bases canoni-

ques per resolucié dels sistemes

(A} + A3+ ADY +£(0+ 1)y =0,
H3’(/} = ZA?)’(/} = m'(/Ja

on m recorre U'interval —¢ < m < ¢, i on els operadors Ay, Ay, A3 sén

donats per les expressions

a 0

A = _ PR

! mgal‘g xz@xg’
0 0

As = 3318753 *iﬂaaimla
A= a2 o

— X1 -
61‘1 6952

En efecte; recordem que, per a una representacié p de SO(3), hem

. 0 .
escrit A; en la forma A; = ( p(glay, an,a3)) ] , 1 que podem usar les

80@; 0
rotacions g(0,...,a;,...,0) en lloc de g(ay, a2, a3). Sigui g € SO(3) la
rotacié ¢(0,...,a,...,0), i posem (x',y,2') := g~ 1(x,y, z). Llavors, per a

3

tota funcid f(z,y, z), és

(8f(g_1(x,y,z))> _ (a_f oz’ +3_f8y’ +ﬁaz’> .
0 0

Ja; ox' day; Oy Bay 07 Oa;
Per a cada una de les rotacions g = ¢(0,...,,...,0), els cilculs de les
. ., 0 oy 92 . ,
derivades parcials —, ——, —— ens proporcionen les férmules

(90&1'7 (90&1'7 80@
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Ox' oz’ .
=0, = —sinasx — cos s 2,
aal aOlQ
ay/ ] ay/
= —sinaszy + cosas 2, =0,
aal aOlQ
o7 o7
= —cosazy —sinas z, = cosqs T — sin ay 2,
aal aOlQ
or' .
Do = —SInoy x + Coswy Y,
oy .
ER = —cosajx —sinay vy,
3
o7
:07
8a3

que, en substituir en l'origen, produeixen les expressions que volem per als

operadors Aq, Ag, As.
Cal, doncs, procedir a la resolucié del sistema
(A2 + A3+ A+ L6+ 1)y =0,
Hzp = iAzyp = myp,

— < m<U¥.

6.5. Observacié. En fisica quantica, en lloc dels operadors anteriors convé

utilitzar els operadors d’impuls,

0
= —th—0, 1<35<3,
p] ? 61;3 ~J] >

i cls operadors de moment cinetic (0 de quantitat de moviment),
L :=ihd;, 1<j<3;

amb aquests operadors, cls sistemes diferencials es converteixen en cls equi-

valents
(L2 + L2+ L2y = h24(L + 1)y,
L3y = hma,

—f<m<U¥.

Cercarem solucions del sistema que siguin de la forma ¥(r, 0, ¢) =
®(r)Y (6, ¢). Observem, en primer lloc, cl resultat segiient, la demostracié

del qual es deixa com a exercici per al lector.
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6.6. Lema. Siguin A; 2 els operadors A; que corresponen a la representacido
p2. Per a1 <1 <3, iperap =Y, és Aj(¢) = A, (DY) =2A, (V). A

Com a conseqiieéncia, obtenim una base de funcions propies de 'ope-

rador de Hamilton.

6.7. Corol-lari. Una base de funcions propies de l'operador de Hamilton

H és formada per funcions ¢¥7*, —€ < m < {, de la forma
¢7(Ta g, 30) = (I)(T)YEm(ea 90)’

on les funcions Y{™(8,¢) son les funcions esfériques 1 ®(r) satisfa Uequacid

diferencial ordindria

h (1 d <7”2ilch)E(HDS;)HV(T)E)@:Q

 2mg \r2 dr

DEMOSTRACIO. El lema anterior ens permet assegurar que una funcié de la
forma ¥(r,0,¢) := ®(r)Y (6, ¢) és una solucié del sistema

(A2 4 A2 4 A2)p + L+ 1)y =0,
H3’¢ — ZAS’(/) — m¢7

pera —¢ < m </, si, 1 només si, Y és una solucié del sistema

(AT, + A2, + A3,)Y +£((+1)Y =0,
iAg,QY == mY,

per a —¢ < m < £. Per tant, una base de I’espai de representacié irreductible
en queé ens movem és de la forma ®(r)Y;"(6, ), amb ®(r) una certa funcié i
Y, (8, ¢) les funcions esleriques. Ara bé, no qualsevol funcié ®(r) és tal que
O(r)Y;™ (8, ¢) pertany a aquest espai; cal que ¥ = DY satisfaci 'equacié de
Schrdinger. Per a calcular ®(r), doncs, escrivim 'equacié de Schrdinger en

coordenades polars.

L’operador de Laplace admet ’expressio

Py 200 cowbdy 101w
T ar2 oy or r2 00 12002  r2sin®0 0¢?’

Ap(r,0,¢)
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per tant, si tenim en compte la relacié ¥(r,0,¢) = ®(r)Y (8, ¢), Uequacié

de Schrdinger admet l'expressié

2
— S (B - V()R(r)Y (6.0) =
d?®(r) 1 %Y (8,¢) 1 02Y (8,¢)
dr? Y(6.9)+ ﬁ@(r) 062 2 sin? 9@(7") dp?
2 d®(r) cotgd Y (6. ¢
+ rY(a’SO) dr + r2 () 06

Si ara tenim en compte que cada una de les funcions esferiques satisfa el
sistema diferencial

1 8 (.  8Y(6,¢) 1 *Y(8,9)
sin @ 06 <sm9 04 * sin?f  9p?

U+ 1Y (8,0) =0

aY (4, ,
Yy /.
dp

obtenim que ®(r) satisfa I'equacié diferencial ordinaria escrita a ’enunciat.

Aixd acaba la demostracido. A

6.8. Esbds de classificacié de particules. Cal, en primer lloc, conéixer

cl valor propi E (és a dir, ¢l nivell d’energia de la particula).

Com a exemple, ens situarem en ¢l cas d’un atom d’hidrogen; aix{, la
particula és un sol electré sotmes al camp produit pel nucli, i el nucli és un
sol proté. Les energies possibles sén els valors propis discrets de I'equacié
de Schrdinger; en aquest cas, sén de la forma E = —, per a K constant i
n € N, n# 0 (aqui, la constant K val —13.6eV).

¢ El nombre natural n s’anomena el nombre quantic principal. (Podriem]]
prendre el nivell F com a invariant en lloc de n, pero aixo dependria de les

unitats de mesura.)

A continuacié, i un cop fixat ¢l nombre quantic principal (o sigui,
fixat el nivell d’energia de electrd, o, si es vol, el valor propi de Poperador),

la particula és caracteritzada per una funcié (d’ona) de la forma 9}".

e El pes £ de la representacié s’anomena el nombre quantic azimutal,

i és £ € N, de manera que la dimensi6é de 'espai de representacié és 2¢ + 1.

e El caracter m s’anomena cl nombre quantic magnetic, i és —¢ <
m < £.
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De fet, encara hi ha un altre nombre quantic, ¢l nombre quantic de
paritat, w, que s’obté en considerar que el grup d’invariancia de 1’equacié
no és SO(3), siné O(3) ~ SO(3) x {£1}, i definir w :=1 0 bé w = —1
segons que la funcié d’ona ¢}* sigui invariant o canvii de signe en aplicar —1.
Succeeix que en cl cas d’una sola particula se satisfa la relacié w = (—1)¢, de
manera que el nombre quantic de paritat és determinat pel nombre quantic

azimutal.
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