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INTRODUCCI0O

El teorema d'Hermite-Minkowski assegura que, per a tot
cos de nombres, el conjunt de les extensions de grau donat i
no ramificades fora d'un conjunt finit de primers &s finit. El
coneixement de fites fines per a aquest nimero d'extensions ju
garia un paper important a l1'hora de fer efectius els resultats
de G. Faltings sobre la conjectura de Mordell. El 1.962, I.R.
Safarevi¥ proposi el problema de la determinacié de si el grup
de Galois de l'extensid maximal d'un cos de nombres no ramifi-~
cada fora d'un conjunt finit de primers &s o no topoldgicament
finit generat i, en cas afirmatiu, de calcular una fita del nd
mero de generadors d'aquest grup.

En la 1lfnia de comptar extensions cal fer referé@&ncia
als resultats que, d'una manera o altra, incideixen en el pre-
sent treball.

Es ben conegut un teorema d'Artin-Schreier que carac-
teritza els cossos que tenen exactament una extensié finita no
trivial com els cossos totalment ordenats maximals.

El coneixement del fet de l'exist@ncia d'una Gnica ex
“tensid de grau donat per a cada cos finit es remunta a l'any
1.830; en qué E. Galois escriu en [Ga 1] la frase, que cito tex

tualment:

"Si maintenant on veut avoir les solutions imagi
natres du second degré, on cherchera le plus

. - N p2—1_
grand facteur commun & Fx =0 et a x =1,

et en général, les solutions de l'ordre v seront



données par le plus grand commun diviseur 4
Fx = 0 et a xpli1=1."
Aqui, Fx €s un polinomi separable en x, i Fx = 0 &s la congruén-
cia mddul un primer p.
La bijeccid entre el conjunt de les extensions no rami-

ficades d'un cos local i el conjunt de les extensions del seu

‘ .

cos residual déna l'existé&ncia, per a cada cos local, d'una fni
ca extensié no ramificada de grau donat.

Més en general, el conjunt de totes les extensions de
grau donat d'un cos p-adic &s tamb& finit i el seu cardinal ha
estat calculat per M. Krasner en [Kr 1] . En efecte, Krasner
calcula el nimero 4'extensions totalment ramificades de grau i
discriminant donats d'un cos local} aixd 1li permet, en el cas
p-addic, obtenir el nGmero d'extensions totalment ramificades
de grau donat i, a partir d'aqui, el nGmero total d'extensions
de grau donat. Aquests nfimeros van &sser reobtinguts per J -P.
Serre en [Se 1] on es dSna una f6rmula de massa per a les ex-
tensions totalment ramificades de grau‘donat d'un cos local.

El cas de les extensions abelianes del cos dels niime-
ros racionals ha estat tractat per S. Mdki en [MZ 1] , on cal-
cula el nlmerc d'extensions abelianes de § amb grup de Galdis
i discriminants donats.

' En aquesta memdria ens situem en el problema de comp=-
tar extensions abelianes. En el capitol I tractem el problema
en el cas local. Introduim la funcid generatriu de Dirichlet
dels.nﬁmeroé d'extensions abelianes de grau donat d'un cos
p-ddic, i ens plantegem com a principal objectiu l'estudi d'a

gquesta funcibé. Per a aix8, cal calcular exactament el nlmero



d'extensions abelianes amb grau i index de ramificaci6é donats,
cosa que s'aconsegueix a partir de la teoria de Lubin-Tate. El
resultat principal d'aquest capitol &s que, si KYQp_ és una ex

tensi6é finita qualsevol de grau n,, la funcibé generatriu de Di

0’
richlet dels niimeros d'extensions abelianes de grau fixat de K
es prolonga a una funcid meromorfa del pla complex amb pols sim
ples finicament en els punts t = 2,3,...,n0, i un pol doble en

t =1. En t = 0 la funcif presenta un pol simple si, i només si
K conté les arrels p-&simes de la unitat.

Seguidament ens dediquem al cas de les extehsionsabelia
nes de Q@ . Fixat un conjunt finit P de primers, el conjunt de
les extensions abelianes de Q de grau fixat i no ramificades fo
ra de P &s finit, i aixd ens permet introduir la funcié genera-
triu de Dirichlet d'aquests nfimeros d'extensions. Abans, perd,
i imitant la lfnia de Krasner i Serre, calculem el nlmero d'ex
tensions abelianes de Q de grau donat i amb Indexs de ramifica
ci6 prefixats. Aix3 &s l'objectiu del capitol II. Aquesta mane
ra de procedir d6na una partici6 del conjunt de les extensions
abelianes de @ molt apta per a treure'n conseqgii®ncies: cossos
de gé&neres, divisors del nlmero de classes, generadors de les
extensions, construccid efectiva d'aquestes,.... En particular,
obtenim un refinament del teorema de Kronecker-Weber per al cas
‘Mae les extensions abelianes dé Q@ . Donada una extensié abelia-
na KLQ; aquest teorema ens assegura l'existéncia d'una arrel
de la unitat, ¢, tal que K € Q(§) i que 1l'extensié Q(f)IK &s
moderadament ramificada a tots els primers de K. Nosaltres ob-
tenim l'existdncia d'una extensi6 abeliana Ll Q , que també& es

construeix de manera efectiva, tal que K ¢ L i que LIK &s no

ramificada a tots els primers de K.
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En el capfitol III obtenim definitivament els n{imeros
d'extensions abelianes de Q@ de grau donat i no ramificades fo-
ra d'un conjunt finit ‘P de primers, i estudiem la funcié gene-
ratriu d'aquests nlmeros.

Un estudi acurat dels discriminants i de la ramificacié
de les extensions abelianes de @ permetria obtenir, amb certa
dificultat, i a partir dels nfimeros calculats per Mdki, els ni
meros d'extensions abelianes de Q de grau donat i no ramifica-
des fora de F. També els podriem obtenir, sumant, a partir dels
nmeros calculats al capfitol II. Per a tal fi, perd, &s més cO-

mode procedir directament.

L'estudi de la funcié generatriu de Dirichlet d'aquests
nlmeros d'extensions queda facilitat utilitzant els resultats i
les té&cniques del capitol II, que permeten caracteritzar répida
ment els factors d'Euler que esdevénen trivials. El resultat fi
nal d'aquest capitol &s que aquesta funcié es prolonga a una fun
cif meromorfa de tot el pla complex amb un finic pol en t = 0 d'ox
dre igual al nlimero de primers del conjunt P.

Hem inclds en un apéndix els resultats de grups gque s'u
tilitzen a la resolucid dels problemes de cossos. Alguns d'a-
quests resultats s6n coneguts; per exemple, l'ordre del grup d'au
tomorfismes d'un grup abelid finit i el niimero de subgrups de
tipus donat d'un p~grup abelid finit. D'altres s6n nous; per
exemfle, els teoremes 6.3 i 6.4, que donen els ndmeros de sub-
grups de tipus (resp. ordre) donat i subjectes a certes condi-
cions suplementdries. Per Gltim, hem inclds una interpretacié
dels factors diffcils que ens apareixen a les f6rmules en fun--

ci® dels niimeros de Betti de les Grassmannianes sobre els cos-

sos finits.



vull agrair molt sincerament a la Dra. Pilar Bayer Isant
totes les hores que m'ha dedicat, moltes vegades traient-les del
seu propi treball, aixi com els molts i valuosos consells que
m'ha donat durant tot el temps de preparacié d'aquest treball.

Sense ells, aquest no hauria estat possible.
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capfToL I,

EXTENSIONS ABELIANES DELS COSSOS LOCALS.

§1.- Introducci6 i notacions

En tot aquest capitol K designard un cos local: &s a
dir, un cos complet respecte d'una valoracid discreta no tri-
vial i amb cos residual finit. Fixarem una clausura algebrai-
ca separable K de K i totes les extensions de K les conside
rarem incloses dins K. Denotarem per A = AK 1'anell dels en-

ters de X, per p = p, 1'ideal maximal de A i per K = A/p el

K
cos residual; sigui p > 0 la caracterfstica de K i sigui gq el

nGmero dels seus elements.

Donats enters positius n,e, definim els segiients con-

junts d'extensions de K:

Z (n;K) = {L: KCL CK i amb grau [L:K] = n} ,

Z (n,e;K) = {L: KCLCK, [L:K] =n i amb Ifndex de
ramificacid e(LIK) = e} ,

Eab(n;K) = {L: L € £ (n;K) 1 LIK és abelianal} ,

Eab(n,e;K) = {L: L € £ (n,e;K) i LIK & abelianal} .

Posarem s(n;XK), s{n,e;K), a(n;K), a{n,e;K) els cardinals res-
pectius que, en algun cas, poden no ser finits.

Quan K &s de caracteristica zero, K &s una extensid
finita del cos Qp dels nlimeros p-adics; aleéhores, el conjunt
Z(n;K) &s finit (cf. [La 1: cap. II, §5, prop. 14]) i, per tant,

també& ho s6n els conjunts Z(n,e;K), Eab(n;K) i Eab(n,e;K). M.
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Krasner determini, en [Kr 1] , el cardinal s(n;K) de Z(n;K). Per
a aixd, Krasner calculd en primer lloc el nimero d'extensions to
talment ramificades de grau i discriminant donats d'un cos local
gualsevol, no necessdriament de caracteristica zero. A partir d'a
guest nGmero, i en el cas de caracteristica zero, calculd s(n,n;K);
&8s a dir, el nfimero d'extensions totalment ramificades de grau do
nat; i a partir d'aquest obtingué s(n;K).

Posteriorment, J ~-P. Serre dond una férmula de massa per
a les extensions totalment ramificades de grau donat d'un cos 1o
cal. Si LI K &s una extensi totalment ramificada de grau n de
cossos locals, podem escriure la diferent D(LIK) de 1l'extensid
en la forma

D(LIK) = pLn—-1+i»c(LIK)
(cf. [Se 2: cap. III, §6, prop. 13]). Serre, en [Se 1] , defi-
neix la massa de l'extensié per la f6rmula

p(LlK) = g c(BIK)

Es a dir, p(L|K) &s la norma de la component salvatge de la di

ferent de l'extensid L| K. Amb aquesta massa, Serre demostra la

f6rmula
Z p{LIK) = n.

L € Z(n,n;K)

Tenint en compte les condicions d'Ore, Serre calcula també el
nlimero d'extensions totalment ramificades de grau i diferen£
donats. Aixd 11 permet reobtenir les f6rmules de Krasner,

La f6rmula de massa de Serre es pot estendre al cas de
ramificacid arbitr3ria. En efecte, si K &8s un cos local, eln,

i I, € Z(n,e;K), aleshores podem escriure la diferent en la for-

ma
e~l+c(L| K)
L

D(LIK) = p



(cf. [Se 2: loc. cit]), i podem definir la massa

p (LK) = q—f‘.c(Ll K)

on £ = n/e &s el grau residual de l'extensi6 LK. Aleshores es

verifica la férmula

Z H(LIK) = e

I € E(n,efK)
{(c£. [Tr 1}).

Observem que L|K &s moderadament ramificada si, 1 no-
més si, c(LIK) = 0 (cf. [Se 2: loc. citl); &s a dir si, i no-
més si, M(L[K) = 1. En particular es té& que, si p f e, ales~
hores s(n,e;K) = e. Aquesta f&rmula, que es pot demostrar in=-
dependentment de masses, s'utilitzard posteriorment.

En aquest capitol ens ocupem del cas abelid. Concreta
ment, calculem a(n;K) i a(n,e;k) per‘a tota parella d'enters
positius n,e, i tot cos local K de caracteristica zero.

En primer lloc estudiem el cas K = Qp El teorema de
Kronecker-Weber permet calcular a(n,e;Qp) i a(n;Qp). El grup
de Galois de les extensions ciclotdmiques de Qp és el produc~-
te de dos grups ciclics, si p # 2, i el producte de dos grups
cfclics i un factor Z/2 Z , si p = 2. E1 fet que aquests grups
siguin molt senzills permet resoldre ficilment el problema de
Wgrups a qué esiredueix el cdlcul dels a(n,e;Qp) i a(n;Qp). Pe-
3, a'l'hora de generalitzar els resultats a una extensi6 fini
ta de Qpr el problema no &s tan directe. BEs per aixd que hem
fet una demostraci6 aparentment més complicada també& en el cas
K = Qp, perd que &s la génesi de la demostracié en el cas gene
ral. De fet, fixats el grau n, i l1'index de ramificacié e, i

si p # 2, es pot construir una extensié abeliana que nomé&s de-



pén de n,e, tal que conté tots els cossos K € Zgb(n;e;gp). Aques
ta extensid t& grup de Galois molt senzill i permet obtenir
a(n,e;Qp). Quan s'intenta el mateix en el cas p = 2, calen tres
extensions en lloc d'una sola, i els seus grups de Galois no sén
gaire més complicats.

Aquesta manera de fer les coses, i el fet de conéixer
els valors de a(n,e;Qp) permet introduir i estudiar la funcié
generatriu dels nlimeros a(n;Qp) (veure §4). Si considerem les
funcions a(n,l;Qp) i a(n,n;Qp), obtenim que la funcib genera-
triu dels a(n;Qp) &8s el producte de les funcions generatrius
dels a(n,l;@p) i dels a(n,n;Qp).

Seguidament, passem a considerar el cas general d'un
cos local de caracteristica zero. El cas moderadament ramifi-
cat no té excessius problemes i &s semblant al cas moderada-
ment ramificat sobre Qp; 1'Gnica diferdncia important &s la
caracteritzacis dels valors de n,e, tals que a(n,e;K) .# 0, i
els resultats sén tamb& vdlids en el cas d'un cos local de ca-
racteristica qualsevol. Pel cas general, perd, el problema es
complica; cal construilr, a partir de la teoria de Lubin-Tate,
una familia finita d'extensions prou bones de Kvéom per a qué
entre totes continguin tots els cossos L E Eab(n,e;K). A par-
tir d'aqui es pot calcular el valor de a(n,e;K) i el de a(n;K)
en funcib dei nfimerc de cossos d'aquesta familia, nGmero que
tamBé‘donem explicitament.

Introduim tamb& la funcid generatriu dels a{n;K). Com
en el cas de Qp’ la funci6 a(n;K) &s la convolucid de Dirich-
let de les funcions a(n,1;K), del cés no ramificat, i a(n,n;K),
del cas totalment ramificat. Aixd fa que puguem reduir-nos al

cas totalment ramificat. La suma dels factors d'Euler de la
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funcid generatriu dels a(n,n;K) ens permet estendre aquesta fun
c¢i6”a una funcib meromorfa del pla complex; i l'estudi dels seus
pols, obtenir una caracteritzaci6 dels cossos K que contenen les

arrels p-&simes de la unitat (veure el corol.lari 7.7).
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§2.- El cas moderadament ramificat sobre Qp;

Sigui p un nfimerc primer. En aquest § es fa el cdlcul
de a(n,e:Qp) per a tota parella d'enters positius n,e, amb pfle.
Comengarem, perd, pel cas no ramificat; é&s a dir, pel cas e = 1.

De [La 1: cap. II, 84, prop. 7 i 9] i [Se 2: cap. III,
§5, teor. 2] es dedueix que, per a tot enter n > 1, existeix
una Gnica extensid no ramificada Kpr, de grau n; en efecte,
les extensions no ramificades de Qp sbén els cossos Qp(fN) on
KN &és una arrel primitiva N-&sima de la unitat, p/N. El conjunt
de les extensions no ramificades de QP estd en correspondéncia
bijectiva amb el conjunt de les extensions del cos residual,

¥ de'QP. Les extensions Qp(IN)IQp s6n cicliques i el grau

Pi
[QP(IN):QP] 8s el menor enter n > 1 tal que p" = 1 (mdd N); de

manera que si triem N = pn—l obtenim la segiient

Proposici8 2.1.-~ Donat un enter n = 1, sigui N = pn—l i sigui
{ = {N una arrel primitiva N-é&sima de la uni-
tat. Aleshores

Eab(n,l;Qp) = E(n,l;Qp) . ={Qp(§) }.

En particular, a(n,l;Qp) = s(n,l;Qp) =1, ®

El segllent resultat &s v3lid en el cas general, no ne~
cessdriament moderadament ramificat, i déna (les) condicions

necessdries per a qué el conjunt Eab(n,e;Qp) sigui no buit.

Lema 2.2.- Siguin n,e, enters positius, i posem e = pre' amb
r 2 0 i pfe Aleshores, si Eab(n,e;Qp) és no buit,

es verifica que eln i que p = 1 (mdd e').
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Demostracib.- La condicid eln &s clara. Suposem que Zab(n,e;Qp)#
# ¢ 1 sigui K € Eab(n,e;Qp). El teorema de Kronecker-~Weber per

a Qg (cf, [Ne 1: cap. III, §3, cor. 3.7]) assegura que existei-

" xen arrels de la unitat fN, §pt, amb pfN, tals gue K C Qp(fN,fpt).
Com que 1l'Index de ramificacid es comporta de manera multiplica

tiva per a cadenes d'extensions, i e(Qp(fN.fpt)IQ ) = pt_l(p-l),

o]

resulta que elpt—l(p—l). Per tant, t 2 r + 1 i p =1 (mdd e'),

com voliem demostrar, ®

Les condicions d'aguest lema s&n també& suficients per
a qué Eab(n,e;Qp) sigui no buit. Seguidament ho veurem en el
cas moderadament ramificat, pfe. El cas salvatgement ramificat,
el veurem en el § segilient.

Suposem, doncs, que tenim enters positius n,e, tals
que eln i que p =1 (mdd e). Si p = 2, aquesta condicid déna
e = 1; &8s a dir, el cas no ramificat. Per tant, també podem su
posar que p # 2.

L'extensid Qp(fp)l(jp &s totalment ramificada de grau
p-141i, per ser p # 2, &s ciclica; com gue e[p—l,_gp({p) con-
té una Gnica subextensid EIQp de grau e que, en conseqiidncia,
&s totalment ramificada i ciclica. Perd Qp({p) = Qp((_p)l/p—l)
(cf. [Wa 1: cap. 14, lema 14.6]), de manera que E =Qp(6) amb
= (_p)l/e.

Posem N = pn-l i sigui L = Qp(fN,G); com que Qp(fN)pr
i Qp(G)IQp s6n extensions abelianes, LIQp és abeliana; i com
que aquelles s6n linealment disjuntes (l'una no ramificada i
l'altra totalment ramificada), é&s Gal(LlQp): Gal(Qp(yN)[Qp) X
X Gal(Qp(G)lQp)= (Z / n %) x (Z /e Z); a més a més, e(LlQp) =

= e(Qp(G)IQp} = e, Observem que l'extensid LIQP només depén de
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p:n,e, i no del fet que Eab(n,e;Qp) sigui o no buit. Amb aques

tes notacions es verifica el seglient

Teorema 2.3.~ Siguin n,e, enters positius tals Que eln i p = 1
(mdd e), i sigui L el cos gue acabem de construir,
Aleshores:
a) Per a tot cos K € Z(n,e;Qp) é&s K C L.
b) Eab(n.e:Qp) =‘E(n.e:Qp).

En particular, a(n,e;Qb) = s(n,e;Qp) = e.

Donarem dues demostracions d'aquest teorema. La prime—
ra utilitza el fet que en el cas moderadament ramificat, i com
ja s'ha comentat en el §1, s(n,e;Qp) = e; la segona &s autocon
tinguda i donard peu a un resultat que s'utilitzard en el cas

general sobre Qp.

Primera demostracid del teorema 2.3.- Posem f = n/e i sigui

Ko == Qp(fpgl) 1'Gnic cos extensié no ramificada de grau f de

Qp- Per a tot cos K € E(n,e;gp) resulta que Kolgp és la subex-
tensib no ramificada maximal de KJQP ien conseqﬁéncia KEZ (e, e}Ky) «
A m&s a m8s, si KJQP és abeliana també& ho €s K| X, , de manera

que .tenim la cadena d‘'inclusions

(#0) Z‘ab(n.e;qp) € Zp(ese; Ko) C Zle,e; Ko) = E(n,e;Qp).
Si demostrem a) haurem demostrat la igualtat en (%) i, per tant,
b). I com que pfe, &s s(n,e;Qp) = e (cf. §1), de manera que
a(n,e;Qp) = e, '

Suposem, .doncs, que KEEE(n,e;Qp) = Z(e,e; Ko). Com que

1'extensié K&IQP &s no ramificada, p &s també& un uniformitzant
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de Ko, 1 per tant existeix una unitat u de Ko tal que K = K¢ ()

e
amb o

it

-up (cf. [La 1: cap. II, §5, prop. 12]). Sigui v tal

]

que v® = u; 1'extensié Ko (V)| Ko &s no ramificada, ja que ple. Com
que elp-1, Qp conté les arrels e-&simes de la unitat i, per tant,
1'extensid Ko (V)| Ko és de grau divisor de e (cf. [La 2: cap. 8,

§6, teor. 10,bl). En consegii®éncia, Ko(v)lQp &s una extensis no
ranificada de grau divisor de ef = n, de manera gque Ko(v)EZQp(IN):

Aleshores, K = Ko (&) C Ko(v,(-p)l/e) = Ko (v,0) C Qp(lee) = L,

com voliem demostrar.®

Segona demostracif del teorema 2.3.- Andlogament a la primera
demostracid s'obt& a) i b), aixf com les igualtats en (*). No-
més cal veure que a(n,e;Qp) = e.

Sigui K € L un subcds qualsevol, no necessiriament en
Eab(n,e;Qp). Posem X = Gal(LIK), G = Gal(LIQp(G))g Gal(Qp(fN)pr)=
= Z/ nZ, G = Gal(LlQp(fN)) = Gal(gp(e)lgp) ~%Z/eZ, i
identifiquem cada Gi amb la seva imatge candnica dins G = G; @ G,=
= Gal(L!Qp). Tenim que X C G i que podem calcular 1'fndex de

ramificacié e(KlQp) de la manera segiient:

L
K(9) K(§)
K
Qp 9) Qp(fN)
\/
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com que Qp(S‘N)lQp és no ramificada, també& ho &s K({N)IK i, per
tant, e(KIQp) = e(K(§ )1 Q) = e‘K("N”Qp“N”- Perd LlQp(i’N) &s
totalment ramificada de grau e, de manera gque K({N)IQP(KN) és
totalment ramificada; en conseqgiiéncia, e(KlQp) = [K(IN):QP(KN)]
és 1l'index de Gal (LIK({N)) = Gal(LlQp(i’N)) N Gal(LIK) = G;N X
en Gal(LlQp(KN)) = Gz.

‘ Aix3 ens diu gue e(KlQp) = e si, 1 només si, G:N X = {0},
Per tant, existeix una bijeccif entre Eab(n,e;Qp) i el conjunt
dels subgrups X C G;® G, tals que (G1® G;: X) =n i X NG, = {0},
onG =%Z/nzZ iG =%/ e % . El resultat a(n,e;Qp) = e s'ob

té del seglient lema i acaba la demostracié.®

Lema 2.4.- Siguin n,e, enters positiusqualssevol tals que eln.
Posem G = Z/nZ, G =2/ e Z i identifiquem
Gi amb la seva imatge candnica dins G = G;® Gy. Si-
gui B={X CG: (6:X) =niX NG, = {0}}. Alesho-

res, #B = e.

Demostracid.- Per descomposicib en subgrups de Sylow, podem su
posar que n,e, sdn poténcies d'un mateix primer 8 . Sigui X B
i suposem que X no &s ciclic; aleshores X conté tots els ele-
ments de G d'ordre g ; en particular els de G, i X NG, # {g}.
Per tant, tot X € B s un grup ciclic d'ordre #G, = e. Sigui
(a,b) un generador qualsevol de X; aleshores a € g(z / n Z),
b€ Z/ e Zi ad b &s d'ordre e = #X; perd si a4 no &s d'ordre
e, ho és b i aleshores 0 # %(a,b) €.XN G, Aixd diu que tots
els generadors de X sén de la forma ka,b) amb a € Z / n Z d'or
dre e 1 b € Z/ e Z qualsevol. Reciprocament, tot element (a,b)

d'aquesta forma genera un subgrup X € B. Com que X té€ ¢(e) gene



radors i en G hi ha ¢(e)e . eleménts (a,b) com els anteriors,

resulta que #B &s el quocient, e.®

- e
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§3.- E1 cas general sobre Q..

Siguin n,e, enters positius; posem n = pSn', e = pre'
amb r, s = 0, p/n' i ple'. En el lema 2.2 hem vist que si
Eab(n,e;Qp) # ¢ aleshores eln i e'lp-1; &s a dir, que r < s,
e'ln' i p=1 (mdd e'). En aquest § es tracta de veure que aques
tes condicions s&n també suficients per a qué Zab(n,e;Qp) sigui -
no buit, i de calcular a(n,e;Qp). .

Com que totes les extensions que tractarem sén abelia-
nes, la descomposicid dels grups de Galois en producte directe
dels seus subgrups de Sylow i la correspondé&ncia de Galois en-

tre subgrups i subcossos,‘permeten demostrar ficilment que

a(n,e;iq) = a(n',e';ap) . ap®,pia,) .

Com que ple', e'[n‘ ip=1 (mdd ef), resulta que a(n',e';Qp)=
= ', de manera que el ci3lcul de a(n,e;Qp) queda redult al cial-
cul de a(ps,pr;Qp). Comencem pel cas p # 2.

Suposem, doncs, que n = ps, e = pr, 0 <r <s, i que
p# 2. Per a tot t 2 r + 1, l'extensid Qp(i’pt)IQp és totalment
ramificada de grau pt—l(p—l) i, per ser p # 2, &s ciclica. Com
que e = p* divideix el grau [Qp({pt):Qp] ' Qp(tpt) conté una
inica subextensi6 de grau e sobre Qpr que, en conseqiidncia, és
també& totalment ramificada i ciclica, i que denotarem per
QP(Q)[QP. Degut a la unicitat, resulta que Qp(e) no dep&n del
particular t » r + 1 elegit.

Considerem, per altra banda, N = pps—l i sigui KN una
arrel primitiva N-&sima de la unitat. L'extensid Qp(fN)lQp és

no ramificada de grau ps. Posem L = QP(IN,O); observem que L

només depén de p, r, s, que &s una extensif abeliana de Qp amb
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grup de Galois Gal(L]Qp) = Gal(LlQp(G)) x Gal(L!Qp({N))=
o Gal(Qp(fN)iQp) X Gal(Qp(O)IQp) *(Z/nZ)x (Z/eZ), 1

que e(LlQp) = e,

Teorema 3.1.- Siguin p un primer senar, n = ps, e = pr,
0 <r<s, i sigui L el cos que acabem de definir.
Aleshores, per a tot cos K € Eab(n,e;Qp) és K cL.

A més a més a(n,e;Qp) = e,

Demostracid.- Suposem que K € ng(n,e;Qp); en virtut del teore

ma de Kronecker-Weber, existeixen arrels de la unitat §M' fpt,

tals que K C Qp(fM,Ipt); com que [K:Qp] éz una poténcia de p,

podem suposar que M &s de la forma M = pp -1, i que u >s. L'ex

tensid Qp({M,{pt)iQp(gm) és totalment ramificada i ciclica, i

les subextensions K({M)[Qp(fM) i Qp({M,e){Qp(gM) tenen els ma-

- teixos Indexs de ramificacif; per tant coincideixen i K C Qp(gM,e).
Posem, ara, X = Gal(Qp(gM,O)[K), G, = Gal(Qp(gM,o)[Qp(o)) ~
=Z/p" Z, G = Gallq,(§yr0)lqy(8y)) = Z/ P’ Z, iG =G0 G,=
= Gal(Qp(fM,G)lQp); si raonem com a la segona demostracié del
teorema 2.3, obtenim que e(KlQp) = pr si, i només si, X NG, =
= {0}. Ara b&, com que s >r, &s psG = psG,® pSG2 = psGl i, com
que (G:X) = ps, resulta gque psG C X. Perd - L

) PG = Gallqy (fy:0)1Qy (£ys8)) = Gallqy (), 0)1L),

de manera que K C L. Aix3 &s dir que podem suposar que u = s;

&s a dir, que M = N. AixI, obtenim una bijeccié entre Zgb(PsrPr7Qp)
iel donjunt de tots els subgrups X d'fndex ps de G = G,e G,
tals que X NG, = {0}, on G, =%/ pS Z 'i G, = Z / p* Z. Po-
dem, donecs, aplicar el lema 2.4, i obtenim que a(ps,pr;Qp) = p%,

com volfem demostrar. ®
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Només resta calcular a(ps,pr;Qp) en el cas p = 2. Per
a tot t 2r + 2 1'extensid Qg(fzthk &8s totalment ramificada de
grau Zt-l; perd, a diferé&ncia del cas p ¥ 2, aquesta extensid
no &s, en general, ciclica; en efecte, Gal(Qz(Izt)laz) =

t-2

= (Z/ 2Z)x (Z/ 2 Z) , 1 1l'extensid nomé&s &s ciclica en

el cas t = 2. Tenim, perd, el segiient

Lema 3.2.- Sigui a4 un enter positiu. El reticle dels subgrups

del grup G = (Z/ 2 Z) x (Z/ 2% Z) &s el segiient:

G = (1)x(1)
(0) x(1) <(1,1)> (1)8(2)
(0)x(2) <(1,2)> (1)x(2%)
(0)x(22) <.1,22 > (1) x(23)

-

0)x(2%72) <(1,2%7%)>  (yx2*7hH

O x2% Y <1,2%hH>  (1)x(0)

(0)
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Demostracif.- Els subgrups {(0)x(1), <(1,1)> s6n cfclics d'in
dex 2 en G i contenen el subgrup (0)x(2) com a subgrup d'Index

2. Amés a m8s, (1)x(2) &s d'index 2 en G, isomorf a (Z/ 2 Z) x
x (Z/ 241 Z) i conté els subgrups (0)x(2), <(1,2)> i (1)x(4)
com a subgrups d'index 2. De manera que si demostrem que (0)x(l),
<(1,1)> i (1)x(2) sén els finics subgrups d'fIndex 2 en G, un ar-
gument inductiu acaba la demostraciS. Perd aixd &s un senzill

exercici d'dlgebra elemental.®

D'aquest lema resulta que existeixen exactament tres
subcossos de QZ(Izt) de grau 2¥ sobre Q,; els denotarem per
Qz(aj), j =1,2,3. S6n les tres {iniques extensions totalment
ramificades de grau 2F de Q, incloses en Q2(§2t); en general,
n'hi ha d'altres no incloses en Qz(fzt), com veurem m&s enda-
vant. Dues d'elles s6n cicliques i l'altra &s abeliana amb grup

de Galois isomorf a (Z/ 2 Z) x (Z / 2" 1z) . Posarem j =3
per a aquesta darrera i j = 1,2 per a les cficliques. Posem,
tamb&, N = 228-1 i Lj = Q2(§N,9j), 1 < j < 3, Amb aquestes no-

tacions tenim que

Proposicié 3.3.- Si K € Eab(zs,zr;g,) aleshores existeix
j € {1,2,3} , Gnic, tal que K C Lj’

. u
DemostraciS.- Sigui K € Eab(zs,zr;gz); existeixen enters M = 22 -1
i t>>0 tals que K C Qz(fM,fzt) i podem suposar que t 2 r + 2
i que'u # s. Es té& que Gal(q, (5, 8,801 @ () ~ Gal(Q, (§,1)IQ;) =
= (/2 %) x (Z/ 2t-2Z) , de manera que només hi ha tres sub-~
extensions, les Qg(fM,eﬁ)le(fM), totalment ramificades de

grau 2%; aixd diu que K(§ )1 @2 (§y) &s una d'elles i, per tant,
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existeix j tal que K C Qz(IM,ej). Aquest valor de l'index j és
Ginic, ja que si K C Qz(fM,Bj) N Qz({M,Oj.) amb j # j', es té
que e(KlQ,) < 2F. El raonament que permet posar M = N &s idén-

tic al del cas p # 2 (cf. teorema 3.1), i aixd acaba la demos-

tracid.®

‘ Posem ara, Za;)(zs,zr;gz} el conjunt dels cossos
K € zab(zs,zr;gz) tals que K C Lj’ i aj(ZS,Zr;Qg) el seu cardi
nal, 1 < j € 3, Aleshores, si r 2 1, es té que a(Zs,Zr;Qz) =
= .% aj(ZS,Zr;Qz), ja que els tres conjunts s&n disjunts.
=t Per al cdlaul dels aj(zs,zr;g2) podem raonar de manera
semblant a la del teorema 3.1: per a j = 1,2, G, = Gal(Qz(Bj)H%):
~%/ 2" Ziperaj=3,G, =Gal(g, (8Jlq,) = (Z/ 2 Z) x
x (Z/ 251y , mentre que G, = Gal(Qz(fN)le).ﬁ zZ/ 2%z, en
els tres casos. Existeix una bijeccid entre Eab (25,2r;92) i
el conjunt dels subgrups X C G = G e G, d'fndex 2% i tals que

X NG, = {0}. En virtut del lema 2.4, resulta que per a j = 1,2

és aj(zs,zr;gz) = 2%, Pel cas j = 3 es t& tamb& que a3(2s,2r;Q2) =

= 2%, En efecte, es verifica el seglient

Lema 3.4.- Siguin r,s, enters, s 2 r > 2; siguin G1 = 7 /2s Z ,
G: =(z/22) x(z/2"'z) , 16=6 ©¢ . Ales

horeé, el nfimero de subgrups X € G tals que (G:X) =

=2%41 xNng, = {0} & 2F.

Demostracib.- Si X C G &8s un tal subgrup, aleshores X &8s ciclic.
En efecte, si no ho fos, X contindria tres, o més, elements d'or
dre 2 dels set que té G; d'aquests set elements, n'hi ha quatre

amb primera component d'ordre 2 en G, i els altres tres amb pri
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mera component igual a zero; com que X N G; = {0}, els tres ele
ments de X d'ordre 2 han de tenir primera component no nul.la;
perd aixd no &s possible ja que la suma de dos d'ells &s el ter
cer i té primera component nul.la. Per tant X &s ciclic. Com que
X &s 4d'ordre 2r, conté exactament 2r—1 generadors, i tots sén
de la forma (4,x,y) amb a € G, d'ordre 2F, Reciprocament, tot
element de G d'aguesta forma genera un subgrup X com els de
l'enunciat. Com gue en G hi ha exactament 2r°1(2.2r—1) elements
d'aquesta forma, resulta que el nfimero de subgrups X en les con

dicions de l'enunciat &s el quocient, 2¥ .=

Amb tot aixd.ja podem establir el teorema final sobre Qp:

Teorema 3.5.- Sigui p un primer i siguin n,e, enters positius.

Aleshores:

1 si e=1,

e si e = pre', pE1 (mdd '),
(i) a(n,e;gp) = eln, p # 2,

3e si e=2%n, r>1, p =2,

0 altrament:;

v_{n)

o ((n,p-1)) o, (p P ) sip# 2,

(ii) a(n;Qp) =

| 3,21*V2(n) g sip = 2;

on 0; {m) &s la suma de tots els divisors positius

de m.

Demostraci6.- La part (i) no &s res més que posar plegats els

resultats segiients: la proposicié 2.1 en el cas e = 1; els teo
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remes 2.3 i 3.1 en el cas p # 2; el teorema 2.3 i les observa-
cions anteriors a aquest teorema en el cas p = 2, r 2 1; 1 te-
nir en compte el lema 2.2 que caracteritza quan a(n,e;Qp) # 0.

Per a demostrar (ii) nomé&s cal sumar: a(n;Qp) =

e?h a(n,e;Qp). En el cas p # 2, a(n,e;QP) # 0 només quan

e = pre' amb e'l (n,p-1) i 0 <r <v_(n), i aleshores a(n,e;q ) =
p %

=e = pre'; per tant

- r . v_(n)

a(n;Qp) = z _ Z - e'p =0, {(n,p-1))0, (p Py,
e'| {n,p-1) 0 <r < Vp(n)

Andlogament, si p = 2, a(n,e;Qz) # 0 només guan e = 2r|n,

i aleshores a(n,e;Q,) = 3¢ si e > 11 a(n,1;q,) = 1. Per tant

vz (n)
S ltvy (n) _
a(n;q,) = 3 Z ¥ o =3 21 ml 5o 3tvam 5,
L, - 2-1
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§4.- La funcié generatriu de a(n;Q ).
pi

Sigui p un nfimero primer. Definim les séries de Dirichlet

G(Qp;t) = Z a(n;Qp)n_t.
n>1
G_ (@ ;t) = Z a(n,1;Q)n"*t
\ nr p t p ’
' n>1
G, _(Q_;t) = a(n,n;Q)n" ¢
tr'p’ n,n; b '
n=1

i1 les anomenem les funcions generatrius de Dirichlet del nfimero
d'extensions abelianes de Qp’ del niimero d'extensions (abelianes)
no ramificades de Qp' i del niimero d'extensions abelianes total-
ment ramificades de Qp, respectivament.

Fins aqui no tenim res més que una definicié formal; cal
veure on les sé&ries s6n convergents i quina funcid defineixen. Co

mengarem pel cas no ramificat; €s a dir, el cas de la série Gnr(Qp;t)

Com que, per a tot enter n > 1, é&s a(n,l;@p) =1, es té
= _to 8 i . ‘
que Gnr(Qp,t) = j{: n "; és a dir:
n=1

Proposici6 4.1.- La série Gnr(Qp’t) és absolutament convergent
en el semipld Re(t) > 1 i coincideix amb la

funcid zeta de Riemann.m

Respecte de la convergéncia de les s@ries G(Qp;t) i
Gtr(Qp;t) tenim el segiient

Lema 4.2.- Les s@ries de Dirichlet G(Qp;t) i Gtr(Qp;t) sén ab-

solutament convergents en el semipld Re(t) > 2.
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DemostraciS.- El teorema 3.5 (ii) déna el valor de a(n;Qp). Com
que 0 < a(n,n;Qp) < a(n;Qp), és suficient provar el resultat

per a la série G(Qp;t). Perd, si p # 2,

1+v_(n) -1
(p P 1) (p-1) 6; {{n,p-1)) <

a(n;Qp)

v_(n)
< 2pP o) (p-1) <

< 2 n o,(p-1),

isip=2,

a(n;q,) = 3.1*Va(n) o < _
< 6n-5 <
< 6 n.

Aix1, existeix una constant M que només depén de p, tal que
0 < a(n;Qp) < Mn, i, en conseqii@ncia, la série G(Qp;t) &s ab-

solutament convergent en el semipld Re(t) > 2.m

Corol.lari 4.3,.,- Les séries G(Qp;t) i Gtr(Qp;t) defineixen fun

cions analitiques en el semipld Re(t) > 2.

Demostraci6.- Tota sé&rie de Dirichlet defineix una funcif ana-

1ftica en el seu semipld de convergéncia (cf.[ap. 1: cap. 11,

§7, teor. 11.12]). =

Les funcions G(Qp;t) i Gtr(Qp;t) admeten descomposicié

en producte d'Euler. En efecte,



Lema 4.4.- Les funcions aritmétiques a(n;Qp) i a(n,n;Qp) sén

funcions multiplicatives de n.

Demostraci6.- Immediata a partir del fet que les extensions sdén
vy (n)

abelianes, i per tant, a(n;qQ.) = [T a(e 2 ;@) 1 a(n,n;qQ.) =
vg(n) vy (n) P 2in P P
= n a(® . 2 i) .-®
Lin P

D'aquest lema es dedueix que les funcions G(Qp;t) i

Gtr(Qp;t) admeten la descomposicif en producte d'Euler

. = r, -rt
G(Qp7t) = I"I :Ej a(i¥;q,) 27F?
X L r=220

I l z a(QrIQr;QP)Q-rtI

2 r =90

Gtr(Qp;t)

el producte estds a tots els nlimeros primers £ , i convergent
en Re(t) > 2 (cf.[Ap 1: cap. 11, §5, teorema 11.6]).
Per a aguestes funcions podem calcular explicitament

els factors d'Euler. Ho farem primerament per a la funcid

Gtr(Qp;t).
El cas més senzill &s el cas p = 2. En efecte, de
1 sir =0,
r ,r, -
a(®”,27:q,) 0 sir>1, 2 # 2,
r

32 sire1, £ =2,

‘resulta que els factors d'Euler de Gtr(Q ;t) s6n 1 sif # 2, i

r(1l-t) 1=t ,1-t)-1 _

1+ 3 1+ 3.2

2
= V - -t -
r>1 (14227F) (1217t 71

’

si 2 = 2. Per tant, tenim la seglent:



32.

Proposicié 4.5.- En el semipld Re(t) > 2, G .(Q,it)

- (1+22—t) (1_21-1:) -l.-

Per a p # 2 el resultat &s el segiient:

Proposici6 4.6.- En el semipld Re(t) > 2, i1 si p # 2, aleshores

-t, -1

= (1-pl -
Gtr(Qp;t) = (l-p ) Ol_t(p 1),

on @,_, (p-1) &s la suma de les poténcies

(1-t)-8simes dels divisors positius de p-1.

Demostracif.- Si £ = p es té& que a(pr,pr;Qp) = pr, de manera
que el factor d'Euler de Gtr(Qp;t) que correspon al primer p

és ;0. prgl-t) = (1-p %) 7!, per altra banda, si £ #p i
>
2¥ f p-1, aleshores a(Qr,Qr;Qp) = 0, mentre que si 25| p-1 &s

a(Qr,Qr;Qp) = 2¥, per tant, el factor d'Euler que correspon
al primer £ # pval 1 si & fp-11i er (1-t)
VQ (p—l)

=0, &

0 €Sr <v_(p-1)
), si %lp-1. g

Com que 0 &s una funcié multiplicativa,

1-t
vy (p-1) o .
Il ol_t(2 ) = alét(p_l)’ i aix® acaba la demostraci6.®

le—l

El seglient resultat permet obtenir fdcilment G(Qp;t) a

partir de Gnr(Qp;t) i Gtr(Qp;t).

Proposicié 4.7.- La funcié a(n;Qp) és la convolucié de Dirich-

let de les funcions a(n,l;Qp) i a(n,n;Qp).



Demostracid.- Suposem que n,e, s6n enters positius tals que eln.

Aleshores, a(n.e;Qp) = a(e,e;Qp) {(cf. teorema 3.5 (i)), i
a(n/e,1;Q_) = 1. Per tant, a(n;Q.) = Y aln,e;Q.) =
p p eln P

= }: a(e,e;Qp). a(n/e,l;Qp), com volfem demostrar.®
eln

Qorol.lari 4.8.- En el semipld Re{t) > 2 es verifica que
G(Qp;t) = Gnr(Qp;t) Gtr(Qp7t)7

é€s a dir:

1-t,~1

§(t) (1-p~ 1) "o, _, (p-1) , sip # 2,

G(Qp;t) =

1-t,~1 2-t

F(t) (1-2779 (1+2°7%) , si p = 2.

Demostraci6.- Cf. [Ap 1: cap. 11, 84, teor. 11.5].m

Observacid 1l.- Aquest resultat es pot demostrar directament
calculant els factors d'Euler de G(Qp;t), i obtenir després,

com a conseqiidncia, la proposicid 4.7.

Els resultats anteriors permeten prolongar les funcions
generatrius a funcions meromorfes de tot el pla complex. En
efecte, les expressions de Gtr(Qp;t) donades a les proposicions
4.5°i 4.6 asseguren que aquesta funcid es pot prolongar a una
funcif analitica de tot el pla complex llevat potser del punt
t = 1 on els denominadors s'anul.len. Ara b&, o4 (p-1) # 0, i
2-1 1-t, -1

1+2 = 3 #0, i com que (1-p ) t& un Gnic pol en t = 1,

d'ordre 1, i amb residu (log p)—l; obtenim el segilient



Teorema 4.9.- La funcié Gtr(Qp;t) admet prolongacid meromorfa
a tot el pla complex amb un finic pol simple en

t =1, i amb residu

0o (p~1)/1log p , sip# 2,
3/log 2 , sip=2,m

Observaci8 2.~ La funcid Gtr(Qp;t) es pot expressar tamb&é com
A

‘el producte de les funcions generatrius Gmr(Qp;t) i Gsr(Qp;t)

dels nfimeros d'extensions abelianes totalment i moderadament

ramificades, i dels nlimeros d'extensions abelianes totalment i

salvatgement ramificades, de Qp. En efecte, si n = psn' amb

p A n’,a(n,n;Qp) = a(n',n';Qp) a(ps,ps;Qp) i aix6 &s, en aquest

cas, la convolucid de Dirichlet de les corresponents funcions.

Amb aquesta observacid es té que Gmr(Qp;t) &s una fun-

cibé analitica de tot el pla complex. Notem que el pol de
Gtr(Qp;t) prové exclusivament de la ramificaci6 salvatge:

= . l-t =1 e = 2-t, ;. _,l-t,-1
Gsr(Qp,t) = (1-p~ ") " sip#£ 2, 1G,.(q:t) = (1+27 )(1-27 ) 7,

sip=2,
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§5.~ El cas moderadament ramificat sobre un cos local.

A partir d'ara, i pel que resta de capitol, K designara
un cos local, A = AK el seu anell d'enters, p = pK 1'ideal maxi
mal, i % = A/p el cos residual. Siguin p la caracteristica de
R, i q = pf° el nfimero d'elements de K.

El problema que resolem en aquest § &s el del cdlcul de

a({n,e;K) en el cas moderadament ramificat pfe. Andlogament al
1

cas K==Qp comengarem també pel cas no ramificat.

Proposici6 5.1.- Sigui N = qn—l, i sigui § = §N una arrel pri-
mitiva N-&sima de la unitat. Aleshores
Z pn/1;K) = Z(n,1;K) = {KE)} . En particu-

lar, a{(n,1;K)= 1.

ADemostracié.- Es completament andloga a la del cas K = Qp. Hi
ha una bijecci6 entre Z(n,1;K) i el conjunt de les extensions
de grau n de %, donada per reduccié. Com que, si L € £(n,1;K),
aleshores ﬁ’= ﬁ%?§ amb ?’una arrel primitiva (qn—l)~ésima de
la unitat en caracteristica p, i ?’és la reduccib de § , el le

ma de Hensel ens diu que L = K({).®

Suposem ara que e # 1 1 que p / e. Com que s8i e / n ales

hores ZX(n,e;K) = ¢ , podem suposar, també&, que ein. El teore-

ma que es tracta de provar &s el seglient:
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Teorema 5.2.- Siguin e,n, enters positius tals que eln i pfle.

Aleshores les propietats seglients sén equivalents:

(1) Z pn,eiK) # ¢,

(ii) K conté les arrels e-a&simes de la unitat,
(iid) elg-1,

(iv) a(n,e;K) = e.

Si es verifiquen agquestes condicions,

Z p(n,e;K) = Z(n,e;K).

Demostracié.- La implicacié (iv) = (i) é&s immediata. Si § &s
una arrel primitiva M-&sima de la unitat en K amb p/M, la seva
reduccié mddul p &s una arrel primitiva M-&sima de la unitat
en K. Perd R = I&lnomés conté les arrels (g-1)-&simes de la uni
tat; per tant, si les arrels e-&simes de la unitat estan en K,
ha de ser elg-l. Aix3® &s (ii) = (iii). Veiem, ara, que (iii) = (iv).
Suposem que elg-l. Aleshores K conté les arrels e-3simes de la
unitat,‘i pel lema de Hensel; K conté les arrels e-&simes de la
unitat.

Sigui Ko l'Gnica extensié no ramificada de K de grau
f = n/e. Aleshores K, conté les arrels e-&simes de la unitat
i, per tant, tota extensi6 de K, per una arrel d'un polinomi
de la forma Xe-a, a € Ky , &s una extensié ciclica de grau di
visor de e (cf.[La 2: cap. 8, 86, teor. 10]). Per altra banda
(cf.[La 1: cap. II, §5, prop. 12]), tota extensid totalment 1
moderadament ramificada de grau e de K, ve generada per una
arrel d'un polinomi de la forma X®-a, amb ¢ un uniformitzant

de Ko ; com que Kol|K &s no ramificada, si n &s un uniformit=

zant de K, podem escriure 4 en la forma 4 ur amb u € UK ‘
0

unitat de Kg.,
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Sigui, ara, L € Z(n,e;K); aleshores L conté K¢ com a sub
extensié no ramificada maximal, de manera que L € Z(e,e;Ko); per
ser ple, tenim que L = Ko (®) amb a® = ur , i com que Ko= K(fqgl),
resulta que L = Ko (@) C K({qgl,a) c K(fqgl,u%/e,wl/e). Degut al
fet que les arrels e-é&simes de la unitat estan en K, 1l'extensié
K(nl/e)IK és cfclica, i per tant, abeliana. Per altra banda,
l'extensié K(qul,ul/e)|K €s no ramificada, de manera que la
composicid K(fqgl,ul/e,nl/e)lK €s una extensid abeliana. Per

tant, l'extensid LIK &s abeliana, i obtenim les igualtats
Z(n,e;K) = Z(e,e;Ke) = Eab(e.e;Kq) = Z_,(neiK).

' Com que pfle, &s conegut que s(n,e;K) = e (cf. §1) i, per tant,
a(n,e;K) = e. Només resta demostrar la implicacid (i) = (ii).
Suposem que Eab(n,e;K) # ¢ i sigui L € Eab(n,e;K). Ales
hores, L € Eab(e,e;Ko) i, andlogament al pas anterior, L = K, {a).
Com que K(a) C L, l'extensid K(«) IK &s abeliana i com que 1l'ex

1/e 1/eHK

1/e

)EK &s no ramificada, la composicié K{a,u
1/e 1/e

tensid Xp (u

&s abeliana. Perd K(w ) € K(a,u ), de manera que K(7 JIK

és abeliana. Per ser m€ K, aix® diu que K conté les arrels

e-&simes de la unitat, com voliem veure.®



§6.- E1l cas general sobre un cos p-adic.

En aguest § es fa l'estudi de Eab(n,e;K) per a tot cos
local K de caracteriIstica zero. Mantinguem les notacions del
§5 i siguin Uy el grup de les unitats de K, i Uém) el subgrup
de les unitats congruents amb 1 mddul p? , per a tot enter

m= 1.

Si K &s de caracteristica zero, aleshores K és una ex-

tensid finita de Qp, i posarem no = [K:Qp], £, = f(KlQp) =
= [ﬁﬁlb]f € = e(K|Qp) per designar el grau, el grau residual
i 1'fndex de ramificaci6 absoluts. Recordem que q = # §'= pf°.
Sigui 7 un uniformitzant de K i sigui F un AK—médul de
Lubin-Tate respecte de 7 (cf.[Ne 1: cap. III, §6, def. 6.5]).
Per a tot enter m 2 1, posem F[m] el grup dels punts de nm-di
visi6, i K= K(F[m]). Siguin k(M - ml§J L Ko i KUK 1'exten
si® no ramificada maximal de K. El cos K(") depén de l'eleccid

de l'uniformitzant m en K, encara que no del mdédul de Lubin-Ta

te, F, respecte de 7 ; malgrat tot, es verifica el segiient

Teorema 6.1.~ (i) Per aitot m > 1, Kle €s una extensid abe-
liana totalment ramificada de grau qm_l(q—l),
amb grup de Galois Gal(Kle) = %(/qém) (I Ne
1: cap III, §7, teor. 7.4]).

(ii) L'extensid abeliana maximal de K &s la com~

ab an(n)

posicibé K™ = K (INe 1: cap. III, §7,

cor. 7.71).m

Siguin e,n, enters positius tals que eln. Suposem que

Zp(n,eikK) # ¢ 1 sigui L € Z_, (n,e;K). Aleshores L C k3P i, per
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tant, existeixen m = 1, N 2 1, amb p{N, i una arrel primitiva
N-&sima de la unitat, IN, tals que L C Km(fN). Pers e(Km(KN)IK) =
= e(K_ |K) = qm—l(q—l), de manera que e = pF.e' amb e'lg~l, r 2 0.
Aixi, s'obté& el seglient resultat, que generalitza el lema 2.2
del cas K = :

QP
Proposicié 6.2.- Siguin n,e, enters positius. Posem e = pre',
amb r 2 0 i pfe'. Si Zab(n,e;K) # ¢ aleshores

eln i e'[g-1.m

Es tracta de veure que aquestes condicions també sfn su
ficients per a qué Zab(n,e;K) sigui no buit. Andlogament al cas
K= Qp, si posem n = psn', e = pre', amb pfe',n', aleshores
a{n,e;K) = a(n',e';K) a(ps,pr;K), que és e'a(ps,pr;K) si supo-
sem que e|ln i que e'lg~1. De manera que el problema queda re-
dult a l'estudi de Eab(ps,pr;K) amb 0 < r < s.

Suposem, doncs, que 0 S r < s i que L € Eab(ps,pr;K).
Siguin N, m & 1, amb pAN, tals que L - Km(fN). Com que [L:K]=
= ps, L estd inclds a la p-subextensid maximal de Km(fN)lK, gque
€s la composicib de la p-subextensid maximal K1 IK de K IK i la
p-subextensid maximal de K({N)IK. Per. tant, podem suposar que
N é&s de la forma qpu—l, amb u > 0, i que L C KQ(KN)' El grup
de Galois Gal(K&IK) és isomorf al p-subgrup de Sylow de

(m)

Gal(Kle) o~ UK/UK , i el grup Gal(K(fN)IK) és ciclic d'ordre

pu; com que les extensions K&lK i K({N)IK sén linealment dis-
juntes, resulta que Gal(Ké({N)!K) x Gal(K&(fN)!Kﬁ) ®: L

® Gal(Kp(fy) IK(y)) = Gal(K(fy) IK) © Gal(K!IK) = (z/ p" z) o
® (Uél)/Uém)), ja que Uél)/Uém) és (isomorf a) el p-subgrup

de Sylow de UK/Uém) (cf.[Ne 1: cap. III, §1, prop. 1.1]). Per



altra banda, el conjunt Eab(ps,pr;K) és finit, ja que K &s de
caracteristica zero; per tant, podem elegir u, m, prou grans
com per a qué& sigui L € Ké({N) per a tot L € Zab(ps,pr;K);ien
particular, podem suposar que u 2 S.

Un cop fixat m, Ké té un‘nﬁmaro finit de subcossos de
grau pr sobre K. Siguin Ly, Lz,...,Lt, aquests subcossos, Es

verifica el seglient

Lema 6.3.— Sigui L € Eab(ps,pr;K). Aleshores existeix un tnic

j €{1,2,...,t} tal que L C Lj(IN).

Demostracid.~ Com que les extensions KQIK i K(KN)IK s6n lineal
ment disjuntes, els cossos Lj(IN), 1 <3j<t, sbn els Gnics sub
cossos de Kﬂ(fN) de grau pr sobre K({N). Ara bé&, com que K({N)iK
&s no ramificada, tamb& ho &s L(fN)!L, de manera que pr = e{L|K) =
= e(L(IN)lK(fN)); perd l'extensié Kﬁ(IN)IK(fN) és totalment ra-
mificada i, per .tant, L({N)IK(KN) és també totalment ramifica-

da. Aix{, L(KN)IKKIN) &s una de les subextensions de Kﬁ(fN)IK(IN)
de grau pr sobre K({N). Per tant, existeix j € {;,2,...,t} i

L(IN) = Lj(KN). Per a la unicitat, si fos L C Bj(fN) n Lj.(fN)

amb j # j', resultaria que e(Ll|RK) < pr, contradiccid . ®
J

"Per a 1 € j < t, posem Eég) (p%,p' 1K) el subconjunt de
Eéb(ps,pr;K) format pels cossos L tals que L C Lj(IN). El le-
ma anterior assegura que Eab(ps,pr;K) &s la reunid disjunta
dels conjunts 2;3)(ps,pr;K), 1 € 3j S t; de manera que caracte-
ritzar Eab(ps,pr;K) equival a caracteritzar els E;g)(ps,pr;K),

1< 3j St
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Considerem, doncs, un dels cossos Lj. Siguin
Gi = Gal(Lj(fN)le) * Gal(K(§ ) IK), Gy = Gal(Lj(KN)IK(fN)) =
= Gal(leK), i identifiquem G; i G; amb les seves imatges ca-
ndniques respectives en G = G; @ G, = Gal(Lj(iN)lK). Farem ser
vir la notacif additiva per a tots aquests grups. Si L C Lj(fN)
és un subcds qualsevol i X = Gal(Lj(fN)lL), podem calcular 1'in

dex de ramificacif e(L|K) de la manera segilent:
Lj(fN)

| PN

LAf,.) LLj

K L.
(igi\\\\\w,////////j
K .
L'extensi6 L(§y) IL &s no ramificada; per tant e(LIK) =
& e(L(fN)IK(fN)): com que Lj(fu)lK(fN) és totalment ramificada,
ho &s L({N)IK(KN) i aleshores e(LlK) = [L({N):K(KN)] . Aix® &s
1'fndex de Gal(Lj(fN)lL(INn = G, N X en Gal(Lj(fN)lK(IN)) = Gz

és a dir, e(LlK) = (G;:G;NX). Podem enunciar, doncs, la segiient:

Proposicid 6.4.- Existeix una bijeccié entre Z;g)(ps,pr;K) i

el conjunt Bj = {X CG® G:(G® Gy:X) = ps i

G, NX = {0}}.
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Demostracib.- La bijecci6 de Galois entre subcossos L de Lj(IN)
i subgrups de G = G1® G, &s tal que fL:K] = (G1® Gz:X) i que
e(LIK) = (G1:G NX), on X = Gal(L,(¥) [L). Perd e(LIK) = p° si,

i només si, G:N X = {0}, ja que G: &s d'ordre pr.l

Observem, també&, que si X EﬂBj, aleshores X = Gal(Lj(fN)lL)
€s un grup ciclic; en efecte, l'extensid Lj(fN)lL és no ramifi
cada de cossos locals i, per tant, ciclica.

A més a més, podem suposar que u = s. En efecte, si
X € Bj' aleshores X &8s d'fndex p° en G = G;® G,, de manera que
p° G € X; perd, per ser G, d'ordre p*, amb r < s, &s p G, = {0},
i aleshores p°G = p°G,. aixf, p®G, C X, i com que p°G =
= Gal(Lj(IN)le(f)), on { &s una arrel (qpfl)-ésima primitiva
de la unitat, resulta que L C Lj(f): aixd &s dir que podem su-
posar que § = §, 8, el que &s el mateix, que u = s.

Amb aix3 es t& que # Bj =p", i no depén de s > r, ni
del p-grup abelid G:, d'ordre pr. En efecte: sigui X € Bj i
sigui (a,b)€ X un generador qualsevol de X amb a € G,, b € G;.
Com que X &s d'ordre pr, a & b &s d'ordre pr. Si»a no fos d'or
dre p°, ho hauria de ser b i aleshores 0 # pr"l(a,b)=(0,pr_lb)e
€ X N G;., Aixf, tot generador de X € Bj &s de la forma (a,b)
amb, a € G; d'ordre pr i b qualsevol element de G, . Reciproca-
ment, si (a,b) &s un tal element en G, (4,b) genera un subgrup
X € Bj' Com que X t& exactament w(pr) generadors i G conté exac
tament &p(pr)pr elements com els anteriors, el cardinal de Bj és
el quocient, pr.

Tot aixd es pot resumir en el segiient:



Teorema 6.5.~ El nlimero d'extensions abelianes de K de grau ps
i amb index de ramificacid pr, 0<r<gs, 8 el
producte de pr pel niimero de subgrups d'index pr
del grup Up. En particular, no depén de s 2 r.

{3)

ab

com acabem de provar, i no depé&n de j € {1,2,...,t}; de manera

Demostracif.~ El cardinal de Z (ps,pr;K) &s exactament pr,

que a(ps,pr;K) = t pr. Perd t é&s el niGmero de subcossos de K&

de grau pr sobre K; &s a dir, el nimero de subcossos de Km de

grau pr sobre K, & equivalentment, el nlmero de subgrups d'in

(m)
K

conjunt dels subgrups d'findex pr de UK/U

. Perd hi hHa bijeccif entre el

(m}
K
{m)
K

r ~
dex p= de Gal(Km!K) = Up/U
i el conjunt dels

(m+h)
K <

subgrups d'Index pr de Ug que contenen U . Com que U

c Uém) per a tot h 2 0, aquest nlimero no depé&n de m suficient

(m#+h)

ment gran, i com que Uy &8s el limit projectiu dels UK/UK p

el resultat gueda provat.®

Si ara sumem a(n,e;K) per a tots els valors possibles

de e obtenim el seglient

Corol.lari 6.6.- Siguin n,e, enters positius. Aleshores:
. et, sie-= pfe', eln, e'lqg-1,
{1) a(n,e;K) =

0 altrament.

(ii) a(n;K). = o{({n,gq~1}) :Ej Prt

0 <r <v_.(n)
on t. és el nlimero de subgrups d'index pr de

r

i
UKQ



Donarem tot seguit el valor de t.. Per a aixd, donats

enters no negatius N,M, posen

N+M M N+ M A
- ©"-u g ed-nTh

p =1 j=1

J
N+M
Es verifica que [ M ] &s un enter positiu (cf. Apé&ndix, §5).
p
| Proposici6 6.7.- Sigui # el maxim enter M 2 0 tal que K conté:
les arrels p“ -&simes de la unitat. Posem N =
= (Ny,eee/N,0,...) amb N; = mo *+ 181 1 <i<

<u i Ni =ne si u <‘i < r. Aleshores:

ToN, - M
fr T f:“ p‘Yﬂ I:l Ml Ml+'l]
= i i+17 p
r
on 7y = > +1(Ni -M;) i la suma s'estén a

= i=1
totes les successions M = (Ml,...,Mr,...) tals

que My +'...* M =1, M 2 M, Z...Z>M >0,

i M, < N; per a tot i 2 1.

Demostracib.- Si X C Ux és un subgrup d4'IiIndex pr, aleshores X

lal}

cont& el subgrup Up de les poténcies pr—ésimes dels elements
de Ugi de manera que hi ha bijecci6 entre el conjunt dels sub
grups de Up d'index p i el conjunt dels subgrups de UK/Up
d*index p . Ara b&, el teorema d'estructura de UK(cf. [Ha 1:

r
cap. 15, §5]) permet dir que UK/UE &8s isomorf al grup abelid

(Z /prvz)no+l | , si1<r <y,

(z /o"Z) x (z /pFz)™ , siu<r,



ja que Zb/prZ% * % /p*%. Perd G &s un p-grup abelid finit de
tipus N = (Ni,...,N_,0,...) (cf. Apéndix, §1, def.), on els Ny
s6n ne*l per a 1 €1 Sy, in, per a i > pu.

Com que G es abelid, el nlmero de subgrups de G d'index
pr €s el mateix gue el nfimero de subgrups de é = Hom(G,C¥*) = G
d'ordre pr, i en virtut del teorema 6.2 de 1'apéndix, aquest

nlimero es pot escriure en la forma donada a 1'enunciat.®

1
(

45,
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§7.- La funcib8 generatriu de a(n;K).

Mantinguem les notacions dels §§ 5 i 6 1 suposem que K
&8s de caracteristica zero. And3logament al cas K = Qp’ podem de
finir les funcions generatrius de Dirichlet dels nimeros 4'ex-

tensions abelianes de K,

G(K;t) = Z a(niK)nF,

' h =
dels nlimeros d'extensions abelianes no ramificades de K,
G__(K;t) = a(n,1;K)n"*t
nr ' r’ r’ ’
n=1

i dels nlimeros d'extensions abelianes totalment ramificades de

K,

Gtr(K;t) = :E: a(n,n;K)n-t.
n=1
Igual que en el cas K = Qp’ el coneixement de quina é&s

la funci6 Gnr(K;t) &s immediat; com que, per a tot n = 1, &s

a(n,1:K) =.l, es verifica la segiient

Proposici6 7.1,- La série Gnr(K;t) &s absolutament convergent

en el semipld Re(t) > 1 i coincideix amb la

funcib zeta de Riemann.®

El seglient pas consisteix a afitar a(n;K) a fi d'obte~
nir un semipld de converg@ncia per a les sé&ries G(K;t) i Gtr(K;t).

Es t& él seglient

Lema 7.2.- Sigui n 2 1, Aleshores a(n;K) < C, nC2 on C; =ne *+ 5
, o
i ¢ =(2p)™ " "p*d; (g-1) s6n constants que només de-

penen del cos K.
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Demostracid.- Cal afitar prtr i, per tant, cal afi
0 <r <v_{(n)
tar t.. Per a tot tipus M <N tal p que M; +...+ M = r i per

a tot enter j, 1 €3 < M, - M , es €& que

i+1
N, =M, +j _ N, -M
M pNi M N
pI-1 pl-l

P Bl § =M,
i, P it P 2p i7i,

r

de manera que

r N,-M, r M,-M, (M, ~M, Y {N,=-M,)}
i Ti+l] - i i+l i i+l i i
I < I1 (2 P )=
i=1 [M,~-M i=#1 r
i Ti+lp ' -
My iél MMy ) (N =My
= 2 p .

Aixf, cada un dels sumands de l'expressié de t, estd afitat per

r
. > M (Ng-My)
My i=1
2 P .
r

r ,
Ara b8, 3 M] 2> 3 My =7,

. r
M,N, <N, » M, =N, r,
i=1 i=1 e i=1 *

Tb4ﬂ

1

‘i My SN;< no+ 1, i per tant, cada sumand de t,. estd afitat
per

no*l ner
2 P .

Per altra banda, els Indexs de sumacid s6n particions de r que
verifiquen certes condicions suplementdriesg, de manera gue ei
nGmero de sumands estd afitat pel nlimero total de particions

de r. En virtut de [Ap 1: cap. 14, §7, teor. 14.,5], el nmero
de sumands de t. estd afitat per exp(w V273 VvE) < Z”VE.< pf‘ﬁ?

i, en conseqiiéncia

ng+1 (no+4)r

t. <2 p

Amb aixd, obtenim que
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a(niK) =oil(n,g1)) ) pft, <
0 <r < vp(n)
<alg1) pft. <
C <r < v_{(n)
ne+1 (no+5)x
<o,(g-1) 2 Z P

0 €r < v,(n)
ng+l (ng+5) (1+v_(n))
<0,(g-1) 2 P P

<C,n',

vm
jaque p P < n.#

Aquest resultat ens assegura que les sé&ries de Dirich-
let G, (K t) 1 G(K;t) s6n absolutament convergents en el semi
pl3d Re(t) > no¢+6, on defineixen funcions analitiques. Com que
les funcions a(n;K) i a(n,n;K) sénvfuncions multiplicatives
de n, les funcions G(K;t) i Gtr(K;t) admeten els desenvolupa-

ments en producte d'Euler:

- I"] r ot -rt
G r(K;t) = zgj a(2*,2%;K) #

r 20
G(K;t) = I‘I Z a®F;R) 2~

r=20

amb els productes estesos a tots els nlimeros primers £, i con
vergents en el semipl3 Re(t) > no+6.
El resultat seglient generalitza la proposici6 4.7 i &s

bi3sic a l'hora de.calcular la funcid G(K;t).

Teorema 7.3.- La funcid a{n;K) &s la convolucid de Dirichlet

de les funcions a(n,1;K) i a(n,n;K).
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Demostracif.- En virtut dels teoremes 5.2 i 6.5 i del fet que
les funcions d(n;K) i a(n,n;K) sén multiplicatives, resulta que
sempre que n,e, siguin enters positius tals que ein, es verifi
ca la igualtat a(n,e;K) = ale,e;K). A m8s a mé&s, com que, per

a tot enter m 2 1, &s a(m,1;K) = 1, resulta que

1]

> aln,e;kK) =
eln

;a{n;K)

]

2. ale,e;K) aln/e,1;K),
e |n

gue es la convolucid de Dirichlet de les funcions a(n,n;K) i

a(n,1;K) .»

Corol.lari 7.4.~ En el semipld Re(t) > no+6 es té que

G(K;t) = Gnr(K;t) Gtr(K;’c).lII

Aquest corol.lari permet reduir el calcul de G(K;t) al
cdlcul de Gtr(K;t). Per a tot primer £, posem BQ(K;t) el fac~-
tor d'Euler de Gtr(K;t) qgue correspon al primer 2. Es pot cal
cular facilment el producte

[T By (kit)
£ #p .
En efecte, per a tot primer ¢ # p, i per a tot enter
0 <r <vpl(g-1), resulta que a(2%,2%;K) = 2%, mentre que per

ar>vylg-1) &s a(®¥,2%:K) = 0; aixd diu que

. = r(l-t)
BQ(K,t) = :Ej £
0 <r <vl(g-1)
VQ (q"l)
= (2 ).

O1-¢



En particular, si 24 g-1, By (K;t) = 1, i el producte I
; P

és el producte finit

[T Bpxsty = [l o,

2ig=~1 2lg~1

= Ul_t(q~l),

VQ (q-l) |

o

P

BQ(K;t)

ja que la funcib Oi-¢ &s multiplicativa. De manera gue es té& la

-seglient:

Proposici6 7.5.- Posem B_(K;t) = 2
P r =0

pr(l--t)t

r

, ON tr és el

nfimerc de subgrups d'Index Pr de Ug donat a

la: proposicié 6.7, Aleshores, Bp(K;t) &s con
vergent en el semipld Re(t) > no+6 i es veri

fica, en aquest semipld, que

Gy (Kit) = 0.t (a-1) Bp(K;t).

G(Krt) = f(t)o_ (q-1) B,(Kit),

on {(t) 8s la funcib zeta de Riemann.®

Observem que la funcié {(t} &s el factor que mesura la

guantitat d'extensions no ramificades. A m&és a mé&s, el factor

al_t(q-l) &s el que mesura la quantitat d'extensions abelianes

totalment i moderadament ramificades; no n'hi ha moltes, ja

que ol_t(q—l) defineix una funci6 analitica de tot el pla com

plex. Per dltim, el:factor BP(K;t), gue &8s el diffcil, &s el

gque mesura la quantitat d'extensions totalment i salvatgement

ramificades.

Es tracta, doncs, de calcular el factor d'Euler

. - r{l-t)
Bp(K,t) P t

r =20

r
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on t. €s l'expressib donada a la proposicif6 6.7. Ara b&, ob-
servem que si M S N &s tal que M‘+"‘+Mr+"’ = r, aleshores per

a tot 1 >r &8s

i i+l
= ]_,
M- Min
p
ja que Mi-Miﬂ = 0; andlogament, 2 Mi+1(Ni-Mi) = 0., Per
i=2r
tant, podem pensar gque 7§ = ié . Mi+1(Ni_Mi) i que el produc

te s'estén a. tots els Indexs i » 1. Per altra banda, el factor

pr“—t) de Bp(K;t) pot entrar dins del sumatori de 1l'expressid

de t. en la forma p(l-t)ié 1 Mi; amb aixd es té& que el factor

d'Euler es pot escriure en la forma

Ty (t) N, ~M
Bp(K;t) = Z p'bé [ 1 i+l]
M R LR
on ’7§(t) = 2 My, (N ML) o+ (1-t) 3 M;, i la suma estesa
121 1>1

a tots els M = (Mx,...,Mr,O,...) tals que M; = .,.» M. 2 .2 02,.,.
iqueMi<Niperatoti, amb N; = no+l s11<i<u 1Ny = mo

si i>u.

Teorema 7.6.~ El factor d'Euler Bp(K;t) es prolonga a una fun
cl6 meromorfa del pla complex amb pols simples
en els punts t = 1,2,..,.,np, 8ip= 0, i t =

= 0,1,2,.04,00, si u=1,

Demostracib.~ Com que en el semipld Re(t) > no+6 la sdrie
B_(K;t) é&s absolutament convergent, podem reordenar els ter-
mes de la suma com ens plagui. Comencem fent una partici6 del

conjunt dels Index M en un nfimero finit de classes.



Direm que M i M' = (M;,,..,Mé,o,...) estan a la mateixa
classe si, i nomé&s si, per a 1 < i<y es verifica la igualtat
Mi = Mi.

Com que els possibles valors de (M;;...,MM) sén en ni-
mero finit, ja que My < Ny < no+*l, aixd fa que la série Bp(K;t)
descompongui en la suma d'un Aﬁmero finit de séries, només una
siu = 0.

Fixem, i fixem~nos en, una d'aquestes classes. Els ex-

\

'ponents
u=1 : u=1
;gl Mian (M) = ;§1 Mivy (mo*i-M;),
"
(1-t) 2 M,
i=1
i els factors
H-1 Ni—M1+1 _ -1 neg+l - Mi+l
I1 I
T e M- My,

coincideixen per a tots els M de la mateixa classe, de manera

que podem treure el factor comd

=1 u
iga M, (no+1-My) + (l_t);él M, M-l [no+l-Mi+1
p i=1 M, -M

i+l1d py
factor que defineix una funcil analitica de tot el pla complex
i de la qual conv& observar que no s'anul.la per a cap valor
real de t. El que queda &s la suma
*) s oY [zi:::i”]

M! izu i 7i+ld p
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on v, (t) = 2 M,  (N,-M,) + (1-t) > M,, i la suma es-
M isp LT i>uet
tesa a tots els M'= (M“+l,...,Mr,0,...) tals que Mp+12>...> M
i que M#+l < min {no,My}.
Dins de la classe, el valor k = Mﬂ &s constant—-ho sén

tots els Ml,...,Mu——j.pren\nrdels valors 0,1,...,n0%1, si

#=>1,1i0,1,...,ng, si p = 0. Es tracta, ara, de calcular (*).

Observem en primer lloc que si k = 0 no hi ha res a calcular,

ja que (*) consta d'un Gnic sumand, qgue correspon a M'= (0,...),

£ aquest sumand val 1. Per tant, podem suposar que k = 1.
Partim, de nou, els M' en un nlmero finit de classes.

Per a aixd, escrivim M' en la forma

hk) h2 ) hl )

M'= (k’oao.u'k'....o,Z,.co.-,Z'l’t.000,1'0'.'.0.)
amb els hj 20, i hy =0 si k = no+l, i definim 1l'equival@ncia:
M'~ M" si, i només si, per a 1 < j <k, hj(g') = 0 equival
a h,(M") = 0.
JL_ )
Aixd &s dir que els salts de la successilé M', &s a dir,

els valors Mi—M > 0, sb6n iguals, encara que vénen en llocs

i+l
diferents. Com que la suma dels salts &s k, el nfmero de clas
ses en qué es distribueixen els M' &s finit.

Fixem, com abans, una d'aquestes classes, que ve carac -
teritzada pels valors de j, 1 < j < k, tals que hj # 0. Per a
tots els M' d'aquesta classe, els factors no nuls

I-I [Ni_Mi+1] - I—l lno —Mi+1]

izu+l Mi-Mi+l P 1=2u+1 Mi-Mi+1 P

s6n constants, ja que els factors amb Mi-Mi+1 > 0 sbn iguals,
encara gque corresponguin a Indexs diferents. An3logament, els

factors
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N# _M}H'l _ 1'&.;'4~1--M‘u+1
Mu -M#+l p k -M;.Hl o,
(N M ) M (ng+1-k)
pc+1 +1
P = P H ’

s6n constants dins la classe, i no nuls, Aquests factors comuns

ho sén de 5 ‘ : 5
. . M (no_M.) + (1"t) M.,
1> pe1 1ML 1 izp+sl *
(*%) P ,

Ml

la suma estesa a tots els M' de la mateixa classe. Calculem

els exponents.

Observem que

k
> M, = Y Jh,
izp+l * j=1 3’
i que k
M2 = ¥ j%h..
i2u+l i j=1 J
Per tant, . K
(1~t) 3 M, = (1-t) X 3 h.,
12 p%l =1~
i també&
k : ¢
> M, (no=-M;y) =no Zjhj-noMpﬂ%-..z M, (M (MM L)) =
i2Zuptl j=1 - i2u+l
e « .
- 2 - - 12
=no Fghy-me M- Tihgr X MMM
=1 j=1 12 p+l

Ara b&, n(,M‘“_l li Z:A*fﬁ (M;-M; ;) sén constants dins la mateixa

classe: el terme noM“+1 &s clar, i, per l'altre, noméds cal ob-

servar que els sumands no nuls s6n els que corresponen als salts



MMy > 0,.... AixI, (**) es pot escriure com el producte del
factor comi
z Mi (Mi_Mi+1) ~ Iy M”+1,’

p izp+l '

que &s un nlmero real i positiu, per la suma

k
Z j hj (l't+n0-j)

2.’

estesa a totes les families (h,,...,hk) amb hj 2 1 per a tot
j excepte per als valors de j que caracteritzen la classe,
pels gquals hj = 0.

Perd aguesta suma es pot escriure en la forma

[T = = [lp (1-p
i hj =21 3
el producte estds a tots els j pels quals hj # 0.

Aquest producte, finit i no buit ja que k 2 1, defineix
una funcib meromorfa de tot el pla complex amb pols simples
finicament en els punts t = ne+ 1 - j per als valors de j tals
que hj # 0.

Per a acabar, només cal observar que el factor Bp(K;t)
&z una suma finita de funcions meromorfes amb pols simples en
alguns dels punts t = ng +1 - j, 1 < j <k, i tots aquests
punts sdn pol simple d'algun sumand. A més a més, 1 <k €< ng

sipy=011<k<ne+l si g 2 1. Aixd acaba la demostracis.s

Com que la funcib { (t) t& un pol simple en t = 1, obte

nim el

J{1-t+ne -j)hj j(l=-t+ng~7j) j(1-t+ne-j)
)

55.
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Corol.lari 7.7.- La funcid Gtr(K;t) es prolonga a una funcib
meromorfa de tot el pla complex amb pols sim-
ples en els punts t = 1,2,...,n0, si K no con
té& les arrels p-2simes de la unitat, i en
t=20,1,2,...,00, si K conté les arrels p-&si
mes de la unitat.

El mateix passa a la funcib G(K;t) excep

te que el pol en t = 1 &s un pol doble.®
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capftoL 11,

EXTENSIONS ABELIANES DE @ DE GRAU DONAT I RAMIFICACIO PREFIXADA,

§1. Introduccis i notacions

‘En el capfitol I hem vist que per a calcular el nimero
d'extensions abelianes de grau donat d'un cos local &s conve-
nient comptar, en primer lloc, les extensions amb grau i Index
de ramificacié donats. En el cas de les extensions abelianes
de @ passa quelcom semblant.

Sigui P un conjunt finit i no buit de nlimeros primers;
posem p;;pz,...,pk, els primers senars de P , que considerarem
ordenats en la forma p;< p;< ...< Py s i posem po = 2; d'aques-
ta manera, P = {p;;pz,...,pk} si 2 ¢ P, i P= {po,pl,...,pk} si
2 €P.

Siguin n,eo,e;;e:,...,ek, enters > 1 i posem g?feg,...,ek
si2Pie-= (eo,el;...,ek) si 2 € P. Fixem una clausura al
gebraica q de Q. A tot el que resta dé memdria denotarem per
Eab(n,g;P) el conjunt de totes les extensions abelianes Klq,

K C @, de grau [K:Ql= n, amb Indexs de ramificacié epi(Kla) = ey
en els primers p; € P, 1 no ramificades a cap primer finit p &P,
Designarem per d(n,g;?) el cardinal de Eab(n,g;P).

Com a conseqiidncia del teorema d'Hermite-Minkowski (cf.

[sam 1: cap. IV, §31}, el conjunt Zab(n,g;P) és finit, possi-

blement buit. En aquiest capitol es tracta el problema de donar

(les) condicions necessiries per a qué el conjunt Eab(n,g;P)

)



sigui no buit, i de calcular a(n,e;P}.

Comencem per fer una exposicid dels resultats, per al-
tra banda ben coneguts, del cas quadrdtic i passem tot sequit
a estudiar el cas en qué el conjunt P estd format per un fnic
primer. Igual gue en ei cas de Qp, el teorema de Kronecker-We
ber (cf. [Ne 1: cap. III, §3, teor. 3.8]) permet resoldre im-
mediatament aquest cas, ja que el grup de Galois de 1'extensid
abeliapa maximal de Q no ramificada fora d'un primer &s un grup
molt senzill. ’

El pas segiient consisteix a establir les condicions
necessidries que ha de verificar la terna (n,e;P) a fi que el
conjunt Z_, (n,e;P) sigui no buit. Per a aix® construim unes ex
tensions "universals" per a les parelles (e;P) (cf. les defini
cions del §5). Aquestes extensions sdn tals que, entre totes,
contenen tots els cossos K € Eab(n}g;P), i que permeten obte~
nir un refinament del teorema de Kronecker-Weber (cf. les ob-
servacions 2 i 4 del §5). Aguestes extensions, que es poden in
terpretar en funci6é dels cossos de géneres, permeten obtenir
algunes conseqgii®ncies sobre el niimero de classes de les exten
sions abelianes de @ (cf. teor. 6.1).

Segquidament, i amb el fi de demostrar la suficiéncié
de les condicions obtingudes, es fa la reduccid del problema
del calcul de é(n,g;?) a un problema combinatori de grups abe
lians finits. Aquesta reducci6 permet demostrar que les condi
cions obtingudes en el teorema 5.16 sén suficients per a qué
el conjunt Z_, (n,e;P) sigui no buit.

Per Gltim, i utilitzant els resultats de grups gque

s'inclouen a 1'ap&ndix, es formulen els resultats concrets so

bre els cardinals a(n,e;P).
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§2.-El cas n = 2.

En el cas de les extensions guadrdtiques de @, els re-
sultats dels problemes enunciats al §1 es poden establir en els

termes seglients (cf., tSam 1: cap. V, §4)):

Proposicid 2.1.~ Sigui P un conjunt finit i no buit de nimeros
~ primers. Aleshores Eab(z,g;P) # ¢ si, i1 només

si, per a tot piGPP és e, = 2.n

Proposicid 2.2.- Posem d = £ p14...-pk, el producte dels pri-
mers senars de P amb el signe elegit de mane-
raque d 1 (mdd 4), i suposem que per a tot

Py € P &8s e; = 2. Aleshores:

a) si 2 € P, Eab(zlgfp) = {Q(ﬁ)}t
{atv=d), qW2d),qW>~-24d)}.

b) si 2 € P, Eab(z,g;P)
En particular, obtenim el cardinal de Eab(z,g;P):

Corol.lari 2.3.~ Amb les notacions anteriors:

1 si 2 &P iper a tot p,€EP &s e, = 2,
i i

a(2,e;P)=13 si 2 € P i per a tot p;€P &s e, = 2,

i
0 si per a algun Py € P &s e > 2.m

Dels elements de Zab(z,g;P) es coneixen també genera-
dors: VA, v~d, v2d, v~2d; els seus polinomis minimals X?-d,
X*+d, X*- 2d, x* + 2d; i els anells d'enters, Z fw], per w =

= ~ii¥¥§;, v-d, v2d, v/~2d, respectivament (cf.[Sam 1: cap. II,§5]).
2
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§3.~ E1 cas P = {p}, p primer senar.

]

En tot aguest § suposarem que P = {p}, p un nimero pri
mer senar i, en conseqiiéncia, el vector e introduit al §1 esti
format per un Ginic enter e > 1. El seglient teorema caracterit-
za quan el conjunt Eab(n,e;{p}) €8s no buit, i déna una primera
descripci6 dels seus elements.

S~

Teorema 3.1.- Posem e = pr e' amb p f e'. Es verifica que:

a) si Eab(n,e;{p}) # ¢, aleshores e =n i p = 1
(mdd e'),
b) si p=1 (mdd e'), aleshores Eab(n,e;{p}) es

td format per una finica extensié de g , que

és ciclica.

Observacié 1.- La part a) d'aquest teorema, aixf com la demos
tracibé que es fa seguidament, tamb& &s valida en el cas p = 2
sense cap canvi. La condicié p 5 1 (mdd e') es tradueix, en el
cas p = 2, per e' = 1, d equivalentment, per "e &s una pot&n-

cia de 2". Aquest fet 1l'usarem al §4.

Demostracib.- a) Si K € Eab(n,e;{p}), com que l'extensid Klg
és abeliana, el teorema de Kronecker-Weber ([Ne 1l: cap. III,
§3, teor. 3.8]) ens assegura que existeix una arrel primitiva
m-&sima de la unitat, §, tal que K C q({); a més a més, com
que KiQ‘ només ramifica en p, podem prendre m de la forma m =

= pt, t > > 0. L'extensi6 Q({)}lq &s totalment ramificada en p,

de manera que Klp també &s totalment ramificada en p; aixd dé



na la igualtat e = n. A part, com que e divideix 1'fndex de ra
mificacié ep(Q(f)lQ) = pt—l(p-l), resulta que t 2 r + 1 i que
e' divideix p - 1.

b) Sigui ara t 2 r + 1 i sigui ¢ una arrel primitiva pt~ésima
de la unitat; com que p # 2, l'extensié Q({)lqQ s ciclica, i
com que e divideix el grau d'aquesta extensid, resulta que
Q(¥) conté un finic subcds K tal que [K:Ql= e. Aleshores, l'ex
tensi6 Klg €s abeliana -encara més, &s ciclica-, totalment ra
mificada ;n p 1 no ramificada fora de p, ja que ho &s l'exten
sid q{$)lq ; per tant K € Eab(e,e;{p}). Perd K no depén del
particular t 2 r + 1 elegit, i com que tot cos de Eab(e,e;{p})

estd inclds en Q{(§) per a algun t > > 0, es té la unicitat.s

Per a precisar millor quina é€s aguesta flinica extensid
abeliana de @ en donarem un element primitiu. Recordem que n = e.
Posem t 2 r + 1 qualsevol i sigui { una arrel primiti-
va pt-ésima de la unitat (cf. 1l'observacié 4 m&s avall). El
grup de Galois de l'extensid @{{)lq €s ciclic, isomorf al grup
nmultiplicatiu dels elements inversibles de Z /pt Z; amés a
més, si g és un generador de (Z /ptZ)*, resulta que 1l'automor

fisme o de Q({) definit per o({) = ¢9 8s un generador de

Gal(Q(f)lQ). Com que K C q(¢) i [K:ql = n, es té& que Gal(Q(})|K)
= < ¢% >, 1'Gnic subgrup d'fndex n de <o > = Gal (QSI)[Q).

Per comoditat d'escriptura, posarem Ki = fgl per a tot
enter, i. Es verifiquen sense cap dificultat les propietats:

j (mdd pt g

i

(1) §&; = fj si, i només si, i p-1)),

1) o) =8,

per a tota parella d'enters i, j.



Definici6.- Posem d = p° Y(p-1)/n, i sigui, per a tot i,

0 €£i<n-1,

d-1
o= /Ly o9t @y
3=0
d-1
B fiegn

Anomenarem a 1, el i-8sim n-periode de { relatiu
a l'arrel primitiva g (cf. 1l'observacif 5 més

avall).

En el cas t = 1, { &s una arrel primitiva p-&sima de
la unitat; Gauss calculd generadors de cada una de les subex-
tensions de @Q(¢) (cf. l'observacid 2 més avall). El teorema
seglient generalitza els resultats de Gauss per a totes les sub
extensions de Q(¢{) tals'que t = r + 1, donant-ne un element

primitiu. En efecte, amb les notacions anteriors:

Teorema 3.2.~ Per a tot enter i, 0 < i <n-1, si t=1r + 1,

aleshores Eab(n,n;{p}) = {Q(ni)}.

Per-ademostrar aquest teorema farem servir el segilent

resultat.

Lema 3.3.- Siqguin Xo, Xi,..., Xq_,+ elements algebraicament
independents sobre un cos k de caracteristica zero
d b8 > d; siguin Ti, Ta,e.., Tqr ©els polinomis si-

m3trics elementals en Xo, Xi,eee.r Xg-,+ 1 siguin
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k k X
‘pk.= Xo*‘X:*‘...*Xd_l,

Newton dels Xo, Xise.., X3_;+ Aleshores k(Tl,...,Td)

1 <k €4, els polinomis de

= k(Pl:--—:Pd)-

Demostracié del lema 3.3.- En efecte, es verifiquen les iden

. k-1 . .
titats de Newton: P = TPy FT2Py 5 T eee * (F1) Tk-lp‘+(-1>]%(Tk‘= 0,
1<k<gd (cf.[lvdaw 1: cap. Vv, §7, exercici 5.18]). Com que
els Py s6n polinomis simS8trics en Xo, Xi,es., X4_,s resulta
que Eip;,...,pd) C k(ti,...,74). Perd, per a 1 < k< d, 6&s

(—l)kk'# 0, de manera que T, s'expressa com una funciS polind

k
mica de Tiseeey Ty=1? Plre++sppi PEY induccié sobre k, i tenint

en compte que T1;= p1, resulta que T € R(p1,eeny Pk); en con-

seqliéncia, Tije..s T4 € k(P1revey pd), d'on l'altra inclusis.®

Demostracié del teorema 3.2.- Sigui £(X) = Irr({,X,K) € K[X]
el polinomi minimal de { sobre K. Com que K C g({), resulta
"que @) = K({) i, per tant, K s’obté de g per 1'adjuncid dels

coeficlients de f(X); per ser Gal(g({)|K) =<<an:>, és f£(X) =
d-1 .

= r] (X~ aJn(f)), i els coeficients de f(X) s6n els polinomis
3£0

simétrics elementals dels elements xj = a]n(f) = 0 €£3J <d-1,

nj’
En virtut del lema 3.3 es t& que K = Q( pyse0es pd), amb Py =

d-1
= Y pij’ 1<k <d.Perd, per ser t =r + 1, 8 d = p' (p-1)/n <
=0
< p-1 <p, de manera que 1 < k <p i k & un element inversi

ble mddul pt; aixf, existeix i = i(k) tal que k = gl i, ales-
d-1
hores, Py = _Zg §i+jn = 7, . Aixd demostra que K C Q(no,n,,...,nn_l).

Per altra banda, per la definicié dels Ny és clar que on(ni) =
=ny; és a dir, que ni'és fix per<:on>>= Gal(Q(¢)|X) i, per

tant, 7 € K. D'aquf resulta que K = Q(no,...,nn_l). Com que,

per a i,j,qualssevol, oj(ni) = ni+j’ els ny sén tots conjugats;
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i per ser Q(ni) de Galois sobre g , Q(ni) = Q(no....,nn_l) = K,

com es volia demostrar.®

Observacib 2.- En el cas moderadament ramificat, é&s a dir, si
p A n, d equivalentment, si r = 0, la demostracid d'aquest teo

rema 3.2 &s m8s senzilla (cf.[v.d W 1: cap. VIII, §4]): si
n-1

a, € Q sén tals que 7 a. N
i=0

d,cops\;ada un, sén els coeficients d'una combinacié lineal de

il

0, aleshores els as, repetits

totes les arrels primitives p—ésimes'de la unitat; és a dir,

de ¢,8%,..., ;p-l. Dividint per § , obtenim que { &s arrel d'un
polinomi a coeficients en @ i de grau < p-2; com que { &s de
grau p-1 sobre @ , resulta que tots els a; sén zero, i els
no,nl,...,nn_l, s6n linealment independents; en conseqlidncia,
els no,nn,...,nn_l, sén tdts diferents. Com que s6n conjugats,
es dedueix que [@(Mo):@ ] = n; perd [K:ql =n i ne € K, ja que

o™ (no) = Mo, de manera que, per qiiestis de graus, K = q(7o).

Observacidé 3.- En el cas salvatgement ramificat; &s a dir, si

pin & equivalentment, si r=21, la demostracié de [va wai]
n-1

no €s possible, ja que )y ny = 0 i els ny no s6n pas lineal-
i=0

ment independents; malgrat aixd, es dedueix de la demostracié

n-1
del teorema 3.2 que sI que s8n diferents. En efecte, 2 7y
i=0
€s la suma de totes les arrels primitives p ! asimes de 1la

unitat; com que r + 1 ? 2, afegint-hi la suma de totes les
arrels pr—ésimes de la unitat, primitives i no primitives, s'ob
t& la suma de totes les arxrels pr+1—ésimes de la unitat. Perd

per a t 2 1 la suma de les arrels pt-ésimes de la unitat és

zero i, per tant, 3 n; = 0.
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Observacid 4.~ Per a la validesa del teorema 3.2 cal prendre
t =r + 1. Malgrat que per a tot t 2 r + 1 també &s K C q({) i
podem construir els n-perfodes, no és cert que per a t > r + 1
sigui K = Q(ﬂi) per a cap i. En efecte, es verifica la proposi
cié 3.4 més avall, de manera que K = (7o) si, i només si, t =
= r + 1; &8s -a:dir si, i només si, t &s la valoracib p-ddica del
conductor de 1l'extensié Klg.

T
Observaci6 5.~ Hem definit més amunt els n-perfodes de { rela
tius a l'arrel primitiva g. El conjunt{no,nx,...,nn_l} no de-
pén, perd, ni de 1l'eleccid de g ni de 1'eleccis de l'arrel de
la unitat { , de manera que es pot parlar dels n-perfodes de
;'extensié Q) Q. En efecte, com que n divideix l'ordre de
(Z /pt Z)*, resulta que els exponents gi+jn de { en el n-perio
de ny formenvuna classe lateral mddul el subgrup < gn >; com
que (Z /pt Z)* =<g > &s ciclic, el subgrup < g™ > no depén
del generador g elegit i, en consegii®ncia, les classes late~
rals tampoc. Per altra banda, si canviem { per una altra arrel
primitiva pt-ésima de la unitat, {', resulta que {' = §ga per
un cert @ , i aleshores, per a tot i, 0 € i < n-1, &s n! =

a-1 a-1 *

T L

Observem, a més a més, que 7Ny tampoc no depén de g 1

que els ny s'obtenen com els diferents %, associats a les di-

ferents arrels primitives pt-ésimes de la unitat, ¢.

Proposici6 3.4.- Si t > r + 1, § &s una arrel primitiva pt-ési
ma de la unitat, i1 mo¢ &s un n-periode qualse

vol de § , aleshores n¢ = 0.
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Demostraci6.~- Com que n divideix pr(p-l), cada n-perfode &s la

suma d'exactament e' pr(p—l)-periodes. Aixf, podem suposar que

n = p*(p-1) i, per tant, que e' = p-1 i d = p- ¥~!, Considerem,

doncs, n = pr(p—l), el n-perfode 7o = fn + §2n ...t rdn i els

exponents gn, gzn,...,gdn =1, de { que apareixen en %;. L'a-

nell z /pt Z &s local, de manera que 1 + pr+1(Z /pt Z) s un

subgrup del grup de les unitats, < g > ; com que 1l'ordre de

otz /ot Z) &s pt ¥l = 4, que &s l'ordre de < g" > , resul

1+ pr+1(z /pt Z) . Aleshores, ¢1 10 &s la
r+l1

ta que < g" >

r+l r+l

suma de les poténcies p : 2p re++7d P , de ¢ 6, el que

r+l1
és el mateix, la suma de les poténcies 1,2,...,d, de ¢P 3
r+l
pexd ¢P €s una arrel primitiva d-ésima de la unitat i, per

tant, I‘l No = 0; en conseqgiiéncia, o = 0.9

Observacié 6.- La proposicié 3.4 &8s equivalent al seglient re-

sultat que s‘utilitza en [B-N 1; §2, lema 2.1]:

Lema 3.5.- Sigui ¥ : (Z /p**'z)* - ¢, r > 0, una funcié
qualsevol, i sigui §{ una arrel primitiva pt-ésima
de la unitat, t > r + 1.

Aleshores, es verifica gque

Y(ug = o0.m
u € (z /pt z)*

En efecte, ¥{(u) &s constant a cada classe lateral de
(z</ptz)* mddul pr+1, de manera que només cal veure queZ {Y=0
quan u recorre la dita classe lateral. Aixd &s consegii®ncia
= W

de la proposici6 3.4, ja que Z ¢u Mo per a un cert ug que

depén de la classe lateral. Per altra banda, la proposici6



3.4 &s el cas particular del lema 3.5 donat per la funcié

r+l

1 , 81 u= 1 (mdd p Y
v(u) =

0, , altrament.

67.
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‘84.- El cas P = {2} .

Suposem ara que P = {2} i sigui e un enter > 1. En el
teorema 3.1. a), hem vist que una condicid necessiria per a qué
Eab(n,e;{z}) # ¢ €s que e = n 1 que e sigui una poténcia de 2.
Aquesta condicib &s també suficient, Per a demostrar=-ho, calcu
lem en primer lloc el reticle dels subcossos de gq{(f) per a to
ta arrel primitiva 2t-3sima de 1a unitat, ¢.

Proposici6 4.1.~ Sigui t 2 2 1 sigui { una arrel primitiva
Zt-ésima de la unitat. Aleshores, el reticle

dels subcossos de @g(§) é&s el seglient:

Qff)

a+t™h  qu-tThH  qid

s L S S B Y

o

%Y ™Y i

4 3 ]
] 1] 1
] ! :

af ) QW =2) Qi
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Demostraci6.- L'extensi6é Q(§)lQ &s abeliana amb grup de Galois
isomorf al grup (Z /2 Z) x (Z 72%22) , i en el lema 3.2 del ~a
pitol I s'ha calculat el reticle dels subgrups d'aguest grup.
Per tant, només cal veure gquins cossos ocupen els vértexs del re

t-1

ticle. Com que $? &s una arrel primitiva 2= -&sima de la uni-

b

tat, només cal comprovar que els cossos @Q({ + f—l), Q¢ - ¢~
i Q(f@'t_z) ocupen els v@rtexs corresponents, i un argument in
ductiu acaba la demostracib. Com que Q(§ + f—l)fg és la subex-
tensid real maximal de @{{)! @, queda clara la posicibé dels cos
sos Q(f+th) 1 qui2+ t~2). per tant, només cal veure que el

" tercer cos K tal que [Q(f):K] = 2 &s K = Q(f-f_l). Perd es té

que ¢ &s arrel de (X~{) (X+ t™h = x? - @-tThx-1, i que (¢-t74 %=
by =

= [Q(f'f-l): Q(f%'f_z)] = 2. Com que K—K—l & R, &s clar que

= %722 € QU (7). per tant [Q(t): U=t~

at-t"Yh # g+t . Només cal veure que Qt-t"h £ 2. Pe
ra G-t"hHeeh =32-¢72
€ Q(t2), ja que §+¢7

€ @q(t?), de manera que {- ¢t g

no hi pertany.®

, Ara ja estem en condicions de demostrar la suficiéncia
de les condicions del teorema 3.1. a) en el cas P = {2} . Es t§&,

efectivament, el segiient

Teorema 4.2.- Siguin e = n = 2, t =r + 2, i ¢ una arrel pri-
mitiva Zt-ésima de la unitat. Aleshores, Eab(e,e;{z})=
= { q¢?), qu+™hH, @-t"1}. En particular,

si r>1, & a(2%,2%;{2}) = 3.
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Demostracid.- En virtut del teorema de Kronecker-Weber, si

K € Eab(e,e;{2}), existeix t > > 0 i existeix una arrel primi
tiva 2t-ésima de la unitat, §, tals que K C q({); a m&s a més,
podem prendre t = r + 2, per qliestid del grau (c¢f. la proposi
cié anterior). Com que ()| &s totalment ramificada en 2 i
no ramificada fora de {2} , tamb& ho s6n totes les seves sub-
extensions. aAixf, Eab(e,e;{z}) esti format per tots els sub-

cossos K C g(f) de grau [K:g] = 2%; &8s a dir, pels cossos @(¢?),

at+t™h, q@-t"hH .=

Igual que en el cas n = 2, podem donar tamb& els poli-
nomis minimals per als elements primitius f?, K*f—l, f-f_l.

En efecte, es verifica que

Corol.lari 4.3.- Sigui f(X) = x> - 2 € Q[X] , i posem fj(x) =
3)
(fe...°f) (X), per a tot natural j, la subs

titucid consecutiva de X per f£(X}. Aleshores,

es té que:

a)  Irr(3*,X;Q) = x* 41,
b Irr(+tThLx@ = £ (0,
o) Irr(6=tThLx,@ = £, (x*+ 2),

on fo (X) = X. Els polinomis fr(X), i fr_l(xz+2)
s6n mdnics, de grau 2r, a coeficients enters

i d'Eisenstein respecte del primer 2.

Demostracif.- a) &s clar, ja que $? &8s una arrel primitiva

by
2¥"1l_2sima de la unitat i X2 + 1 8s el polinomi ciclotdmic

2r+1—ésim. Per altra banda, i per induccib sobre r, fr(x) i
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fr_l(xf+ 2) s6n polinomis monics i d'Eisenstein respecte del
primer 2. Només cal veure que fr(§+§-1) = fr_l((§-§—1)2+2) = 0.
Perd (§-§—1)2+ 2 = §?+§_2 = (¢ + 5—1)2* 2 i, per induccié sobre
r, fr(§+§_l) = 0. Per tant, f_(X) anul.la c+t”l g fr_l(X2+"2)

anul.la {—I-l; com gue tenen el grau adequat, fet.®
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§5.- Condicions necessiries per a qud Eab(nlgif) # ¢ en el cas

general.

En aquest § es tracta el problema d'establir les condi
cions necessdries per a qué, en el cas general, el conjunt

Eab(n,ng) sigui no buit. El seglient resultat enddna les primeres.

Proposicié 5.1.~ Si Eab(n,g;P) # ¢ , ‘aleshores existeixen na-
t
turals t; > 1 tals que per am = [] pii
. pi€ P
es verifiguen les condicions:

a') n le{(m),
b) si g = m.c.m. {ei:pi € P}, aleshores
uln,

r

c) per a tot p, € P, si poseme, =p et
i i i i

amb p, / ej, aleshores Py =1 (mdd ej).

Demostraci6.- Sigui K € Eab(n,g;P); com que l'extensié K@

€s abeliana, existeix una arrel primitiva m-&sima de la uni-
tat, §{ , tal que XK € Q{($); a més a més, com que K|Q no rami-
fica fora de P , podem prendre m de la forma m = || P;
amb t; > > 0. L'extensi6 Q({)lQ &s de grau y(m) E}Epgr tant,

el grau n de l'extensid K|Q divideix ¢(m). Per altra banda,

£, -1
per a tot p;, € P és e (Q(5)1Q) = pii (py~1), de manera que
t,-1 i o
ey divideix pii (pi-l); en conseqgiidncia, si ey = pii e; amb

Py A ei, ha de ser ty > ry +1 i eii p;~1. Per Gltim, la con-
dicibé b) &s valida per a qualsevol extensid de Galois, ja que,
per a tot primer p, l'fndex de ramificacié ep(KlQ) divideix

el grau {K:g].®
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Aquestes condicions no sén, perd, suficients per a qué
el conjunt Zab(n,g;P) sigui no buit. Per exemple, en el cas
P = {p} , un Gnic primer, es té& gue # = e; perd en virtut del
teorema 3.1, si Eab(n,e; {p} ) &s no buit, aleshores e = n; és
a dir, # = n. En consegliéncia, cal buscar m&s condicions a
fi de caracteritzar quan Eab(n,g;P) £ ¢,

A partir d'ara, i per simplicitat, convindrd distingir
dos casos: 2 P i 2€ 7P, Coﬁencem pel cas 2 € P i suposem
que es verifiquen les condicions a', b, ¢, de la proposicid
5.1.

Per a tot p; € P , i com que P; &s senar, existeix una
nica extensié abeliana de Q de grau e totalment ramificada
en p; i no ramificada fora de'{pi} {cf. teorema 3.1. b). Sigui
Si un element primitiu d'aquesta extensid, i posem L = Q(8,,..., Bk),

la composicib de les extensions Q(Oi)lQ » pPer a p; € P. Con-

5 X . Ny
vindrd considerar tamb& els cossos Q(Bi) = Q(B;,...,91_1,81+1,...,6k)
1€1i<k,

Lema 5.2.- L'extensié L|Q &s abeliana, de grau [] e;, mo
p.€ P

ramificada fora de P , i amb indexs de ‘ramificacid

epi(LlQ) = ey, per a tot p; € P .
Demostracid.~ Com gue les extensions Q(Gi)lQ , 1 €1 €k, s6n
abelianes i no ramificades fora de P , la composicid L|Q é&s
abeliana 1 no ramificada fora de P . Per altra banda, les ex-
tensions Q(Bi)|Q , 1 <i <k, s6n linealment disjuntes, ja

N

que Q(6;)1Q &s totalment ramificada en p; i Q(6,)!Q és no

ramificada en p;. Per tant [L:Q] = [l e.. calcutem els in-
i p.E P i
i



LA

o
dexs de ramificacid s (Ll@) . Com que Q(F,)1Q és no ramifica
i

da en p,, e(Lil@ ) = e(LlQ (a;)) =e(Q (6)1Q) = e;, com voliem

demostrar.®

Per a tot p; € P, sigui §i una arrel primitiva pii-ési
ma de la unitat; aleshores, el producte { = §14...'§k é€s una
arrel primitiva m-&sima de la unitat. Posem G; = Gal(Q(ti)lQ),
1<i<k, i sigui G = Gal(Q(I)IQ), Com que els p; s6n senars,
les extensions Q(?i)IQ s6n cicliques i p:df? escriure G; =<o;>,
amb ¢, un automorfisme de Q({) d'ordre pii (p;-1); a més a
més, podem elegir els‘oi de manera que G’=<iol>,®".$<:ok> » Ja
que les extensions Q(Ii)IQ s6n linealment disjuntes. Com que,
per a 1 S i<k, & Q(Gi) c Q({i)'(cf. teorema 3.1) i Q({i) c
C Q(f), resulta que L C Q(§). Amb aguestes notacions es veri-
fica el seglient exercici:

e
k
k >

]

Lema 5.3.- Gal(Q(¢) IL) =<oS'>0,...06 <o

Demostraci6.- Com que L = Q(81,...,0,), & Gal(Q(f) | L) =

k
= ﬂGal'(Q({)HiQ(Bi)); perd Q(Oi)IQ 8s l'finica subextensié de

i=1 ’ e,
Q(5;)1Q de grau e;, de mgnera que Gal(Q(f,) | Q@(6,)) =<oil >,
1'Gnic subgrup de Gy d'index e;. Per tant, Gal(Q(f)|Q (91)) =

. e,
=<g, > o, <o >9<ol>0<ai+1>e...® <o, > i,

i-1 i
. e
en conseqii®éncia, Gal(Q(f) | L) = <of! >e.,.0 < okk >.u

Aquest estudi dels grups de'Galois ens permet calcular

L en la forma segiient:
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Lema 5.4.- L = |}‘I Q,, t57h).

k
Demostracié.~ La inclusié L C r7 Q(G ’ §§ ) és clara. Per
altra banda, (exercici), Gal(Q f)l rj Q(Gl, ff )) 2
i=1
2 (L_] Gal(Q@)la (6., If 1) = Gal(Q() IL), de manera

i=1
que s'obt& l'altra inclusib.®

La condicib necessdria que cal afegir a les de la pro
posicié 5.1 per a qué Eab(n,g;P) sigui no buit la deduirem del

seglient teorema (cf. corol.lari 5.8):

Teorema 5.5.- Suposem que 2 & P i que la terna (n,e;P) verifi
ca les condicions a'), b), i ¢), de la proposi-
c¢ié 5.1, Sigui L el cos construit més amunt.
Aleshores, per a tot cos K € Eab(n,g;P) es té

que K C L.

Observacid 1.- E1 cos L no depén ni de n, ni de l'eleccid dels
ty > > 0. En efecte, per a tot primer P; € P existeix el cos
gQ(Bi) i estd univocament determinat per e;r Jaque py =1

{mdd ei). Per tant, el cos‘L = Q(o,,...,ek) estd univocament
determinat per la parella (e;P), en el cas en qué 2 € P i que

els e, verifiquin la condicid eil p;~1, per a tot p; € P. De

manera que podem donar la seglient

Definici6.- Anomenarem a L|Q 1'extensié (e;P)-universal.



Observaci6é 2.- Un estudi acurat del conductor de les extensions
KlQ per a K € Eab(n,g;P), juntamegt amb el teorema de Kronecker-
Weber, donaria les inclusions K C Q) per a una arrel primiti
va m-8sima de la unitat, §, amb m = [] p§i+1, i no per a va
lors mésApetits de m. Es té&, perd, qﬁé?iﬁ@ €s una subextensid,

en general estricta, de G({)! @, de manera que el teorema 5.5

&s un refinament del teorema de Kronecker-Weber en el cas 2 & P.

(Per al cés 2€ P, cf. el teorema 5.12 més avall).

Demostrécié del teorema 5.5.- En virtut del lema 5.4, només cal
veure que, per a 1 < i <k, 8 K C Q(Oi,-ffgl); perd, com que

K C K(I{Il), és suficient provar que K({fll) ca,, {{Il). De
fet, el seglient resultat dbna la igualtat i acaba la demostra-

cib.m

Proposici8 5.6.- Per a 1 S 1 €k, 1 per a tot K € Eab(n,g;P),
S -1
es té que K(S‘fi ) = Q(oil gri ).

Demostracif.~ Per a gualsevol elecci$ dels ty = Ty + 1 es té
que Q(;{El) c Q(Bi,gle) C Q(¢), mentre gue per a t; >>0

es t& que Q(tf;Y) S K(r¢]') € Q(¢)s perd 1'extensis a()la(zsy )
€s ciclica, de manera que.només cal veure que Q(ei.ggzl) i
K({{Il) tenen el mateix grau relatiu sobre Q(ggzl). Com que

Q(t) LQ(;;EI) s totalment ramificada en p,, tamb& ho s6n les
subextensions Q(Bi,fle) lQ({{Il) i K({ggl) IQ({;Zl) i, per
tant, només cal veure que els Indexs.de ramificacié en Py de
les dues extensions coincideixen. Perd Q(;g;l)IQ és no ramifi
cada en P;r de manera que e

p

1
L _ -1 -1 .
=e;, i taméé‘epi(K(rfi ey = epi(KlQ) =e,.m

-1 -
@ogsrilageih) = ep, (@010 =



Corol.lari 5.7.- Per a tot cos K € Eab(n,g;P), 1'extensid LIK

&8s no ramificada a tot primer finit de K.

Demostracié.~ L'extensié LIQ &s no ramificada fora de P ; per
tant, LIK &s no ramificada a tot primer finit de K que dividei
xi un nfimero primer p ¥ P. Per altra banda, pef a tot p; € P
s e (LIQ) = e _(KIQ) = e,, de manera que LIK &s no ramifica

i i
da a tot primer finit de K que divideixi un primer p; €p,.n

Corol.lari 5.8.- Si Eab(nyg;P) # ¢ aleshores n divideix [1 e

piGPl

Demostracif.~- Si K € Eab(n,g;P), aleshores K € L, de manera
que el grau n = [K:é] divideix [L:d] = [1 e,."
. By €7

Passem ara al cas 2 € P 1 suposem que es verifiquen
les condicions a'), b), c¢Y del teorema 5.1. Estenguem les no-
tacions del cas 2 ¢ P al cas 2 € P : per a 1 < i <k, siqui
Q(Oi)lQ 1'finica extensid abeliana de grau e;, no ramificada
fora de {pi} i totalment ramificada en p;, com abans; per al-
tra banda, siguin k;1Q, k31 Q, ksl Q, les tres extensions abe-
lianes de Q de grau e, = 2° , no ramificades fora de {2}, i
totalment ramificades en 2; posem L = Q(e,,...,ek), i siguin
Lj = kj(e};...,ok) = fsz, 1 <4 <3,
Observacié 3.- L'extensié LIQ &8s la mateixa que en el cas 2 & P.
Per altra banda, les extensions hj1Q , 1 <5 <3, només depe-

nen de eo = 2°°; per tant, les extensions LjIQ P 1S53,

només depenen de la parella (e;P), i existeixen sempre que es
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verifiquin les condicions eil p;-1 per a tot primer Py € P
(cE. l'observacié 1 més amunt). Andlogament al cas 2 € P po-

dem donar la seglient

DPefinicié.~ Anomenarem a les leQ ; 1 <3j <3, les extensions

(e;P)-universals.

Lema 5.9.- Per a 1 < j < 3, les extensions leQ s6n abelianes,
no ramificades fora de P , de grau rlei, i amb
p:€P
indexs de ramificacid ep (leQ) = ei,lper a tot

i
p;€ P.

Demostracif.- Es completament andloga a la del lema 5.2.%

Sigui ara, per a 0 < i < k,'fi una arrel primitiva

t,
pil-ésima de la unitat, on prenem t, > ry +1si1 < i <k,

. N
i to >ro + 2; posem f = ;’; '...';'k, i f = ffo. Siguin

Gi = Gal(Q({i)ﬂ Q), 0 <1i <k. Es té gue:

(i) per a 1 <i<k, G = <o, >,

(11} per a 1 =0, G=<0 > & <g,>,
o t -1
amb o, un automorfisme de Q(f) d'ordre p;~ (p;-1) i ¢ un

automorfisme de 0(93 d'ordre 2, que podem elegir, com el cas
2 € P, de tal manera que Gal(Q({)lQ) = <o >e<g>e<g,>e,, .0 <0, > =
=G © G © ...2 G.

Posem, també( per a 1 < j < 3, Hj = Gal (Q($o) | kj);
els Hy sén els tres subgrups de Go d'ordre 25 7F7l res de-
mostracions dels dos lemes segiients s6n andlogues a les dels

lemes 5.3 i 5.4, respectivament, i no les repetirem.
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Lema 5.10.~ Per a 1 < j < 3, Gal(Q(?3| Lj) =

e
=H, ®© <¢¥1 > 6 ,,0e<g¢g K> n
J k

k
Mo=1
=k 5) 0 ([] ey, 55Th) .

i=1

Lema 5.11.- Per a 1 < j < 3, Lj

Teorema 5.12.~ Suposem que 2 € P i que la terna (n,e;P) veri-
fica les condicions a'}), b), c¢) de la proposi-
cié 5.1. Aleshores, per a tot cos K € Eab(n,g;P),

existeix un Gnic j, 1 < j < 3, tal que K C Lj.

Demostracis.- Veiem, primer, la unicitat. Si j # j', 1 < j,

j' < 3, aleshores Lj 8] Lj' = kL on k = hj N hj" En efec-

te, Lj n Lj' D kL &s clara, 1 per altra banda, Gal(Q(?3leﬂsL§.) )
, ! o

2 «<Ga1(Q('§\')le), Gal(@(?’)lLJ..)) = (Hj+Hj.)<9 <0,%1> 0...0 <akk > =

i

Gal(Q({) kL) déna 1'altra inclusi6. Perd e (kLIQ) = e, (k@) =
= IE:Q] = eo/2 <eo , ja que LIQ &s no ramificada en p, = 2;
per tant, no pot ser K C kL, ja que 5, (K 1Q) =e , si K €
€ Eab(n,g;P).

Per a l'existéncia, i en virtut del lema 5.11, &s su-
ficient veure que, donat K € Eab(n,g;P), existeix j, 1 < j < 3,
tal que K C kj(f) iKC Q(Oi, ??;1) per a 1 <1i <k. An3loga-
ment al cas 2 # P, aixd &s conseqiiéncia de la seglient propo-

sicis.m

Proposici6 5.13.~ En les hipdtesis del teorema 5.12, existeix
j» 1 <3 <3, tal que K({) = faj(s*) i que,

per a tot i, 1 <i <k, & K(%;") = a8,



80.

Demostracif.- El cas 1 < i < k &s andleg al cas 2 & P :
Q(?)IQ (?};1) &s totalment ramificada en p,, no ramifieada fo
ra de'{pi} , i1 cfclica, i les extensions K(?};l)lQ(?fgl) i
Q(ei,??;l)ig(??;l) tenen el mateix Index de ramificacis, e,
en p;; per tant, coincideixen. Pel cas que queda, l'extensié
Q(?ﬁlQ({) &s totalment ramificada en po i amb grup de Galois
isomorf a Gal(Q($e)l@). Com gue les extensions K{({)l Q(¢) i
kj(f)lQ(f), 1 < j < 3, tenen el mateix fndex de ramificacié
€ , en po , i els kj(f) sén les ﬁniéues subextehsions de
Q(?ﬁIQ(I) de grau e, sobre Q(f), K(¢) ha de ser una de les

tres.n®

Observacid 4.- Andlogament al cas 2 ¢ P, el teorema 5.12 8&s
un refinament del teorema de Kronecker-Weber per al cas 2 € P.
Ara, perd, obtenim tres extensions de § , en 1loc d'una sola,

que contenen entre totes tres tots els cossos K de Eab(n,g;P).

Corol.lari 5.14.- Per a 1 < j <3, si K€ Eab(n,g;P) i KC Lj'
aleshores LjIK €s no ramificada a tot primer

finit.®

Corol.lari 5.15.~ Si Eab(n,E;P) # ¢ , aleshores n divideix

[] e;.m

[
p; €7

Pel que fa refer&ncia als problemes plantejats al §1,

els resultats d'agquest § es poden resumir en el seglient
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Teorema 5.16.— Sigui P un conjunt finit i no buit de nfimeros
primers, i siguin n,e, com al §1. Suposem que
Eab(n,g;P) és no buit. Aleshores, es verifiquen

les condicions

a) n divideix ] e
P, €pP
b) si p = m.c.ﬁ. {ei:pi € P}, aleshores p

divideix n,

r,
c) si per a tot p, € P posem ey = Pil ei

amb p, [ e}, aleshores p; =1 (mda e}).m

Observaci6 5.~ Les condicions a) 1 ¢} impliquen l'existéncia
de naturals t; > > 0 tals que, per a m = I;] Pp:i és nly(m);
per tant, la condicid a) d'aquest teoremapiés m&s forta que
la condici6 a') de la proposicié 5.1, sempre que es verifiqui

la condicid ¢). A més a més, es llegeix directament de les da

des n,e, P.

En particular, aquest teorema diu que les extensions
abelianes de g no sén ni "poc" ramificades -el producte de
tots els Indexs de ramificaci6 &s mfiltiple del grau de l'ex-
‘tensi6~, ni tampoc no s6n "molt" ramificades -el minim mlti
ple coml dels fndexs de ramificacié divideix el grau. Aixd no
€s cert, en general, si l'extensib no &s abeliana, & si el cos
base no &s el cos dels niimeros racionals. En efecte, es té el
segiilent exemple en el cas no abelil sobre Q (cf.[Sam 1: cap.

VI, problema 2.B.d}]).



Exemple 5.17.- Considerem el polinémi £(X) = X’ - X + 1; aquest
polinomi &s irreduible a Q [X] i podem considerar una arrel «
de £(X) en Q; posem K = Q(«) i sigui L la clausura normal de
l'extensié KiQ@ . El discriminant de f(X) &s -23, de manera que
el discriminant de 1l'extensié KIQ és A(K|Q) = -23; en conse-
qi&ncia, K[Q només ramifica en p = 23, i com que 23> no divi
deix A(KIQ), resulta qgue, per forga, 23 ramifica en la forma P?.Q
amb P', Q , primers diferents de K. Per altra banda, K|Q no

8s de Galois i, per tant, [L:Q] =6 i L1Q no &s abeliana; a

més a més, L = K(vr:5§) és la composici6 de les extensions

KiQ i ,Q(-23)1Q ; en particular, LIQ no ramifica fora de

{23}. Veiem gue 923(LIQ) = 2; amb aix® tindrem que n = 6 no
divideix E} e, ='2. Com que e23(QGJ”:§§)IQ) = 2, resulta
que e23(LLgi) gs parell; perd com que en K hi ha més d'un pri
mer que divideix 23, en L també&; de la f6rmula n = efg, com

que e23(LlQ) &s parell i 923(LIQ) > 1, resulta que f,,4(LlQ) = 1,

vgz3(LlQ) = 3 i e23(L[Q)’= 2, com volfem veure.
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§6.~ Conseqiidncies

En aquest § obtenim una conseqii®ncia sobre el nfimerc
de classes de les extensions abelianes de @ : concretament,
n'obtenim un divisor. Per a aixd, suposem gue la terna (n,e;P)
verifica les condicions del teorema 5.16.

Posem e = [l e, i sigui LIQ una extensi6 (g;P)-uni
piEP
versal. Per a tota extensid finita K|Q , posem h{K) el nmero

de classes del cos K. Amb aquestes notacions-es verifica el se

glient

Teorema 6.1.~- Si K € Eab(n,g;P) i K €L, aleshores el guocient
e/n divideix 2h(K). A més a m&és, si K &s complex,

d bé si L és real, e/n divideix h(K).

Demostracif.- L'extensid LK &s abeliana i no ramificada a tot
primer finit de K (cf. corol.laris 5.7 i 5.14), de manera que
si LIK no ramifica en els primers de 1'infinit de K, el grau
e/n = [L:K] divideix el grau; h({K), del cos de classes de K.
Ara b&, en el cas en qué L (i per tant, K) &s real, i en el cas
en qué K (i per tant, L) &s complex, L|K també &s no ramifica-
da en els primers de l'infinit de K. Per altra banda, en el cas
en qué L &s complex i K &s real; posem A C L la mixima subex-
tensibé real de L; aleshores K C Lt i LY |K &s abeliana i no ra-
mificada a tot primer (finit o no] de XK. En aquest cas, només
cal veure gque [L*:K] = e/2n, & equivalentment, que [L:L7]= 2.
Perd aixd es verifica per a tota extensid de Galois complexa

LlQ , ja que L* &s el cos fix pel grup d'inércia en els primers



de 1l'infinit de L, i aguest grup &s d'ordre 2.®

La segllent proposicié déna una caracteritzacié de quan
el cos L &s un cos real. Aquesta caracteritzacié &s una propie *
tat que, si 2 € P, només depé&n de la parella (e;P) . Mantinguem

les notacions del §5.

Proposicid 6.2.- &) Si 2 € P, L &s real si, i només si, per a
1 <1i<k, es verifica que p; =1 (mdd Zéi).
b) si 2€ P, L s feal si, i només si, per a
1 <i<k, es verifica que p; = 1 (mdd 2e;)
i a més a m8s l'extensié (eo;{2})~universal

inclosa en L é&s real.

Demostraci8.~ El cos L &s real si, 1 només si, totes les sub-
extensions (ei;{pi})-universals de LIQ s6n reals, ja que L &s

la composicié d'aquestes. Ara b&, si P # 2, l'extensi6 (e.;{pi})-
universal Qo )IQ '8s real si, 1 nomé&s si, Q(@, ) C Q(f, +§i ),

r,+l
on fi €s una arrel primitiva Py -&sima de la unitat. Perd
r o
[act +t7h a0 = p .t

de manera que Q) < a(, +§ ) si, i nomss si, e; =[Q(6,):Q]

p;~1)/2; -1 l'éxtensié Q(¢ )lQés ciclica,

divideix pi (pi-l)/Z- equlvalentment, si, i nom&s si, ej divi

deix (pi—l)/z.'

En el cas de les extensions quadrdtiques de @ , el teo
rema 6.1 admet el segllent enunciat, per altra banda ben cone-

gut (cf.[B~§: cap. 3, §8, teor. 8]):



Corol.lari 6.3.- Siqui KIQ una extensid quadrdtica, i sigui k
el nlmero de primers finits que ramifiquen a
K. Aleshores, 25 2 divideix h(K) i, si K &s

imaginari, Zk_l divideix h(K) .=

Notem que si posem k' el nfimeroc total de primers que ra

]
mifiquen a K, finits o no, aleshores 2k 2

divideix h(K) tant
en el cas real com en el cas imaginari.

El cas de les extensions cicliques KI!Q de grau primer
senar n = p, &s també reparcable: com‘que L s real, si k é&s
el nimero de primers de Q que ramifiquen a K, aleshores pk—l

divideix h(K).

Observacié.l.— En aguest cas n = p, primer senar, k-1 &s una
fita inferior del p-rang del grup de classes d'ideals de K.
En efecte;‘Gal(L[Q) =~ (Z /p Z)k de manera que Gal(LIK) = (Z /p
perd Gal (L|K) &s un quocient de la p-component del grup de
classes de K. Andlogament pel cas quadrdtic, k-2 &s una fita
inferior pel 2-rang del grup de classes, i k-1 quan K &s ima-

ginari.

El teorema 6.1 es pot interpretar en funcid dels cos-
sos de generes (genus fields) de les extensions abelianes de
Q@ . En efecte, si Klé &s una extensié abeliana, el cos de gé-
neres de Klé és el cos Ly, maximal entre els que verifiquen

les condicions

(i) Lol Q@ 8suna extensid abeliana,
(ii) Lol K &8s no ramificada a tot primer, fi-

nit o no finit, de K

z)

k-1

~
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(cf£.[Ja 1: cap. VI, §3, definicié]).

Es té la caracteritzacid seglient:

Teorema 6.4.- Sigui Lel @ una extensidé abeliana finita; sigui P
el conjunt dels primers finits de Q@ que ramifi-
quen a Lo , i sigui ey (Le! Q) = e;, per a tot

i
Py € P, Considerem les propietats seglients:

a) Lo &s cos de géneres d'alguna subextensié
KIQ de Lol@ .
b) Ly &s cos de géneres de Lol Q .

¢) Lo &s una de les extensions (eg;P)-universals.

a) [Lo:al= [T e.
Pi EP
a")[ Lo :ql= % T ey.
Py € p

Aleshores, es verifica que:

1) Si L, €s complex, a),b),c),d) sbn equivalents.

2) 81 Lp é&s real, a),b) sbn equivalents, c),d)
s6n equivalents, d) implica a);>i a) implica
d) o d'). '

Demostracif.~ Les implicacions b) = a) i ¢) = d) sén clares.
A més a m8s, si L|Q &s 1l'extensié (e;P)-universal gue conté

Lo, [L:Q] = I ey de manera que d) = c). Suposem que es
P €r

verifica a) i sigui LIQ l'extensid (e;P)-universal que conté
Lo; com que Lol:K &s no ramificada, L|Q &s 1l'extensié (e;P)-uni

versal que cont& K. Suposem que L, &s complex; aleshores K &s



complex i L &s complex. Perd [L:Q] = I e;s i com que LIK
p; € P

és no ramificada a tot primer, finit o no, de K, & L C Lo;
d'aqui es dedueix que L = Lo. En particular, d). Andlogament,
si Lo 8s real, K 8&s també real i si L &s real es verifica d):
perd si L &s complex 1 " &s la subextensid real maximal de
LIQ , resulta que Lo = L" i aleshores d').

Suposem que es verifica d) i sigui LIQ el cos de géng
res de Lo /@ . Com que L[Q s abeliana, [L:Q] divideix rIeP(LIQ)=
= I e; = [Lo:Q], i com que Lo € L, resulta la iguagtat

p; € P
L =lLo i, per tant, b). Només resta veure que a) = b), en el
_cas Ly real, ja que pel cas Lg complex hem vist que a) = d) i
que d) = b). A més a més; si Lo &8 real i l'extensid universal
que conté Lo é&s real; tamb& hem vist que a) = d) i d) = b). Per
tant, podem suposar que L, &s real i L &s complex, on L és l'ex
tensif (e;P)-universal que conté& Lo; Perd aleshores, L, = Lt i

el cos de g2neres de L, |[Q estd inclds en vt ja que &s real i

estd inclds en L. Per tant L, &s el cos de géneres de L, |Q .=

Observaci6é 2.- En el cas en qud Lo &s real es t&, en particu-
lar, que L¢ = L+, de manera que Lo = L si, i només si, L €s
real. Hi ha casos en gqué L+ = L (per exemple, per a grau senar,
sempre) i casos en gqué L, = L+§L : per exemple, si K = Q63),

aleshores L, = Lt = K, mentre que L = Q(i,/3).

Corol.lari 6.5.- Sigui K|@ una extensié abeliana finita; si-
guin P el conjunt dels primers finits de @

que ramifiquen a K, e; = e (K1Q) per a tot
i
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p; € P, i sigui LIQ 1l'extensi6 (e;P)-univer

sal gue conté K. Aleshores:

a)

b)

Si K é&s complex, el cos de g@neres de K

és L.

Si K és real, el cos de g@neres de K &s

L+, ies té€ que L = L+ si, i només si, L

és real .®



§7 .- Reduccid del problema d'existéncia a un problema de grups.

En aquest §, l'objectiu &s fer la reduccid del cdlcul
del cardinal de Eab(n,g;P) a un problema combinatori de grups
abelians finits. Per a aixd®, suposem que la terna (n,e;P) veri
fica les condicions a), b) i c¢) del teorema 5.16.

Sigui LIQ una de les extensions (g;P)—universals; ai-
xI, L|Q &s l'Gnica extensié (g;P)-universal si 2 € P, i una de
les tres extensions (e;P)-universals si 2 € P. Posem Z  (n,g;P)
el subconjunt de Eab(n,g;P) format pels cossos K tals que K C
C L. En virtut del teorema 5.5 resulta que, si 2 € P, alesho-
res EL(n,g;P) = Eab(n,g;P),'i en virtut del teorema 5.12 que,
si 2 € P{ aleshores Zab(n,g;P) 6s la reunid disjunta dels con
junts EL(n,g;P) per a les tres extensions (e;P)-universals,
L|Q . Per tant, caracteritzar Eab(n,g;P) equival a caracterit
zar cada un dels EL(n,g;P).

Si 2 ¢ P, L 6s la composicié de la familia d'extensions
linealment disjuntes {Q(Oi)IQ}pi e pr On Q(Gi)lQ és l'lGnica ex
tensiéd (ei;{pi})—universal. Si 2 € P, cal afegir a la familia
anterior una de les extensions (eo;{2})-universaié, extensié
que denotarem per Q(fo) |Q. Per a unificar les notacions, posa-
rem Q(fo) = Q@ si 2 € P i aixf, en tots els casos, serd L =

= Q(eo,ol;...,ek), la composicié de les extensions Q(6,)1Q ,

0 <i<k.
Sigui G = Gal(LIQ) i sigui G = Gal(Q(Gi)IQ), 0 <1 <k;
k
aleshores G = G,, on identifiquem Gal(Q(Oi)IQ) amb la seva
i=0

imatge G, dins G. Aleshores G, = Gal(a(f;) Q) = Gal wia@y))
N .
on Q(ei) = Q(eo,...,oi_l,ei+1,...,ok), 0 <1i<k. Dels teore-

mes 3.1. b) 1 4.2, es dedueix immediatament el segiient



Corol.lari 7.1l.~ a) Per a l < i <k, G; = Z/ei Z.
b) Si 2 # P &s Go = {0}.
c) 8Si 2 € P Go és isomorf a un dels tres sub
grups d'index 2 de (Z /2 Z) x (% /eoZ) ; N
és a dir, Go €s isomorf a un dels tres sub

grups (0) x (1),< (1,1)>, (1) x (2).=

Amb aquestes notacions, la seglient proposicié caracte
ritza el conjunt EL(n,g;P), i transforma el problema del cil-
cul del seu cardinal, i del de X, (n,e;P), en un problema com

binatori de grups abelians finits.

Proposici6 7.2.- Existeix una bijeccid entre EL(n,g;P) iel

conjunt dels subgrups X C G tals que

a) (G:X) = n,
{0}.

b) pera 0 s<is<k, XxXn Gy

Demostraci&.~ Podem considerar la restriccié a EL(n,g;P) de
l'aplicacid bijectiva de la teoria de Galois entre el conjunt
dels subcossos K C L 1 el conjunt dels subgrups X = Gal(LIK) C G;
com que (G:X) = [K:Q], resulta que la propietat a) caracterit

za el grau n de les sube#tensions KIQ@ de LiQ@ , i només cal
veure que b) caracteritza els Indexs de ramificacib. Perd, do
nat un subcds qualsevol, K C L, i donat un primer Py € P, po
dem calcular efectivament 1'Index de ramificacié ep'(KIQ). En

i
efecte, considerem, per a tot i, 0 £ i <k, el diagrama de sub

cossos de L
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Com que l'extensid LIQ(a;) és totalment ramificada en p; 1
1l'extensid K(al)lK és no ramificada en Py ep (KiQ) = [K(al):Q(ak)],
&s a dir, 1'fndex de Gal (LIK(F;)) en Gal(LIQ(#))). si X = Gal(LIK),
&s Gal(LIK(8)) = X NG;, ja que G, = Gal(L1Q(8))).

Per tant, i com que Gi €s d'ordre ey resulta que
e  (KIQ) = e; si, i només si, X N G, = {0}, com volfiem demos~

Py
trar.®

Convé transformar el problema de grups en un altre pro
blema equivalent. Per a aixd, siguin GG,G1,...,Gk, grups abe-
k k

lians finits qualssevol, i sigul G = ¢§ G; = r]Gi. Posem I, :
i=0 i=0
G~ Gi les projeccions candnigues, i identifiguem Gi amb la

seva imatge per la inclusidé candnica Gy > G. Per a tot divisor
n de l'ordre de G, considerarem els seglients conjunts de sub-

grups de G:

S(Go,...,Gk;n) {X €G:(G:X) =niperal0<is<k, XN Gy = {0}}

P(Gose+esGin) = {X CG: #X =n dipera0<i<k, I(X)=¢6 ]

A més a més, posarem



S(Go,...,6) = | ] 8(Go,...,6;n),
: nl#¢G

P(Gos.vesG) = [  PlGose.esGsm).
nl#g¢G

Amb aguestes notacions es verifica la segiient

Proposici6 7.3.~ Existeix una bijeccié que inverteix 1'ordre
entre els conjunts S(Go,...,Gk) i P(Go,...,Gk)
i que, per a tot divisor n de l'ordre de G =
= Go ®...% G, transforma S(Go,...,Gk;n) en

P(Go,...,Gk;n).

Abans de procedir a la demostracié d'aguest resultat
convé recordar algunes notacions i resultats ben coneguts. Per
a tot grup abelid finit, G, posarem G = Hom(G,C*) el grup dels
cardcters complexos de G. Si X C G &s un subgrup gualsevol, po
sarem XX = {o € G: p(x) = 1 per a tot x € X}, l'ortogonal de

X. Es verifica el resultat seglient (cf.[Se 3: cap. VI, §1.1]).

[0 ]
M
1]

Lema 7.4.- a) un grup abelid isomorf, no candnicament,

é &és candnicament isomorf a G.

b) 81 X € G &s un subgrup, aleshores X &és un sub
grup de &, isomorf al grup (G/X);.

c) L'assignacib X - Xl defineix una bijeccid que

inverteix 1l'ordre entre el conjunt dels sub-

grups de G i el conjunt dels subgrups de G.®
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k
Demostracif de la proposicié 7.3.- Com que G = P Gi' resulta
- k . i=0
que G = ] G, Aquest isomorfisme d6na una bijeccié que conser

i=0 - -
va l'ordre entre S(Go,...,Gk) i S(Go,...,Gk); en particular,

respecta els fndexs dels subgrups. Per altra banda, podem res
tringir al conjunt P(Go,...,Gk) 1'aplicacié X - XL del lema
7.4.:¢) i, com que #X = (é:xl), la proposicid quedard provada

si veiem que la imatge de P(Go,...,Gk) &s exactament S(éo,...,ék).
Aixf, &s suficient provar que per a tot i, 0 <i <k, &s I (X)=

= G, si, i nomé&s si, Xi N éi % {1}.

1
Sigui, doncs, i € {0,1,...,k}, fix. Es t& que ( eacj)l=

- Lo L L 137
G,, de manera que X~ N G, =X N( @Gj) = (X+ @Gj) . Aixd

‘ L - 3#1 j#1
diu que X N Gy = {1} :si, i només si, X + QB Gj = G. Perd ai-
' j#1
x3 Gltim equival a dir que I (X + &) Gj) = G; (exercici) i,
J#1 1 -
com que I, (X + &QGj) = T;(X), resulta que X N G, = {1} si,

j#Ai
i només si, ni(x) = Gi' com voliem demostrar.®

Per a simplificar la resolucid del problema de grups
convé, encara, fer una nova reducciS. Donats un grup abelid
finit G qualsevol i un nfimero primer p arbitrari, posem Sp(G)

1'Gnic p-subgrup de Sylow de G. Es immediat que, si G =
k k
= []6G,, aleshores S,(6) = rlsp(Gi)‘
i=0 i=0
H

Proposicié 7.5.- Siguin GoseeesGy, grups abelians finits d'or
k
dre €010 0rCpy i sigui e = r]ei. Alesho-

C s i=0
res, les aplicacions
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PlGoseeesG) = T P(S,(G0)s.r.sS (Gy)),

ple
v_{n)
P(Go,.--,Gk;n)* 1 P(Sp(Go),---rSp(Gk):P p ),

ple
definides per X *'{Sp(x)}p[e , s6n bijectives

per a tot nle.

Demostraci®.~ Posem G = Gy X G; X ... X Gk 1 sigui X un sub-

grup de G. Aleshores X = & Sp(x), i, per a tot ple, sp(x) c

k
ple
Cs (G = @Sp(Gi) . AméEs a més, si X és d'ordre n, sp(x) és
i=0
o v {n)
d'ordre p . Per tant, l'assignacié X - {SP(X)}pIe defineix

una aplicacid del conjunt dels subgrups de G en el producte

cartesid dels conjunts dels subgrups de SP(G), i envia subgrups
v_ (n)

d'ordre n a subgrups d'ordre p P a cada component. Com que

X es recupera de {Sp(X)}ple’ ja que X = GBSP(X), aquesta apli

ple
caci6 &s injectiva (i exhaustiva).

Posem, ara, per a 0 € 1 <k, i per a ple,

. -
Hp,i H Sp(Go) XeeoX Sp(Gk) Sp(GiI

la projeccid candnica. Només cal veure que, per a 0 < i < k,

les dues condicions seglients s6n equivalents:

(i) I,(X) =G,.
{(ii) Per a tot primer ple, Hp,i(sp(X)) = Sp(Gi).
En efecte, (ii) tradueix el fet que Sp(x) € P(Sp(Go),...,Sp(Gk))

per a tot ple.

Perd, per a ple 1 per a 0 < i <k, es té& el diagrama

commutatiu de morfismes de grups abelians:



¥
Go X Gi XeeoX Gk — Sp(Go) X Sp(Gl)x...x Sp(Gk)

n.l ln |
i P/l

Gy e Sp(Gi)

psi ’

on ¢p’i &8s la projecci6 corresponent a la descomposicid de Gy

en suma directa dels seus p-subgrups de Sylow, i wp = (wp,0'°"'¢p,k)

ve donada per les wp,i component a component. Com que, si X C

C G, aleshores wp(x) = Sp(x), l'equivalé@ncia de (i) i (ii) és

conseqiidncia de l'exhaustivitat de tots els morfismes del dia-

grama commutatiu. En efecte, (i) = (ii) &s clar. Reciprocament,

per a 0 <i <k, I, (X) & un subgrup de Gy tal que wp,i(ni(X)) =

= Sp(Gi) per a tot p; per tant, l'ordre de Hi(x) és mltiple

de l1l'ordre de Sp(Gi) per a tot p; i, en conseqiiéncia, ni(x) =G,."
Finalment, el corol.lari 7.1 i les proposicions 7.3 i

7.5 ens permeten escriure la proposicif 7.2 en la forma equi-

valent seglient, de manera gue el cdlcul de a{n,e;P) queda re-

duit al c3lcul, per a tot primer pln, del cardinal

vp(n)
#P(S,(G,) s .o sS,(G) i P ).

Teorema 7.6.~ Existeix una bijeccié entre ZL(n,E;P) i el con-

junt v_{(n)
1 P(Sp(Go),...,Sp(Gk);p Py,

pln

on
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Go

Z /ei Z
{0}
Z /eoZ

(Z /2 Z) x (Z /(eo/2)Z)

r

si

si

en

en

Definicif.~ Direm que estem en el cas

ciclic; el cas II serd el

1 <i<k,
2 & P,
dos dels tres casos en qué 2€P,

el tercer cas en qué 2 € P.=

I quan Go sigui un grup

cas en qué Gy no &s ciclic.

En conseqiiéncia, si 2 € P, 6 si 2 €EPi ey = 2, sempre

estarem en el cas I, mentre que si 2€P i e, = 27°> 2, estarenm

en el cas I per a dues extensions {(e;P)-universals, Li@ , i en

el cas II per a la tercera.
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§8.~ Demostracid de l'existéncia.

En el §5 hem donat les condicions necessdries per a

qué el conjunt Eab(n}g;P) sigui no buit, i en el §7 hem redult
el cdlcul del seu cardinal a un problema combinatori de grups
abelians finits. En aquest § es tracta de demostrar que, si la
terna (n,e;P) verifica les condicions del teorema 5.16, alesho
res el conjunt Eab(n,g;P) és, efectivament, no buit. Per a ai

x8, convé resoldre primer el cas particular n = m.c.m.{ei:piE P}.
Abans, perd, donarem la solucid dels casos particulars n = p,

primer, i n = [T ;.
PieP

Comencem pel cas n = p, primer. En aquest cas, les con
dicions del teorema 5.16 es poden escriure en la forma: e; =ps
per a tot p; € P i, per a tot Py € P, si Py # p, aleshores
py =1 (mdd p). En particular, si p &s senar, 2 £ P. En aques-

tes condicions es té que:

Teorema 8.1.- Suposem que p &s primer i que la terna (p,e;P)
verifica les condicions del teorema 5.16.
a) Si 2 € P, aleshores a(p,e;P) = (p—l)kal.

b) si 2 € P, aleshores p = 2 1 a(2,e;P) = 3.

DemostraciS.- En el cas p = 2, el resultat ha estat provat en
el §2; en particular, s'obté& b), i1 també& a) en el cas p = 2.
Suposem, doncs, que p &s senar; en virtut de la proposicid 7.2,
a(p,e;P) = #8(Z /p % ,.X,% /p % ip). Perd G = (7 /p Z)* &s
un I%—espai vectorial de dimensid k, i volem calcular el nfime-

ro de subespais de dimensidé k - 1 que només tallen els eixos



coordenats a l'origen. Aquests hiperplans vénen donats per les
equacions a1 x; +...+ akxk = (0, amb a; € IL r ay # 0, i dues
equacions defineixen el mateix hiperpld si, i només si, sén pro
porcionals. AixSd d&na els (p-l)k/(p-l) = (p-l)k”l subgrups bus

cats.®

Anem a resoldre, ara, els casos extrems de l'existén-
cia. El teorema 5.16 ens assegura que, si posem ¥ = m.c.m.{ei:piEPL

e = I1 ey i si Eab(n,g;P) # ¢ , aleshores pln, i nle; de ma
piEP
nera que els valors extrems possibles per a n s6n els valors

n=4px 1in=e.Els teoremes 5.5 i 5.12 donen el resultat per

Corol.lari 8.2.~ Suposem que la parella (e;P) verifica les con
dicions p; = 1 (mdd ei), per a tot p; €7 .

Aleshores:

1 si 2 & 7P,
ale,e;P) =
3 si 2 € p.»

El cas n = 4 mereix atencif especial, ja que d'aquest

cas es deduird que Z_, (n,e;P) # ¢ . Suposem, doncs, que per a

1 (mdd ei).

tot py € P es verifiquen les condicions Py

Proposicié 8.3.- En les condicions anteriors, 1 si 2 & P, ales

hores
a(,eiP) = v(er)... wie)/ ¢(u),

on ¢ &s 1'indicador d'Euler.



Demostraci6.—- En el §7 hem reduit el cilcul de a(p,e;P) al cal
cul de #P(G;,...,Gk;ﬂ), amb G, = Z / e; Z, 1 < i < k. Suposemn,
doncs, que X € P(Gl;...,Gk;u) i sigui ii un element de G; d'or
dre e;; com que Hi(X) =G;, X conté un element que es projecta
en ii per Hi, i que, per tant, té& ordre mltiple de e - Aixi,
per a 1 <i <Xk, X conté un element d'ordre e, i, en consegqgiién
cia, X conté un element d'ordre p . Per tant, X &s ciclic. Ara
bé&, si x &s un generador qualsevol de X, i escrivim x = (x,,...,xk)e
€ G1 X.,.X Gy » resulta que X; genera Hi(X) = G;. Reciprocament,
si per a 1 <i <k, X &s un generador qualsevol de G,, el sub-
grup X de Gi X...X G, generat per x = (X;,...,X) pertany a

P(Gl,'.-,Gk;ﬂ). Aix0 diu que el cardinal de P(Gl,...,Gk;u) és
‘el quocient entre el nfimero d'elements x = (xl;...,xk) € Gy X...X Gk
tals que #i genera G,, per a 1 < i €k, i el niimero d'elements
x € X tals gue x genera X. El resultat &s, doncs, consegiidn-
cia del fet que ¢(m) &s el nlmero d'elements gue generen un
grup ciclic d'ordre m, per a tot natural m.®

El cas n=p , 2 € P s més complicat. Sigqui LIQ una
de les extensions (eg;P)-universals amb grup de Galois isomorf
al grup
(Z /eoZ) X (Z /e1Z) X...Xx (Z /ey Z).

Aixd passa en el cas I; és a dir:

(1) si e = 2, per a les tres extensions (g;P)-universals,
(11) si eo = 2T°> 2, per a dues de les tres extensions (e;P)~-
universals.

En aquest cas es t&, amb la mateixa demostracid anterior, i

afegint~hi el subindex zero, el resultat seglient:
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Proposici6 8.4.- El cardinal de Z (k,e;P) &s v(eo)eler)...ole) /v (n).m

El cas que queda &s el cas II, en el qual Gal(LIQ) =
= Go X...X G amb Go = (Z/ 2 Z) x (Z/(eo/2)Z) , € > 2, i
G, = % / e, Z, 1 < i < k. Posem o el niimero 4'indexs, i, tals
que 1 < i <k, 4lei, i 8 el ntmero dels fndexs, i, 1 < i €k

tals que 2lei, 4 f e, Aleshores:

Proposicid 8.5.~ E1l cardinal de EL(M}E;P) és no nul si, i no-
nmés si, e¢ no divideix cap e 1<i<k, i

val 2% 3B¢(eo)...w(ek)/w(u).

Demostracié.— Cal calcular, en aquest cas, el cardinal de
P(Go,...,Gk;#). Posem #' = m.c.m. {2, eo/2, el;...,ek}; ales-
hores u' = u & bé u' = u/2, Si X € P(GosesesGyiu) i si raonem

de la mateixa manera gue a la demostracié de la proposicié 8.3,
resulta gque X cont& un element d'ordre u'. Perd X no pot ser
ciclic, ja que Ho(X) = Go no ho &s. Aixd implica que p' # pu,

de manera que M#' = pu/2 1 X €s un grup abelid de tipus (Z /2 Z) x
x (Z /u'Z) ; aixd passa si, i només si, egf e1,...,80/ ek.bAleg
hores, podem elegir elements x,y € X tals que x é&s d;ordre u',

y &s d'oxdre 2, i X = < # >o<y > 0 equivalentment, y € < x >.
Posem x = (x_l,xo,xl;...,xk), Y = (Y_1sY0sY1reser¥ )€ GoXGyX. .. XGys

una parella qualsevol d'elements x,y € X en aquestes condicions.

Es tracta de veure que:

8

- en el cas ey ~> 4, G conté 4v(eo/2) 2“39%e1)...w(ek) parelles

(x,y) en aquestes condicions, mentre que X en conté 4d¢(u'),
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- en el cas ey = 4, G conté 6v(ee/2) 2“35

v(ei)...po(e) parelles
(x,y) en aquestes condicions, mentre que X en conté 6 ¢(u').
Amb aixd, el cardinal buscat &s el guocient i, com que 2¢(eo/2) =
= ¢(eg) 1 2 p(u') = ¢(#), haurem acabat. E1l que queda de demos
tracibé &€s fer aquest exercici.
Fixem-nos en un index i, 1 € i < k. Com que Hi(x) = Gi'

resulta que Gi estd generat per la parella Xir Yyi i com que

y €s d'ordre 2, es té que

(1) si 2/ e ha de ser Yy = 0 i aleshores X ha de ser
d'ordre e

(ii) si 4|ei, ha de ser y; = 0 o Yy = ei/2, i X, ha de ser
d'ordre e;r

i(iii) si 2Iei, - ¢ e ha de ser X, d'ordre e, i y; =0 o]
ei/z; 3 bé X, d'ordre ei/2 i Yy = ei/2.

Nota: encara que y; = 0 per a tot 1 < i <k, veurem que y &s

d'ordre 2, ja que (y_l, Yo) serd sempre d'ordre 2.

-

Aixd dbéna, respectivament, ¢(ei), 2w(ei), bo) 2¢(ei)+¢(ei/2)=

= 3¢(ei), parelles XieYyi i, en consegiiéncia, 2“35

w(ei)...¢(ek)
parelles (x,,...,xk), (yl;...,yk), en G. Veiem, ara, quantes
possibilitats hi ha per a les parelles (x_l,xo),(y_l,yo). Per
a aixd, distingirem els casos e > 4, i ey = 4. Comencem pel
cas ey > 4. Els elements de G, d'ordre < 2 sbn els elements
(0,0), (0,e0/4), (1,0), (1,e0/4), de manera que (Y_1:Yo) ha de
ser un dels quatre. Per altra banda, (x_l,xo) ha de ser d'or-
dre ey/2 i, per tant, X, ha de ser d'ordre e,/2 i X, = 00 1.
Aixd dbna 2¢(eo/2) possibilitats per a (x_l,xo). Perd el sub-

grup generat per (x_l,xo) en Gy conté els elements (0,0),

(0,e0/4), de manera gue per a (Y_ero) només queden les dues
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possibilita;s (1,0), (1,e0/4). Observem que (y_l,yo) és d'or

dre 2. En conseqii@ncia, hi ha 4¢(e¢/2) parelles (x—l’x°)’(y—1’y°)'
Per tant, G conté 4w(eo/2)2a3ﬂw(e1)...w(ek) parelles x,y, tals
que x &s d'ordre p', y d'ordre 2, i y € <x > . A més a més

(Z /2 Z) x (Z /B’ Z) en conté 4yp(p'), anilogament, 3 particu

laritzant ep = U', e; =,..= e = 1.

En el cas e = 4 8s Gy (Z /2 Z) x (Z /2 Z) i hi ha

6 =.6¢(eo/2) parelles (X_ys%e),AY_;/¥0) adequades, i 6y (u')
haneres, en X, d'elegir la parella x,y: la parella (x_l,xo) es
pot elegir de 3¢ (p') maneres i de 2 maneres la parella (Y_y¢Yo).®

Resumim els resultats anteriors en el segiient:

Teorema 8.6.—- Suposem gue per a tot Py € P es verifica que

p; = 1 (mdd ei). Aleshores, el cardinal de

Z plk,e:P) és

a(u,eiP) = A . pler)...ple)/o(n),

amb
1 si 2 & P,
3p(eo) si 2 €p, e = 2,
A 2¢ (eo) si 2€P, e > 2,1 €ol e; per

a algun 1 < i <k,

(242°P)p(e0)si 2€ P, €0 > 2, 1 eofe, per

a tot 1 i<k,
on «, B, sbn, respectivament, el nfimero d'{ndexs
i, 1 €1i <k, tals que 4lei (per a «),1i 2|ei,

4 f ei'(per ap).m»

Podem demostrar ara que les condicions necessiries del
teorema 5.16 sén tamb& suficients. En efecte, es t& el resultat

segiient:
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Teorema 8.7.— Suposem que la terna (n,e;P) verifica les condi-

cions
a) nle,
b) wulin,
c) P =1 (mdd ei), per a tot p, € P,
oﬁ e - 1 e b = m.c.m.{e,:p,€ P}, i e, =
p; €°P

r.
— 1y ' : N
=pjeir Py A e;. Aleshores, el conjunt Eab(n,g,P)

&€s no buit.

Demostraci6.~ N'hi ha prou amb demostrar que, per a alguna ex
- tensié (e;P)-universal, LIQ , el conjunt Z (n,e;P) &s no buit.
Prenguem L|Q de manera que estiguem en el cas I; aixd &s dir
que Gal(LlQ) = Go-X...X G, amb Gi ~ 7/ e, Z, 0<i<k, i
e =1 si 2 & P. Cal veure que P(Go,...,Gk;n) €s no buit. Si-
gui H el subgrup de G = G X...X G, generat per (1,...,1) € G.
Aleshores, H € P(Go,...,Gk;u), i si X € G s un subgrup qual-
sevol de G d'ordre n i tal que H C X, aleshores Hi(X) 2 Hi(H)=Gi,
per a tot Py € P, de manera que X € P(Go,...,Gk;n). Perd hi ha
bijeccid entre el conjunt dels subgrups de G d'ordre n i que
contenen H i el conjunt dels subgrups de G/H d'ordre n/u. Com
que uln i G/H &s un grup abelid, G/H conté com a minim un sub-

grup d'ordre n/u i, en conseqgii®éncia, Eab(n,g;P) &€s no buit.m
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§9.- El c3lcul de ai{n,e;P).

El problema de caracteritzar en quines condicions el
conjunt Eab(n,g;P) €s no buit ha estat resolt en el §8. En can
vi, el problema de calcular el cardinal a(n,e;P) de Eab(n,g;P)
ha estat redult, en el §7, a un problema combinatori de grups
abelians finits. Recordem que; per a tot primer p i per a tota
parella d'enters no negatius M,N, hem definit en el capfitol I,

§6, el simbol

N + M M \ M .
[ ] = " I-1) 1 pI-n7L.
M =1

s

p J j=1

Sigui ara N = (N;,...,NS,O,...) el tipus d’'un p-grup
abelid finit (cf. apéndix, §1, definicid), i sigui v un en=-

ter no negatiu. Posem

fp(ﬁ;v) = :E:

M

P‘ .
) ] im

M k 8, (M) k

- . n, (M) [N, -k, -M

. en gt ptt [ Pl i*l]
X, =0 + p

v Mi=Mia1 lp,

onn; =N, -N, ., B, (M) = My, (Nj-k;-M,), i la suma estesa‘a
tots els tipus M < N tals que M;+...+ M, = V.

El teorema 6.4 de>l'apéndix assegura que, si G &s un
p~grup abelidd finit de tipus N, aleshores fp(g;v) és el cardi

nal del conjunt {(cf.§7),

) s ng) s v
PW@%HWZ@ZHWZ@ZHWZ@ZWL

A la vista d'aquest resultat, anem a establir el resultat fi-

nal sobre a(n,e;P).
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Suposem gue la terna (n,g;P) verifica les condicions
del teorema 5.16. Aleshores, per a tot primer p es té que les
condicions ple, pl#, i pln sé6n equivalents. Com que a(n,e;P)
és la suma dels cardinals de EL(n,g;P) per a les extensions
(e;P)-universals L|IQ (cf. teorema 5.12), el problema &s calcu
lar aquests filtims cardinals. Sigui G = Gal(L|Q); aleshores
G = Go X...X Gk amb Gi =% /eiz , 1 S1i <k, 1G =2 /e Z
(cas I) & Go = (Z /2 Z) x (Z /(eo/2)Z) (cas II). En virtut del
teorema 7.6, el cardinal de EL(n;g;P) €s el producte, quan p
varia en el conjunt dels divisors primers de n, dels cardinals
dels conjunts

vp(n)'
P(Sp(Go):...,Sp(Gk);p ).

De manera gue el primer que cal fer &s calcular els grups

Sp(Gi).
Per a tot enter j > 1, els grups pJ 'G/pIG sén I -es-
pais vectorials de dimensid finita; sigui Nj = Nj(p) =
= j-1 3 i = - >
dimE,(p G/p-“G), i posem nj Nj Nj+1' Aleshores nj 0

p
per a tot j 2 1 i existeix s = s(p) = 1 tal que ng 2 1 1 que

n, = 0 per a tot t > s; en efecte, s ve determinat per 1l'expo

t
nent ps del p-grup abelia Sp(G), pln. Amb aguestes notacions

es té& que
N ‘ s ns
Lema 9.1.- Sp(G) a (Z/p Z) xX...x (Z/p°Z) ".

Demostracif.- En el cas I per a tot primer p i en el cas II

k
per a tot primer senar, p, resulta que SP(G) = r]sp(z /eiZ) =
k v (e i=0
= [] (= /p p Z) , de manera que només cal veure que nj =

i=0
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= #{ei : vp(ei) = j}. Perd, per a j = 1, pj_lG/pJG = o
= pj—lsp(G)/ijp(G), i el nmero Nj de factors Z /p Z d4'aquest

guocient &s exactament el niimero de factors ciclics no nuls de
‘o1 k -1 v le;)
Pl (@) =[] p Tz /p P
i=0
{e, : P(e ) > j-1}; per tant, ny = N, - Nj+l és el cardinal

Z) ; &s a dir, el cardinal de

1 J
de {e. : vp(e.) = 3}, com es volia veure. En el cas II, per a

(Z /2 Z) x (Z /(eo/2)Z) ; poO

p=2, 88 2=p€P, e >21i¢G
A ~
dem posar e -1 = 2, ep = eo/2, é} = ey, 1 <i <k, i repetir

l'argument anterior pels e, gr. "1 <i < k,en lloc dels e;r ja que
Ak Va (e.)

&m)=[1snzm = [1 (z/2 +

i=-1 i=-1

zZ) .m

En el cas I tots els grups Sp(Gi) 86n cfclics i podriem
aplicar ja el teorema 6.4 de l'apé&ndix; en canvi, en el cas II,
8; (G) no &s ciclic. Es té, perd, que si posem Go = (Z /2 %) x
x (Z /e§ Z) , G__1 =%Z/2 %, Gl = Z/e} %, Gi = 7 /ei% '

1<1i<k, iel =eo/2, aleshores:

Lema 9.2.- El conjunt P(G_,, Gd,G;)...,Gk) és la reunié disjun
ta de P(Go,...,G.) i de P(HO,G,;...,Gk), on Hy és

el subgrup de G, generat per l'element (1,1).

Demostracif.- Siguin Hi: G~ Gi’ 0 <i <k, les projeccions

usuals, 1 sigul II§ : Hy X G; X...X G ~ Hy la restricci6 de Ilp.

Es clar que P(Go,...,Gk) i P(Ho,Gl;...,Gk) estan inclosos en
P(G_l,Gs,Gl;...,Gk); a més a més, els dos conjunts s6n disjunts,

ja que si X € P(Ho,c,;...,ck), aleshores Mo (X) C Hy # G, de

manera que X & P(Go,...,Gk). Per altra banda, si X€ p@tlxﬁfQ;;.wGQ

iX ¢ P(Go,...,Gk), aleshores HO(X) # Gy, de manera que I, (X)
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estd inclds en algun dels tres subgrups de Go d'fndex 2: Ho,

Gé, G x 2 G§. Les dues darreres possibilitats s'exclouen con

-1

siderant les projeccions sobre G, i sobre G§j , respectivament.

1
Per tant, IIo (X) € Hy . Considerant de nou les projeccions so-

bre G_, 1 sobre G§ s'obté la igualtat IIp (X) = Ho, i aleshores

1
X € P(Ho,Gx;...,Gk). D'on resulta la descomposicié de WG_IAH,Gl,n.,Gw

com a reunié dels conjunts P(Go,...,Gk) i P(Ho,Gl,...,Gk).l

Corol.,lari 9.3.~ En les hipdtesis del lema 9.2 es té que
#P(Go,...,Gk;n) = #P(G_l,Gd,Gx,...,Gk;n) -

- #P(H0,Gi1,...,G, ;n), per a tot enter positiu

k'

n.=

Amb tot aixd podem establir, ja, el resultat final. Su
posem que la terna (n,e;P) verifica les condicions del teorema
5.16. Per a tot primer pln i per a tot enter j 2 1, posem
Nj(p) = #{ei : vp(ei) > j}, i sigui N(p) el tipus N(p) =
= (N (P)seeesN (P)s...). Enel cas p = 2 € P, & = 2f0 > 2,

considerem també els tipus

N'(2) = (N (2)%1,N;(2), .0 uN, (2)=1, 00 N (2),000) 4
N"(2) = (N1 (2) , « « 4 'Nro(2)-1,...,Ns(2),...).

Amb aquestes notacions es verifica el segiient

Teorema 9.4.- Si es verifiquen les condicions n | 1 ei,uln,
Py €P
ip; =1 (mdd ej) per a tot p, € P, aleshores:
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I fp(_l\}(p);vp(n)) , S1 2 &P,
pin

3 1 fp(ﬁ(p);vp(n)) , Si 2 € P,eo = 2,
pln

a(n,e;P)

g(2) [] %@m>wgm>,uzem%=ﬁ»,

pin
p#2

on g(2) = 25, (N(2);va (n))+£, (N' (2) ;v2 (n)) -

= £2(N"(2); va(n)).

Demostracif.~ Sigui L una extensid (e;P)-universal, i sigui
G = Gal(PIQ). Aleshores, per a tot primer p| #G es té que Sp(G)
€s un p-grup abelid de tipus N(p), excepte en el cas II en qué
S, (G) &s un 2-grup abelid de tipus N'(2). Apliquem el teorema
7.6. En el cas 2 ¢ P &s a{n,e;P) = aL(n,g;P), ja que 1l'exten-
si6 (e;P)-universal &s finica. En el cas 2 € P, e, = 2, les tres
extensions (e;P)-universals tenen grups de Galois isomorfs i es
tan en el cas I, de manera que a(n,g;P) = 3 aL(n,g;P) per a
qualsevol de les tres extensions (g;P)-universals L|Q . Per Gl
tim, en el cas 2 € P, ¢, > 2, dues de les tres extensions
(e;P)-universals estan en el cas I i la tercera en el cas II.
Perd, aleshores, el corol.lari 9.3 permet dir que, per a aques
ta extensi6, és aL(n)g;P) = g'(2) [] fp(E(P)?VP(n))r on g'(2) =
a2
= £,(N'(2);v,(n)) - f,(ﬁ“(Z);vz(n)f. Com que, en el cas I,
a; (n,e;:P) = f,lﬁ (2} ;v,(n)) r]fpiy(p);vp(n)), el resultat queda

provat.m gig
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CAPfTOL 111,

EXTENSIONS ABELIANES DE @ AMB CONJUNT CRITIC AFITAT.

§1.- Introduccid i notacions.

El teorema d'Hermite-Minkowski permet assegurar que,
si fixem un conjunt finit i no buit de nfimeros primers P, i si
fixem el grau n, aleshores el conjunt de les extensions de Q
de grau n i no ramificades fora del conjunt P &s finit. En
agquest capftol estudiem aquest nlimero en el cas abelid.

Sigui P un conjunt finit i no buit de nlmeros primers
© i sigui @ una clausura algebraica de Q. Donat un enter n =2 1,
posarem
Zab(n;P) = {K:Q CK C q, KIQ”éS"abeliana i no ramificada a tot

primer finit p € P, i [K:Q] = n},
i indicarem per a{n;P) el cardinal de Zab(n;P).

El cardinal a(n;P) es podria obtenir dels resultats
‘del capitol II a partir de sumar els cardinals a(n,e';P') per
a tots els vectors e' possibles i tots els subconjunts P' C P;
&s m&s cdmode, perd, procedir directament. En efecte, per a

tot grup abelid finit A, i si n = # A, posarem
Z(a;P) = {K: K € Z, (n;P) amb Gal(KIQ) = A},

i denotarem per a(A;P) el seu cardinal.
Clarament, el conjunt Eab(n;P) és la reunidé disjunta
dels conjunts Z(A;P) guan A recorre un sistema de represen-

tants de les classes d'isomorfia de grups abelians finits d'or
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dre n. Aixd fa que a(n;P) sigui la suma dels a{A;P) i que, per
tant, l'estudi de Eab(n;P) es redueixi a 1l'’estudi dels conjunts
Z(a;P).

Introduim la funcié géneratriu de Dirichlet dels nfme
ros a(n;P); per a estudiar aquesta funcid &s cdmode conéixer
exactament quins sén els valors de n pels quals a(n;P) # 0. Si
bé‘aiﬁa es pot condixer directament a partir de la f&rmula que
els calcula, &s més suggerent utilitzar els resultats del capi
tol II relatius a les extensions (e;P)-universals. Via aquests
resultats s'obté una caracteritzacié f3cil dels valors de n
tals que a(n;P) # 0, i una extensid L[é'on hi ha inclosos tots
els cossos K € Eab(n;P).

‘ Per a acabar, la suma dels factors d'Euler de la fun-
cié generatriu dels a(n;P) permet gstendre aquesta funcié a
una funcid meromorfa’de'tot el pla complex amb un finic pol d'or

dre #P en t = 0.
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§2.-~ E1 cdlcul de a(A;P). -

Sigui P un conjunt finit i no buit de nlmeros primers,
i siguli A un grup abelid qualsevol. En aquest § es fa el cdlcul
de a(A;P).

Per a tot primer £ , posem S, (A) 1l'Gnic f2-subgrup de

Sylow de A; el fet gue A = SQ(A) fa que puguem establir una

®
L
bijecci6 entre els conjunts Z(A;P) i [1 E(SQ(A);P), prenent

b4
com a imatge de tot cos X € Z(A;P) la familia {KQ}Q on K, &s la
?-subextensié maximal de K|{Q . En consegiiéncia, caracteritzar

Z(A;P) equival a caracteritzar E(SQ(A);P) per a tot primer £.

Aix® redueix el problema al cas dels f-grups abelians finits.
P
Sigui Qale l'extensié abeliana maximal de Q no rami-

ficada a tot primer finit p € P. En virtut del teorema de Kro-
P

necker-Weber (cf.[Ne 1: cap. III,§3, teor. 3.8]) es t& que Q_,

s'obté de Q per l'adjuncié de totes les arrels m-é&simes de la
v P
unitat amb m només divisible pels primers p € P. Aix{, Qab és

el cos composicib de la-'familia d'extensions linealment disjun
{p} {p} B
tes Qab |@ per a tots-els primers p € P. Com que Qab és la reu

nié dels cossos Q(f) amb { una arrel primitiva p -8sima de la

unitat, r 2 1, i com que
z /p"  (p-1)z sip# 2

Gal(Q(f) 1Q) =

r-2

(zZz /2 2) x (Z /2 Z) sip = 2,

{p}

resulta que Gal(Qab |@) &s isomorf al grup abelid profinit

ZE> x (Z /(p~1)Z) sip#2, iaZ; x (Z/22Z)sip-=2,En

conseqgiidncia, es té que
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nm =z, = [l @/e-n2 si2¢P,
pE€P?P p€P

Gal(Q_ , 1Q) _
[1 zZ, x [1 (z/(p-1)Z) x (zZ /2 Z) si 2 € P,
p€P p€FP

si £ &s un primér qualsevol, la f£~extensié abeliana
maximal de @ no ramificada fora‘de P &s la f2-subextensil maxi-
mal de Qab i, per tant, el seu grup de Galois, que denotarem
per Gy (P), &s isomorf al £-subgrup ae'Sylow del grup profinit

Gal(QZb | Q). Es verifica immediatament el seglient

Lema 2,1.- Sigui £ un nfimero primer. Aleshores:

VQ(D:l) o . .
z,x [lznp” =z Sif € PR #£2;
p &P
Gy (P)= | Za X I'l Z/sz(p-l)Zx Z/2%Z sif =2€Pp,
pEP
VQ(P.",]-) .
ﬂ Z /% o Z si 2 £ p,m

pE€P

Siguin, doncs, % un primer i A un f-grup abelid finit.
Es tracta de caracteritzar el conjunt Z(A;P). Denotem per
x(GQ(P);AL;el conjunt de tots els subgrups (oberts) H C Gy (P)
tals que Gy (P)/H = A. La teoria de Galols pel cas infinit (cf.

[Ne 1; cap. 1, 81]) permet deduir de seguida la segiient

Proposici6 2.2.- Existeix una bijecci6 entre Z(A;P) i X(Gy(P);A).®
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Observacid 1.~ Aquest resultat es pot establir, de manera equi

valent, en els seglients termes:

Denotem per Homexh(GQ(P)7A) el conjunt dels homomorfig

mes continus i exhaustius del grup profinit GQ(P) en el

grup finit A. Aleshores, Hom__, (G (P);A) = a(A;P) # Aut (a).
Perd.comptar els morfismes es redueix al mateix problema de grups

finits a qué es redueix el cdlcul de X(GQ(P)}A) (veure més avall).

De manera que el problema es redueix a caracteritzar
el conjunt X(Gy (P);A). Com que A &€s un f~-grup abelid finit, exis
teix r=> 1 tal que 2FA = 0. Aleshores, si H € X(Gy (P);A), €s
GQ(P)/H = A, de ‘manera~¥‘que QrGQ(P) C H. Per tant, la bijec-
cié entre el conjunt dels subgrups de GQ(P) que contenen QrGQ(P)
i el conjunt dels subgrups de GQ(P)/QrGQ(P) d6éna una bijeccié
entre Z(A;P) i el conjunt dels subgrups de Gy (P)/27Gy (P) que do
nen quocient isomorf a A, per a tot r 2 1 tal que 2¥a = 0. com
que P &s finit, podem elegir r com el minim enter r > 1 tal que
fa =0 i que r 2 vQ(p-l) per a tot p € P; per a aquest valor
de r, posem

Hy (P;A) = Gy (P)/27Gy (P).

Lema 2.3.- Amb les notacions anteriors es verifica que
r Vo (p-1)
z/2"zx [] Z/% b4 si REP, 242
P €. P

Hy(Pia)> |z /2% x  [] 2,722 P Vg /2 msi 0 = 2P
pEF?P

VQ (p‘l)

[T z /2 si & & P.

pGP
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Demostracif.- Nom&s cal aplicar el lema 2.1 i tenir en compte
que Zg /QrZQ e zZ Mz i que, per ser r = vy (p-1), és

r Vg (p-1)
L5 (z /2 Z) = 0, per a tot p €E P .®

Aixi, el problema de calcular a(A;P) ha quedat redult
al problema de calcular el nlimero de subgrups del grup finit
HQ(P;A) que donen quocient isomorf a A. Sigui, doncs, G un f2-grup

abelid finit qualsevol. Aleshores, podem escriure G en la forma

n
G =(z /2 2™ x (/222)™ x...x (z/2°2) 5,

amb els L VRPN 2 0. Posem Ny =n; +...+n_sil <€i <s,
Ni = 0 si i‘> s, 1 sigui N = (N,,...,ﬁs,o,...); direm que G és
un £-grup abelid finit de tipus N. Si M &s el tipus d'un altre
2-grup abelid finit, denotarem per H(G;M) el conjunt dels sub
grups de G de tipus M i per h(G;M) el cardinal de H(G;M) (cf.
apéndix, 81). Si considerem el dual de G, é = Hom (G,C*), resul
ta que G &s isomorf (no candnicament) a é; aleshores, 1'isomor-
fisme de HQ(P;A) amb el seu dual permet demostrar facilment que
hi ha ﬁna bijeccié entre el conjunt dels subgrups de Ho (P;A) que
donen quocient isomorf a A i el conjunt*H(HQ(P;A);y), on M és
el tipus delf-grup abelid finit A (cf. cap II, §7, lema 7.4).
De manera gue a partir de la proposicié 2.2 s'obté que a{A;pP) =
= helHy (P1R) ;M) . )
Si M, N, s6n tipus de f-grups abelians finits, posa-

rem M S N si, i només si, M, < N, per a tot i 2 1. El teorema

6.1 de 1l'apéndix dbna el valor exacte de -h(G;M) per a tot f-grup

abelid finit G de tipus N i tot tipus M < N. Com a conseqiiéncia,

es t&€ gque:
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Teorema 2.4.- Sigui A un f£-grup abelid finit de tipus M, i sigui
P un conjunt finit i no buit de nlimeros primers.
Sigui N = (N, ,...,NS,O...) el tipus del f2-grup abe
1id finit Hj (P;A). Aleshores, si M AN és a(pa;P) =

=0, isiM<Né&s
r
a@;p) = 7@ [T i i
i=1 M., -~ M,

r
= - ]
on 7 (M) L My, (N -My).
i=1
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§3.- El1 cdlcul de a(n;P).

En aquest § calculem a(n;P) per a tot enter n =2 1 i
tot conjunt finit i1 no buit P de nlimeros primers. El primer pro ;
blema consisteix a caracteritzar quan el conjunt Eab(n;P) s no

buit. Es té el resultat seglient:

Proposicié 3.1.- El conjunt Eab(n;P) és no buit si, i només si,
per a tot primer f|n es verifiquen les condi-
cions
(i) £ € P & bé existeix pEP tal que p =1
(mSd 2),
(ii) si # € P i per a tot p € P posem sp = Vg(p—l),
aleshores vy (n) < sp.
pE&?P
DemostraciS.—- Suposem gque Eab(n;P) €s no buit i sigqui K € Zab(n;P);
sigui fIn un primer. Per a tot primer p € P posem ey = ep(KIQ) i
r
escrivim e, =P peé amb p £ eé; siguin ¥ = m.c.m. {ep:pE P},
e = [] e_. Aleshores, en virtut del teorema 5.16 del capitol
pE€P
II, resulta que #lIn, que nle i que eélp—l per a tot p € P. De

2in, nle, resulta que fie i, per tant, Qlep per a algun p€ P;

aixf, 8 b& 2 € P & b& Llp~1 per a algun p € P; per altra banda,

si 2 £ P resulta que vo(n) <vg(e) = ¥ vg(ep) < 3 vplp-1) =
‘ p€P pEP
= 3 Spr com volfem veure.
pE& ?
Reciprocament, com que les extensions sén abelianes,
vy (n)
-8ssuficient veure que Eab(g g ;P) és no buit per a tot pri-

mer 2in. Ara b&, per a tot £ i per a tot r 2 0 resulta que
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Eab(ﬂr,ﬂr;{ﬂ}) és no buit, de manera que si £ € P, el conjunt
vy (n)
Eab(ﬂ 2 ;P) &s no buit. Suposem, doncs, que £ & P. Per a tot

p € P posem €p = min {vo(n), s_ = vp(p-1)}, i‘sigui ¢ el vec-

P
€
tor de components p P. De la condicié vp(m) < 3 Spr resulta

que Eab(ﬂ + E;P) &s no buit (cf. cap II, §8, teor. 8.7), de
’ vy (n)
manera que Eab(R 2 :P) # ¢ , com voliem veure.®

Podem reduif el problema del cdlcul de a(n;P) al cas
de les f-extensions, ja que a(n;P) = ] a(QVQ(n);P). A partir
d'ara, doncs, suposarem que n = 2%, Z1n

Per a tot enter j = 1 posem Tj = {p €P: p=Ldp=1(mdd Qj)}
j 3 3 3 j+1° Aleshores, es t& que els Tj formen
una successié decreixent.

N. =#T,, in, =N, - N,

P DD T, D... DT

59---’

que n, = #(Tj_Tj+1)’ i que ny = 0 per . a'j > > 0. Numerem els

J
primers p € P de manera que per a tot j > 1 siqui Ty = {pisecospy }e
]
En particular, si 2:€ P seri Tj = {flper a j > >0 i, en conse
glidncia, tindrem que p; = 2. Amb aquestes notacions es verifica

que
i i — s- = s- Y

Proposici§. 3. 2. Eab(2 ;P) Eab(Q ; T1).

Demostraci6.~ Immediata, ja que si K € Eab(QS;P) ipe€e 7p,

p & T:, aleshores p # £, £ [ p-1, de manera que ep(KIQ)’ =1

(cf. cap. II, §5, teor. 5.16) .8
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La proposicié 3.1 déna, en aquest cas, que Eab(QS;P) 8s
no buit si, i només si, s < Ny +...+ N, +... . Amb tot aixd, po-

dem demostrar, ja, el seglient

Teorema 3.3.- a) Si % # 2, & si £ = 2 & P, hi ha una bijeccié
entre el conjunt Eab(Qs;P) i el conjunt de tots

els subgrups d'érdre 2° del 2-grup abelid finit

n; s-1_."s-1 s, N
G=(z/2 Z)" x...x (Z/2° %) x (Z /2°%z) S.
b) 81 # = 2 € P, hi ha una bijecci6 entre %, (2%:P)
i el conjunt de tots els subgrups d'ordre 2° del

2~grup abelid finit

n; +1 n
G =(Z/2 %) x (Z/4 Z)2 %x...x (B /2 Z)

N
x (z /2% m) S,

Demostraci6.- a) Podem suposar, en virtut de la proposicié 3.2,
que P = T;. Per a tot Py € P sigui j = j(i) 1'Gnic enter tal que
p; € Tj - Tj+1' sip # Rii:vR(p-;)< s, i sigui j = s si p =1

o si Vg (p~1) > s. Sigui Q) IQ L'Gnica exténsié abeliana de
grau Qj i no ramificada fo;a de'{pi}. Es a dir, per a tot p; €°P
considerem l'extensid (Qj; {pi})-universal pel mdxim j < s pos-
sible (cf. cap II, §5). Comque ¢ # 2, 3 2 = 2 € P, aquesta ex-
tensié &s finica per a tot p; € P . Posem també L = Q(e,;...,eNl).

p
resulta que Qxai) conté 1l'extensid {e;i{p;}) ~universal, de mane-

Sigui K € Z_, (2%;T,); si posem g = (...,e,,...) on e, = e 1(K'Q)'

ra que L conté 1l'extensié (e;T,)-universal.i, per tant, K C L.
AixfI, hi ha bijecci$ entre Zab(ES;Tl}‘i el conjunt dels subcos-
sos de grau 2° de L. Perd L|Q &s abeliana i Gal(L{Q) ~ G. Només

cal tenir en compte, ara, gue el nfimero de subgrups de G d'fndex

s-1, Ms-1

X
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25 &8s el mateix que el nlimero de subgrups de G d'ordre 25,

b) En el cas 2 = 2 € P tot va‘de la mateixa manera excepte gue
cal canviar l'extensié Q(Gi}FQ, que correspon al primer £ = 2,
per la composicid de les tres extensions (25;{2})—universals,

que &s Q(f,)1Q amb 6, una arrel primitiva 25+2—ésima de la uni

tat.s

Aquest teorema permet escriure ja el valor de a(®T;pP) =
= a(8¥;T,). En efecte, si apligquem el teorema 6.2 de 1l'apéndix

als grups G del teorema 3.3 obtenim que

Teorema 3.4.~ Posem, per a 1 < j < s, Nj = # Tj’ excepte en el

cas £ = 2 € P, j =1, en qué posem N; = 1+ # T,.
Aleshores:
S
a(®2s;p) = 3 7 1] [Ni 'Mi+1]
u O T
s
on Y(M) = Y M, (N;-M;) 1 la suma s'estén a

i=1
tots els tipus M = (er...,Ms,O,...) tals que

My +...% M =s, i que M; < N, per a 1 <i<s.»
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§4.- La funcif generatriu de a(n;P).

Podem, ara, definir la funcid generatriu de Dirichlet
dels nlmeros d'extensions abelianes de Q@ de grau n i no rami-

ficades fora de P:

G(P;t) = j{: a(n;P) n %,
n =1
El primer problema consisteix a determinar algun semi-

pld on la sdrie sigui convergent. Es té la segiient

Proposicif 4.1.- Sigui P un conjunt finit i no buit de nGmeros
primers, i sigui £ un primer gqualsevol. Ales-

hores,
a(QS'P) <9 (5+ #P)S.

Demostracif.- Observem la f£6rmula del teorema 3.4. Els factors

N Mi+l
de admeten la seglient afitaci6:
? :

Mi-Miny
-M +j , -
My -1 NS MMy N -M,
= R b < 29 ;
3o j
27 -1 o 27 -1

de manera que

N, -M -
RS M, -M, (M =M, ) (N, =M,)

Mi-Mial g

i, per tant,

]
I < oM pi=l
i=1 |m,-m,



Aixi, cada sumand de a(2%;P) admet la fita

s
| Y M (N M)
2M1 Ql=1 .
s s s
Com que 3 M;_ =3 M =5, 1 3 M;N, <N;s , resulta que
i=1 i=1 i=1
s
- - <
> M, (N -M.) < (Ni-1)s < s #P
i=1

en tots els casos, ja que Ny < 1 + #P, Per tant, cada sumand

de a(2®;P) &s menor & igual que
oM Qs#P < S Qs#P <Q(1+#P)s

Ara bé, la suma s'estén a una familia de particions
restringides de s, de manera que el nfimero de sumands estd afi
tat per

e ™W2/3 VB o LANE o yds
(c£.[Ap 1: cap. 14, §7, teor. 14.5]). Per tant,

a(2%;p) < 2(1+#P)s 245 - 2(5+#P)s

’

com voliem veure.B

Corol.lari 4.2.- Sigui P un conjunt finit i no buit de nfimeros
primers, i sigui n 2 1, un enter. Aleshores

a(n;P) < n5+ #P.

Demostracif.- Immediata, ja que a(n;P) &s una funci6 multipli

cativa.®

Aquest resultat implica que G(P;t) defineix una funcié
analitica en el semipld Re(t) > 6 + #P, i admet la descomposi~

cié en producte d'Euler

121.
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G(P;t) = [] Z a(?F;p) 27Ft

_ L r =0
(cf. cap. I, §7).

El pas seglient consisteix a calcular els factors d'Eu-
ler. Per a comengar, observem que si £ Pi si £} p-1 per a cap
primer p € P, aleshores a(®T;pP) =0 per a tot r 2 1 (cf. prop.
3.1), de manera que el factor d'Euler de G(P;t) que correspon
al primer 2 &s

‘ CQ(P;t) = 1.
Amb aixd, es té que G(P;t) &s un producte finit de factors d'Eu
ler.

Per altra banda, si &% & P perd £lp-1 per a algun
p € P, posem N; = #{pEP: p =1 (mdd Qi)}, per a tot 1 > 1.
Ales?ores, existeix un s mdxim tal que Ns # 0 i, en virtut dels
resultats del 83, per a r > s &s a(®T;P) = 0. De manera que el

factor d'Euler que correspon al primer % &s la suma finita
s

cg(Pit) = T a@Fp) 275,
=0
Aquesta suma defineix una funcid analitica de tot el pla .com—
plex. Com que a(®¥;P) >0 i a(1;P) = 1, resulta que Cq (P;0) > 1;
en particular, CQ(P;t) no s'anul.la en t = 0,

Estudiem ara el cas £ € P. Posem N, = 1+ #{p€ P:p = 1(mod 2ty
per a tot i > 1, excepte en el cas £-=2 € P, 1 =1, en qué po-
sarem N; = 1+#P =2+ # {p € P: p=1 (mdd 2)}. Com abans,
existeix un minim valor de s tal que Ns+h = ] per a tot h =2 0.

Si apliquem el teorema 3.4 obtenim que, per a tot r > 1, &s

- L
) rt a(ﬁr;P) - ) M

.

(t) ro [N,-M
i=

= N

1AM-M00 g



123.

r r
on 7M(t) =y Mi+1(Ni_Mi) -t Z:Mi, i el sumatori esté@s a

i=1 _ i=1 .
tots els tipus M = (Mi,...,M,0,...) SN = (Ni,...,N_,1,...,1,...)
tals que M; +...+ Mr =r,

Observem que el nfimero de sumands creix quan creix r.
Perd, si i 2 s, aleshores N, = 1; aixd® fa que M, < 1, de mane-

ra que si Mi = 1, aleshores My =1 i M,

l+l(Ni—Mi) = 0., A més

+1
a més, per a i = s, &s

Ny=M; 41
= ] ’
Mi=Miaale
ja que, si Mi = Mi+1’ és un producte buit, i si Mi+1 = 0, Mi =
=1, &s Ni = Mi' En qualsevol cas, doncs, el 1limit superior

del producte, r, es pot substituir per s - 1, i 7 (t) es pot
p M

substituir per l'expressid

s-1
= — -
7D_,I(t) = 7 M (N-M) -t 3 M.
i=1 i=

Per tant, el factor d'Euler de G(P;t) que correspon al primer

2 € P é&s
-~ Ty (E) s—-1 [N,-M,
s et aeFp) = T M Lo,
> i -
r >0 M i=1 Mmoo
s-1
on 7M(t) = Mi+l(NifMi) -t 3 M., i la suma estesa a to
- i=1 iz

tes les successions decreixents My = M, =2...=2 Mr Z..., nul -
les d'un lloc endavant, i tals que M; < N, per a tot i = 1.
Degut a la convergé&ncia absoluta en Re(t) > 6 + # P,
podem reordenar els termes de la s&rie com ens plagui (de fet,
ja ho hem fet). AixI, podem partir les successions M en dues
classes: per una banda, aquelles que tenen M, =0, i per 1'al

0, n'hi

tra, les que tenen M, = 1. De successions M amb Mg
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ha un nGmero finit, i podem considerar la suma

: Yn (t) s—-1 N,-M,
M* i +1
AQ (P;t) = - n * ’
" ] = -
M 1= MMl g
s-1 s~1
on Yyu(t) = ¥ My (NG-MY) - € M;, i la suma estesa a tots
- i=1 , i=1
els " = M ,...,M ) amb M, = ... 2 M_ =0, i M, < N, per a tot
. - s s i i

i. Aleshores, AQ(P;t) defineix una funcié analitica de tot el
pla complex.

Per altra banda, les successions M tals que MS = 1 es
poden partir, encara, en un nfimero finit de classes: dues, M,
M', estan a la mateixa classe si, i nomé&s si, Mi = Mi per a
1 < i < s. Aleshores, cada classe estd formada per les succes
sions M' = (Ml;...,MS_l, M=1,M_,qse0e,M ,,=1,0,...) quan h >
20, i els Ml;...,MS_l,MS=1, s6n constants a cada classe. Aixf,

a cada classe, els factors

i i+l
i=1 Mi~Mi+1 e’
s~1 s
0 2My L (Ng-My) -2 oM,
i=1 i=1

s6n constants, i la suma dels termes de la c¢lasse &s el produc
te d'aquests dos factors per la série
-ht
h=20

de manera que, si posem

o Yoy (£) s-1 [N,-M,
BQ(P;t) - :Ejg M' i 7i+1
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5-1 s
amb Yﬂ'(t) = 2 M, (N-M)) -t 3 M, ila suma estesa a to

i=1 i=1 _
tes les famflies finites M' = (Ml,..-,MS) amb M; 2 M; 2 ...2 M_=1,

M, < N; per a1 < i < s, el factor d'Euler de G(P;t) que corres
pon al primer % €.P &s el producte del factor (1-5Z_t)_l pel fac

tor

Cp (Pit) = By (P3t) + (1-27%) A, (P;t).
i 2 2

Observem que BQ(P;t) €s una suma finita i que defineix una fun

ci6 analitica de tot el pla complex que no s'anul.la en t = 0.

En conseqiiéncia, com gque (1-52'-1:)'-l defineix una funcié meromor

fa del pla complex amb un finic pol simple en t = 0, obtenim els

seglients

Teorema 4.3.~ La funcid generatriu de Dirichlet dels nfimeros
a(n;P]l es pot escriure, en el semiplad Re(t) > 6+ #Pp,
en la forma

cpitr = 1 2"H71 [T ¢, (prey.
L P 2
Les funcions CQ(P;tl sén funcions analitiques de
tot el pla éomplex, i CQ(P;t) = 1lquan £ € P i

2 f p-1 per a cap primer p € P.=

. Teorema 4.4.- La funci6 G(P;t) es pot estendre a una funcidé me
romorfa de tot el pla complex amb un fnic pol en

t = 0, d'ordre #p. =
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APENDIX,

SUBGRUPS D'UN p-GRUP ABELIA FINIT.

§1.~ Introduccié i notacions.

L'objectiu d'aquest apéndix &s, essencialment, el cal.
cul del ntimero de subgrups d'un grup abelid finit gque satisfan
certes condicions.

Sigui p un nlmero primer i sigui G un p-grup abelid
- finit. Aleshores, existeix s 2 0 i existeixen enters no nega-
tius nl;ng,,..,ns, tals que, tret d'isomorfisme, podem escriu
re G en la forma

G = (Z/p z)™ x (z /p*Z)"? x...x (Z /psZ)ns.

Els successius guocients pi_lG/piG, i 2 1, sén els p-quocients
" elementals de G; sén Ib—espais vectorials de dimensié finita,
N;. No és gens dificil comprovar que Ny =n; +...+ 10, 1 <1i<s,
i que Ny = 0 per a tot i > s (cf. cap II, §9, lema 9.1); de ma
nera que el coneixement dels Ni equival al dels ny i, per tant,
al coneixement de G.

Classicament (cf.[Bu 1: cap. VII, §81l]) es definia el

n.) n,_,) n;) n;)

tipus de G com el vector (S,..¢,8,5-1,.7.v:8"), 000727 00:,2,17.000.,1).
La possibilitat que algun n; sigui zero fa que treballar amb
aquesta definicid sigui bastant enutjds, sobre tot a l'hora de
comparar diferents p-grups abelians finits.

Sigui s el mdxim natural s =2 0 tal que ng > 0; alesho

-~

res, podriem definir el tipus de G en la forma (n,,...,ns) o)
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eﬁ la forma equivalent (Ni,...,N_)) (cf.[Dy 1]); aixd t& la ma
teixa dificultat que la definicif clissica: el valor de s que
correspon a dos p-grups abelians finits pot &sser diferent, de
manera que els vectors s6n de longituds diferents. 8i, per a
poder-los comparar, igualem les longituds tot afegint zeros a
un en la forma (nl;...,ns,O,...O), resulta que el vector no

queda univocament determinat. Perd aquesta dificultat desapa-

]

reix si posem n, = Ni 0 per a tot i > s, amb la seglient

Pefinicib.- Posarem N = (Nl;...,NS,NS+1,...) i direm que G &s

un p-grup abelid de tipus N.

D'aquesta manera, el tipus d'un p-grup abelid finit é&s
una successib decreixent de nlimeros naturals, nul.la d'un lloc
endavant, i que el determina a menys d'isomorfismes. Observem
que el valor de s gueda determinat per 1l'exponent, ps, de G,
que jg: Ny =N +...+ N, = ni+ 2n; +...+ sn,, 1 que G é&s

i=1
Sty Npteoot N
d'oxdre p ; s:

Sigui Xo un p-grup abelid finit de tipus M. Veurem a
la proposicid 2.1 que G conté un subgrup de tipus M si, i no-
més si, per a tot natural i @ 1 es verifica Mi < Ni’ fet que
indicarem per M € N. Si posemi M + N el vector de components
N+ My, 4 # 1, &s immediat comprovar que G x X, &s de tipus

Sigui H(G;M) el conjunt format per tots els subgrups
X € G de tipus M, i posem h(G;M) el seu cardinal. En aquest

apéndix es tracta de resoldre els problemes seglients:

*



129,

Problema 1.- Calcular h(G;M).
Problema 2.- Donat 0 S v < N; +...+ N,, calcular el nfimero de
subgrups de G d'ordre pv.
El grup G és el producte de n_ factors Z /prZ, 1 €r < s;
indicarem per Hr,u: G~ Z /prz , 1 < u < n_, 1<r <s, la pro
jecci6 usual de G en el u-é&sim dels factors Z /prZ + 1 pern

el conjunt de les parelles (r,u), 1 <y < n., 1 <r < s.

Problema 3.- Calcular el nGmero de subgrups X € G de tipus M
tals que per a tot (r,u) € n es verifica que

' — r
Hr,u (X) =Z /p” Z .

Problema 4.- Calcular el nfimero de subgrups X C G d'ordre do-
nat p', amb 0 S v < N; +...+ N , i tals que per

a tot (r,u) € n es verifica que Hr a (X) =2 /pr Z .
. ’

Amb les notacions del capitol II, aixd &s calcular el
cardinal del conjunt
ny ) s, Ps s v
P(Z/p By veey B/ ZYy oovy Z/p %y .70y Z/P°Z; P )
Els dos problemes segilients s'inclouen per a completar,
ja que la seva solucif s'obté& de manera senzilla a partir de

la solucié dels problemes anteriors.

Problema 5.- Calcular el nfimero de subgrups X de G tals que
per a tot (r,u) € n &s Hr a X)) =z /pr Z , sen-
14
se restriccions ni a 1'ordre ni al tipus de X.

Problema 6.~ Calcular el nlmero total de subgrups de G, sense

restriccions.
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Tots aquests problemes es poden enunciar en el cas d'un
~
grup abelid finit qualsevol, G, no necessidriament p-grup. Perd
A
la descomposicid de G en producte dels seus subgrups de Sylow,

~
G = []s_(c)= s, (G}, permet reduir els problemes al cas de
p P P P

p-grups. Aixd éé clar en el cas dels problemes 1,2,6, en els
quals no intervenen les pr0pietaté relatives a les projeccions.
Per als altres problemes, si 8 = % /1% X...X % /ekZ i Hi s

G Z /e1 Z é&s una projeccid qualsevol, &s ficil veure que per
a tét subgrup X - 8 &s Hi(Xj = % /eiz si, i només si, per a
tot primer p, és Hi(SP(X)) = SP(Z /e;Z) (cf. cap. II, §7, prop.
7.5); de manera que els problemes 3,4 i 5; també es redueixen
al cas de p-grups abelians finits.

La solucid del problema 1 estd enunciada en [Dy 1: teor.
al. be'tota manera, i per fer aquesta memdria més autocontingu
da, en donarem una demostracié. Aixd, a m&s a més, ens serviri
per a establir les notacions i alguns resultats necessaris per

als altres problemes.
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§2.~ Inici de la resolucié del problema 1.

Sigui p un nGmero primer i sigui G un p-grup abeliad fi

nit de tipus N = (Nl;...,NS,O,...). Mantindrem les notacions

del §1, de manera que n; = N, - N, ., per a tot 1 2 1. Tot ele

ment de G &€s una famflia x = (...)xr u,...), (r,u) € n, d'ele-
. 14

ments x_ . €z /prZ + pels quals sovint prendrem representants
14 .
< r
enters amb 0 < Xpw SP -
Sigui Xo un p~grup abelid finit de tipus M. El proble
ma 1 consisteix a calcular h(G;M). Comencem per caracteritzar

quan h(G;M) = 1.

Proposici6 2.1.- Sigui G un p-grup abelid finit de tipus N.
Aleshores G conté algun subgrup de tipus M

si, i només si, M < N.

Demostraci6.- Per pas al dual é = Hom(G;C*) G conté un subgrup
de tipus M si, i només si, G té un quocient‘de tipus M. Perd
si G X, &s un morfisme de grups exhaustiu, resulta que, per
a tot natural i = 1 es verifica que H(piG) = pixo, de manera
que obtenim, per pas al quocient, morfismes exhaustius Iy s
pi-lG/piG i pi—lxo/pixo + que ho s6n de I;-espais vectorials.

l_lxo/plxo) < dimm.(pl—l/plG) = N;, per

Per tant, M; = dimn%(p
a tot { # 1. En conseqiidncia, M <N,

Rediprocament, suposem que M < N; podem passar de M a
N per una successid finita de vectors. tals que només diferei-
xin en una component, i d'una unitat en aquesta component. Ai
xI, podem suposar que Nj = Mj + 1 en el lloc j-&sim i que M; =
N, per a i # j. Alxd significa que els grups G i Xo sén, respec



13z,

tivament,
ni A . n, s n
G = (Z/p Z) Xx...x (Z /pJZ) J xio.x (Z /p°z) S,

ng 1

oy st . n.-1 s g
X = (Z /p Z) x...x (Z/p? "z) ) x (z/p’z) I x...x(z /p%%m) S.

Perd el factor diferent, Z /pj'lz , de Xo &s isomorf al sub-
grup p(Z /pJZ) del corresponent factor % /pgz de G; de mane-

ra que podem incloure Xo¢ en'G component a component.®

Aquesta proposicié fa que, a partir d'ara, puguem su-
posar que M < N. Per a fixar les notacions, posem ps 1'expo-
nent de G, de manera que N = (N;,...,Ns,o,...) amb Ng > 0; es
criurem també M = (M;)...,MS,O,...) amb M_ > 0, i posarem m; =
= Mi - Mi+l per a tot i = 1. Denotarem, an3logament a com hem
fet amb n, per m el conjunt de les parelles (i,j) tals que
1<i<s,1<3j< m; .

Considerem el conjunt B(G;M) format per totes les fa-
mil:’L.es‘{ei'j}(i'j)eE
tals que per a tota famflia d'enters {Ki'j}E es verifica 1l'e-

(abreujarem'{ei,j}g) d'elements ei,je G

guivaléncia
(1) :Ej xij ey = 0 en G ® per a tot (i,j) € m &s
(i,j3)€m
= i
A, | = .
1,3 =0 (mdd ph)

DefiniciS.- Anomenarem M-base en G tota famili. {ei j}m com
’ -—
l'anterior. Aixf, B(G;M) és el conjunt de totes

les’ﬂ-bases en G.

El significat d'aquesta definicié queda aclarit pel

seglient resultat:
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Lema 2.2.- a) Sigui {ei j}m una M-base en G. Aleshores, el sub
y37m 2

grup de G generat pels e; 3 és de tipus M i no
14

admet un sistema de generadors amb menys elements.
b) Sigui X € G un subgrup de G de tipus M. Aleshores,

existeix una M-base en G, {ei j}m , tal que X &s
' —

el subgrup de G generat pels ey 5
!

Demostraci6.- Sigui {e; j}m una M-base en G, i sigui X el sub
’ -
grup de G generat pels e 5 L'equivaléncia (1) permet demos-
14
trar, si triem families Ai 3 adequades, que cada ei 3 és un
4 4
element de G d'ordre pl. Considerem, en X,, la M-base candni-
AY)
ca en Xo; E, ., =
AlIJ

: ~, N,
Aleshores X, = @ (E, .) i, efectivament, {E, .} &s una M-ba
T3 i,i'm ==

(0,+¢.,0,1,0,...,0) amb 1 a la component (i,7j).

~ .
se en X,. Com que E, ., e, sdn d'ordre pl, podem definir un

i,] i,j’
[AY

inic morfisme de grups Yg: Xo = X tal que Yo (B; 1) =e Com

3 T She
gue els ei,j generen X, wk és exhaustiu..Per altra banda, un
petit cdlcul tenint en compte la condicié (1) demostra que wx
&s injectiu. Per tant, wx és un isomorfisme; Es clar, a més a
més, que Xo no admet un sistema de menys generadors que el sis
tema {Ei,j}ﬂ; per tant, el mateix passa a X amb el sistema

}

{ei'jlﬂ.
Reciprocament, si X &s un subgrup de G de tipus M, i
siy : Xo - X &s un isomorfisme qualsevol, la familia {ei j}m ’
’ —
definida per e, j = w(%k j), €s una M-base en G, ja que la con

14 14

dici6 (1) es:manté per isomorfisme.m

Aguest lema ens permet fer una primera reduccid del

problema 1. En efecte, per a tot X € H(G;M) podem triar un iso
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morfisme fix WX: Xo > X. Donada, ara, una M-base en G, {ei j}m
: /3 m

denotem per X el subgrup de G generat pels e; 57 i sigui wx=

14
~

Xo > X 1l'isomorfisme definit per VY (E, ,) = e, a la demostra
X'7i,3 i, 3 -

cié del lema anterior. Aleshores, wgl kox € Aut(X,) i podem

definir una aplicacié

f: B{(G;M) =———— H(G;M) x Aut(Xo)
fey sd —— (X, w3t o ¥) .

Es verifica el seglient:

Corol.lari 2.3.~ L'aplicaci6é f~&s: bijectiva. En particular,
h(G;M) #Aut(Xe) = #B(G;M).

DemostraciS.~ Com que els ¥y no depenen de {ei,j}g , disposar
d'un automorfisme ¢ de Xo equivalla disposar de 1'isomorfisme
Py o @ de X, en X, per a un X € H(G:M), O pe; a tot X € H(G;M).
Aixf, una parella qualsevol (X,y) € H(G;M) x Aut(X,) es pot es
criure en la forma (X, wglo ¥y) on ¥y =y, oy, i per a tota

C o ‘o _ Y
parella (i,j) € m podem definir &,5 = wx(Ei'j). Com gue ¢x

€s isomorfisme, els e 3 formen una M-base en G i &s clar que
! - .

f({ei j}m ) = (X,¢). Per tant, £ &s exhaustiva; perd com que
' —
{ei,j}g“es recupera de f({ei,j}g) per ei,j = wx(%;,j)' £ tam-

bé &s injectiva.®

Amb aquest corol.lari, el cdlcul de h(G;M) queda re-
dult al cdlcul de #aut(Xo) i al calqul de #B(G;M). Comencem a
fer el cdlcul d'aquest Gltim.

Per a tot r 2 0 posem U,.(G) el conjunt dels elements

de G d'ordre exactament pr. Aleshores G &s la reunié disjunta

14
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dels U_(G) per a 0 < r < s, Com que 1l'exponent de G &s p°, es
té que U_(G) # ¢ i que U.(G) = ¢ per a tot r > s.

A la demostracié del lema 2.2. hem vist que si {ei,j}m
&s:una M-base en G, 1 si Ms # 1, aleshores existeix es,ms i é;
un element d'ordre ps. Per tant, si MS > 0, podem definir una
aplicacié g : B(G;M) - U, (G) per g({ei,j}g) = es,ms‘

Proposicib 2.4.- L'aplicaci8 g-és: exhaustiva i totes les fibres

tenen el mateix cardinal.

Per a demostrar aquesta proposicif serd Gtil el seglient

resultat, que farem servir tamb& al §4.

Lema 2.5.- L'acci8 de Aut(G) en US(G) donada per (¢,x) = ¢(x)

€s una accid transitiva,

Demostracié del lema 2.5.- Sigui E = ES n = (0,...,0,1) € G.
s

Aleshores E € U (G) 1 &s suficient provar que donat a € U, (6)
existeix un automorfisme v de G que transforma E en a . Consi
derem la N~base candnica en G’{Er,u}n » 1 sigui G' el grup G»

excepte 1'fltim factor Z/“psz; és a_dir,

c' = @ (Er'u) .‘

(r,u)#(s,ns)

Aleshores G G'® <E >, i comque <E > =~ <a>, 8s suficient
veure que G = G' ® <aqa > , Podem suposar, ja que permutar les
darreres ng components de Gé&s un automorfisme, que la darrera

component, a4, . , de a és un generador de % /psz r 1 via un ay
7
s

tomorfisme de G que només mogui 1'Gltima component, que ag =

n
s

1.
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Perd, aleshores, a-E € @', i d'aquf s'obté ficilment que

G=G' a<gqg> .

Demostraci6é de la proposicif 2.4.- Siguin a4, a' € US(G). En
virtut del lema 2.5, existeix un automorfisme ¢ de G tai que
yv(a) = a'. Com que la condicib (1) es manté per isomorfismes,
¢ transforma bijectivament g—l(a) en g_l(a') i, per tant, tots
els conjunts g-l(a), a € US(G), tenen el mateix cardinal. A
més a més, com que M < N iM, >1, B(G:M) # ¢ . Aixd implica

que g &s exhaustiva, ja que algun g—l(a) €s no buit.s

Aquesta proposicié permet reduir el c3lcul de #B(G;g)

al cilcul de #U_(G) i de g '(E), amb E = E, . = (0,...,0,1) €¢.
r
s
Per a aix0, continuarem suposant que M < N i que M_ 2 1. sigui
n,

G' com abans i sigui X§ = & (Ei .) . Aleshores, si

L. v ]

(1.3)#(S.ms)
M', N', sbn els tipus respectius de X} i de G', resulta que
Mi = Mi -1, Ni = Ni -1, 1<i<gs, i podem considerar el con

junt B(G';M!'). Es verifica la segiient

Proposici§ 2.6.- g-l(E) és equipotent al producte cartesil

B(G';M') x X& .

DemostraciS.~- Sigui {e € g-l(E). Aleshores'{ei j}m és
14

1,5'm n
1,9)
ar'u

una M-base en G tal que e €

= E; posem e, = (eoey ress)

S 1r3

] 'Y ' _ ' - (i j) .
€ G, 1 definim, per’a tot (41,3) # (§,ms), ei,j‘ ei,j aslﬁs E; és

excepte la darrera component, que &8s zero.

s,m

¥
a dir, ei,j &s ei,j one .
Com que e, . &s d'ordre pi, resulta que a!1r3) = o (mea p°™h
i,J s,mS

(i,3) _ _s-i
i podem escriure as,ms = p bi,j amb bi,j Gnic tal que
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0<b, ., <p". Sigui b= (...,b, .,...) € X} . Aleshores {ef 4}
1,3 i,J

v ] ’
€s una M'-base en G'. En efecte, si tenim enters Ki 57 (i,3) €

In
ml
resulta que

>t ] = ] v ] -
Ai,j ei,j 0 enG' e 2 Ai,j ei,j 0 enG <
i,J eirj irj :ns
=0 en G <

e N, . =0 (mdd pl) 1 Z'A

1,7 i,j *s,n

=0 (mdd p°),
on Z' 8s la suma estesa a les parelles (i,j) € m'. Perd, com

que a(iﬁj) =0 (m6d p ), aixd Gltim equival a dir que A v =
’

=0 (mdd p ) per a tot (i,j) € m'. De manera que {el J}m ve-

rifica la condici6 (1') i és una M'-base en G'. Per tant, po-
dem definir una aplicacid h:,g’l(E)f> B(G';M') x X§ per la fér
mula

hife; k) = (L} jdpes B

Es suficient veure que h &s bijectiva. Com que podem recupe-

rar els a(l 3 2 ps_l bi 3 a partir de b, podem recuperar
14
(i,3)e g',es,ms= E, 1 h &s injectiva.

Per altra banda, 51 definim e, 3 com ara mateix, només cal veu
14

(113)
— L}
1,5 T 1,5 ¥ %, n_ E,

re que {e, .} _ € g (E). Perd aixd é&s jugar amb la condicié (1)
m Jug

i,j
andlogament a com ho hem fet per a definir h.m

Podem resumir les proposicions 2.4 i 2.6 en el segiient

Corol.lari 2.7.- Si MS 2 1, aleshores #B(G;M) = #US(G)#XA#B(G';H').I
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§3.~ El pas inductiu.

El corol.lari 2.7 permet establir un pas inductiu per

al cdlcul de #B(G;M). Comencem per calcular #0_(G) .

Proposicié 3.1.- Sigui G un p-grup abelid finit de tipus N =

= (Nl;...,Ns,O,...). Aleshores

Np +...+# N, N
#US(G) =p (p °-1).

Demostracibé.- Un element x € G s d'ordre ps si, i només si,
alguna de les seves darreres ng, components &8s d'ordre ps. Pe-

rd aixd &s dir que US(G) &s el complementari en G del subgrup

nxl - n__ n
(Z /p Z) x...x (Z/p° 'z 57 x (p z /p5m) S,
Ni#+.o.+ N_ - Ny+...+ N -1
de manera que #U_(G) = p 5. p s=1 _
Ni+...+ N, N
=p (p "~1). Observem que la f&rmula és vilida enca

ra que Ns =0.8

Corol.lari 3.2.- Amb les notacions del corol.lari 2.7 , si G
€s de tipus N = (Ni,...,N,0,...), 1 M =
= (M;)...,MS,O,...) amb Ms = 1, aleshores

LR S RN

N
#B(G:M) = #B(G;M"). (p °-1).p 1
S:L-Ms 2 1, podem aplicar MS vegades consecutives el co
rol.lari 3.2, cada una a un grup diferent i a un tipus dife-
rent. En efecte, els tipus N,” M, es redueixen, a cada pas, a
N', M', amb N} 2 N,-1, M! = M;-1. De manera que, després dels

i i
Ms passos, els tipus s'hauran reduit a (N14Ms,...,Ns—Ms,O,...),

-s
s— 1+ Ms
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. s K] (] ’\I
My —M_,eee/M "M ,0,...) i tindrem Mé = 0, Sigui G un p-grup
abelid finit de tipus (N14MS,...,NS—MS,O,...) i posem M'=

= (M‘_Ms""'Ms —MS,O,...). Amb aquestes notacions es t& que:

-1
Lema 3.3.- Suposem que N_ 2 0 1 que M_ = 0. Aleshores:

n B
#B(G;M) = #B(G;M') p

1]

=M +3
NS MS JS

S (P _1)1

(SN =
7]
Il :JUJ
—

-1-Ms))+

on Bs = MS(Nﬁ-...f Ng_p *(Mi-M)+.. .+ (Mg

+ M (M_-1) /2.

N
Demostraci6.- E1 factor p S-1 del corol.lari 3.2 s'ha de mul-
N -3
‘tiplicar consecutivament per p -1, 0< j<§MS - 1; si posem
js =M, - j, obtenim el producte de 1'enunciat. Per altra ban

da, cal sumar els exponents de p:
(Ni=3) +...+ (N _j=3)+ (My =3) +..at M _,=3)+ (M -F)- s,

per a 0 < j < M -1. Aix3 dbna 1'exponent

Ms—l
By = M (Np+oo o#N__ ) +M (My+. . #M ) +M M= (25-1) 2 3 -sM =
j=0
= ~ - 2 _ -
= M (Np+. o #N__ + (M -M ) Fooot (M M) +sMT —sM_
M -1
s
- (2s-1) T j.
j=0
Peré: M -1
[

sM’s - sM_ - (2s-1) 31 ]
j=

2 - = - -
sML - sM_ - (2s-1) (M -1)M_/2

Ms(sMs -5 - s(MS—l)+(Ms—1)/2)=-

Ms(Ms—l)/Z,
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~N
com voliem demostrar. Observem que, si Ms = 0, aleshores G = G

iM'=M; i com que ﬁs = 0 1 el producte &s buit, la f6rmula

és trivial.m

- Y4
Sigui G(s 1) el grup que s'obté de G canviant les com
ponents Z /p°Z per components Z /ps"lz . Aixd fa que gls~1)
sigui de tipus (N,éMs,...,N
(s-1)

- '—
a1 Ms,o,...). Perd tota M'-base en

~n

G estd inclosa en G + ja que no conté elements d'ordre ps.
N ; -

Per tant, podem canviar B(G;M') per B(G(s 1);_M__'). Aixd ens per

met establir el seglient pas inductiu.

Per a 0 S i < s, sigui ¢ un p-grup abelid finit de
(1)

i - .
tipus H( ) o (N,—Mi+1,...,Ni—Mi+1,0,...), i sigui M
(s)

[ §=§_1(s):

= (Mi=M, ,..0/M-M, 0,0,...). Aleshores, G = G
i el lema 3.3 i aquesta observaci6 demostren que, per a 1 <i < s

es verifica que

By NyMi*3s

1)

Il (p

on ﬁi = (Mi—Mi+l)((N;4Mi*l)+...+(Ni_l*Mi*l)+(M;—Mi)+...+(Mi_l—Mi))+
+ (MM ) (M My -10/2,

Si ara substituIm successivament els #B(G(l);g(l)) ob

tenim que:

Proposici6 3.4.- Sigui G un p-grup abelid finit de tipus N =
= (Ni,o.0,N,0,.00) 4 sigui M = (Mi,...,M,,0,...)<
< N un tipus. Aleshores:

S M,~M .

- i i+l N, -M,+7, .

#B(c;m = o’ M b iy,
i=1 3=l
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on
s i-1 8
_ 1
b= T Mg-My ) X (N M) (Mp-My)) ¥ > M) (MM -1
i=1 £=1 i=1

Demostraci6.- El producte de la fSrmula és clar, i f = z:ﬁi.

(0) i=1

A m8s a més, #B(G(o);g(o)) =1, ja que M = (0,...) corres-

pon al grup trivial. Només cal observar que si NS 0, alesho

res M_ = 0 1 N(s) - E(S-l)' g(S) - E(s-l)’ 16
M Mg, '
N_-M_+j
ducte Il (p ° % 751 =1.w

0 i el pro

Per a poder escriure una f6rmula per a h(G;M), i en

virtut del corol.lari 2.3, nomSs cal condixer #Aut(X,).
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§4 .~ Automorfismes d'un grup abelid finit.

L'ordre del grup d'automorfismes d'un grup abelid fi-
nit &s ben coneqgut (cf.[Sp 1: cap. 9, §43, teor. 114]). En
aquest § en donem una demostracid utilitzant el llenguatge d'agc
cions d'un grup en un conjunt i que, essencialment, depén del
lema 2.5. Aprofitem per a enunciar el teorema en forma directa
ment aplicable al cdlcul de h(G;g).

61 ¢ &s un grup abelid finit qualsevol, Aut(a')z rIAut(Sp(a)L
de manera gue podem reduir-nos al cés dels p-grups abelians fi
nits.

Suposem, doncs, que G €s un p-grup abelid finit de ti
pus N = (N,;...;NS,O,;.;) amb N, > 0. En el lema 2.5 s'ha de-
mostrat que Aut(Gl opera transitivament en U, (G) i a la propo
sicié 3.1 s'ha calculat explicitament el cardinal de US(G).

Per tant, el cdlcul de #Aut(G) es redueix al cdlcul de 1l'ordre
del grup d'isotropia d'un element qualsevol de US(G); per exem
ple, de E = (0,>...‘,0,1),€E G. Posem H = {y¢ € Aut(G): ¢(E) = E}
aquest grup d'isotropia. Sigui S(G;E) el conjunt de tots els
suplementaris de (E) en G; amb les notacions dels §§2 i 3,

G' € S5(G;E]. Es verifica que:
Lema 4.1.~ H opera transitivament en S(G:;E).

Demostraci6.- Immediata, ja que dos suplementaris de (E) en G
s6n sempre isomorfs i podem estendre un isomorfisme a G via la

identitat en (E) .®
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Lema 4.2.- E1l grup d'isotropia de G' és isomorf a Aut(G').

Demostracib.— Els automorfismes de G que deixen fix E i que
deixen fix G' sbn automorfismes de G' (per restriccid), i ca-
da automorfisme de G' s'estén de manera finica a un automorfis

me de G que deixi fix E.®

En conseqliéncia, #Aut(G) = #U_(G) #S(G;E) #Aut(G') per
met fer el cdlcul de #Aut(G) per un proc&s inductiu. Només cal

calcular #S(G;E). Es té&, perd, que:

Lema 4.3.- Sigui G un p-grup abelid finit de tipus N =. ... .

= (Ni,seesN,0,...) amb N, >0, i sigui E

(0,...,0,1) € G. Aleshores

(N;j=1)+...+(N_-1)
#S(G;E) = p s,

Demostraci6.- Donar un suplementari de (E) en G, poéem A, equi
val a donar la projeccid de G en (E) relativa‘al suplementari
A; &s a dir, a donar un morfisme~de grups II: G > (E) tal que
I(E) = E. Perd, com que G = G' ® (E) , aixd equival a donar
un morfisme qualsevol ¢: G'' - (E) . Per tant, #S(G;E) =

= #Hom(G', (E) ).
‘ s-1 r n. s ns—l
Comque G' = P (zZ/p Z) e (Z/p Z) , resulta
que r=1
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s-1
n n-
Hom(G';{E}) = (Hom(Z /p"%; (E))) T x (Hom(z /p°% ;{E))) % =
r=1
s-1 ) n n-1 .
= (% /prZ) T x (z /psz) s P
r=1
= G,

ja que Hom(Z /prz ,(E)) ~ Hom(Z /prZ , Z /psz) = Hom(Z /prZ , 2/ prZ)z
« 2 /p*%Z , per qud E &s d'ordre p° > p%.
: (Ng=1)+...+(N;-1)
Per tant, #S(G;E) = #G' =p , com vo-

lfem veure.m

Corol.lari 4.4.- Sigui G un p-grup abelid finit de tipus N =
= (Mi,...,N,0,...), N, >0, i sigui G' un
p-grup abelid finit de tipus (Ni-1,...,N,-1,0,...).
Aleshores: |

N [+3
#Aut(G) = #Aut(G') (p °-1)p %,

amb o = (N,+,,,+Ns_l) + (N,;1)+,,,+(Ns-1),-

Sigui, ara, G, = G i, per a 0 < j <§Ns,’sigui Gj un
p-grup abelil finit de tipus N3} = (§,-3,...,N,-3,0,...). Po

sem G = Gy -+ L'aplicacié reiterada del corol.lari 4.4 déna el
s A
segilient

Lema 4.5.~ Sigui G un p-grup abelil finit de tipus N =

= (Nx{..l,,ns,o,...) ambi:N, > 0. Aleshores,

= Ts Ns js
#Aut(G) = #Aut(G)p [T "=,
N ,(Ns+_1)

on 7, = 2 NS(N14...+NS) - sN; - -—-—2—'—'—' .
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Demostracié.~ Si Ns = 0, aleshores la f6rmula és una identi-
tat. Si NS > 0 podem aplicar el corol.lari 4.4 successivament
als grups Gj' 0<j5 < N_-1. Com que as-j = (Ng=j)+...+(N__,=3)+

+ (N1~j-1)+...+(Ns—j—1), si sumem Qg te.etar obtenim que

S
N -1
Tg = 2 [(Nl-j)+...+(Ns_1-j)+(N1—j—1)+...+(Ns—j—1)] =
3=0
N -1
S
- Y 2 - - . =
= 2N_(NMp+...+N__;) + N_ - sN_ - (2s-1) > 3
3=0
= | - N2 - - - - =
= 2N_(Np+...+NJ) - N} - sN_ - (2s-1) (N -1) N_/2
CN_(N_+1)
= ' - gN2 - S5 S5
2N_(Np+...#N) - sN » R
) NS(NS+1)
3 -1) - - =2..._._.—_——
ja que Ns + sNS + sNS(Ns 1) NS(Ns 1)/2 SNy, + 5 .

Per a acabar el cdlcul, i per a 0 < i < s, posem Gy

un p-grup abelid finit de tipus (N‘-Ni+l""’Ni—Ni+1’0'"')'
Aleshores, és =G, és_l =G, i G = {0}. E1 lema 4.5, aplicat
a G, déna
* N, -N
_ 74 i i+l ji
#Aut(G;) = #Aut(G;_;) . p I1 (p "-1),
j;=1
1 i
= - - - - 2-}_ - -
amb LET 2(Ni N1+1)_ z:(NL Ni+1) i(Ni N1+1) 2 (Ni Ni+1)(Ni Ni+1+
£=1

per a 1 S i < s,
Substituint successivament, i tenint en compte que

#Aut(Go) = 1, s'obté el teorema final:

Teorema 4.6.-~ Sigui G un p-grup abeliad finit de tipus N =

= (Nl;...,Ns,O,...), amb Ns 2 0. Aleshores:
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Demostraci6.- Nom&és cal comprovar que 7Y

s
#Aut(G) = p7 [1

i=1
s
2 (NN )
i=1

5]
1
t3 (NN ) (NNt

el producte de (Ni—N

i
2 3 0N,y)
£=1

i

7 [Np=Ny )= (N

i+1)

i

(Np~N;) + 2

£

i=1

- i (Ni-N

-1

=1

i+1)

(Np=Nyyq) + (NyNyyy)

"1
[ (Nl-Ni)+(N£-Ni+1)]+ _2'

El resultat é&s, doncs, clar. ®=

per la suma

i
i-Ni+1)}+ z (NIE—Ni"‘l)

((N,=N;) +(N,=N; 1))+

S
= 3 7y Cada Ty és
i=1
. _
T (Nj-N; g+ =
1
3 (N; =Ny *1) =

=1

(Ng=Nj, =1

1
= (NN o+

2



SIS
§5.- EL sfmbol |, | -

Per a tota parella d'enters no negatius, N,M, conside

rem la funcid racional de @(X) definida pel simbol

N+M M ML
[ ] = 1] "Iy 1 «-n7h
= j=1

Les propietats elementals d'aquest simbol es resumeixen en el

seglient

N+M N+M . N T R
Lema 5.1.- a) = 1] &-n []&-n7" [ I-n7.

M JX . .

j=1 =1
N+M N+M
b) = .
M jX N X

Lol <L

N+M NM N+M
d) Equacié funcional: -1

' N+M N+M-1 N=-1+M
e) Si M > 1, aleshores = xN

o [*]. - (X)[N”“ -[a]-[a],

on ¢,(X) és el d-&sim polinomi ciclotdmic i [g] és
la part entera de g .
Demostracib.- a), b), i ¢), s6n immediats a partir de la defi
nicié, d) Calculem XNM [N+M] -1° Com que X I-1 = - X-j(xj—l),

es té que _5 T (T+1) T

T, :
M 3-1 = (07 M &-n
j:l j=]_

47X f e
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si fem T = M, N,N+M , i multipliquem, el resultat é&s conseqiién

cia de la igualtat:

(N+M) (N+M+1) _ N(N+1) _ M(M+1) _ NM.
2

N+M

N+M
e) . De l'express$is de [ M ]x separem el factor X -1 del nu-

merador i el factor X"-1 del denominador; el que queda &s l'ex

pressié de [N+M-l]. . Perd (XI\HM—-I)(XM--l)"1 = XN+(XN-1)(XM—1)_1'
X

M~1

i el producte del factor (xM-1) (x-1)"! pel sfmbol |N*M-1
P M-1 Jx
és exactament el simbol [N—1+N1 .
M ix
f) Del fet que X7J-1 = I1 $5(X), resulta que
dlj ’

T . K3

[T &30 = [] syeTd

j=1 d=1

on e(T,d) = [%] és el nimero d'enters j, 1 < j < T, tals que
dlj. E1 resultat &s, doncs, conseqgii®ncia del fet gue, per a

4a>7Teés [g] = (0, quan particularitzem T = N,M,N+M, i multi-

pliquem.=

Corol.lari 5.2.- Siguin N,M, enters no negatius. Aleshores,

[N+M] és un polinomi de grau NM amb coefi-
M KX

cients enters estrictament positius.

N+M
Demostraci6.- [ M ]X €s un quocient de polinomis; el numera-
‘ M
dor, de grau % (N+j) i, el denominador, de grau 3 j; de
j=1 j=1

manera que la qilestié del grau serd immediata un cop vist que

el simbol &s un polinomi. Perd, per induccid sobre N+M, la pro



N+M
pietat e) del lema 5.1 permet demostrar que [ M ]x és un poli
nomi i que els coeficients sén enters no negatius. Perd, si els

N+M-1 N-1+M
coeficients de X 1 els de X sén positius, com

M=-1 M
que el grau del segon &s (N-1)M = N-1, els coeficients de
XN [N+M—1] # N_1+N1 = IN+Ml s6n positius, si M = 1. El
M-1 }X M X M JX

cas M = 0 8s clar, aixi com el cas N+M = 1, gue ens permeten

comengar la induccid.®

Seguidament donarem una caracteritzacid del polinomi
N+M
[ M ]X en funcid de les varietats Grassmannianes sobre els
cossos finits.
Sigui p un primer i sigui GP(N,M) la varietat Grassman
niana formada per tots els subespais vectorials de dimensié M
d'un espai vectorial de dimensié N+M sobre una clausura alge-
braica ﬁ% de B% . Sigui gpr(N,M) el niimero de punts I%r—deﬁi
nits de G (N,M). Un exercici senzill d'dlgebra lineal elemen-
N+M
tal permet demostrar que g r(N,M) [ ]
Es un fet ben conegut que la funcié zeta de G = Gp(N,M),
definida per
£X
2(6;t) = exp . gr ) L
r=1
d -1
&s una funcié racional de la forma Z(G;t) = [] PZi(t) on

i=0
d = NM &8s la dimensis de G i els PZi(t) sén polinomis amb coe-

ficients enters de la forma

fai
j=1

amb els a; i enters algebraics de valor absolut pl. El grau,
’

ﬂZi’ de PZi(t) 8s el (2i}-8sim nGmero de Betti de G.
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Utilitzarem el segiient

Lema 5.3.- Sigui & un cos de caracterfistica zero; siguin
a.;...,an,bx}...,bm € k*i suposem que per a tot
n m
natural r 2 1 8s 3 ai = z:bg . Aleshores n = m
i=1 j=1
i existeix una permutacid ¢ del conjunt {1,2,...,n}

tal que per a tot Index 1 <1 <n &s b, = Ay (1) "

DemostraciS.- Si n < m, completem els a, amb zeros a fi de te
nir n = m; la hipdtesi :sobre les sumes de poté&ncies es manté

1 assegura que els polinomis de Newton dels a; 1 dels bj coin
cideixen per a tot r 2 1. Per tant, també coincideixen les se
ves funcions simétriques elementals (cf. cap. II, §3, lema 3.3).

m m
En conseqii@éncia, els polinomis r](x—ai) i r](x-bj) coinci
i=1 j=1
deixen i, per tant, les seves arrels tamb&.®

Amb aquest resultat podem ja establir el segiient

Teorema 5.4.- Es verifica la identitat:

N+M NM i
_ =2521x,
M X

i=0
on ﬁi és el i-ésim nlmero de Betti de GP(N,M).

Demostracid.- Es ben conegut que el coneixement dels a; per-
14

j

met calcular els coeficients gpr(N,M) en la forma gpr(N,M) =

= 3 o jr; per altra banda, com ja hem comentat, gpr(N,M) =
14

i,3

N+M ' N+M
= [ ] r* Per tant, obtenim gue, per a tot r =2 1, si =
p MJX
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NM
aleshores
i=
NM ﬁZi x NM i NM ai ir
z z Cti s = Z aip = Z P
vl
=0 j=1 i=0 i=0 J=1
ja que els ay s6n enters positius. De les relacions Iai j| =p',
1
i aplicant el lema anterior, obtenim gue o, g = pl i que a; = 621
14

per a 0 <€ i < NM.®

Per a acabar, una observacib sobre els 621. Es conegut

que 321 &s el nlimero de particions de i en < M parts, cada part

. < N (cf.[Eh 1]). Per tant, obtenim el seglient resultat:

N+M
Corol.lari 5.5.- I ] és la funcié (polindmica) generatriu
M ]X

del nimero de particions en < M parts, cada

part < N.®
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§6 .~ La solucis dels problemes.

En aguest § establirem les f6rmules que donen les so-
lucions dels problemes plantejats al §1. Per a obtenir la solu
cib del problema 1 només cal dividir #B(G;M) per #Aut(X,). De

manera que obtenim el resultat {(cf.[Dy 1: teor. Al):

Teorema 6.1.- Sigui G un p-grup abelid finit de tipus N =

(Nl)...,Ns,O,...). Aleéhores, per a tot tipus
M<K |
nem =p ¥ [ [ For
i i=1 MM, p
on 7§ = My, (N =M.
i=1

Demostracié—- Sigui Xo un p-grup abelid finit de tipus M < N.
Si apliquem la proposicidé 3.4 al grup G i al tipus M, i el teo

rema 4.6 al p-grup X, , nom&s cal dividir. El producte

s N.-M,

I

i=1 Mi_Mi+l P

s'obté de manera directa de la divisi6 dels corresponents pro-
ductes en #B(GyM) i en #Aut(X,); per altra banda, la potancia
de p, Tm 8s la diferé&ncila de les expressions f de 3.4 1 v de

4.6 per al tipus M:
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s i-1
M S 2 MM L) 2 [NgmMy ) (M) = (MM ) - (MpoM,

i=1 L=1
s i-1

= 2 MMy L) 2 (NpoMy) =
i=1 L=1

= (M; =My, ) (Ng=Mg) =
1<f2 <is<s
s-1 S

= 2 Y (ML) (Np=Mp) =
=1 i=R2+1
s-1 .

= X Mg,y (NpMp),
=1

com voliem demostrar.®

Aquest teorema ens permet obtenir la solucid dels al-

tres problemes en la forma seglient:

Teorema 6.2.— Sigui G un p-grup abelid finit de tipus N =
= (N;;...,NS,O,...). El nimero de subgrups de G
d'ordre pv, 0 Sv < Ny +...#N_, ve donat per l'ex

pressid :Ej h{(G;M), el sumatori estés a tots els
M

tipus M < N tals que M; +...+ M, = V.

Demostracif.— A la proposicid 2.1 hem vist que G té algun sub

grup de tipus M si, i nom&s si, M < N. A més a més, l'ordre
Mi+...+ M

d'un p-grup abelid de tipus M < N és p s

. De manera

que l'enunciat &s clar.®
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Teorema 6.3.- Sigui G un p-grup abelid finit de tipus N =
= (Nl;.--,NS,O(.-.)- El nfimero de subgrups X € G
de tipus M <N i tals que per a tota parella
(r,u) € n és Hr'u(x) = Z /p"Z ve donat per llex

pressid

nl- o P - -
s i (~1)ki (ni> pMi+l(Ni ki Mi) Ni ki Mi+l

X,
1 k,=0 i Mi-Mis1 Jp

i i

on escrivim n, = Ni—N1+1'

Demostraci6.- Siguin A"""AN' conjunts finits; sigui A =
N

= U Aj, i sigui B un conjunt finit que conté A. Aleshores,
j=1 '

0
si entenem, com &s habitual, que r—] Aj = B, es té€ que:
7

yv=1
N
#(B-a) = #B - Y (-1k*1 Z #(Ajlﬂ...ﬂ A )=

k=1 1<5 <...<j <N k

N
k oy #(a N..NA. )

= -1 . C ).
2 (=1) — J1 Ik
k=0 1<ih <...<j <N

Reordenem el conjunt n de les parelles (r,u), 1 <r < s,
1<u<«< n., de la manera seglient: per a 1 < j <N;, existeix
un Gnic r, 1 €r <s, tal que'n1~i-...+nr_1 <3 <n+...4n; po
sarem Gj = Z /prz-, de manera gue G = G, X...X GN, i, per a tot
jr» podem escriure I, = 1 : G > G, la projeccif candnica.

J (rlu) J
Volem comptar quants subgrups X de G s6n de tipus M i tals que
nj(x) = G,, per a tot j. Amb aquesta ordenacié, sigui Aj el

J
conjunt dels subgrups X C G de tipus M i tals que nj(x) c pGj;
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és a dir, els que els falla la projeccié j-&sima. Posem A =

A; U...U ANl i B = H(G;M). Es tracta, doncs, de calcular #(B-3A),

i en virtut de la f6rmula anterior, cal calcular #(Aj N,..0 Ajk)
1

per a tota successi6 1 < j; <...<j <N; . Perd aquesta inter

seccid &s el conjunt dels subgrups de tipus M del grup

G G x Xp GJ] X Xp sz X Xp q X x GNl

Sigui, per a 1 Sr < g, k_ el nimero d'indexs jv , 1S v <k,

r

tals que Gj = 7 /prZ . Adeshores, k = k, +...+ kS i G' s un
v .
p-grup abelid finit de tipus

(N1 =K1 ,00e, Ns"ks,o,...),

de manera que #(Aj n,..Nn Aj ) = h(G'";M) ve donat per la fbér-
' 2
k
mula (cf. teor. 6.1):

i=1 i+l
h(G';M) = p [

S
2 My, (N -k -My) s [N.-k,-M,
L 1
1=1 |m,-m

De totes les possibles famflies 1 < j; <,..< Ik < N, amb
s

n
kl""'ks’ fixats, n'hi ha exactament [] k%)' de manera que
. .o\
podem escriure #(B-A) = i=1
. 5
R T L TR TS bt L it 751
= z cese z ("1) n(k%-) P Mi—M'.l,l
ki=0 k=0 i=1"* i=1 i P
s n,
i k, M., . (N,-k.-M.) N.-k.-M,
=n . z (~1) i (ni)p:ul i"171 ll 1 i+l ,
=M,
i=l k;=0 i e 1 p

com volfem demostrar.®
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Si ara sumem igual gque en el teorema 6.2 obtenim el se

glient

Teorema 6.4.- Sigui G un p~grup abelid finit de tipus N =
= (N;,...,NS,O,...), i sigui 0 <v <Nl+...+Ns.
El nfimero de subgrups X C G d'ordre pV i tals

que )(X) = Z/prz + per a tot (r,u) € n,

H(r u
ve donat per

] n

s I Zi (_l)ki n, pMi+1 (N; -k =M;) [Ni'ki“”‘iu
&ki) MMa
M i=1 k;=0 R

la suma estesa a tots els tipus M < N tals que

M +0.v+ M = v.n
s

A partir del teorema 6.3 i si sumem per a tots els ti-

pus M < N, obtenim que:

Teorema 6.5.- Sigui G un p-grup abelid finit de tipus N =
= (N;,.. .,NS,O, ««+). El nmero de subgrups
X € G tals que per a tota parella (r,u) € n és

I (X) = 2 /prZ ve donat per
r'u

)pMi+1 ;& M) [Ni'ki'Miu] .

° ni ki n
> Il 2 1 (i
k MMal p

M<N i=1 k=0 1

Andlogament, a partir del teorema 6.1 s'obt& que
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Teorema 6.6.~- El niimero total de subgrups d'un p-grup abelid

finit de tipus N és
) S
2 My, (M) N,-M,
i=1 b .
P [ -
M, M'+l
M<N i=1 o3 P
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