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CaApPiTOL 16

Representacions de grups reductius
sobre les adeles (1)

JOSEP J. RAMON SEsSSIO 1A. DEL DIA 12 DE FEBRER DE 1997

§1. Repas dels conceptes generals

1.1. Notacié En aquesta seccio, G denota un grup localment compacte i

totalment disconnex i K un subgrup compacte i obert.

1.2. Definicid. Una representacié G — GL(V) és llisa si, i nomsés si, per a
tot v de V', Stab(v) és obert.

1.3. Definicié. Una representacié llisa m és admissible si, i només si, per a
tot K és dim VE < oo.

1.4. Definicié. L’algebra de Hecke H(G) és I'algebra de convolucié de les
funcions G — C localment constants amb suport compacte. Si K C G,
definim er = u(K)™! 1.

ex és un idempotent de H(G).

H(G,K) = ex H(G) ex o, equivalentment, la subalgebra dec les funcions
localment constants de G en C que tenen suport en una unié finita de

subconjunts de la forma KgK.
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1.5. Observacié. Un G-modul llis és de¢ forma natural un H(G)-modul, en
virtut del teorema de representacié de Riesz (aixo és explicat amb detall en

els capitols anteriors sobre grups reductius reals i p-adics).

1.6. Observacié. Si G no és compacte, aleshores H(G) no és un anell
unitari, en general; no obstant, les subalgebres H(G, K) si que ho sén, i la

unitat, és precisament l'idempotent ey .

1.7. Observacié. Si W és un G-modul llis, aleshores WX és un H(G, K)-
modul que és donat en termes de U'cstructura de H(G)-modul per WE =
CKW.

Donem ara un criteri d’irreductibilitat on ja entra I’algebra de Hecke.

1.8. Proposicié. (Criteri d’irreductibilitat) Sigui W un G-médul llis.
Sén equivalents:

a) W és irreductible.

b) WE és un H(G, K)-modul irreductible per a tot K.

DEMOSTRACIO. Si N és un H(G, K)-submodul, aleshores (H(G)N )X = N.

L’equivaléncia demanada és clara d’aqui. [

1.9. Observacié. Per comprovar cl criteri, només cal veure b) per a un

sistema (K;) de subgrups compactes que sigui base d’entorns de 1 en G.

1.10. Corol'lari. Siguin K C G tal que H(G,K) és commutativ i W un
G-modul llis irreductible. Aleshores dim WX < 1.
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§2. Productes tensorials restringits i algebra de Hecke
global

2.1. Teorema. (El cas finit) Siguin G;, i = 1,2, grups localment com-

pactes, totalment disconnexos i G = G1 X G3. Llavors:

a) Si m; son representacions admissibles irreductibles de G;, aleshores

T & 7o també ho és.

b) SiT és una representacid admissible irreductible de G, aleshores exis-

teizen m;, representacions de G; tals que m = m Q mo.

DEMOSTRACIO. Enunciem cls fets segiients, cls quals sén de comprovacié
directa:
1) H(Gy X G2) = H(G1) @ H(G>).
2) H(Gy x G2, K1 x K2) = H(G1, K1) ® H(G2, K3).
3) (W x Wo)K1xKe — 1K o w5,
De 3) i del criteri d’irreductibilitat ja vist es dedueix a).

b) Si 7 és una representacié admissible de G, prenem K = Ky X K.
Tindrem, per un resultat de [Bo58, p. 94], que existeixen H(G;, K;)-
moduls W7K‘ irreductibles, WIK i WQK 2 que satisfan que WX = WIK '®
WQK 2 via un isomorfisme ax. De moment, remarquem que K; només sén
utilitzats com a indexs, 1 no tindran altre significat fins que la prova del
teorema estigui acabada. Anem a obtenir W; a partir de sistemes filtrants

formats per W; en variar K; dins dec G.

Si K| € Ky, K5 C Ky, prenem K’ = K| x K. Tindrem H(G;, K;)-

morfismes
b(Ki, K1) : WK —» W/
que faran commutatiu el diagrama segiient:

a

Wk 2wk g wke

incl.J( lbl ®bo

wE s wKgwke,
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D’aquesta manera, prenent W; = h_rr)lWlKZ obtenim moduls admissi-
bles W; que cercavem, i que donen sentit a la notacié WiKi, que satisfan
W=W @W,. O

2.2. Observacié. G, G; només han aparegut a la prova a través de les
seves algebres de Hecke. Aquest pas sera clau més endavant. Tot ¢l que
hem fet ho tractarem de generalitzar de forma salisfacloria, si més no per
als casos de més interés per a nosaltres, al cas en que tenim un producte

dircete restringit (infinit) de grups G;.

2.3. Observacié. Encara podem generalitzar més la proposicié. Definim
algebra idempotentada com una algebra A tal que A = eAe, on e recorre
un cert sistema d’idempotents E de A, i definim també (A, F)-modul ad-

missible com un A-modul M tal que dimeM < oo per a tot e de E.

D’aquesta manera, en reformular cl teorema i la seva prova en aquests

termes, obtindriem un resultat més general.

§3. Producte tensorial restringit d’espais vectorials

Siguin (Wy)aca una familia d’espais vectorials, 3 un subconjunt finit de A.
Per a cada index A € A — X, triem un clement ) € Wy — {0}. Definim cl
producte tensorial restringit dels Wy respecte de la familia z com el limit

d’aquesta familia dirigida d’espais vectorials:

QW = lim(Ws, fs,s),

Tx

on S recorre els subconjunts finits de A tals que > C S, 1 Ws denota 'espai

vectorial Q) rxes Whx. Els “morfismes dec pas” sén deserits per
[5.5/(@reswr) = (Rres'—s5 ¥A) @ (Raess #a)-

Clarament, ®g€A W) esta generat pel subconjunt ®ywy, ambwy = x

per a quasi tot A.
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3.1. Propietats basiques.

e Sigui By € End(W),) una familia d’endomorfismes, cadascun triat com
a endomorfisme diferent d’un espai vectorial de la familia, i ) € W) una

subfamilia d’elements que satisfan, per a quasi tot A, la relacié
B)\x)\ = Tx.

La familia B determina un clement B € End(Q W) de forma univoca de
la manera segiient:
B(®wy) = @Bywy.

e (Exemple important) Sigui G el producte directe restringit dels
grups localment compactes i totalment disconnexos G respecte de la familia
dc subgrups oberts 1 compactes Ky, quasi per a tot A. Aleshores, G =
[T(Gx : K)) és localment compacte i totalment disconnex. Trobarem I’Al-
gebra de Hecke de G en funcié de les algebres idempotentades H(Gy, K»)
en unes condicions prou generals que incloguin ¢l nostre cas, ¢l dels grups

reductius sobre les adeles.

Aquest és, doncs, Panaleg “adelic” del cas finit ja exposat al teorema
2.1.

3.2. Observacié. Sigui (Wy), una familia d’espais vectorials, i siguin
ex, fr € Wy ducs families d’clements. Siguin We i W7 cls productes di-
rectes restringits de la familia d’espais vectorials Wy respecte a les dues
families d’elements distingits ey, fy € W,. Suposem que, a més, se satisfa
que ey, fx sén linealment dependents quasi per a tot A. Aleshores, existeix

un isomorfisme natural entre W¢ i W/,
Aquesta darrera observacid sera clau en el que segueix.

3.3. Teorema. Sigui (G, Ky) una familia de grups localment compactes,
totalment disconnezos i, per a cadascun d’aquests grups (quasi per a tot A,
de fet) considerem un subgrup obert i compacte Ky. Suposem que l’algebra
H(Gy, K)) és commutativa quasi per a tot A. Aleshores, tota representacid
admissible irreductible W de l’dlgebra de Hecke global H(G,K) és factorit-

zable,
W = (X) Wa,
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1 les classes d’isomorfia dels H(G )y, Ky)-moduls Wy son determinades per
la classe d’isomorfia del H(G, K )-modul W.

DEMOSTRACIO. Es qilesti6 de factoritzar WX, on K’ = [[ K/. Després es
reprodueix ’esquema de la prova del teorema 2.1. Per 'observaci6 1.7, la

classe d’isomorfia de W), és determinada per la classe d’isomorfia de W. O

§4. El cas de grups reductius adelics: algebra de
Hecke global

Sigui G un grup algebraic connex reductiu sobre un cos global F, i notem

Glar) = [[(G(FR) - K.,
v
on K, denota el subgrup compacte maximal (que existeix en cas que v sigui
un primer finit). Aprofitarem les construccions de la seccié anterior per
expressar 1’algebra de Hecke de G(A) en funcié de les algebres de Hecke
H(G,,K,), en el cas que F sigui un cos de nombres, i demostrarem un
teorema de factoritzacié en el cas que F sigui de caracteristica positiva.
D’entrada, aprofitant cls resultats de la seccié anterior obtenim, tot seguit,

el segiient

4.1. Teorema. Si F és un cos global de caracteristica positiva, aleshores

tota representacid admissible de H(G(AF)) és factoritzable.

Els objectius de la resta d’aquesta seccié sén:
e Definir I’algebra de Hecke de G(A) de manera apropiada.

e Definir representacié admissible de G(A) de manera que concordi
amb cl cas local ja cstudiat en anteriors capitols. Es rccorda que es tenen
definicions clares de representacié admissible en el cas local (arquimedia i

no arquimedid).

e Establir una relacié, tal com s’ha fet en la seccié anterior i també
en cl cas local, entre les representacions admissibles de G(A) i cls H(G(A))-

moduls admissibles, en hipotesis prou generals.
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e Establir teoremes de factoritzacié scmblants al teorema 3.3 en

hipotesis convenients.

Es recorda que ja tenim definida ’algebra de Hecke local per a totes
les places de F. D’altra banda, el resultat seglient (que figura a 'exposicié
de Tits del volum [AD (I)79]) sera clau per demostrar els teoremes de

factoritzacid:

e Sigui G un grup reductiu connex sobre un cos de nombres F
aleshores, H(G,) és commutativa per a quasi tot v valor absolut (finit).
Definim d’una vegada ’algebra de Hecke global de G de la manera segiient:

Gow= [] G

v argu.
Es clar que H(Gw) = ®, arqu. H(Gv). D’altra banda, definint G(As) =
H (Gy : K,), tenim per la secci6 anterior que

prenem

v finit

HGA) = @ H(G,).

ek, U finit

Definirem H(G) dc la manera que ens scmbla més natural:
H(G) =) H(G,).
ex

Ara definirem, tamhé de la manera més natural possible, H(G)-modul ad-

missible; d’entrada, fixem les notacions segiients: direm K., = H K,,

v arqu
K:H K,.

4.2. Definicié. Sigui W un espai de Hilbert. Direm que W és admissible
si, i només si, W és un (Lie G oo, Koo )-modul i un (G(A)-modul llis tal que:

a) L’accié de G(Ay) commuta amb la de LieG i la de K.

b) Per a tota classe d’isomorfia v de representacions irreductibles (con-

tinues) de K, la component v-isotipica de W és de dimensié finita.
Es té el teorema de factoritzacié segiient:

4.3. Teorema. Tota representacid de G(Ap) és factoritzable, si F és un

cos global. Els factors son vinics llevats d’equivaléncia.
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DEMOsTRACIO. Com ja va essent usual, simplement cal apel-lar a les alge-
bres de Hecke. Es recorda que si » és un primer de l'infinit, un H(G(F,))-
modul és admissible si, i només si, és (Lie G,, K, )-admissible; aix0 ens
mostra que s’ha triat la manera adequada de donar una algebra de Hecke en
cls primers infinits. Per acabar de demostrar cl teorema, només cal procedir

com en el teorema 3.3. O

4.4. Teorema. Sigui F' un cos de nombres. Tota representacid admissible i

irreductible de G(Ar) factoritza. Els factors sén tinics llevat d’equivaléncia.

(La prova, ara que ja tenim les algebres de Hecke corresponents,
que concorden també amb les definicions d’admissibilitat en el cas local
arquimedia, és calcada a la ja feta en cl cas de cossos globals de caracteris-

tica positiva.)

Tots aquests teoremes d’admissibilitat completen el quadre que ha-
viem iniciat en aquest capitol. Aixd no obstant, donarem un criteri analitic
facil d’usar que ens donara condicions suficients d’admissibilitat. Aixd cor-

respon a la seccio segiient.

§5. El teorema de Gelfand, Graev i Piatetski-Shapiro

Com ja comentavem a la seccié anterior, donarcm condicions analitiques
senzilles, suficients perque una representacié prou general de G(A) en un
espai de Hilbert H sigui admissible. Avancem el resultat anunciat a la
seccié anterior, que sera conseqiencia del que demostrarem en les pagines

segilents.

5.1. Teorema. Siguin G un grup algebraic reductiv i connex sobre un cos de
nombres F, i T : G(Ap) — GL(H) una representacid unitaria irreductible.

Aleshores:

a) Existeizen representacions irreductibles ¢ unitaries T,, de G(F,), no
ramificades quasi per a tota v, tals que T = QT,. Els factors T, son

unics llevats d’isomorfisme.
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b) Per a cada classey de representacions irreductibles de K (subgrup de
G(A) definit en 4.1), la component y-isotipica de T és de dimensid
finita.

¢) L’espai vectorial de vectors K-finits de T es de manera natural un
G(A)-modul admissible i irreductible. Sigui T = QTX la factoritza-
cié de TX donada pel teorema 4.1. Aleshores, TX és isomorfa, com

a G(F,)-modul admissible, a lespai de vectors K, -finits de T,,.

5.2. Alguns fets sobre la teoria d’anells d’operadors en un espai
de Hilbert. Decls fets que exposarem, es poden trobar demostracions
en els llibres d’analisi funcional. Una referéncia basica per al llenguatge
d’operadors és [Tr 67].

Sigui H un espai de Hilbert. Es coneixen amb el nom d’anells de von
Neumann (associats a H) els subanells R de Panell L(H, H) d’operadors

lincals continus (i subespais vectorials) que satisfan les condicions segiients:
a) 1eR.
b) Si A € R, aleshores A* € R.
¢) R és un tancat de L(H, H) en la topologia feble.

Sigui S un subconjunt de L{H, H). Denotarem per S’ cl subancll
d’operadors que commuten amb tots els operadors de S (és a dir, el cen-
tralitzador de S).

5.3. Propietats basiques.

e Suposem que S és tancat per A — A*. Aleshores, S’ és un ancll de von

Neumann.

e Suposem que S és un anell de von Neumann. Aleshores, S’ tamhé ho és,
i també (S')' = §

o S’observa que si R és un anell de von Neumann, R és de fet una subalgebra
de L(H, H) amb involucid.

5.4. Definicié. Direm que un ancll de von Neumann és un factor si, i només

si, el centre de R consta (exactament) dels operadors escalars. Dit d'una
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altra manera, si R’ és cl centralitzador de R, R és un factor si, i només si,
RNR =CL

5.5. Exemple. En el cas que H = Hy; ® Hy (com a espais de Hilbert),
considerem R = {A®1: A e L(Hy,Hy)}. Aleshores, R ={1®@ B: B €
L(Hs, H3)}. R és doncs un factor.

e Vegem que, en cas que dim H < 0o, ’exemple donat és de fet 'tinic

exemple de factor.

5.6. Teorema. Siguin H un espai unitari i R un factor de H. Aleshores,
existeizen dos espais unitaris Hy, Hy tals que H = Hy @ Hy, 1 R =
End(H;) ® 1.

DEMOSTRACIO. Les eines que farem servir sén a qualsevol tractat complet
sobre teoria de cossos de classes; hem fet servir aqui cls apunts de J. S. Milne,
que es poden aconseguir per Internet. FEls lemes que enunciarem estan

demostrats en un apéndix al final de I'exposicid.

Pas 1: Demostrarem que R és una algebra simple central. En ser

una C-algebra, sera un algebra de matrius sobre C.
5.7. Lema. L’dlgebra R és semistmple.

Demostrem, sabent que R és semisimple, que és de fet una algebra
simple. Pel teorema de Wedderburn, el centre de % és un producte (com a
anells) de tantes copies de C com algebres simples hi ha en la descomposicié
de R que 'csmentat teorema ens déna. En cl nostre cas, és clar, doncs,
que només hi ha una copia de C i, per tant, R és una algebra de matrius
(és a dir, una algebra simple sobre C). Considerem el centralitzador de R,
R'. Raonant igual, tenim que també és una algebra de matrius. Sabem
que I'dlgebra MR’ és un quocient de R ® R, i com que aquesta iltima
també és una algebra simple i central, no té ideals bilaters; en conclusid,
MR =R QR i els dos factors sén algebres de matrius.

Pas 2: El pas segiient és veure que
R @R =End(H).

Aquest pas és facil de veure usant el teorema del doble centralitzador: n’hi
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ha prou amb veure, fent servir aquest teorema, que cl centralitzador dec RR’
en End(H) consta tinicament de € 1. Aixd és conseqiiéncia trivial del fet
que R és un factor i, per tant, el centralitzador cercat és R’ NR = C L.
Hem vist, doncs, que End(H) = R ® R'; observem que l'isomorfisme es té
a nivell d’algebres simples amb involucié. Fent anar cl detall aquest de la
involucié, ens agradaria veure que H és producte tensorial de dos espais
euclidians H;. S’observa que si E és un espai hermitic de dimensié finita,
aleshoros la involucié A — A* de¢ End(F) depén unicament i exclusivament
del producte escalar hermitic de E. Volem, d’alguna manera, recuperar
lestructura d’espai hermitic de H a partir del fet que End(H) = R @ R'.

Ho farem a partir d’aquest

5.8. Lema. Siguin H, H' dos espais hermitics de dimensid finita n, © su-

posem que existeix un isomorfisme d’algebres amb involucio
© : End(H) — End(H").
Aleshores, existeiz una isometria ¢ : H — H' tal que

O(f)=¢o fog™!, Vf € End(H).

Si ens el creiem primer, vegem com podem deduir-ne el resultat final.
Tenim que R = End(H;) com a algebres amb involuci6, i també que R’ =
End(H;). Aleshores,

End(H) 2 R @R =~ End(H; ® H,)

com a algebres amb involucié. En aplicar el lema, obtenim directament
que, en efecte, H és isomorf i isometric a Hy @ Hs. El lema 5.7 també sera

demostrat més endavant. O

Quan l'espai de Hilbert H és de dimensié infinita, no tots els fac-
tors sén d’aquesta forma. Els factors de L(H,H) que poden obtenir-sc
com a l'exemple s’anomenen “factors de tipus I”. Una representacié T' d’un
grup GG s’anomena una “representacié-factor” si, i només si, 'anell generat
(topoldgicament) pels operadors T(g), ¢ € G, és un factor. Direm que cl

grup G és de tipus I'si, i només si, cada representacié-factor és de tipus I (i és,
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per tant, un multiple —tcnsorialment parlant, s’entén— d’una representacio
irreductible). Siguin G1, G dos grups i T una representacié irreductible de
G = G4 X Ga. Denotem per R; l'anell engendrat per T(g), g € G; C G.
Aleshores, si R. denoten els centralitzadors respectius de R; (amb les nota-
cions d’abans) tenim dc la irreductibilitat de T que Ry N R, = C. A més,

R, C R] irespectivament amb Ry. Per tant,
RiNR| CRyNR =C

i aleshores Ry és un factor. El mateix se satisfa per a Rs. Suposem que un
dels dos grups és de tipus I. Aleshores, la restriccié de T' a aquest grup és
un multiple d’una representacié irreductible. En aquest cas, és facil deduir
que la representaacié T és de la forma T7 ® T, on T; sén representacions
de G;. O

§6. Prova d’un teorema sobre productes tensorials

Sigui G un grup algebraic connex sobre un cos de nombres F', i suposem que
cls G, sén grups de tipus I, cls quals satisfan, per a totes les places v llevat
d’un nombre finit, la condicié seglient: cada representacié irreductible de G,
conté no més d’un vector invariant linealment independent per a un subgrup
compacte maximal. (Sabem que aquestes hipotesis es satisfan si el grup és
reductiu). En aquestes hipotesis, veurem que tota representacié unitaria i
irreductible de G(A) és un producte tensorial de representacions (unitaries)
T,, 1 que totes, llevat d’'un nombre finit, sén de classe 1. D’entrada, analit-
zem el cas segilent (que resultara ser I'inic cas): Suposem que per a cada
v tenim una representacié unitaria irreductible d’'un espai de Hilbert H,;
suposem tamhé que, excepte un nombre finit de v, existeix com a molt un
vector linealment independent invariant per a U, (anomenivem a aquestes
representacions “de classe I”). Considerem H com el producte tensorial res-
tringit de la familia H,; com que cls H, sén separables, H també ho sera.
La irreductibilitat de la representacié T és clara pels criteris ja donats aqui.
Es té la {6rmula seglient per al caracter de T: tr T'(g) = [[tr T,(gv), on
tr T, és un caracter de T),(g,), com ja sabem. Aquf hem d’entendre tr T'(g)

com una “funcié generalitzada”, és a dir, com un funcional en una familia
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ben triada de funcions de G (les funcions a qué ens referim sén precisament
les funcions de Schwarz-Bruhat, i sén un analeg adelic de les funcions de
Schwarz o test functions classiques). (Per a més detalls, consulteu el llibre
[GGP-S 86]).

6.1. Teorema. Suposem que els grups G, satisfan la segiient condicio per

a quast tot v:

o Cada representacid irreductible de G, conté com a molt un vector

invariant per un subgrup compacte mazimal.

Aleshores, tota representacid irreductible i unitaria de Ga és un producte
tensorial restringit de representacions irreductibles ¢ unitaries de les repre-

sentacions Ty, de G, i gairebé totes les T,, son representacions de classe L

6.2. Observacié. La condicié sobre els G, se satisfa en el nostre cas (la

representacié és admissible i irreductible).

6.3. Lema. Suposem que un grup localment compacte & és el producte
directe de dos subgrups, &1 xX®y, on almenys un dels dos factors, per exemple
B, és de tipus I. Aleshores, tota representacid irreductible unitaria de &

és un producte tensorial de representacions de &1 1 Bo.

DEMOSTRACIO. Sigui T(g) una representacié unitaria de (G) en un espai
de Hilbert H. Considerem cls anclls Ry i Ry engendrats topologicament
(en la topologia feble) pels operadors T'(g1), g1 € &1 1 T(g2), g2 € 2
respectivament. Siguin R els respectius centralitzadors en L(H, H). Igual
que en la secci6 5, es dedueix que R; és un factor. Per hipotesi, aquest
factor és de tipus I. Aixo vol dir que H és el producte tensorial de Hy i Hy
i, per tant, que R} consta dels operadors 1 ® B. Per tant, és clar que els

operadors de la representacié sén de la forma

T(g1,92) = T(g1) ® T(g2).O

6.4. Lema. Siguin G un grup topologic i T(g) una representacid unitiria de
G en un espai de Hilbert H. Si G conté una cadena de subgrups compactes
V. que convergeix al grup trivial, aleshores per a n prou gran existeix un

vector [ en H invariant per a tots els operadors T(g), g € V,,.
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DEMOSTRACIO. Introduim I'operador
(1) P = / T(vm)dvy,

on integrem respecte de la mesura de Haar (normalitzada) dec V,,. Provarem
que la successié d’operadors P, és una aproximacio a la identitat, és a dir,

convergeix fortament a 1 (cf. el primer capitol).

Per definicié de la cadena decreixent V,,, si v, € V,, la successié
d’operadors T'(v,) convergeix uniformement respecte de v, a loperador
identitat. Per tant, T'(v,) — 1 tendceix a zero uniformement en v, € V,, i, en

integrar, obtenim que Vf € H, P, f — f convergeix a 0 en n.

Es clar, doncs, que P, és no identicament nul per a n >> 0. Sigui w
un vector de Im P,,. De la definicié de P, es dedueix que T(v, )P, = Pp;
per tant, T'(v,)w = w si n > ng, v, € V,,, i el lema queda demostrat. [

6.5. Nota. Per comoditat, fixem un ordre en ¢l conjunt dels valors absoluts

del cos de nombres F'.

DEMOSTRACIO. S’observa que, fixat un primer v dc F', G(A) descompon en

producte directe
G(A) =G, xG).

Per tant, pel lema anterior, T és el producte tensorial d’una representacio
irreductible i unitaria de G,,, que anomenarem H,, i d’una altra de G, H).

Tenim, doncs, cls candidats a T,,. De moment, per a tot v, tenim que
H=H,% H,.

Aquestes representacions no son arbitraries; de fet, satisfan la condicié

segiient.

Si v és prou gran, 'espai de representacié H, de T,(g,) conté un
vector f, invariant per a T'(U,). Denotem per V,, cl subgrup dc les adeles
que consta dels elements de la forma (1,...,1,u%,,...). Aquesta successié
de subgrups convergeix al grup trivial. Per tant, llevat d’un nombre finit de

v, 1 gracies al lema, existeix un vector f invariant per T(V,,).

Sigui, doncs, v > vg. Aleshores, cl vector invariant f pot expressar-se

de manera 1inica en forma de suma: f=>" f,; ®¥;, on f,; sén vectors de
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H,, i 1; sén d’una basc ortonormal fixada de H). Com que U, esta inclos
en V,,, en ser v > wg, tenim que T(u,)f = f per a tot w, en U,. Perd

T(uy)f = > (To(uy) fui) @ ¥, 1, per tant, tenim que T, (uy) fo,; = fv;- En
conseqiiencia, les T, sén, llevat d’un nombre finit, de classe 7.

Fins ara tenim que T, s6n (unitaries) de classe I, i tenim, gracies al

lema, descomposicions
(3) H= (®v’<vHv’) oY Hzl;lv
on H! és l’espai de la representacié irreductible i unitaria 7% del grup G/

dels elements de G(A) de la forma (1,...,1,g,,...).

Es facil verificar que d’entre els vectors en H que sén invariants per

als operadors T'(w,, ), hi ha un vector de la forma segiient:

=11 firf’

v<vo

on f' és un vector en H invariant per als operadors T"(wy,). Suposem

que la norma de f7 és 1.

També és facil comprovar que per a tot v > v ¢l vector f/ té, en

virtut de Uexpressi6 (1), la forma segiient:

(4) = I foafionfleH,

vo<v'<v

Per (4), 'element f!' es pot representar de la

fil=1] far-

v/ >

on f' és un vector de H, .

forma segiient:

En H, considerem tots els vectors de la forma

(5) 11 foin £ = 11 Foricon TT Forn-

v <v v <v v >v

El vector f!/ esta definit per (2). Naturalment, aquests vectors formen un

sistema ortonormal en H.
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L’operador dc la representacié T(g) actua en aquests vectors de la

manera segiient:

T(9) [] foinfl = T @olgwfors,) (T (@D £ =

v’ v <v
H (Tv’(gv’)fv’,ivf) H (Tv’(gv’)fv’,ivl) (T'L/lj(g;ll))flllg)7
v <v <y <w

!
)

on g/ € GY. Per tant, és facil veure que el vector

T(g) H f'u’,i,,/ le;l

v’

és de nou una combinacié lineal de la forma (5). Aixd es dedueix immedia-
tament del fet que per a cada g € G(A) existeix un w > vy tal que g/ € Vi

en consequeéncia, tenim que
(6) To(guw) fu = for-

D’aquesta manera, el subespai H’' generat topologicament pels vec-
tors de la forma (5) és invariant per als operadors T'(g). Com que T(g) és
irreductible, tenim que H' = H, aix0 és, els vectors de la forma (5) formen

un sistema ortonormal complet en H.

La férmula (6) és el que cerquem, ja que expressa la representacid
donada T'(g) del grup d’adcles G4 en termes de les representacions T, (g.,)
dels grups g,. O

6.6. Pregunta: ([GGP-S 86, p. 278]) Seria interessant esbrinar la giiestié

segiient, relacionada amb el teorema que acabem d’exposar.

Donat un grup algebraic i semisimple G, és cert que només un nombre
finit de G, poden tenir representacions unitaries que continguin més d’un

vector linealment, independent invariant per als subgrups U,,?
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§7. Prova dels lemes tecnics

Anem a demostrar cls lemes técnics que ens fan de pedra angular a la
demostracié del teorema. Recordem que H és un espai hermitic de dimensio

finita.
7.1. Lema. Tot factor R de H és una algebra semistmple.

DEMOSTRACIO. Veurem acuest resultat usant els resultats sobre grups de

Lie dels capitols anteriors.

Pas 1: R* = RN GL(H). Sigui ¢ € GL(H)NA. Aleshores, com
que ¢~ ! és un polinomi en ¢, tenim que ¢~ € M. S’observa que, com que
1 € R, R* és un obert (no buit) de R.

Pas 2: G =RNSL(H) genera R com a espai vectorial. S’observa en
primer lloc que R* D C*. D’aqui deduim que

R* = C*SL(H).
N’hi ha prou amb veure que
VA € R, 31, ¢ € M* tals que A = 1 — Pa.

Aquesta 1iltima afirmacié és directa si prenen ¢y = A+ A 1, ¢ = A 1, on

A € C és un escalar convenient.

7.2. Observacid. Del pas 2 deduim que si tenim un R-modul a Pesquerra,
M, aleshores els G-submoduls de M s6n de fet R-submoduls.

Pas 3: G és un grup de Lie semisimple. G és clarament invariant per
a (A A*). Aleshores, G és reductiu, pels resultats del capitol 10, sobre
grups reductius reals. D’altra banda, és un fet conegut que un grup de Lie
reductiu és semisimple si, 1 només si, el seu centre és un subgrup discret.
Aquesta afirmacié és conseqiiencia dirccta del fet que en tota algebra de
Lie reductiva L, el radical de L coincideix amb el seu centre (cf. [Po 82, p.
358]). G és, doncs, un grup (algebraic) reductiu i semisimple, ja que pels
passos anteriors es té que Z(G) = Z(R) NG C p, on n=dimH.

Pas 4: Vegem finalment que R és semisimple. Sigui V' un R-modul

(de dimensié finita). Donat que els R-submoduls de V' coincideixen amhb
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cls G-submoduls de V, tenim que V' és R-semisimple, per ser G-semisimple.

Hem vist, doncs, que R és una algebra semisimple. [

7.3. Lema. Sigui © : End(H) — End(H') un isomorfisme d’dlgebres amb
involucid, on H 1 H' son espais hermitics de dimensid finita. Aleshores,
O és induit per una isometria; és a dir, existeix un isomorfisme isométric
¢: H— H' tal que

O(f) = o fog™", ¥f € End(H).

DEMOSTRACIO. La idea és que si E és un espai unitari, alcshores en End(E)
es reflecteix el producte escalar de E (per exemple, amb la involucié (.)*).
End(E) té una estructura natural d’espai unitari en funcié de la de E pre-

nent com a producte cscalar cl segiient:
< A,B >=Tr(A*B).

Es recorda que tota algebra simple sobre C té una traca canonica associada
(cf. [Mu 70, p. 179]); en el nostre cas, la traga és la traga matricial usual.
Per tant, © és una isometria entre les dues algebres de matrius. La idea
és traslladar aquesta isometria als espais H, H'. Recordem també que si
Ry i Rs sén dues algebres simples sobre un cos infinit, aleshores la traga en

R1 ® Ry és el producte tensorial de les dues traces respectives trg, .

e Sigui £ un espai unitari de dimensié finita; anem a construir un
monomorfisme isometric de E en End(E). Després, aquesta injeccié sera
usada per demostrar ¢l lema 7.5. La idca és fixar-nos en les matrius de rang

1, concretament en els projectors de rang 1.

7.4. Observacions.

1) Sigui p un projector en un espai vectorial ¥V dec dimensié finita.
Aleshores, tr p = rg p. Com que la traga es conserva per @, tota

projeccié p : H — H passa a ser una projeccio del mateix rang.
2) Un projector e : H — H és hermitic si, i només si, és una projeccié
ortogonal.

3) Suposem que dim H = n. Aleshores, una familia d’idempotents her-

mitics €1,...,€, (no nuls) satisfa que 0 = €;¢; Vi # j si, i només
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si, Ime; sén rectes ortogonals ducs a ducs. A més, en aquest cas,

> e = 1. A més, existeix una bijeccié entre els dos conjunts segiients:
{bases ortonormals de H} — {families (¢;)}.

Per ser exactes, la bijeccié es té modul la relacié d’equivaléncia se-

glient:

{er,covent ~{f1 ..., fn} si, i només si, <e; >=< f; > Vi.

Se’ns fa necessari un altre lema per acabar la prova d’aquest.

7.5. Lema. Sigui H un espai hermitic (de dimensid finita n) 1 siguin
{er, .. en}, {61, €} dues families d’idempotents hermitics que satisfacin

Pobservacid 3). Aleshores, existeir una isometria ¢ € U(H) tal que

P! = €.

DEMOSTRACIO. L’observacié 3) ens déna la clau: la familia d’idempotents €;
esta associada a una base ortonormal e;, i la familia €} a una base ortonormal
e},. N’hi ha prou amb prendre 1'inic clement ¢ € U(H) tal que ¢(e;) = €.
O

Acabem la prova del lema 7.3 fent servir ¢l lema 7.5. Considerem
bases ortonormals e; de H i e} de H’. Aleshores, si ¢; és la imatge per
© d’una familia ortogonal d’idempotents hermitics de rang 1 de End(H),
1;, pels comentaris anteriors ¢; també ho sén. Es facil veure que hi ha
una isometria ¢ : H — H' tal que ¥y on; o ™' = €. Pcl teorema dc
Skolem-Noether, tenim que existeix un endomorfisme A € End(H') tal que
O(f) = Ao fop™) A7l Anomenem ¢ = Ao . ¢ indueix, doncs, un
isomorfisme que preserva la involucié entre End(H) i End(H'); per tant, ¢
és una semblanca; vegem-ho amb detall. Com que l'isomorfisme induit per

¢ preserva la involucio, tenim que
(pofod ) =gofrop .

Aleshores,

¢ pofo(p ) =t
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i, per tant, ¢*¢ € Z(End(H)), amb la qual cosa tenim que ¢ és una sem-

blanca.

Podem suposar, doncs, que ¢ és una isometria. [
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CapiTOL 17

Representacions de grups reductius
sobre les adeles (II)

BERNAT PLANS SESSIO 2A. DEL DIA 12 DE FEBRER DE 1997

Els objectius principals d’aquesta exposicié sén, d’una banda, la introduc-
cié del concepte general de representacié automorfa (adelica), i de laltra,
lestudi de la relacié entre el cas particular corresponent a GLo(Ag) i les
formes modulars classiques; cadascun d’ells constitueix el contingut d’un

apartat d’aquest capitol.

Podem pensar que un dels punts de partida del programa de Lang-

lands és la consideracié del segiient objectiu (aproximat):

Obtenir una familia d’objectes “globals” (relatius a un cos global i
que siguin “producte” dels corresponents objectes “locals”) als quals saber
associar series I de manera que:

e aquestes series L descomponguin en producte d’Euler dels factors locals
corresponents i siguin “prou bones” (admetin perllongacié meromorla, sa-
tisfacin equacié funcional, ... );

e aquesta familia produeixi totes les series L globals “prou bones” —i “eule-
riancs”— conegudes (obtingudes de caracters de Hecke, formes modulars,

representacions d’Artin, varietats sobre cossos globals, ... ).

L’exposicié anterior fa que no ens sembli antinatural comencar con-
siderant la familia de representacions irreductibles i admissibles de grups
reductius (adelics) sobre cossos globals (donat que sén factoritzables); as-
sociades a aquestes representacions es poden definir (en molts casos) series
L “eulerianes”. La proposta de Langlands ( ... ) és que el fet que una

d’aquestes representacions sigui automorfa hauria de caracteritzar que la
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“prou bona”. A més, la condicié ad-

seva serie L (i les seves “torgades”) fos
dicional de cuspidalitat hauria de correspondre a perllongaci6 entera, enlloc

de simplement meromorfa.

Les formes automorfes ens proporcionaran els espais de representacié
de les representacions automorfes; les definirem de manera que aquestes
dltimes siguin admissibles i, per tant, factoritzables (seran irreductibles per
definicid).

En aquest capitol ens limitarem a establir la definicié general de re-
presentacié automorfa, mentre que I'estudi de les series I corresponents sera

I’objectiu de capitols posteriors (com a minim, per a GL,,).

Plantejarem les representacions automorfes associades a formes mo-
dulars (cuspidals, valor propi, ... ) com un cas particular de representacions
automorfes (de GLa(Ag)), tot 1 que és convenient veure-les com a motivacié

per a les definicions en la situacié general.

Les referéncies basiques usades en les dues situacions esmentades son,
respectivament, [Bo-Ja79] i [Ge 75].

§1. Formes automorfes i representacions automorfes

Totes les definicions que donarem en aquest apartat tenen sentit per a un cos
global F' qualsevol; nosaltres, pero, ens restringirem al cas en que F és un
cos de nombres. Cal fer notar que, per a cossos de funcions en una indeter-
minada amb coeficients en un cos finit, els conceptes a introduir esdevenen
cssencialment més “simples” gracies a 'absencia de primers arquimedians

(cf. [Bo-Ja79, §5]).

Comencem establint (i recordant) algunes notacions i definicions ba-

siques. Considerem:

F un cos de nombres,

Vs €l conjunt de primers arquimedians d’F,
V; el conjunt de primers no arquimedians d’F,

V =V U V7 el conjunt de primers d'F,
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A := Ap lancll d’adeles IF,
Ay I'ancll d’adcles finites d'F,
F, ¢l completat d’F en v,
G un grup reductiu connex sobre F,
Gy == G(Fy),
Z ¢l més gran tor F-split del centre de G.
Recordem que el grup d’adeles de G es pot definir com:
G(A) =G X Gy,

on G 1= H G, 1 Gy := G(A}) és el producte restringit de {G,, : v € V;}
vEV
respecte certs subgrups compactes maximals I, dc G,.

Per a cada v € V, H,, denotara I'algebra dc Hecke (local) de G, (ja

definides en capitols anteriors).

Per als v € V., suposem tamhé fixat un subgrup compacte maximal
K, de G, (i els pensem com a grups de Lie reals), respecte al qual definim
Ho.

G s'identifica amb ¢l grup de punts recals del grup reductiu connex
obtingut de G per restriccié6 d’escalars a @Q; denotarem per G, la seva

algebra de Lie 1 per Z(Go) el centre de I'algebra envolvent universal de
(goo)(C

Notem

Hoo = Q) Ho

UGVoo
Per a cada v € V; podem considerar I'idempotent £, € H, associat a
K, i, pel capitol 16, sabem que
! . .
Hy = ® Hy (restringit respecte els &,)
veEV)
és l'algebra de Hecke de G.

1.1. Definicid. Definim I’algebra de Hecke (global) de G(A) (= Goo X Gy)

com:

Hoi=Hoo R H;-
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1.2. Definicié. Direm que £ € #H és simple si & = oo @&y, amb &5 € Hy i
£ € Ho idempotent.

Observem que, si £, és I'idempotent associat a un subgrup obert i
compacte L de G, aleshores f* &y, = f si, i només si, f és L-invariant a la
dreta.

Ara introduirem el concepte de forma automorfa adelica, generalit-
zant el de forma automorfa real ja definit. Podem pensar que les formes
automorfes (reals) en G, s'obtenen com a “restriccions a l'infinit” de formes

automorfes (adeliques) en G(A).

Sigui K4 un subgrup compacte maximal de G,
1.3. Definicid. Direm que una funcié complexa f de G(A) és una forma
automorfa en G(A) respecte K, si satisfa:

a) f ésllisa, i.e., és continua i, com a funcié de G X G, s C™ respecte

el primer argument i localment constant respecte el segon;

flyz) = f(z), Vv €G(F);
3¢ € H simple tal que f*£ = f;

b

C

d) 3J C Z(G ) ideal de codimensié finita que anul-la f;

)
)
)
e) Yy € Gy, la funcié en G4 definida per z — f(zy) és de creixement
lent (en el sentit definit en el capitol 13).

En aquest cas, direm que f és de tipus (¢, J, Ko) i A(£,J, Ky de-

notara 'espai de formes automorfes del mateix tipus.

1.4. Observacid. Igual que en el cas real, les propietats ¢) i d) de la
definicié s’han d’interpretar com condicions de K-finitud i Z(Gu)-finitud

d’f, respectivament.
1.5. Definicié. Direm que una funcié continua f: G(A) — C és cuspidal

si, per a tot F-subgrup propi parabolic P de G amb radical unipotent N,

es satisfa:

/ f(nx)dn=0, VzeG(A).
N(FN\N(4)



§ 1. Formes automorfes i representacions automorfes 29

1.6. Definicié. Una forma cuspidal (de tipus (§,J, K )) és una forma
automorfa (de tipus (&, J, K )) cuspidal.

VA(E,J,K,) és lespai de formes cuspidals del mateix tipus.

Tenint en compte que cls clements de H ;s sén funcions (de Gy) local-
ment constants i amb suport compacte, donat £5 € H ¢, sempre existeix un
subgrup obert i compacte L de G tal que &5 =€, = €. Alxi, si & = £ REy,
amb £, idempotent, tindrem

A€, T K) C A€o ® €1, J, Koo)
i el mateix val per a formes cuspidals.

1.7. Observacié. Si L' C L (subgrups oberts i compactes de G¢) aleshores
& x € = & 1 tenim la inclusié analoga a I'esmentada. Aixo ens permet
identificar I'espai A(£x, J, Ko ), generat per les formes automorfes de tipus
(oo @ &5, J, Kso) amb & € Hy arbitrari, amb el limit inductiu

]%)1%{(500 ®£L7J7KOO) )

i el mateix val per a formes cuspidals.

Es suficient, doncs, estudiar els espais de formes automorfes (resp.
cuspidals) de tipus (€, ®&r, J, Ko ); centrant-nos en aquests espais, obtin-
drem la relaci6 desitjada entre formes automorfes adeéliques i formes auto-
morfes reals i podrem deduir propietats de les primeres directament dels

resultats analegs (ja vistos) per a les segones.

Concretament, donat un subgrup obert i compacte L de Gy, el con-
junt de dobles classes laterals de G(A) per G(F) a l'esquerra i per G - L
a la dreta és finit; aix{, existeix un conjunt finit C', que podem suposar

contingut a G, tal que:
GA)=G(F)-C-Gw - L;
per tant, G(A) és reunié disjunta finita dels oberts {G(F) - ¢+ Goo - L}cec.

Per a cada ¢ € C, podem considerar:

e f.: Gs — C, definida per = — f(cx);
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e I'.:=G(F)N(Gx x ¢+ L-c71) que, identificat amb cl corresponent

subgrup de G, és un subgrup aritmetic de G .

D’aquesta manera, Passignacié f — (f:)ccc defineix una bijeccid

entre els espais de funcions complexes en G(F)\G(A)/L i en H (T A\G);

ceC
tenint en compte que les formes automorfes de tipus (€0 ® €1, J, Koo) 860

L-invariants a la dreta (i G(F)-invariants a U'esquerra), de les definicions es

dedueix que la bijeccié anterior dona lloc a un isomorfisme

Al @ €1, T, Koo) — @D AT 6o, T, Koo,
ceC
on els espais d’arribada sén els espais de formes automorfes reals (en Go)

definits en capitols anteriors.

A més, f és cuspidal si, i només si, f. és cuspidal, Ve € C; per a
comprovar l'anul-lacié dec les integrals corresponents cal obscrvar que, si N

és el grup unipotent involucrat, es té ’isomorfisme
N(F)\N(A) = (N(F)N (Noo X ¢+ L+ ¢\ Now = (T N Noo )\ Noo;

aquest isomorfisme és consequeéncia del fet que N satisfa la propietat d’a-
proximacié forta (per ser unipotent) i, per tant, N(A) = N(F)- N, - Q, per
a tot subgrup obert i compacte @) de Ny.

En delinitiva, la bijeccié esmentada tamhé defineix un isomorfisme

o

0A(£OO®£L7J7KCXD) — OA(FC75007J7KCXD)'
ceC

1.8. Observacid. (cf. [Bo 63]) La descomposicié G(A) = G(F)-C -G - L
esmentada, amb C finit, equival a la mateixa expressié amb €' subconjunt
compacte de G(A) (donat que tot compacte estd contingut en una unié
finita de traslladats esquerres de G, - L), 1 és valida en hipotesis encara
més generals que les nostres. Per a G = GL,, s'obté C de cardinal igual al
nombre de classes d’F'; ja hem comentat que per a un grup reductiu G que
satisfaci la propietat d’aproximacié forta (SL,,, grups unipotents, ... ) hi ha
una unica doble classe lateral i, per tant, en aquest cas, formes automorfes
en G(A) de tipus (€oo ® E€r, J, Ko) €s corresponen amb formes automorfes
en G, de tipus (Te, €oo, J, Koo )-



§ 1. Formes automorfes i representacions automorfes 31

Gracies als isomorfismes obtinguts, ara és clar que les ducs proposi-
cions segiients sén consequencia directa dels resultats analegs vistos per a

formes automorfes reals.

1.9. Proposicié. (Formes automorfes)
a) dimc A(E,J, Ko) < 400 (Harish-Chandra).
b) Si f és una funcid en G(A) que satisfa a), b), ¢) i d) de la definicié

de forma automorfa, i tal que
f(zz) = x(2)f(z), Vze€Z(A), Vo€ G(A)

per a un caracter x de Z(A)/Z(F), aleshores |f| defineiz una funcié
en lespai de mesura finita Z(A)G(F)\G(A). Si, per a algun p > 1,
If] € LP(Z(A)G(F)\G(A)), aleshores f és de creizement lent (en el

sentit de e)) 1, per tant, és una forma automorfa.

¢) Tota forma automorfa és C(G(A))-finita, on C(G(A)) és el centre de
G(A).

1.10. Observacid. Igual que en el cas real, ¢) és conseqiiencia del fet que
C(G(A)) actua (per translacid) en els espais A(€, J, K) que, per a), sén

de dimensié finita.

D’aquesta proposicié es dedueix el segiient resultat essencial, que
podem veure com a motivacié de la definicié donada de forma automorfa.
1.11. Corollari. Si f és una funcié en G(A) que satisfa a), b), ¢) i e) de
la definicié 1.3 aleshores son equivalents:

1) f satisfa d) de la definicid, i.e., és una forma automorfa.

2) Yo € Voo, [ xH, €s un Hy-modul admissible.
3) Yo eV, fxH, és un H,-modul admissible.
4)

[ *H és un H-modul admissible.

1.12. Observacid. Que 1) implica 4) és consegéncia dec I'apartat a) de la

proposicié.
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1.13. Proposicié. (Formes cuspidals) Si f és una funcid cuspidal en
G(A) que satisfa a), b), ¢), d) de la definicid 1.8 ¢ tal que

flzx)=x(2)f(x), VzeZ(A), Yo e G(A)
per a un caracter x de Z(A)/Z(F), aleshores son equivalents:
1) f satisfa e) de la definicid, i.e., és una forma cuspidal;
2) f és afitada;
3) |f1 € LAZ(A)G(F)\G(A)).

Donem, per fi, la definicié de representacié automorfa.

1.14. Definicié. Direm que una representacié de #H és automorfa (resp.
cuspidal) si és isomorfa a un subquocient irreductible d’una representacié

d'H en Despai de formes automorfes (resp. cuspidals) en G(A).

1.15. Observacié. Recordem que un subquocient d’una representacié II
en un espal V és una representacié (obtinguda de II) del tipus U/U’, amb

U’ C U subespais invariants (per IT) de V.

Pel corol-lari anterior, tota representacié automorfa és admissible i,

per tant, factoritzable (per ser irreductible).

Tal com les hem definides, les representacions automorfes (de G(A))
no sén G(A)-moduls; el “problema” és que ’admissibilitat s’ha de llegir en
termes d’algebres de Hecke (per causa de la component arquimediana); si
sén, pero, Gy-moduls. Quan F és un cos de funcions en una indeterminada
amb coeficients en un cos finit, les representacions automorfes es defineixen

com a representacions de G(A).

En la direccié del comentari anterior, es defineix:

1.16. Definicié. Una representacié (continua) de G(A) és automorfa (resp.
cuspidal) si el subespai de vectors admissibles és una representacié auto-

morfa (resp. cuspidal) de H.

Si x és un caracter de Z(A)/Z(F), definim L?(G(F)\G(A)), com
l'espai de funcions f : G(F)\G(A) — C tals que |f| € L2(Z(A)G(F)\G(A))
iflza)=x(2)f(x), Yz € Z(A), Yz € G(A).
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Amb les definicions donades, tot subespai tancat irreductible i G-
invariant (respecte la representacié regular dreta) de L?(G(F)\G(A)), és
un (G-modul) automorf, gracies al teorema de Gelfand, Graev i Piatetski-
Shapiro (cf. el capitol 16).

A més, també es té el resultat segiient (cf. el capitol 18).

1.17. Teorema. Denotem per °L2(G(F)\G(A)), el subespai de les funcions
cuspidals de L*(G(F)\G(A)),. Aleshores, la representacid regular dreta
(unitaria) de G(A) en °L2(G(F)\G(A)), descompon en suma discreta de
representacions irreductibles (unitdries i, per tant, admissibles) de G(A),

cadascuna amb multiplicitat finita.

Els subespais irreductibles de °L?(G(F)\G(A)), (tancats, i G(A)-
invariants) donats pel teorema corresponen, doncs, a totes les (classes d’iso-
morfisme de) representacions cuspidals en qué Z(A) actua amb caracter

x; cls vectors admissibles en aquests subespais sén precisament les formes
cuspidals que satisfan f(zz) = x(2)f(z), Vz € Z(A), Vz € G(A).

Acabem aquest apartat amb 'enunciat del resultat segiient, que serd
util (en capitols posteriors) a 'hora de definir séries L de representacions

automorfes (a partir de la definicid per a representacions cuspidals).

Cal veure’l com la versié global dels resultats locals ja vistos (tant en
cl cas arquimedid com en ¢l no arquimedid) que ens permetien classificar les
representacions irreductibles i admissibles de grups reductius sobre cossos

locals.

1.18. Teorema. (cf. [La79]) Una representacid de G(A) és automorfa
st, 1 només si, és un subquocient irreductible d’una representacid induida

per una representacié cuspidal d’un subgrup parabolic P de G.

§2. Representacions automorfes i formes modulars

En aquesta seccié ens proposem donar exemples de representacions au-

tomorfes, obtinguts de la teoria de les formes modulars. Concretament,
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veurem com associar representacions automorfes (de GL2(Ag)) a determi-
nades formes modulars; si volem obtenir una representacié factoritzable (les
automorfes ho s6n), és natural exigir a la forma modular de partida que sigui
vector propi dels operadors de Hecke, donat que aixo caracteritza el fet que

(la seva serie L) sigui “factoritzable*.

En tot 'apartat usarem les notacions introduides a U'anterior, sempre
amb G=GL; i F=Q.

Comencem recordant un resultat que ja ha aparegut en capitols an-

teriors.

2.1. Proposicié. Sigui v un cardcter de Dirichlet modul N. Aleshores:
1) ¢ defineiz un gréssencharakter de Q.
2) Si notem també per ¢ el caracter de Z(A)/Z(Q) = A*/Q* obtingut

a 1), tenim que

Se(N.9) € "LA(G(Q\G(A))y,

on identifiquem els elements de Sy (N,1) amb les formes automorfes

en G(A) que defineizen (via lassignacid que notavem f > ¢y ).

Volem veure de quina manera una forma cuspidal classica de Si(n, 9),
vector propi dels operadors de Hecke en (p, N) = 1, defineix un subquocient
irreductible de la representaci6 regular dreta de G(A) en °L2(G(Q)\G(A)),
p¥ (i.e., una representacié cuspidal de G(A) en la qual Z(A) actua amb

caracter ).

2.2. Observacié. En capitols anteriors ja es va comentar que la represen-
tacié regular dreta p de G(A) en L%(G(Q)\G(A)) descompon com

/ L2(G(Q\G(A)) g,

on 1 recorre els caracters de Z(A)/Z(Q). A més, 'espectre continu de p¥ en
L2(G(Q)\G(A))y és conegut gracies a la teoria de les “séries d’Eisenstein”;
l'objectiu enunciat ens proporcionara exemples de¢ representacions irreduc-

tibles que apareixen en l'espectre discret de p¥.

Sigui f(z) € Sk(N,v), vector propi dels operadors de Hecke per als
primers (p, N) = 1. Considerem:
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e H(f)C °L*(G(Q)\G(A))y cl subespai generat pels G(A)-traslladats

a la dreta de la forma automorfa ¢;(g) corresponent a f(z) (és a dir,
H(f) = p (G(A))é5(9));
o 7; la representacié (regular dreta) de G(A) en H(f).

Pel teorema 1.17, sabem que 7y és suma discreta de representacions

(unitaries) irreductibles (i, per tant, admissibles) de G(A) que apareixen a
v
Po -

Es pot comprovar (cf. [Ge 75, p. 93]) que:

2.3. Proposicid. Totes aquestes representacions tenen les mateizes com-

ponents locals en p =00 i (p,N) = 1.

El teorema 1.17 també ens diu que cadascuna d’aquestes representa-
clons apareix a pg amb multiplicitat finita. De fet, en ¢l capitol 18, veurem
el resultat segiient.

2.4. Teorema.
a) La multiplicitat de tot subquocient irreductible de pg és 1.
b) Dos subquocients irreductibles de pg amb quasi tots els factors locals
isomorfs s0n iguals.

Del lema i del teorema deduim que 17 és un subquocient irreductible
de pg.

L’assignacié f — 1l que acabem d’establir admet una reciproca. De
fet, es té el resultat segiient.

2.5. Teorema. Sigui ¢ : Z(A)/Z(Q) =2 A*/Q* — C un caracter trivial a
(Ry)* (i.e., que correspon a un cardcter de Dirichlet 1 ).

Per a cada I1, subquocient irreductible de pg (amb component a l'infi-
nit Wy, de la série discreta?) de conductor N (cf. el capitol 19), considerem

la classe d’equivalencia {fn} de funcions fi € Si(N, ) tals que:

1) totes tenen els mateizos valors propis per als operadors de Hecke en

els primers p tals que (p, N) =1;

2) ¢sulg) pertany a Uespai de IL.
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Aleshores: {f} «— Iy defineiz una correspondéncia bijectiva. A
més, la correspondéncia a niwell de funcions (enlloc de classes de funcions)

també és bijectiva quan la restringim a formes noves (i no ho és per a formes
velles).
DEMOSTRACIO. Cf. cf. [Ge 75, Thm. 5.19]. O

En determinades situacions particulars, cls factors locals de Il es

poden descriure explicitament en termes d’f (cf. el capitol 19).
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CapiTOL 18

Teoremes de multiplicitat 1

MONTSERRAT VELA SEsSIO 1A. DEL DIA 19 DE FEBRER DE 1997

L’objectiu d’aquest capitol és provar cls teoremes de multiplicitat 1. El text
de referéncia ha estat, essencialment, [Pi-Sh 79].

Sigui F' un cos, que sera global a partir del punt 1.6. Considerarem
el grup G = GL,, i posarem Gp = G(F) 1 G4 = G(A), on A s6n les adeles
del cos F'.

Sigui X ¢l subgrup estandard maximal de G, format per les matrius
triangulars superiors amb 1 a la diagonal X = | ° -, & |. Posem

Xo=X(A)i Xp=X(F).
Estudiarem els dos resultats segiients:

e La multiplicitat d’una representacio irreductible, llisa i admissible de
G(A) en l'espai de formes cuspidals (de quadrat integrable) és igual

al0oal.

e Si tenim ducs representacions irreductibles II; = ®I1; ,, ¢ = 1,2, que

s6n isomorfes quasi per a tota valoracié v, llavors sén iguals.

Per fer I'estudi d’aquests dos resultats, l'eina principal que necessitem

son els models de Whittaker d’una representacié, que també estudiarem.

L’estructura del capitol és la segiient:
§1 Models de Whittaker

Modecls de Whitttaker locals

Models de Whitttaker globals.

Propietats
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§ 2 Teorema dec multiplicitat 1
Enunciat
Explicacié de ’enunciat
Propietats del model de Whittaker en aquest cas

Demostracié

§3 Teorema fort de multiplicitat 1
Enunciat
Lema petit

Demostracié

§1. Models de Whittaker

Donada T : G5 — GL(V) una representacié admissible, llisa, irreductible,
definirem cl seu modecl de Whittaker. Aquest model és un conjunt de fun-
cions llises de G4 en C. Es pot definir de dues maneres: una, directament
com a conjunt de funcions que satisfan unes propietats; i una altra, veient-lo
com la imatge de V per un element de Homg(V,Ind(G, X, %)), on ¥ és un

cert caracter.

Comencarem estudiant la noci6é de model de Whittaker en el cas local,
mitjancant la representaci6 induida, i després estudiarem aquests models en

el cas global.
1.1. Models de Whittaker locals Sigui F' un cos local. Comengarem
recordant la nocié de representacié induida.

e Si F és real, aquesta nocié s’ha explicat en el capitol 10.

e Si F és local no arquimedia, s’ha explicat en el capitol 11.

Suposarem ara que F és un cos local no arquimedia, recordarem
explicitament la nocié de representacié induida en aquest cas, 'aplicarem

al cas d’un caracter, 1 definirem el model de Whittaker en aquest cas.

1.2. Definicid. Siguin F un cos local no arquimedia, G un grup reductiu,
i posem també G = G el grup de punts sobre el cos. Siguin H un subgrup
tancat de G i Il : H — GL(V) una representacié llisa de H. Definim cl
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conjunt L(G,II) com ¢l conjunt de les funcions f : G — V tals que
a) f(hg) =TL(h)f(g9), Vh€ H, g € G; i

b) IK C G, subgrup compacte obert, tal que f(gk) = f(g),Vk e K, g €
G.

(La segona condicié ens diu que aquestes funcions sén localment constants.)
(Cf. [CaT9, p. 125])

La representacié induida de I, posem 1 = Ind(G, H,II), és:

mm: G = GL(L(G,1I))
9= m(g) : L(G,1I) — L(G, )
femgf): G-V
g — fld'g)-

Apliquem aix0 al nostre cas (representacié induida d’'un caracter).
Fixem un caracter additiu ¢ : F — C. Sigui X cl subgrup unipotent es-
tandard maximal de G definit al comencament. A partir d’aquest caracter,

definim:
P Xp — C

r— Po(z1+ -+ xn1),

on
1 T

*

0o . Tp—1
1

En aquest cas, L(G, ) és el conjunt format per les funcions f : G — C tals
que

a) flzg) =4(z)f(g), Ve € X, g€ G,1i

b) 3K C G, subgrup compacte obert, tal que f(gk) = f(g),Vk € K, g €

G;
i la representacié induida, posem 7 = Ind(G, X, 9), és:
m : G — GL(L(G,1I))
9= m(g) : L(G,1I) — L(G, )
fem@f): G-V
g — fld'g).
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1.3. Definicié. Un model de Whittaker per a (II, V) respecte dec v, que
denotarem per W(II, 9), és la imatge de V per un element f de Homg(II, 7).
Un tal f és una aplicacid lineal entre els espais V i L(G, ) tal que

felllg) =7(g)e f, Vg €G,
és adir, f: V — L(G,9) lineal tal que:

v I(g) v

d d
L(G.¥) 5 L(G.v).
Un model de Whittaker és W(IIL,v) = f(V) C L(G, %), on f € Homg(IL, 7).

Explicitament, W(II,+) és el conjunt de funcions W, : G — C,
W, € L(G, %), per av € V, tals que

a) Wy(zg) = p(z)Wo(g), Vo € X, g € G;
b) IK C G, subgrup compacte obert, tal que f(gk) = f(g),Vk e K, g €
G;i

C) WH(g)U(gl) = VVU(g/g)v vg’g/ €G.

1.4. Observacié. Les propietats a) i b) sén les que se satisfan per ser
elements de L(G,), i ¢), per la commutativitat del diagrama. En alguns

textos, la propietat b) es substituecix per funcions lliscs.

1.5. Propietats.
1) W(II, ) és tinic com a conjunt de funcions.

2) L’aplicacié
V — W({I,v)

v — W,

és un G-isomorfisme de grups.

1.6. Models de Whittaker globals. Sigui ara F' un cos global. La
nocié de model de Whittaker global la podem donar com a conjunt dc

funcions. Suposo que tamhé a partir de la representacié induida. La nocié
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de representacié induida global no I’hem cstudiada. Almenys, per al cas
n =2 (cf. [La79, p. 203]),

Ind(G, H,II) = ® Ind(G., Hy, IL,).

Donarem la definicié de model de Whittaker com a conjunt de funcions.

Sigui IT : G(A) — GL(V) una representacié admissible, llisa i ir-
reductible. Sigui ¥y : A/F — C un caracter no trivial i definim, com

abans,
’(/J : XA/XF —C
x — Yo(r1+ -+ 2pn_1),
on
1 T
*
xr =
0 Tn—1
1

1.7. Definicié. Un model de Whittaker per a (II, V) respecte de v, que
denotarem per W (II,4), és un conjunt de funcions llises: W, : Gy — C,
per a u € V, tals que

a) Wy(zg) = w(x)Wy(g), Vo € X4, g € G;

b) WH(g)u(gl) = Wu(g/g)v vg’gl € G; i
¢) Si K és un cos de nombres i v una valoracié arquimediana, Vu € V,

N € R tal que W, ((g (1))) =0(lal|Y),sia—ocoen F.

La darrera condici6 és per a n = 2. Per a n més grans, no I'he trobada
enlloc (cf. [Ja-La 70, p. 317]).

1.8. Propietats.
1) El model de Whittaker de IT (per a « fixat) W(IL, ) és tnic com a

conjunt de funcions.

2) L’aplicacié
V — W({I,v)

v — W,

és un G-isomorfisme de grups.
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3) Sill = ®Il,, i1, és de dimensié infinita per a tota valoracié v, llavors
el model de Whittaker existeix. De [et, aquesta propietat només I’he
vista escrita per a n =2 (cf. [Ja-La 70, p. 317]).

4) Si II = ®I1,,, llavors

W(IL y) = @W (I, ¢hy).

1.9. Nota. Per fer aquest producte tensorial, tal com vam veure en el
capitol 16, es necessitaven fixar unes funcions. Passo a explicitar les que

sOn necessaries en aquest cas.

F, és un subgrup de A, per a v valoracié, i ¥, = ¥ |r, és no trivial.
Per tant, si W(II, ) existeix, llavors Vv, W(II,, ¥, ) esta definit. Aleshores,
existeix una tnica funcié ¢ € W(II,, ¥,), tal que ¥9(g,ks) = ©2(gv)
Yk, € K, (K, és el subgrup compacte estindard maxinal de G,,). Llavors,
©O(ky) =1, Vky € K,.

Aleshores, IT actua en ®,0 W(Il,, 1, ), i podem definir
p:Gy —C
9 — pu(gu),
on ,(g,) =1 quasi per a tot v.

L’aplicacié ®p, — ¢ s’estén a una aplicacié de @W(Il,,v,) en
W(IL, %), que és un isomorfisme (cf. [Ja-La 70, p. 318]).

§2. Teorema de multiplicitat 1

2.1. Teorema. Sigut IT una representacid irreductible, llisa, admissible de
Ga. Llavors, la multiplicitat de I1 en Uespai de formes automorfes cuspidals

ésigual al o a 0.

2.2. Explicacié de ’enunciat. Recordem que en el capitol 17 es van
definir nocions diferents. Anem a recordar-les. Teniem la definicié de funcid
llisa i també vam definir (cf. [Bo-Ja 79, p. 193 i s.]):
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A&, T, Koo) ={f : Ga = C| f forma automorfa de tipus (£, J, Kx)},
CA(€,J,Ko) ={f | f és forma antomorfa cuspidal};

on una forma automorfa cuspidal f és una forma automorfa que satisfa que

/ f(nxz)dn =0, Yz € Gy,
N(F)\N(4)

on N és el radical unipotent de qualsevol subgrup propi parabolic P de G.

D’aquestes funcions automorfes cuspidals, teniem, associades a un
caracter, les de quadrat integrable. Sigui Z un tor del centre de G K-split

maximal. Donat un caracter
X:Zn/Z(F) — C,

considerem el conjunt °L? de les formes antomorfes cuspidals f tals que
fzz) =x(2)f(z), Vz € Z(A),z € G(A). Aquesta condicié del caracter, tal
com ja vam veure en el capitol 17, implica que |f| és de quadrat integrable
modul Zy - Gp.

Llavors, tenim una representacid, dita la representacié regular, dc la

manera segiient:

R: Gy —GL(°L})
9= Ry: "L »°L}
fr Ry(f): Ga—C

x = f(xg).

2.3. Teorema. Aquesta representacié descompon en suma directa de re-
presentacions irreductibles, cadascuna amb multiplicitat finite. ([Sh74, p.
187])

Per tant, cl teorema inicial ens diu que la multiplicitat de II en aque-

sta representaciéo R és 1 0 0.

2.4. Propietats del model de Whittaker, si V és un subespai de
°L2. Sigui (IL,V) una representaci6é admissible, llisa, irreductible de G,
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on V és un espai format per formes cuspidals de quadrat integrable; és a
dir, V € oLi. Recordem que tenfem fixat un cardcter ¥ : Xp/Xr — C (a

partir d'un caracter no trivial de A/F).

2.5. Definicié. Sigui ¢ € V. Definim la funcié W, : G4 — C, per

l'expressio

Wgo(g):/x x o(zg)y ™ (z)dx.

2.6. Proposicid. El conjunt de funcions {W, | ¢ € V} és el model de
Whittaker W (II1,4) de (IL, V).

2.7. Proposicié. Les funcions W, les podem mirar com una “transformada
de Fourier” i ens determinen univocament una forma cuspidal. De fet,

podem recuperar ¢ a partir de W.,. Ezxplicitament:

n=2 Siguin p € V i W, € WL, ¢); llavors, podem recobrir ¢ pel seu

model de Whittaker de la manera segiient. Sigui g € Gy; llavors

=2 (((5 1))

zCF*
([Ja-La, p. 354 i s.])

En particular, a partir de les funcions W, del model de Whittaker,

determinem la forma cuspidal .

n > 3 En aquest cas, hi ha formula de sumacid semblant. Posem
d[z] == x 0 six € GLg(m) (I1<m<n)
) 0 Id, m ’ - ’

En particular, si x € GLy(n— 1), d[z] = (g (1)> )

Sip €V, tenim, llavors, que

ple) = > W, (d[z]).

2€Xp(n—1)\GLa(n—1)

(Cf. [Sh74. p. 188].)

Aquesta segona part es prova per induccid.
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2.8. Pregunta. Es veritat que

plg) = > W (d[z]g)?

2€Xp(n—1)\GL4s(n—1)

DEMOSTRACIO (del teorema dc multiplicitat 1). Suposem que IT és una

component de R. Si no ho és, la multiplicitat és 0 i ja hem acabat.

Com que R descompon en suma directa de representacions irreducti-
bles, podem escriure
072
LX:B1®...®BT...

i, llavors,
dimHomg(II, R) = dimHomg(V,° L2) = #{i | V = B;}.

Volem veure que n’hi ha un de sol; és a dir, que existeix una tinica 7 tal
que V = B;. Per a cada isomorfisme [; : V = B;, podem considerar
un conjunt de funcions {W,i | ¢l = ILi(v),v € V, que és el model de
Whittaker W(II,4). I, com hem vist a les propietats, aquestes funcions
W,
tnic com a conjunt de funcions, existeixen unes tuniques W:. Per tant,

; ens determinen univocament ¢¢. Com que el model de Whittaker és

només pot haver-hi un isomorfisme I;. [

§3. Teorema fort de multiplicitat 1

3.1. Enunciat Recordem que qualsevol representacié TT llisa, irreductible
i admissible de G4 es pot escriure com Il = ®,II,, on cada II, és una

representacio irreductible, llisa i admissible de G,,.

3.2. Teorema. (Teorema fort de multiplicitat 1) Siguin II; = ®,I1; ,
1 Iy = ®,Ila , dues representacions irreductibles. Sigui S un conjunt finit
de valoracions que, st n > 3, conté només valoracions finites. Suposem que
Iy, 21, VYp¢S. Llavors, Iy , 21y, Vv, 4, per tant, II; =1II,.

3.3. Observacid. En la demostracié d’aquest teorema es fan servir essen-

cialment dos ingredients: el lema petit i les propietats del model de Whit-
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taker que hem estudiat a la seccié anterior. Aquestes propietats les tenfem
en el cas que II fos una component de la representacié regular. Per tant,

encara que l'article no digui res, farem la demostracié en aquest cas.

3.4. Lema. (Lema petit) Siguin = 2.

a) Siguin F un cos local no arquimedid i (111, V1), (s, V) dues repre-
sentacions irreductibles i admissibles amb models de Whittaker. Lia-

vors, eristeizen vy € Vq, vo € V5 tals que

(G D) (G 1) e

on W, € WL, v).
b) Siguin F =R o bé C, i (111, V1), (I3, Va) dues representacions irre-

ductibles i unitaries de dimensid infinita. Llavors, existeixen vy € V7,

vo € Vo, wectors llisos, tals que

w5 1)) = (5 V) veer

on W, € W(IL,, v).

3.5. Observacié.

e Per a F cos local no arquimedia, a la demostracié es fan servir les
funcions de Schwartz-Bruhat. De fet, cada V; conté totes les que

tenen suport compacte.

e En el segon cas, la condicié que les representacions siguin unitaries i
de dimensié infinita deu ser per assegurar l’existéncia del model de
Whittaker.

e Per a la demostracio, en aquest segon cas, es fa servir el teorema de

Kirillov.

3.6. Lema. (Gelfand-Kazhdan) Sigui n > 3. Suposem que F és un
cos local no arquimedia, i siguin (I11, V1), (Ila, Va) dues representacions
irreductibles 1 admissibles amb models de Whittaker. Llavors, existeizen
vy € V1, v € Vo 1 W, € W1, %) tals que

h 0O h 0O
w (5 ) =m0, weanon b
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3.7. Observacié.

e Per provar-ho s’ha de fer servir induccié i usar arguments secmblants

al cas n = 2.

e Es possible provar un lema analeg per al cas en que F és un cos

arquimedia.

DEMOSTRACIO (Teorema fort de multiplicitat 1). Farem la demostracié

per al cas n = 2 en diferents passos.

1) Si provem que

Hl,v = HZ,va V’U,

obtindrem que II; =2 11, i, pel teorema de multiplicitat 1 de la seccié
anterior, tindrem la igualtat II; = Ils, perque cada representacid
només pot estar un cop a la representacié regular. Per tant, n’hi ha

prou amb provar 'isomorfisme per a totes les valoracions.

2) Com (IT3, V1) i (Ila, V3) sén irreductibles, els tinics subespais estables
per a G4 sén cl total i el (0). Per tant, sitrobem ¢ € ViNVa, ¢ # 0,

ja haurem acabat. Cerquem, doncs, una tal ¢.

3) Sigui B € G el subgrup de matrius triangulars superiors. Llavors,
Br \ B és dens en Gr \ Ga. Per tant, n’hi ha prou amb construir
dues funcions no nul-les 1 € V7 1 3 € V4 que coincideixin en By.
Es a dir, ¢1(z) = pa(z), Yz € By.

4) Per les propietats del model de Whittaker , i com que
e)= S w, (2 9)g
cF* ’ 0 1 ,

n’hi ha prou amb fer funcions de Whittaker Wy, W5 tals que

(5 ) (G 1) s

5) Podem suposar que aquestes funcions sén de la forma W; = @, W, ,,.
Com que, per hipotesi, II; , = Ily, llevat d’un nombre finit de v,

només hem de construir W; ,, per a un nombre finit de .
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6) Fent s dcl lema petit, per a cada F,, v € S, podem construir Wi ,,

Wa,, tals que Wy, ((g (1))) = Wa, ((g (1))), Vo € A, i, en

fer W, = ®,W, ,, tenim la funcié que voliem. [

3.8. Observacié. Per fer la demostracié per a n més grans, només s’han
d’adaptar al cas general els passos (4) 1 (6). La resta del raonament és el

mateix.
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Funcions L automorfes (I)

FrANCESC BARS SESSIO 2A. DEL DIA 19 DE FEBRER DE 1997

§1. Introduccié i notacio

Considerarem sempre F' un cos global 1 A D'anell de les adeles de F', F,
¢l cos local amb la valoracié v, Ga, Gp, Gg, 0 G, denotaran GL(2) dc
les adeles, del cos F o del cos F, respectivament, igualment denotarem el
compacte maximal d’aquests GL(2) per K si correspon a G i per K, en
el cas Gp, = G,.

Considerem 1 un grossencaracter i considerem RY (g) la representacié
unitaria de G en L2(Gr \ Ga,%) donada per translacié per la dreta. Lla-

vors, es tenia una descomposicié en components irreductibles
R¥(g) = @;m & /ws ds,

on recordem que una representacio irreductible unitaria de G s’anomenava
forma automorfa si era equivalent a algun 77 o 7, i deéiem que era forma

cuspidal si era equivalent a algun 77 per a algun grossencaracter .

La finalitat d’aquesta exposicié és introduir uns objectes, les funcions

L, que ens permetran caracteritzar les formes cuspidals anteriors, és a dir
Rg (g) = @jﬂ'J.

Per aconseguir 'anterior, caldra explotar cl resultat seglient, explici-

tat en el capitol 17:
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1.1. Teorema. Tota representacid m irreductible admissible unitaria de Gy
és factoritzable; és a dir

T = QTy,

on T, son representacions irreductibles admissibles unitaries de G,; a més,

les m, son univocament determinades per m.

1.2. Nota. El resultat anterior és valid per a representacions irreductibles
admissibles no necesariament unitaries, on, llavors, cls 7, corresponents sén

representacions irreductibles admissibles.

Fer esment que per poder construir ¢l producte @, s’ha de satisfer
que, si
Tyt Gy —> Hy,

llavors, per a quasi tota valoracié v s'ha de satisfer que dim HX» > 1; aix{,

tenim:

1.3. Definicié. Una representacié m, irreductible admissible de G,,, v no
arquimedia, s'anomena de clase 1 o esférica si la seva restriccié a K, conté

la representacié identitat com a minim un cop.

§2. Motivacions per a la definicié de la funcié L
Fem un petit repas de com s’havien assignat funcions L en casos coneguts.

2.1. Teoria de Hecke per a GL(1,A). Si definim aqui que una repre-
sentacié irreductible unitaria de A* = GL(1, A) és forma automorfa si passa
en la descomposicié natural de la representacié R{g) de A* en L2(F*\ A*),
obtenim que les formes automorfes son els grossencaracters de F, i teniem
unes funcions L associades a un grossencaracter; rccordem un xic com

g’associaven aquestes funcions. Considerem 1) grossencaracter, on 0, sén

¥ =[]

amb 1, no ramificat per a quasi tot v. Sigui By el conjunt format per les

quasicaracters de F,,, i on
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valoracions v tals que 1, és ramificat; llavors, si v ¢ By, posem x(v) =
1y (wy ), on w, denota el generador de l'ideal primer de O, , i on x és definit
en el grup dels F-ideals relativament primers amb By; (el caracter x és el

caracter de Hecke associat al grossencaracter 1); es definia la funcié L per:

Lis,)= J] - (Jir(((:)))s)_l — 1 - L)y
vgBy

2.2. Teorema. L(s, x) té continuacidé analitica com a funcié meromorfa al
pla complex. Si x no és trivial, llavors L(s, x) és entera; altrament, t€ un

pol simple en s = 1 i n’és I"unica singularitat.
L(s,x) satisfa una equacid funcional del tipus segtient:

hi ha una constant ¢ © un factor gamma T'(s, x) que satisfan que
R(s,x) = s(s = 1)c°I'(s, x)L(s,x)
és entera 1 es satisfa
R(1-s,x71) = a00R(s,x),
on a(x) és una constant de modul 1.

Tate, en la seva tesi, va introduir unes funcions zeta i zeta locals
que permetien demostrar el resultat anterior sense passar per la teoria de

funcions theta. Aquestes funcions de Tate eren les segiients, respectivament:

crbs)= [ 1BBIB s

Cv(fvv 'Qbm S) = - fv(ﬁv)dh}(ﬁv”ﬁvﬁ d*ﬁvv

on |8 =11, 18vlv, ¥ = I1%w, f € S(A), funcions de Schwartz-Bruhat, i on
f =11, fo- Es comprova que, per a Re(s) > 1,

C(F:1,8) = [ Golfor s 9),

i es té el resultat de Tate segiient:
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2.3. Teorema. La funcid ((f,v,s) té prolongacid analitica al pla complexz,
1 €s una funcid entera st Y mo és trivial, 1 una funcid meromorfa amb pols

en 011, siné. A més, se satisfa l’equacid funcional

C(f.8) = C(Fo™h1—s),

on (f) és la transformada de Fourier de f € S(A).

Es demostra que hi ha una eleccié dels f,, on
1T ¢(fortburs) =L(s,x) ] x(8)7*N(0)*~2,
v€ By v¢By

on 0, denota la diferent de F,.

N

“Aix0 motiva,” en la situacié m = ®,m,, definir uns factors locals
per a cada m,, on el producte ens doni la funcié L, definint aquests factors
locals mitjancant unes funcions “zcta locals” sobre un espai de funcions

convenients.

2.4. La funcié L com a transformada de Mellin. Recordem que
quan tenfem una forma cuspidal classica f € Si(N,v) (on aqui ¥ denota
un caracter de Dirichlet), se li associava una funcié L com la transformada
de Mellin

Lis.f) = / h f(iy)ys%

Recordem que a cada forma cuspidal classica 1i felem correspondre una

funcié de G mitjancant:

= 65(9) = f(900(0))i (950, ) " 4 (ko),
on g = Ygooko, g € Ga, (definida en el capitol 14).

Mirem d’“adelitzar” la integral anterior. Considerem ¢y =11 N = 1;

llavors, es pot provar que ¢;(g) és Ko =[] K ,-invariant dreta i es pot

p<oo
escriure la integral anterior com:

sen=[ er((5 7)) wtan

Es poden construir funcions C**° K-finites en G4, anomenades Wy, on

(5 0)=Z w15 3]):
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on, llavors, es té que

sen= [ o we ([

0 s—L ok
Lo ([ Y

Es a dir, la funcié L de les formes cuspidals classiques es pot pensar com
una transformada de Mellin adelica d’una certa funcié especial. Per veure
la construceié més explicita de la funcié Wy, podeu consultar [Ge 75, cap.
3, p. 106].

2.5. Suggeriment. La teoria de Hecke per al cas de GL(1) ens motiva
a definir uns factors locals per a les representacions m,, on el seu producte
definird una funcié I que tingui propietats bones (prolongacié analitica,
equacié funcional, ... ), perd la dificultat radica en com triar les funcions
L locals i com aquestes donin en el cas global una funcié que pugui ser
com una transformada adelica d’un cert tipus de funcions sobre G4. Vers
aquest cami anem primer a fer un repas de com eren m,, representacions

irreductibles admissibles, per assignar-les-hi després uns factors locals.

§3. Representacions irreductibles admissibles

En aquesta seccié i en cndavant ens centrarem en representacions irre-
ductibles admissibles de dimensié inlinita; el perque d’aquesta reduccié

s’explicara en 'inici de la cinquena seccid.

3.1. Cas v valoracié no arquimediana. Recordem que si j1, o sén
dos quasicaracters de FF, i si H(ug, pu2) és espal de funcions localment

constants ¢ en G, que satisfan

o((% 1)a) =miewate)

per a tot t1,ty € F, llavors el grup G, actua en H (1, u2) per translacié

1/2

B (),

ta

per la dreta, i la representacio resultant ’Tanomenavem representacié de serie

principal, es denota per p(py, p2), 1 és admissible.
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3.2. Teorema. La representacid p(p1, pe) és irreductible, excepte quan
u() = ppz () = lal o 217t Si plw) = o], lavors p(n, ua) conté
un subespai 1-dimensional i la representacid induida en espai del factor
resultant és irreductible. Si p(x) = |z|, lavors p(py, us) conté un subespai

1rreductible de codimensio 1.

3.3. Nota. Les representacions irreductibles p(p1, p2) sén denotades per
7o (fi1, b2), 1 sanomenen representacions de série principal; les representa-
cions irreductibles de dimensié infinita que s’obtenen de representacions
p(p1, p2) quan aquestes sén reductibles s’anomenen representacions espe-
cials i també les denotem per m, (11, p2). Com sén totes les representacions

irreductibles admissibles? Aix0 ho soluciona el resultat segiient:

3.4. Teorema. Sigui 7, una representacid irreductible admissible de G,. St
Ty no 6s supercuspidal, és una subrepresentacid d’algun p(p1, po). Per altra

banda, si m, és supercuspidal, llavors no és equivalent a cap subquocient de

p(p, pr2)-

A nosaltres, pero, per poder construir el producte 7 = ®,m,, ens

interesa que, per a quasi tota v, 7, sigui de classe 1; anem a caracteritzar-
ho:

3.5. Teorema. Una representacid irreductible admissible de dimensio no
finita m, de G, és de classe 1 o esférica si, 1 nomes st, ™, = (11, li2),
per a algun parell de caracters no ramificats de Ff ¢ m, no sigui una re-
presentacid especial. A més, en aquest cas, la representacid identitat és
continguda exactament un cop en m,. Més encara, si denotem per ¢1(g)
qualsevol funcid en 'espai dels vectors K, -invariants en H{u1, pa) (que és
1-dimensional per Uafirmacid anterior), ¢ per T, Uoperador de Hecke cor-

responent a la convolucid sobre G, amb la funcid caracteristica del doble
wy 0
0 1
loperador de Hecke, 1

conjunt K, }) K,, llavors s’obté que ¢1(g) és un vector propi de

¢1% T, (9) = /G P19y~ T, (v)dy = ¢ 2(@°* + ¢*2)$1(9),

st pi(z) = |z|* (on w, generador de lideal de O, 1 q~1 = |w,|).
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El resultat anterior ens diu que les representacions de classe 1 tenen
un subespai 1-dimensional molt especial d’alla on es representa el grup. Que

succeeix amb les que no sén de classe 17

3.6. Teorema. Sigui m, una representacid irreductible admissible de di-
mensid no finita de G, amb caracter central 1p. Llavors, hi ha un ideal més

gran posible ¢(m,) de O, on 'espai de vectors u que satisfan

oz 2]mven

per a tota matriu

a b _ a b L . C(ﬂ’v)
[c d} € To(e(my)) = {[c d} €K,:¢c=0 (mod c(m))} = Ko\,
és un espai 1-dimensional; ¢(m,) s’anomena el conductor de m,.

Taula de conductors.

Representacio Conductor
Ty, de classe 1 O,
Ty = To(fL1, li2), série principal (cond py) - (cond ps)

Ty = Ty (i1, i), Tepr. especial  |(cond )2, si g = pps t no ramificat

Ty = Ty(le1, fi2), repr. especial Wy Oy, si p ramificat

Ty, supercuspidal wNO,, N enter > 2

També podem caracteritzar les representacions admissibles unitaries:
3.7. Teorema. Les representacions irreductibles admissibles unitaries de
G, son:
a) Les representacions supercuspidals amb cardcter central unitari.
b) La representacid série principal my(fi1, p2), amb uy, po unitiries.

¢) La representacid série principal amb pa(x) = " (z) i plz) = |z,
0<e <.

d) La representacid especial amb cardcter central unitari.
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3.8. Cas v valoracié arquimediana

Cas Gg: Igual com en cl cas no arquimedia, denotem per H (1, p2) espai
de funcions en Gg que sén Kg-finites i que satisfan la mateixa propietat que

en el cas no arquimedia; és a dir:

s([% 5 ]a) =mmate

per a tot t1,t; € R*. Vam veure que tenim una representacié p(uy, po) de
l'algebra de Hecke de Gg denotada per H(GR) en H(p1, p2)-

1/2

#(9),

ty
ta

3.9. Teorema. (D’irreductibilitat de p(py, p2))

a) Si pipyt no és de la forma t — t"sgn(t), n enter no nul, llavors

H {1, p2) és irreductible sota laccid de H(GRg).

b) Sipipst = t"sgn(t), amb n positiu, lavors H(p, o) conté eracta-
ment un subespai invariant H?, on HT = H(u1, pa)/H® és de dimen-
810 finita.

¢) Sipypuyt = t"sgn(t), amb n negatiu, llavors I’inic subespai invariant
de H(py, p2) és un subespai de dimensid finita que denotarem també
per HE.

La representacié p(pu1, po) es denota per mr(p, p2) si és irreductible,
i, en cas de no ser-ho, es denota igual la representacio irreductible en la part
finita; en canvi la representacié que s’indueix en el subespai (o quocient)
H* la denotarem per ogr {1, 42) i es pot veure com un membre de la serie
discreta de Ggr. Les representacions 7g(py, pt2) sén les anomenades series

principals de Gg.

3.10. Teorema. Tota representacid irreductible admissible de H(GRr) és o

bé mr(p1, p2) 0 or(pr, pr2).-

3.11. Nota. Quant a notacid, og(p1, u2) = 7r(n,t), on n = s1 — s9 i
t = 81+ s si () = [E|%(sgn(t))™. Per a una justificacié per a aquesta
notacid, consulteu [Ge 75, p. 57-59].

Cas G¢: Aqui també s’obté que tota representaci irreductible admissible de

Palgebra de Lie de G¢, H(Gc), és un subquocient d’algun p(u1, u2), on ara
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141, fi2 s6n quasicaracters de C*; pero aqui, a diferencia del cas real, és que
tot subquocient de p(u1, u2) és equivalent a una representacié irreductible
p(uy, 1h), per a uns quasicaracters apropiats pj i ph. Per tant, no hi ha

série discreta.

§4. Teoria de Jacquet-Langlands

Anem a assignar a cada representacié =, irreductible admissible de dimensio
no finita, v una valoracié de F, uns factors locals L i € seguint la ideca de
Tate per al cas de GL(1).

Fixem en tota aquesta seccié un cardcter additiu 7 de F'\ A 1 suposem
que 7(z) = [[, 7o(2v), Per a z = (z,) en A.

Recordem que en les representacions anteriors sempre existia un tinic
model de Whittaker local.

4.1. Definicid. Siguin 7, una representacié irreductible admissible de G, i
W (m,) de 'espai de Whittaker. Suposem &, caracter unitari de E¥, g € G,
W, € W(m,) i s € C; definim la funcié zeta local per:

coeatus = [ (][5 V] )e@iaraa

.
F77

4.2. Teorema.

a) La integral que defineiz €,(g, &y, Wy, 8) convergeiz per a s amb |Re(s)|

suficientment gran.

b) Hi ha un dnic factor d’Euler llevat de constants, L(s,&, ® m,), amb

la propictat que
C'U(g’ 5'()7 W'U7 S)
L(S, & ® 7Tv)

és una funcid entera de s, Vg, &,, ¢ Wy; que satisfa que:

Cv(lafm Wz(;)v S) = L(Sagv Q 7Tv)7

per a un element apropiat W0 de W, (x,).
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¢) La funcid C,(g, &, Wy, S) té continuacid analitica en tot el pla complex

1 satisfa 'equacid funcional:

_ Cv(w9,551¢517Wu,1 — 3)

v(g, &uy Wy,
MS(ngms)_ L(1— 5,9 "6t @)

L(S7fv & 7Tv)

)

on &(my, &y, 8) €s independent de g 1 W, 1, €és el cardcter central de

.10 1
To, tW=| 4 gl

4.3. Notes. 1) En el cas v no arquimedia, és clar que W,, € W (w,); llavors,
W, @1y € W(m, @),

on 1, és un quasicaracter de F,.

2) Fent &, = 1 en el teorema anterior, s’obtenen les definicions dels

factors L i £ donades en [Ja-La 70, p. 75, 1951 237]. En aquest cas, posem
5(7% S M, 5) = E(WU Q My, 1, 5)7

on 7, quasicaracter de F,, 1 es suposa que els factors L coincideixen.

3) El factor L local no depén del cardcter additiu fixat al comenca-
ment d’aquesta seccié. En canvi, el factor € si; sigui 7 (2) = 7,(bz), b € F¥;

llavors, s’obté
ETUI (WUV S) = ¢U(b)|b|2s_1€7'u (71—1)7 S)v
on 1, és el caracter central de .

4) La teoria de Tate afirma que hi ha un factor d’Euler L(s, 7,) que,

en la notacié del capitol anterior, satisfa que

Co(for 105 8)
L(s,1,)

és entera per a tota f € S(F,) i

Cv(fmnva 5)
L{s,ny)

C(finﬁg)a 1- S)

) =)

per a alguna funcié (exponencial) (1, s), que és independent de s.



§ 4. Teoria de Jacquet-Langlands 65

Un calcul demostra que

1

L(s,m) = m————>
(5,70) = (o)

si 7, és no ramificat,

i L(s,n,) = 1, altrament (v no arquimediana). En tots cls casos, L(s,7,) =
Co(fo, Mw, 8) per a una eleccié apropiada dels f,. Es a dir, hi ha una analogia
entre els casos GL(1,A) i G4. Notem que per al cas GL(1, A), els factors

&(ny,s) = 1, si n, és no ramificat, i £(n,,s) = (arrel unitat)geordm)(z ==,

5) Les funcions especials de l'espai de Whittaker W?2(g) del teorema
s6n les funcions que ens permetran pensar la funcié L global com una trans-
formada de Mellin adelica; és a dir, sempre que allo que s’escrigul tingui

sentit, I'anterior ens diu que si denotem per
Wg) =] Wi(9),
v

se satisfa que

I L(s.m) = / o ({g ‘” g> o*~3 d'a

v

La pregunta natural és: com aquests factors ens poden caracteritzar

les representacions?

4.4. Teorema. Siguin 7,1 © Ty dues rcpresentacions irreductibles ad-
missibles de G, amb el mateix cardcter central. Llavors, m,1 i m, 2 500

equivalents si, 1 nomeés si,

L(l - s)é-u_l ®7T’U,1) _
5(61} &® Tyl S) L(S,é’u Q 7T'u71) - 5(51} &® Ty,2y S)

L(l - s)é-'u_l ®7/TE)
L(S,{v ® 7711,2)

per a tot quasicaracter &, de Ff.

Descrivim cls factors € i L en ¢l cas de representacions irreductibles

admissibles de dimensié no finita.
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4.5. Teorema. (Cas v no arquimedia)

T L(s,m,) e(8,7my)
(1, piz) L(s, p1)L(s, p2) e(s, p1)e(s, p2)
(série principal) (=1, si py 1 p2 860 no ramificats)
T (fi1, f12) L(s, p1) e(s, p1)e(s, p2) By, 12, 5)

(repres. especial)

7y supercuspidal 1 cf. [Ja-La 70]

on els factors L i e sén en la notacid de la nota 4.3, quarta consideracid,

E( ) 1, st 1 ramificat
S) =
Hif2, —po(wy)q™®, altrament.

4.6. Teorema. (Cas v real)

TR L(s,7R) e(s,mR)
mr(f, fi2) L(s, p1)L(s, p2) e(s, p1)e(s, prz)
(serie principal)

T = or(n,t) (2m) "5~ 5 T(s + 22) | cf. [Ja-La70]
(serie discreta en my (g, pi2)

on

strj+m; . .
L(s"uj) =7 2 T (w)

2
e(s,pj) =1, st pj(x) = |z|™ sgn(z)™
Hi ha un resultat que ens diu com sén les funcions especials del model
de Whittaker local que ens donen el factor local L.
4.7. Proposicié. (Descripcié de W(g,))
Cas arquimedia F, = R.

Si m, és de la scérie principal de G, llavors W2(g) és inica funcidé
O(2)-invariant en W (x,).
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Si m, és equivalent a una serie discreta og(p,t), llavors és la funcid

en W(my,) que satisfa que
0 1 o_ . 0
p(uh/j’Z) -1 0 Wv :Z(p+1)WU

Cas no arquimedia.

Sim, és de classe 1, llavors W (m,) conté exactament una funcié K, -

invariant (1-dimensional) W2(g), que satisfa que W0 (e) = 1.

Sim, no és de classe 1, llavors W2(g) és igual a la funcié en W (m,)

que és K™ (1-dimensional) invariant per la dreta.

§5. Funcié L i un petit calcul

Sigui m una representacié irreductible admissible unitaria de Gg; tenim,
llavors, que

T = QuTy,

on 7, representacio irreductible admissible de classe 1, per a quasi tots els v.
Suposem que els 7, sén de dimensié no finita; llavors, cadascun té associat
un inic model de Whittaker local W (r,,) i l'espai de funcions de G generat

per les funcions de la forma,
W(g) = HWU(gv)v

on W, = WY per a quasi tota v, déna un model de Whittaker global (tinic)
W (m) per a 7; en particular, I’acci6 de algebra de Hecke de G, H(Gy) en

W (7) donada per convolucié per la dreta és equivalent a .

5.1. Nota. Si m = ®,m,, representacié irreductible admissible, té espai de
Whittaker global si, i només si, cada 7, és dc dimensié no finita [Ja-La 70,
prop. 9.2, 9.3].

Ja g’ha comentat en la introduccié que interessa poder caracteritzar

d’alguna manera Rﬁ. Recordem que en el capitol anterior s’ha demostrat
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que tota constituent irreductible de Rg té multiplicitat 1; a més, en la
demostracié de [Ge75, p. 84], es demostra que a la representacié m se
li associa un model de Whittaker global; per tant, amb la nota anterior,
tenim que les representacions que ens interessa prioritariament d’estudiar
sén representacions irreductibles admissibles unitaries 7 = ®,,7,, on tots cls

7, 86n de dimensié no finita, que sén les representacions en que em centro.

5.2. Definicid. Sigui n un grossencaracter de F, on n =[], 1. Definim
(TR, s) = HET" (Tp @ Ny, 8);
v

com que, per a quasi tot v, m, és de classe 1, llavors e, (7, ) = 1; el pro-
ducte anterior sempre té sentit (recordem que T denota un caracter additiu
de F'\ A). Definim finalment la funcié I global per

Lis,n®m) = HL(s,nU ® Ty).

5.3. Nota. La definicié anterior és valida per a representacions irreductibles
admissibles amb modecl global de Whittaker. No obstant, quan no hi ha
model global de Whittaker, per al cas de GL(2) s’arriven a definir uns
factors locals; on llavors la definicié anterior seria general. Per aprofundir-

hi, podeu consultar [Ja-La 70, primer capitol].

5.4. Nota. En el llibre de Gelbart es considera implicitament que e, (7 ®
7,8) = [1, €r, (T0s M, §), 0N €1, (7o, Ny, s) definides com en el teorema 4.2 i

suposarem que coincideixen.

5.5. Nota. Com afecta 7 a ¢, (7, s)?

Fixem-nos que si denotem per 7/(z) = 7(bx), b € F*, llavors, hem

vist que per a cada v teniem

67’«'; (71—“’ 5 ) = 1/11) (b)|b|3s_157u (ﬂ—vv S)v

on 1 és el caracter central de la representacié 7; observem, pero, que

[Tw.@pl =1.
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Anem a enunciar finalment cl resultat principal d’aquest capitol, que

és: com caracteritzar les representacions de Rﬁ mitjancant les funcions L?

5.6. Lema. Si 7 és una representacid irreductible admissible unitaria amb
espai de Whittaker global, llavors la funcid L global convergeiz per a R(s)

suficientment gran.

5.7. Teorema. (Caracteritzacié de Rg) Suposem que ™ = Q,m, €5 una
representacid irreductible unitaria admissible de Gy de cardcter central 1.
Llavors ™ és a Rﬁ st, © només si, L(s,n® w) satisfa les propietats seqiients

per a tot grossencaracter n de F:
L(s,n®7) s’estén a una funcid entera acotada en les franges verticals;
L(s,n® m) satisfa Uequacid funcional

Lis.n®m) = e(m@n,s)L(L — 5,7 @ 7).

Finalment hem definit unes funcions L; podem fer-ne algun calcul?.

Fl problema radica en com poder dir com sén les representacions m,,
i en cl cas de formes cuspidals classiques, Gelbart diu que no hi ha una

“recepta” per poder dir com sén; no obstant, hi ha un cas particular que si.
5.8. Teorema. Sigui N = [[, p; un producte de primers diferents. Sigui
f € Se(To(N)) una forma nova tal que T(p)f = a,f, ¥p; llavors

Tf = @pTp
es pot descriure de la manera sequent:

@) Too €s la Tepresentacid de la série discreta mr(n,t) ambn=%k—11
t=0.

b) Si(p,N) =1, m, és de classe 1, es té que mp, = mp(p1, 2), on pa o
és trivial 1 ap = p%(ps1 +p®) si g (t) = ¢

¢) Sip=mp;, mp ésla representacid especial de Gy, amb cardcter central

trivial.

5.9. Nota. Per a una prova del resultat anterior, consulteu [Ge 75, cap.

5], on és la determinacié anterior; és gracies a saber com actuen 'operador
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de Casimir i I'operador de Hecke i de coneixer la taula dels conductors de

les representacions admissibles.

Fem un calcul de funcié L. Suposem ara que f € Sp(SLa(Z)) és
vector propi dels operadors de Hecke T'(p) amb valors a, = p% (p*r4p~*).
Calculem-hi la funcié L(s,7¢) =[]

p<oo L(8,7p). Tenim que

—s— (k1 k-1 —51,,—8\— 51,,—S\—
L(s,mp) = (2m)~*~ (53 >F<s+2) [Ta—p=p=) (1 —pp=)~"
p<oo
és a dir,
—s— (k1 k—1 I sk —2sy—1
L(s,m7) = (27) T (s+—— ) [[Q-ap™" " +p7>)7,
2 ot

i observem que aquesta funcié L coincideix amb la funcié L de Hecke

1

L(s,mf) = L(s', f) = (2m) 7" T(s")D(s", /),

L —
mb s = —
a s s+ 5

§6. El resultat L(s,x;)=L(s,f)

Recordem que a una forma f € Si(N,4) valor propi dels operadors de
Hecke T, per a tot primer p amb (p, N) = 1, li definiem la representacié dc
Ga donada per traslladats de ¢;(g). Per un resultat explicitat en el capitol
17, tenim que aquesta representacié és irreductible. Si a mes és una forma

nova segons Gelbart (1 = 1) s’obté:

L(s,75) = C(1, W, 1,5) = / W ([g ‘fD ol dta,

per a una eleccié concreta de I’espai de Whittaker, i com que W0 (g) és
Ky-invariant sota SO(2), es té, llavors, que

L(s,ms) = /@*\A* ¢r ([% ?D lyl*~2d"y,

d’on s’obté que

L(s,my) :/O Fliy)y*™ = "dy = L(f, ).
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6.1. Teorema. Sigui f € Si(Do(N))™" walor propi de tots els operadors

k-1
de Hecke; llovors, tenim que L(mg,s) = L(f,s'), amb s’ = s+ —5

La pregunta segiient és si la mateixa resposta anterior és valida per a
la part vella. Plasmem el que diu el llibre [Ge 75]. Ens enuncia el resultat

segiient:
6.2. Proposicié. Sigui f € Sp(To(N)); llavors, es té que

L(s,ms) = L(s, f) (llevat d’una constant) <—> f € Si(To(N))™",

k—
[
on s =s+ D) .

En [Ge 75], ens fa la prova segiient:

DEMOSTRACIO. Podem pensar f valor propi dels operadors de Hecke T,
amb (p,N) = 1. Si f és nova, pels arguments anteriors tenim que hi ha
igualtat. Per altra banda, si f no és nova es té, llavors, que f(z) = h(dz),

amb A nova; tenim, llavors, que
L(s,ms) = L(s,m) = L(s', h),
d’on, com que L(s',h) # L(s, f), obtenim el resultat. [
Fem alguna consideracié de la prova anterior.

6.3. Nota. El fet de considerar que la forma és valor propi dels operadors
de Hecke coprimers amb el conductor N és perque les representacions sén

irreductibles (resultat explicitat en el capitol 17).

Cal fer notar, via la demostracié, que si en la demostracié anterior
posem d = 1, la funcié L(s,h) = L(s, f) i, per tant, un millor enunciat de

la proposicié anterior seria

6.4. Teorema. Sigui f € Si(To(N)) wvalor propi dels operadors de Hecke
T, amb (p,N) = 1; llavors es té que
L(s,mg) = L(s', f) <= f € Sp(To(M))"™*"

amb M|N.
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Funcions L. automorfes (II)

JAUuME COLL SEsSIO 1A. DEL DIA 26 DE FEBRER DE 1997

L’objectiu és cstudiar funcions L associades a representacions irreductibles

admisibles automorfes m d’un grup reductin G definit sobre un cos global k.

Gracies a la descomposicié 7 = ®,m,, on 7, €és una representacio
irreductible admissible de G(k,), definirem la funcié L associada a 7 com el
producte d’Euler dels factors locals associats a m,,. Per poder definir aquests

iiltims necessitem el concepte de L-grup de G (*G.)

La funcié L, 'associarem a 7 i a una representacié de dimensié finita

r de LG.

§1. L-grups

Existeix una bijeccié canénica ¥ entre classes de isomorfismes de k-grups
reductius connexos i classes de isomorfisme de sistemes d’arrels:
U(G) = (X*(T), 9, Xu(T), v*), on T és un tor maximal de G, X*(7T)
és ¢l grup de caracters de T, ¢ és ¢l conjunt d’arrcls de G respecte T
L’eleccié de un subgrup de Borel B O T és equivalent a la tria
d’una base A de ¢(B,T). Tamhé existeix una bijeccié ¥y entre classes de

tripletes (G, B,T) i classes d’isomorfismes de dades d’arrels base ¥o(G) =
(X*(T), A, X.(T), A").

1.1. Definicié. El sistema invers a la dada d’arrels base

\I}O(G) = (MaAaM*vA*)
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és Wy = (M*,A*, M,A). Al k-grup G li associem, mitjancant la bijeccié
Wy, el grup LG" tal que To(LGP) = Wy(G)V. Escrivim LT°, LB per al tor

maximal i per al subgrup de borel definit per ¥y.

1.2. Exemple. Si G = GL,, aleshores “G° = GL,,.

Si f: G — G és un k-morfisme amb imatge normal, aleshores f
indueix aplicacions U(f) : U(G) — T(G"), To(f) : To(G) — Fo(G"), i
() : To(FG'?) — o (*GP).

Donat o € Gal(k; | k), existeix g € G(ks) tal que g-°T -g~ ! =T,
g-° B-g~! = B, per tant, una aplicacié ug : Gal(k, | k) — Aut Uy(G).

Aut ¥y = Aut ¥y canénicament; si triem un monomorfisme
At Wy — Aut(FG°.F B, ETY),
tenim un morfisme pf; : Gal(ks | k) — Aut(FGY,F BO,L T9).

1.3. Definicid.
La:=LG% x Gal(ks | k)

respecte a g,

§2. Subgrups parabolics de ra
P(G | k) := {k-subgrups parabolics de G}.
P(G) = P(C | F).
(G| k) := {clases de conjugacié de k-subgrups parabolics}.
p(G) = p(G | k).
p(G)y := {classes de subgrups parabolics definits sobre k}.

3

En particular, p(G | k) — p(G)r — p(G).
Si G és quasi-split sobre k, aleshores p(G | k) = p(G)s.

Recordem que existeix una bijeccié canénica entre p(G) i cls subconjunts
de A.
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p(G)g es correspon amb cls subconjunts de A que sén Gal(ks | k)-estables.

p(G | k), als subconjunts Gal(ks | k)-estables que contenen cl conjunt A,

d’arrels simples d’un subgrup de Levi d'un k-grup parabolic minimal.

Donat P € P(G), indiquem per J(P) el subcojunt de A associat a la
clase de P.

2.1. Definicié. Els subgrups parabolics de *G sén els normalitzadors de

subgrups parabolics de *GP.

2.2. Definicié. Un subgrup parabolic P de “G és estindard si conté ©B.

Els subgrups parabolics estandard sén els subgrups £ P x Gal(k, | k),
on LPY recorre els subgrups estandard de £GP tals que J(*G®) C AV és
cstable per Gal(ks | k).

Tot subgrup parabolic de “@ és conjugat a un tnic subgrup parabolic

estandard.
La bijecci6 A <— AV ens proporciona una bijeccié p(G)p «—

p(*@G).

2.3. Definicié. Un subgrup parabolic de *G és relevant si la seva clase es

correspon amb una de p(G | k) mitjangant aquesta bijeccid.

Lp(E@G) := {subgrups parabolics relevants}.
Per definicié, p(G | k) «—L p(£G).

§3. Subgrups de Levi

3.1. Definicié. Sigui P un subgrup parabolic de *G. El radical unipotent
N de P? és normal en P i també 'anomenem el radical unipotent de P.
Aleshores, P/N = P°/N x Gal(ks | k). P és una extensié6 split de N i és cl
producte semidirecte de N pel normalitzador en P de cert subgrup de Levi

MO de P°. Aquests normalitzadors els anomenem subgrups de Levi de P.
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Siguin P € P(G | k) i M un k-subgrup dc Levi de P. Sigui “P cl
subgrup parabolic estindard en la classe associada de P. Aleshores, M es

pot identificar a un subgrup de Levi de ' P.

3.2. Definicié. Un subgrup de Levi d'un subgrup parabolic P de G és

relevant si P ho és.

§4. Representacions i grups de Weil. Factors locals

Siguin k cos local, Wy, cl grup de Weil, i W, cl grup de Deligne-Weil. Si H
és k-grup reductiu, aleshores TI(H(k)) és el conjunt de classes d’equivaléncia
infinitesimal de representacions irreductibles admissibles de H (k). Sigui G

un k-grup reductiu connex.

El problema principal és definir una particié de II{G(k)) en conjunts
finits II, ¢, indexat pel conjunt ®(G) de morfismes admissibles de W) en
LG, moddul antomorfismes interns i que satisfan certes condicions. Aquesta
parametritzacid assignara canonicament factors L i€ a tot m € II(G(k)) i a

tota representacié complexa de “G.

4.1. Definicié. Dos elements 7 i 7’ del mateix conjunt II, tindran els

mateixos factors locals, i, per aixo0, els anomenarem L-indistingibles.

§5. Definicié de #(a)

Si k = R,C, aleshores W] = Wy, i tot clement de W és semisimple

per definicié.

Si k és no arquimedia, l'element # € W/ és unipotent si, i nomes
si, x € G,; = és semisimple si e(z) # 0 o = és del grup d’inércia, on
e: W, — W, — k* — 7. Tot element z € W, admet una tinica
descomposicié de Jordan » = z,z, amb z, semisimple i z, unipotent, i

LpSy = TyTs-
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Considerem morfismes o : W] — G sobre Gal(k; | k), és a dir, tals
que el diagrama
W — La

hN v
Gal(k, | k)

és commutatiu, i que satisfan les condicions segiients:

e «és continu, a(G,) és unipotent, en G?, i o aplica elements semisim-

ples en elements semisimples.

e Si a(W)) és contingut en un subgrup de Levi d’un subgrup parabolic

P de "G, aleshores P és relevant.

Aquests morfismes, els anomenarem admissibles.

5.1. Definicié. ®(G) és el conjunt de clases d’equivaléncia moddul automor-

fismes interns per clements de “GP.

5.2. Observacié. Si escrivim a(w) = (a(w),v(w)) amb a(w) € FG°,
aleshores w — a(w) és un 1-cocicle de W, en LG° d’on deduim que
®(G) c HY(W[,EGY).

5.3. Proposicid. Siguin k' una ertensid finita i separable de k, G' un k-grup
reductiu connex, i G = Ry, G'. Aleshores, existeir una bijeccid canonica

(G) = B(G").

Sigui Z;, = C(*G°); el grup HY (W}, Z1) actua en els grups ®(G) i
HY (W], LGY).
5.4. Exemple. Si G = T és un k-tor, aleshores ®(G) = HL(W},* T°); a

més, II(G) = ®(G) candnicament.

A tot element ¢ € ®(G) li podem associar un caracter x, de C(G) i
a tot element o € HY(W],Z) li podem associar un caracter 7, de G(k);
aquests caracters sén compatibles amb la restriccié d’escalars i satisfan la

igualtat

Xap = TaXp-
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§6. Condicions dels conjunts 1,

e Si m € Iy, aleshores 7(z) = x4(2) - Id, on z € C(G).

o Si ¢/ =ag, lavors Iy = {mn, @7 | m € II}.

e En un conjunt II4, sén equivalents:
- Un element de I, és de quadrat integrable modul C(G).
- Tots els elements de IT; s6n de quadrat integrable modul C(G).
- ¢(W]) no esta contingut en cap subgrup propi de Levi de LG.

e Siguin H un k-grup reductiu connex i 7 : H — G un k-morfisme
amb nucli i conucli commnutatins. Siguin ¢ € ®(G) i ¢’ = Ino ¢.
Llavors tot m € Il,, vist com a H(k)-modul, és la suma directa de

representacions admissibles irreductibles de ITg.

§7. Factors locals

Siguin 7 € II(G(k)) i r una representacié de “G. Suposem que 7 € I1,, per
a cert ¢ € ®(G). Per a un caracter additiu no trivial ¥ de k, posem

L(s,m,r) = L(s,m09), e(s,mr,9)=¢€(s,709,9),

on els termes de la dreta sén la funcié L i el factor € associats a la repre-

sentaci6 r o ¢ de WJ.

§8. Problemes d’aixecament

8.1. L-morfismes de L-grups. Siguin G, H k-grups reductius connexos.
Un morfisme u : Y H — LG sobre Gal(ks, k) és un L-morfisme si és continu

i si la seva restriccié YHO és un morfisme complex analitic de “H? en GP.

Siguin % un cos local i G quasi-split. Si ¢ € ®(H), aleshores uo g €
®(@G). Per tant, tenim una aplicacié ®(u) : 2(H) — (G).
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Si k és un cos global, Gal((ky)s, k., ) és subgrup de Gal(k;, k); per tant,
el L-grup G, vist com a k,-grup (“(G | ky)), és un subgrup de *G. Aixi,
el L-morfisme u defineix, per restriccié, un L-morfisme u, : L(H | k,) —
"(G | ky), 1, per tant, una aplicacié ®(u,) : ®(H | ky) — (G | ky)-

8.2, Aixecaments locals. Siguin & un cos local, G un k-grup quasi-split,
H un k-grup reductiu connex, i v : “H — “G un L-morfisme. El problema
d’aixccament consisteix a definir una correspondeéncia II(u) : II(H(k)) —

II(G(k)) que conserva els factors L i e. Se satisfa que II(u)(I1, ) = Hyop,c-

L’element I1 € II(G(k)) és un aixecament de m € II(H(k)) si II €
Myop,c és tal que m € I, g7, on ¢ € ®(H). Aleshores, tenim que

L(s,II,7) = L(s,m,rou), €(s,II,r 9)=-¢(s,m,rou,1),

per a tota representacié r de FG.

L’aixecament local es pot veure com una aplicacié entre classes de

representacions L-indistingibles.

8.3. Definicié. Siguin H, G quasi-split, split sobre una extensié no ra-
mificada F' de E, mirat com una og-estructura tal que H (o) i G(ox) sén
subgrups compactes maximals molt especials, i m de classe 1 respecte a
H (o). Aleshores, ¢ tal que 7 € IL, g, i ¢l conjunt IT,c, ¢, sén ben definits.
A més, I,0p ¢ conté exactament un element de clase 1 respecte G(og), que

anomenem aixecament natural de 7.
Si G = GL,, aleshores els conjunts I, ¢ tenen un 1inic element.

8.4. Aixecaments globals. Siguin G quasi-split, H un k-grup reductiu
iu:?H — G un L-morfisme. Siguin wu, : “(H | k,) — (G | k) i
B(uy) : (H | ky) — ®(G | ky) les aplicacions associades.

Sigui m = ®,m, (resp. II = ®,11,); és una representacié irreductible
admissible de H4 (resp. G 4). Aleshores direm que TT és un aixecament de
7 si I, ho és dc 7, per a tot v € V. Per a tota representaci6 r dc G tenim
que

L(s,II,r) = L(s,m,rou), €(s,I,7r)=¢(s,m,7ro0u).

També demancm que I, sigui un aixecament natural de .
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La correspondencia local de
Jacquet-Langlands

PiLAR BAYER SESSIO 2A. DEL DIA 26 DE FEBRER DE 1997

Weil, en els comentaris al seu article [We 64], ens explica que l'estiu de
I'any 1962 s’emporta per estudiar dues memories de Siegel sobre les formes
quadratiques indefinides. A fi de comprendre’'n el resultat fonamental i
“adelitzar-lo” al maxim, Weil ens diu que li calgué emprendre el seu estudi
molt de prop. Estava convencut que una bona teécnica adelica li permetria,
d’una part, estendre a tots els grups classics els resultats de Siegel relatius al
grup ortogonal de les formes i, de l'altra, resoldre els “exercicis” que Siegel

deixava formulats.

En particular, Weil hagué de situar la féormula de transformacié de les
funcions theta en un context més ampli. Calia substituir les funcions theta
per funcions més generals, al mateix temps que posar de manifest certs grups
que hi operaven. Atés que la férmula de transformacié per a z — —1/z de
les funcions theta s’obté a partir de la férmula de sumacié de Poisson, era
necessari, tanmateix, cercar férmules que generalitzessin aquesta. Per a tal
fi, ens diu Weil, s’inspira en la teoria de les funcions intermediaries, deguda

a Hermite i a Poincaré.

Tot mirant els treballs de Siegel, Weil s’adona que una determinada
representaci6 del grup simplectic o, més precisament, d’una extensié central
d’aquest grup, hi jugava un paper destacat. La representacié projectiva
corresponent, ens diu Weil, havia estat definida per I. Segal, 'any 1959, a
proposit de la mecanica quantica. Weil indica a Segal que aquesta repre-

sentacié podia ser molt important en teoria de nombres. L’cstudi de la
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representacid lincal corresponent fou empres per D. Shale, any 1962, en un

treball titulat Linear symmetries in free boson fields.

Aquestes fonts d’inspiracié conduiren Weil a la definicié d’una repre-
sentacié que, com veurem, esdevingué un punt clau a ’hora d’establir la

correspondéncia de Jacquet-Langlands.

§1. La serie discreta per a GL(2, R)

Comengarem per descriure les representacions admissibles de GL(2,R). Per

a més detalls, caldra veure cls capitols 2 i 10.

1.1. Notacié. Fixem caracters p; : R* — C*, per a ¢ = 1, 2, no necessaria-

ment unitaris. Denotem per H (1, o) 'espai vectorial de les funcions
¢:GL(2,R) - C

que sén SO(2)-finites i satisfan

t
’ (( 0 Z;) 9) = m(t)pa(ta)lia /12 *0(9)
per a tot ty, 1o € R*.

Denotem per H(GL(2,R)) I'dlgebra de Hecke de GL(2,R).
Recordem, a manera dec resum, ¢l seglient

1.2. Teorema.

i) Existeiz una representacid natural

p(pr, p2) 2 H(GL(2,R)) — Aut(H (1, p2))-

St p(p, pa) és irreductible, la denotem per ww(py, o).

i1) Tota representacid admissible de H(GL(2,R)) és isomorfa a un sub-

quocient d’una representacid p(uy, p2).

ii1) Si p(u1, p2) redueiz, ho fa com a suma de dues representacions ir-

reductibles: una de dimensié finita, w(p1, pe), © una de dimensidé no

finita, o(p1, pz)-
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Les representacions (g1, fi2) descriuen la série principal de GL(2,R).
Les representacions o (1, pi2) descriuen la série discreta. Les representacions
de la série principal i de la série discreta proporcionen totes les representa-
clons irreductibles i admissibles de H(GL(2,R)).

Notem que, segons la descripcié anterior, tenim controlades les repre-
sentacions dc la serie principal. Per obtenir més de prop les de la serie

discreta, farem servir ’algebra dels quaternions de Hamilton.

1.3. Notacid. Designem per H el cos del quaternions de Hamilton, i per
o, la seva involucid principal. Donat un quaternid h € H, q(h) := hh°

designa la seva norma reduida.

1.4. Teorema. Sigui p: H* — GL(2,C) la representacid definida per

a—+bi c+di)

h=a+bi+cj+dkr— (—(c—di) a—bi

Tota representacid (compleza) irreductible ©' de H* és de la forma

7' (k) = q(h)" Sym" (p(h)),

per a un cert r € C i n un nombre natural.

Notem que, en la representacié p, la imatge d’un quaternié pur és

una matriu antihermitica.

1.5. Definicié. Donada una representacié 7', com abans, de parametres
r,n, posem 7(n') := o(uy, p2), on p; sén cls quasicaracters de R* definits

per
paa) = lal" ™72, pa(a) = |a]" 77 (sig(a)” -

1.6. Proposicié. L’aplicacié @ — w(n') estableiz una correspondéncia
bijectiva entre les classes de representacions irreductibles de H* (que sdn
de dimensid finita) i les classes de representacions de GL(2,R) de la série

discreta (que sén de dimensid no finita).

1.7. Observacid. Per a GL(2,C), no es tenen representacions en la serie

discreta.



88 21. La correspondencia local de Jaquet-Langlands
§2. La serie discreta per a GL(2,F)

En aquesta seccié, F denota un cos local ultrametric i H 1inic cos de

quaternions definit sobre F'.

Les idees basiques per a I’estudi de les representacions admissibles i
irreductibles de GL(2, F) sén degudes a Kirillov.

Recordem que les representacions irrcductibles de GL(2, F), si sén de
dimensié [inita, sén totes de dimensié 1, i existeix un caracter x de dimensio6
1 de F* tal que

7(g) = x(det(g)).

D’acord amb el capitol 11, les representacions admissibles de GL(2, F') de

dimensié no finita es classifiquen en
i) la série principal,
ii) la série intermeédia,
iii) la série discreta.
Les representacions de la serie discreta es divideixen, a la vegada, en repre-
sentacions supercuspidals i representacions especials.

La serie principal i la intermedia varen ser descrites en ¢l capitol 11. Els

seus elements es denoten per 7(u, v), on 1, v sén caracters de F*.

De la serie discreta, es va dir que era un misteri. En les seccions
que segueixen, ens proposem fabricar totes les representacions de la serie
discreta a partir de representacions del grup multiplicatiu H* = H*(F).

Abans, ens cal parlar d’una representacié molt particular.

§3. La representacié de Weil.

Sigui L una extensié quadratica de F' i designem també per o la seva in-
volucié principal. Posem V =L, o hé V = H, i pensem V com un F-espai
vectorial. Fixem 7 : F — C un caracter additiu no trivial. Considerem
la forma bilincal V x V. — C, (z,y) := 7(Tr(xy)), on, com d’habitud,

Tr(z) = x + x°. Posarem ¢(x) = zz?, en tots els casos.
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Denotem per S(V) l'espai de Schwartz-Bruhat de V. Recordem que
aquest espai esta format per les funcions (complexes) localment, constants i

amb suport compacte, definides sobre 'espai V.

Donada una funcié ¢ € S(V), definim la seva transformada de Fourier

per la {6rmula
o) = | o)ia.n)d.
v

on dy denota una mesura de Haar de V, normalitzada de manera que

(@) (z) = ¢(—z).

3.1. Proposicié. (La constant dc Weil) Sigui f(x) := 7(q(x)). Existeix
una constant v = y(V, 1) tal que

(@* ) (2) =vf L) e(x).

A més,
y=-1, sV =H,
|v/]=1, sV =L.

A fi de construir una determinada representacié per a GL(2, F),

comencarem per construir-ne una de SL(2, F').

3.2. Lema. Les matrius segiients constitueizen un sistema de generadors
de SL{2,F) :

1 u a O 0 1

0 1/’ 0 a7t )’ -1 0/’
perau € F, ae F*.

3.3. Notacié. Quan V = L, designem per 7 el caracter no trivial
n: F*/Norm(L") — C.

Si V = H, convenim que 7 és el caracter trivial de H*.

3.4. Proposicié. Existeix una inica representacio

r: SL(2, F) — Aut(S(V))
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. a 0
i) r (5 20)) st = n@lli*otao)
0 1 ~
wi) r ((_1 0)) d(x) == vyo(x7).
La representacid r €s continua 1 s’estén a una representacid continua
r: SL(2, F) — Aut(L*(V)),

on L%(V) denota ’espai de les funcions de quadrat integrable definides sobre
V.

DEMOSTRACIO. N'hi ha prou amb veure que les férmules donades satisfan

les mateixes relacions que cls generadors de SL(2, F). O

Com que la representacié anterior depén de 7, la indicarem, si convé,
per 7. Volem ara cstendre 7, a tot GL(2, F). Com a pas previ, considerem
el grup

Gy :={m e GL(2,F) | detm € g(V")}.

Notem que I'index (GL(2, F) : G) és 2, 0 bé 1, segons que sigui V=1L, o
hé V = H.

3.5. Lema. Sigui

c::{(‘g ?) |a€q(V*)}.

i) Es té lestructura de producte semidirecte

G, =COSL(2,F).

i) Sigui a = q(h), on h € V. La férmula

r ((g ‘1))) o) = Blch)

estén la representacio r, a una representacid de G .
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3.6. Lema.
i) La representacid induida per r.,
r: GL(2,F) — Aut(S(V)),

no depén de T.

i1) La representacid v s'estén a una representacidé unitiria valorada en
L2(V).

3.7. Definicié. La representacié r : GL(2,F) — Aut(L?*(V)) aix{ cons-

truida s’anomena la representacid de Weil de GL(2, F).

3.8. Lema. Sigui R : H* — Aut{S(V)) la representacid regular, definida
per R(h)p(x) = ¢(xh). Aleshores, per a tot g € GL(2,F), h € H*, se
satisfa que

r(g)R(h) = R(h)r(g)-

Es a dir, la representacio de Weil commuta amb la representacic regular.

Fl lema anterior ens fa veure que, en el cas quaternionic, la repre-

sentacié de Weil és reductible.

3.9. Torsid de la representacié de Weil.

Volem ara torgar la representacié de Weil, de manera escaient, per mitja de

representacions 7’ de V*. Considerarem el subgrup de V*
Ky={zeV*|q(z)=1}.
Recordem que, quan V = H, es disposa d’una successié exacta
1—{+1} - K; - SO(Hp) — 1,

on SO(Hp) denota el grup especial ortogonal (en dimensié 3) associat als
quaternions purs. De la representacié 7’ ens interessard especialment la seva
restriccié a SO(Hp) := Kj.

3.10. Notacié. FE designa un C-espai vectorial de dimensié linita, n, i

7' V* = GL(E)
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una representacié irrcductible de G’ := V*, valorada en E. Considerem
S(V,E):=8(V)®cE.

Els elements d’aquest espai vectorial s’identifiquen amb vectors de n com-
ponents, les entrades dels quals sén funcions de S(V'). A lespai S(V, F) hi
opera el grup SL(2, F). En el primer component ho fa mitjangant r; en el

segon, mitjancant I'accié trivial de SL(2, F) en E.

Tot seguit, introduim ’espai de les funcions de Schwartz-Bruhat rela-

tives a 7':

SV, ') :={p € S(V,E) | p(xh) = n'(h"H¢(x), peratot he K}

3.11. Proposicié. Eristeir una representacio
TYrt : G+ — Aut(S(V, ﬂ'/))

tal que

9o (5 1)) o) =2 ota), sia=q(h) € 4.

a

i) T ((g 0)) 6(z) = n(a)xw(@)], sia€ F.

Aqui, xn denota el caracter central de 7'.

3.12. Observacid. Si haguéssim pres com a 7’ una representacié unitaria,

la representacié v, admetria una extensié a una representacié
ret G — Aut(LA(V,7')),

on per L2(V,n") designem la clausura de S(V,7’) en l'espai de Hilbert de

les funcions de quadrat integrable de V en E, amb la norma

|6 |P= /V | 6(z) | da.

Posem la seglient
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3.13. Definicié. Definim
ret GL(2, F) — Aut(S(V, 7))

com la representacié induida per la representaci6 del mateix nom sobre G .
Com en cl cas anterior, aquesta representacié no depen de 7. Direm que és

la representacié de Weil de GL(2, F') torcada per la representacié =’ de V*.

§4. La correspondencia local de Jacquet-Langlands

La importancia de la representacié de Weil i de les seves torgades es fa

palesa en cls dos teoremes que segueixen:

4.1. Teorema. (Cas quadratic: Alguns termes de la série principal i totes
les representacions supercuspidals) Suposem que V = L és un cos quadratic
sobre F.

i) St la representacid w' : L* — C* és de la forma ' = x oq, on

x : F* — C* és un cardacter, aleshores es t€ una equivalencia

Tt ™~ ﬂ-(X? Xn)v

on w(x,xn) : GL{2,F) — Aut(H(x,xn)) és una representacid irre-

ductible de la série principal.

i1) Si la representacid ©' @ L* — C* no és de la forma anterior, la

representacio
ro: GL(2,F) > Aut(S(V, ')

és supercuspidal.

1) Quan L descriu totes les extensions quadratiques de F', s’obtenen
pel procediment anterior totes les representacions supercuspidals de

GL(2,F), a més de les esmentades de la série principal.

De totes maneres, la seérie discreta conté, a més de les representacions
supercuspidals, les representacions dites especials. Com veurem, aquestes
provenen dc les representacions irreductibles del grup multiplicatiu H* de

I’algebra de quaternions sobre F'.
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4.2. Teorema. (Cas quaternionic: Totes les representacions especials
i totes les representacions supercuspidals; és a dir, tota la serie discreta)

Suposem que V = H és el cos dels quaternions de F. Sigui
7' H* — Aut(FE)

una representacid complexa irreductible de dimensid finita, igual a n.

i) La representacid
re: GL(2,F) > Aut(S(V, ')

és isotipica. Descompon en suma directa de n representacions irre-
ductibles w(n'):

ro = w(n’ )@ @ wn’).
it) Sin =1, la representacid irreductible w(w') és especial.
iii) Sin > 1, la representacid irreductible m(n') és supercuspidal.
iw) L’aplicacid
7' w(n’)

dona una bijeccid entre les classes d’isomorfia de representacions ir-
reducibles i de dimensid finita de H* 1 les classes d’isomorfia de re-
presentacions de la série discreta de GL(2, F), que sén de dimensid

no finita.

4.3. Definicié. I’aplicacié

7' w(n’)

es coneix amb el nom de correspondeéncia local de Jacquet-Langlands.
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CapiTOL 22

La correspondencia global de
Jacquet-Langlands

PiLAR BAYER SESSIO 1A. DEL DIA 5 DE MARC DE 1997

§1. Representacions automorfes de A*(4r)

1.1. Notacions. En aquest capitol, F' designa un cos global. Fixem un

caracter additiu no trivial
7: F\Ar — C.

Considerem donada una algebra de quaternions H sobre F' i indiquem per

S ¢l conjunt de places de F' on H ramifica; és a dir,
S ={v | H, és el cos dels quaternions sobre F,}.

Per tant, H, ~ GL(2, F,,), per a tot v ¢ S. En aquest darrer cas, recordem
que es diu que v és una placa de F on H descompon.
Sigui H' := H(H*(AFr)) l'algebra de Hecke global associada a H*.
Sigui
A= A(H*(AF)) C L>(H*(F)\H*(AF))

el C-espai vectorial de formes automorfes respecte de H*(Ap).
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Semblantment,
A'(p) = AH*(F\H*(Ap),¢) C L*(H*(Ap), )
denota el C-espai vectorial de formes automorfes respecte de H*(Ag), on
P F\AL - C*

és un quasicaracter.

La translacié per la dreta defineix sengles representacions unitaries

R': #' — End(A’), R):# — End(A'(v)).

1.2. Lema. Sigui 7' : H' — End(A’) una representacid irreductible i ad-

missible. Aleshores:

i) Exzisteiz un quasicardcter v de les classes d’ideles de F tal que 7' és

un constituent de R;).

it) L'espai A'(¢) és suma directa de subespais irreductibles i invariants

per a H'. Ho escriurem
A(y)=aV], R =on.

1) La representacid de H' en cadascun dels subespais de formes automor-
fes A'(¢) és admissible. Cap representacid irreductible no hi aparciz

més d’una quantitat finita de vegades.

1.3. Definicid. Les representacions 7’ csmentades en ¢l lema s’anomencen
representacions automorfes de H*(Ap). A vegades, també se les designa
amb el nom de representacions automorfes cuspidals (tot 1 que, en aquest

cas, no tenim puntes).

Notem que, a diferéncia del cas GL(2), en el cas quaternionic no

tenim, d’entrada, teoremes de multiplicitat 1.
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§2. Funcio L associada a una representacio automorfa
en el cas quaternionic

Sigui 7' = ®mn, una representacié irrcductible i admissible de H'. Sigui
7 = (7,) el cardcter additin fixat abans, on 7, : F, — C sén els seus
components locals. Les representacions . s6n, aleshores, admissibles. En

aquesta situacid, varem definir funcions I locals i factors &:
! ~1
L(S’Wv)v L(S’Wv)v E(Saﬂ'vﬂ—v)a

on 7' denota la representacié contragradient.
La teoria de les funcions zeta globals associades a algebres de quater-

nions es resumeix, en part, en el teorema segiient:

2.1. Teorema. (Jacquet-Langlands) Suposem que 7' sigui un constituent

de A'; és a dir, suposem que 7' €s una representacid automorfa cuspidal de
H*(Ap). Aleshores,

i) Els productes
L(s,7') = HL(S,W;), L(s,7') = HL(S,%L)

convergeizen absolutament per a Re(s) suficientment gran.

i1) Les funcions L aizi definides admeten una prolongacid analitica en
funcions meromorfes del pla complex. St F és un cos de nombres,
aquestes funcions tenen dnicament un nombre finit de pols 1 sén afi-

tades a Uinfinit en totes les bandes verticals d’amplada finita.

ii1) Se satisfa l'equacid funcional
L(s,7")y=e(s,n")L(1 — s,7"),

on

e(s, ') = Hs(s, T, Ty)-
v

La demostracié del teorema imita la portada a terme per Tate a
la seva tesi, a fi de provar 'equacié funcional que satisfan les funcions L

associades a caracters de Hecke.
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El teorema anterior admet ¢l refinament segiient:
2.2. Proposicié. Denotem per
x: F*—>C*

un quasicaracter. Sigui @' un constituent de A'. Suposem que 7' no és de

la forma x o N, on N indica la norma reduida. Aleshores,

i) Les funcions L(s,x ® 7'), L(s,x ' ® 7') sdn enteres i afitades a

Dinfinit en totes les bandes verticals d’amplada finita.

i1) Se satisfa l'equacid funcional
Lis,x®n)=¢e(s,x 7" ) L(1 —s,x " @ 7).

DEMOSTRACIO. Basta obscrvar que si 7’ és un constituent de A’, aleshores

x ® 7’ també ho és, i aplicar el teorema anterior. [

§3. La correspondencia global de Jacquet-Langlands
Sigui
A= A(GL(2,F)\GL(2,Ar)) C L*(GL(2, F)\GL(2, Ar))

el C-espai vectorial de formes automorfes respecte de GL(2, Ap). Semblant-

ment,
A(¢) == A(GL(2, F)\GL(2,Ap), %) C L*(GL(2, F)\GL(2, Ar), ¥)
denota el C-espai vectorial de formes automorfes respecte de GL(2, Ar), on
b F\A%h — C*

és un quasicaracter.

Denotem per H Ualgebra de Hecke global del grup GL(2, Ap).
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La translaci6 per la dreta defineix sengles representacions unitaries
R:H —End(A), Ry:#H — End(A(v)).

En aquesta seccié, veurem un procediment per a la construccié de les repre-

sentacions automorfes cuspidals de GL(2, Ap).

3.1. Teorema. (Jacquet-Langlands) Sigus
' =®mn,, : H — End(A")

una representacid admissible, irreductible; és a dir, automorfa cuspidal. Su-
posem que

dim~7, =00, peratotv¢S.

Sigui
' == Qm,(m,)

la imatge de 7' en la correspondéncia global de Jacquet-Langlands.

Aleshores, la representacid
7 GL(2,Ap) = Aut(GL(2, F)\L*(GL(2,Ar)))
és automorfa cuspidal; és a dir, és un constituent de

Ao(GL(2, F)\GL(2,Ap)).

3.2. Observacié. Si ' = ®m) és un constituent de A’, sempre podem
trobar un quasicaracter x de F*\A% de manera que x,m, sigui unitaria
per a cada v. En particular, si v ¢ S, la representacié x,m, serd, o bé de

dimensié 1, o bé de dimensié no finita.

Si ' = x o N, aleshores, per a quasi tot v, la representacié w, és
de dimensié 1. Pero, si v € 9, sabem que la representacié m, = (7)) és
de dimensié no finita. Per tant, en aquest cas, w(7’) no pot actuar en cap
subespai de Ajg; és a dir, no pot ser cuspidal. De totes maneres, pot encara
ser un constituent de A; és a dir, pot ser automorfa. La prova d’aquesta

darrera afirmacié implicaria 1"is de les séries d’Eisenstein.
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Passem tot seguit a donar certes indicacions sobre la demostracié del
teorema.

DEMOSTRACIO. La correspondéncia de Jacquet-Langlands estd definida de

manera que se satisfan les igualtats seglients:
1) L(s, X0 @ my) = L(s, X0 @),
i) L(s,x0 ® Ty) = L(s, X0 ®T),
1) (s, Xo ® Tpy Tu) = (8, Xo @ Ty, Ty)-

Per tant, el teorema resulta del teorema anterior i del criteri de Langlands
(que tot seguit recordem), ates que # = ®m, (7)) és una representacié de

GL(2,AFr) que és irreductible, unitaria i admissible. O

3.3. Teorema. (Criteri de Langlands) Sigui m = Qm, una representacic

irreductible de ’algebra de Hecke F. Suposem que el quasicardcter ¢ de A%

(s )-ver

Suposem que, per a tot quasicardcter x de F*\A%, els productes in-
finits

definit per

és trivial sobre F'*.

L(s,x®m)= HL(s, Xo @ Tw),
L(s,x ' @7) = [[L(s,;x, ' @)
sén absolutament convergents per a Re(s) suficientment gran.

Suposem que les funcions L(s,x @ ), L(s,x™! ® T) son enteres,
per a tot x, afitades a Uinfinit en totes les bandes verticals d’amplada finita

1 satisfan les equacions funcionals
L(s,x®m)=¢(s,x®@m)L(L—8,x ' @7).
Aleshores, si totes les representacions m, son de dimensid no finita,

la representacid ™ és un constituent de Ay; és a dir, m és una representacid

automorfa cuspidal.

DEMOSTRACIO (Esbds). La demostracié d’aquest criteri es basa en la
utilitzacié dels models de Whittaker (cf. el capitol 18). [
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§4. Imatge de la correspondencia global de Jacquet-
Langlands

Podem ara preguntar-nos quins constituents de Ay s’obtenen a partir de la
correspondeéncia global de Jacquet-Langlands. Tenint en compte els resul-

tats de la teoria local, és d’esperar el segiient

4.1. Teorema. ((?)Conjectura de Jacquet-Langlands) Sigui 1 = ®m,
un constituent de Ag. Suposem que, per a cada v € S, la representacid

m, €S especial o bé absolutament cuspidal; és a dir, és de la série discreta.

!

Per a cada v, sigui w, la representacid de H tal que m, = w,(7)) en
la correspondencia local de Jacquet-Langlands. Aleshores, la representacid

7' = Qm,, és un constituent de A'.

Curiosament, la demostracié del teorema anterior no es pot fer se-
guint un criteri semblant al de Langlands. Un nombre suficient d’equacions
funcionals no garanteix el caracter automorf cuspidal per a les representa-
cions de H*. Ens falta en cl cas quaternionic ¢l model de Whittaker. Si
mirem [Ja-La 70], el teorema enunciat es deixa com una conjectura i els
calculs es donen de manera aproximada. Sembla que les dificultats provenen
de la formula de les traces que, en aquells moments, potser no era prou a

punt.

Ignoro cl moment en ¢l qual es decidi que ¢l teorema estava demostrat.

Potser el text [La 80] proporcioni els detalls que falten.
A fi de dir quelcom sobre la linia de demostracié del teorema, intro-

duim les segiients

4.2. Notacions. Suposem que G és un grup localment compacte unimodu-
lar. Sigui Z un subgrup tancat contingut en el centre de G. Sigui % un
caracter de Z. Per L'(¢) designem el conjunt de les funcions f definides

sobre GG 1 mesurables que satisfan

flag) =v " (a)f(g),

per a tot a € Z, i tals que el seu valor ahsolut és integrable sobre Z\G.
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Si f € LY(v), definim f*(g) = f(g™'). Aleshores, f* és, també, un
element de L!(¢). Notem que L!(¢) té estructura d’dlgebra respecte del

producte de convolucié fy * fa.

Sigui 7 una representacié unitaria de G en un espai de Hilbert. Su-
posem que, per a tot a € Z, se satisfa w(a) = 9 (a)l. Si f € L' (), definim

w(f) = /Z ooy

4.3. Definicié. Una subalgebra B de L' () es diu que és ampla si és densa

i és tancada per 'operaci6 f— f*.

4.4. Lema. Siguin mq, 7o dues representacions unitaries de G amb cardcter
¥ (no necessariament irreductibles). Suposem que existeir una subdlgebra
B C LY(v) ampla tal que, per a tot f € B, els operadors m1(f) i ma(f) sén
Hilbert-Schmidt. Si, per a tot f € B, se satisfa la igualtat

Te(mi (f)ma(f*)) = Te(ma(f)ma(f7)),
aleshores les representacions w1 © wo s0n equivalents.

En el capitol 24 posarem a punt la formula de les traces, a fi de poder-
la utilitzar en ¢l criteri anterior. L’esbds dec la demostracié del teorema sera

donada al final d’aquell capitol.
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CapiTOL 23

Grups de Weil

ARTUR TRAVESA SESSIO 2A. DEL DIA 5 DE MARC DE 1997

Aquest capitol és, amb molts més detalls que en Pexposicié oral, ¢l contingut
de la primera de les dues sessions del seminari que s’havien de destinar al
tema de canvis de base per a GL(2). Conté un primer estudi dels grups de
Weil necessari per a cntendre cls canvis de base, tema al qual es dedica cl

capitol 25 i que correspon a la segona sessié oral sobre el tema.

El capitol comenca amb un estudi del morfisme transferidor fet ele-
mentalment, sense usar cohomologia. A continuacié es presenta un repas de
la teoria de cossos de classes, la part estrictament necessaria per als grups de
Weil. En la secci6 tercera es donen la definicié i les primeres propietats dels
grups de Weil; a la seccié quarta, se n’estudia l'existéncia; a la cinquena, la
unicitat; i, a la sisena, es presenten els casos especials que ens interessaran:

els grups de Weil dels cossos de nombres, dels cossos p-adics, de R i de C.

§1. El transferidor

Donat un grup qualsevol, GG, considerem el subgrup derivat de G, DG =
{[x,y] == zyx~ty~! : z,y € G); és a dir, cl subgrup generat pels commuta-

dors dels elements de G. Llavors:
(a) DG és un subgrup normal de G;
(b) el grup quocient G/DG és commutatiu; i

(¢) si N C G és un subgrup normal de G, aleshores el quocient G/N és

commutatiu si, i només si, DG C N.
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El grup G/DG és cl maxim quocient commutatiu de G; amb més precisié,

tot quocient commutatiu de G és un quocient de G/DG.

En particular, si H és un subgrup qualsevol de G, és DH C DG, ies
disposa d’un morfisme de grups natural H/DH — G/DG, que s’obté de la
inclusi6 H — G per pas al quocient.

En el cas que H sigui un subgrup d’index finit, també es disposa d’'un
morfisme en sentit contrari, cl transferidor G/DG - H/DH; es tracta do

donar-ne una definicié no cohomologica, que dista molt de ser trivial.

Per a aix0, considerem una seccié qualsevol H\G - G de la projeccié
canodnica de G en el conjunt de classes laterals H\G. Aixd és, s és una
aplicacié tal que per a tota classe lateral Hz, © € G, s(Hz) € G és un re-
presentant d’aquesta classe; per tant, Im(s) és un conjunt de representants
de les classes de H\G; dit d’'una altra manera, per a tot element z € G se
satisfa la relacié s(Hz) € Hz o bé, si es vol, Hx = Hs(Hz).

En particular, per a dos elements qualssevol g,z € G, els elements
s(Hxz)g 1 s(Hzg) soén representants dc la mateixa classc Hxg; per tant,

existeix un 1inic element hy , € H, que depen de ¢ i de la classe Hz, tal que
s(Hz)g = hy . s(Hzg).

Per definicié, és clar que si z,y € G sén tals que Hx = Hy, llavors by, =
hg.y, per a tot element g € G.

Ara, podriem intentar pensar en cl producte (finit perqué H\G és un

conjunt finit) H hgz= H hg,=; pero aquest producte no té sentit,
z€Im(s) HxeH\G
en general, ni en G ni en H, si no diem en quin ordre cl prenem, perque

ni G ni H no sén, en general, commutatius; ara bé, el producte si que té
sentit en H/DH, perqué aquest grup és commutatiu i, en conseqiiéncia, el

producte no depen dc 'ordre en que es multipliqui.
Podem, doncs, definir una aplicacié G Y H /DH per la {6rmula
t(g) :== H hgo (mod DH).
z€Im(s)

En principi, aquesta definicié podria dependre de I'eleccié de la seccié s que

ens ha servit per a construir els elements hg .; aixo no és aixi.
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1.1. Lema. L’aplicacid t no depén de Ucleccic de la seccid s; és a dir, st
’
H\G 25 G és una altra seccid i es defineizen els elements h’g » € H perles

igualtats s'(Hz)g = h}, , s'(Hzg), llavors

I[ hse (modDH)= T[] hj, (mod DH).
z€Im(s) z€Im(s’)

DEMOSTRACIO. Com que H\G és finit, és suficient considerar cl cas en que
Im(s) i Im(s") només difereixen en un element; en elecle, per al cas general,
s’aplica aquest cas a les parelles de termes consecutius d’una successié de
seccions elegida de manera que dues seccions consecutives només difereixin

en un element, i que la primera i la darrcra siguin les ducs seccions donades.

Suposem, doncs, que Im(s) i Im(s’) només difereixen en un clement
zo € Im(s), zg ¢ Im(s’), de manera que per a tot z € Im(s), x # mg, és
s(Hz) =z = s'(Hz). Sigui hg € H, hg # 1, l'element tal que s'(Hzg) =

hgzg. Cal comparar els productes

I] hoe (mod DH) =hge, [] hee (mod DH),

x€lm(s) z€Im(s),
xZxy
II »,. (modDH)=0,, ] h,. (modDH),
z€Im(s’) z€Im(s),

a#wo
i veure que coincideixen.

Prenem z € Im(s), x # xp; aleshores, tenim que Hz # Hxg i que
s(Hz) = ¢'(Hz). Silelement g € G és tal que Hzg # Hxg, llavors tamhé
és s(Hxg) = s'(Hzg), i de les igualtats s(Hz)g = hg o s(Hxg) 1 s'(Hz)g =
hy, . s'(Hzxg) deduim que és hg ., = hy . Aixi,

H hg,x (mOd DH) = H hf%z (mod DH),

z€Im(s) z€Im(s)
xZxy xZxy
Hzg#Hxg Hzg#Hxg

per tant, hem reduit ¢l problema a comprovar que

hg,aco H hg,x (mOd DH) - hl H h/q’z (mod DH)

9,%o0
z€Im(s) z€Im(s)
xZxy xZxy
Hxg=Huxg Hxg=Huxg
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El conjunt C' = {z € Im(s) : = # xg, Hrg = Hxp} o bé és buit, o bé
conté un sol element, perque quan x recorre un sistema de representants
de les classes de H\G, els productes z¢g en recorren un altre. Si C' = &,
cal veure que hg ., = hy . (mod DH). Ara bé, la condicié C' = & ens
permet dir que per a tot z € Im(s), x # xg, és Hag # Hmxg; per tant,
ha de ser Hxzog = Hxo; en aquest cas, és s(Hzog) = s{Hxzg) = zg, 1
s'(Hzpg) = s'(Hxg) = hozo, de manera que tenim les igualtats
hozog = s'(Hxo)g = by 8" (Hzog) = hy » hoo,

9,%o

x0g = s(Hzo)g = hgzys(Hzog) = hg 2,0,

i
g,%o

igualtat hg -, = h;, . (mod DH), com voliem veure en aquest cas.

d’on es dedueix la igualtat hohg z, = h} . ho, en G (i en H); o sigui, la

En laltre cas, que C' # &, existeix un (dnic) element z € Im(s),
x # g, tal que Hxg = Hxg. Ara tenim que Hxg = Hag # Hxog (perque
Hx # Huxg); per tant, se satisfan les igualtats s(Hzg) = s(Hzg) = 2o,
s'(Hzg) = s'(Hzg) = hoxo, s(Hz) = s'(Hz), la darrera perque = € Im(s),
T # xo. Aixd ens permet dir que

hlg,xhoxo = hlg,xsl(ng) = SI(H‘r)g = S(Hl')g = hg,x S(ng) = hg,waa

de manera que hy, = h;ywho. D’altra banda, com que Hxog # Huxg, és
s(Hxzog) = s'(Hzog), mentre que s(Hxzo) = 2o 1 8'(Hzo) = hozo; per tant,

se satisfan les igualtats
hozog = s'(Hzo)g = hy . 8’ (Hzog),

zog = $(Hwo)g = hg w, S(HZ0g) = hg,z, 8 (Hz0g),

A —_— n!
de manera que €s holhg oy = g 4 -

En conseqiiencia, els productes que resta comparar sén hy  hy , =
hgzhg hohg sy = hgzhge, (mod DH), com calia veure. Aixd acaba la

prova. O

1.2. Lema. Sigui t : G — H/DH Uaplicacid definida per lo férmula

t(g):= ][] hge (modDH),
z€Im(s)
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onperag,x € G és s(Hr)g = hy, s(Hzg), it H\G 2 G és qualsevol seccid
de la projeccié canonica de G en el conjunt H\G. Llavors, t és un morfisme

de grups.

DEMOSTRACIO. Cal veure que per a tota parella d’elements g, € G és

t(gg') = t(g9)t(g"). Posem t(g') := H hg » (mod DH), on s(Hz)g =
z€Im(s)
hg » s(Hzg'), analogament a com hem fet per a ¢(g), amb la mateixa secci6

s en cls dos casos. Ara, és hgy .S(Hzgg') = s(Hzx)gy = hys(Hzg)g =

hgohg zqs(Hxgg'), de manera que és hgy o = hy phg 5. Per tant,

t(gg') = H hgg'.» (mod DH)

z€Im(s)

= [] hew [] hews (mod DH)

z€Ilm(s) z€Im(s)

=t(t) ] hewy (mod DH).
z€Im(s)

Ara bé, x recorre un sistema dc representants de les classes laterals Hx
si, 1 només si, ho fa zg; per tant, si definim una seccié s’ per la férmula
s'(Hzg) := s(Hz)g, per a tot z € G, tenim que t(gg’) = t(g) H hg o
z€hn(s’)
(mod DH) = t(g)t(g'), en virtut dcl lema anterior. Aixd acaba la de-

mostracid. O

Aixi, hem definit un morfisme de grups G L H /DH; ara bé, com
que H/DH és commutatiu, cl morfisme ¢ factoritza a través de la projeccié
canonica G/DG i s’obté un morfisme de grups G/DG ~» H/DH, anomenat

el transferidor.

1.3. Observacidé. En el cas en que el grup G sigui un grup topologic, el
grup quocient G/DG no és, en general, Hausdorfl, perqué DG no és, en
general, un subgrup tancat. Quan interessa treballar amb grups Hausdorff
(com és ¢l nostre cas), convé modificar una mica la definicié del morfisme

transferidor.

Per a tot grup topologic G, posarem G¢ per a indicar 'adherencia,
en G, del subgrup derivat DG. Llavors, G¢ és un subgrup normal tancat de
G, i G := G/G* és un grup topoldogic commutatiu i Hausdorff; s’anomena
Iabelianitzat (Hausdorfl) de G.
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Ara, per a tot subgrup tancat d’index finit, H C G, ¢l morfisme
G4 H/DH 2% H/H¢ = H* factoritza a través del quocient G 2% G

. , . t
i gobté el morfisme transferidor Go¢ X Heb,

1.4. Lema. El transferidor G* 4 H és un morfisme (continu) de grups

topologics Hausdor[f commutatius.

DEMOSTRACIO. Només resta veure la continuitat de 1'aplicacié. En primer
lloc, tot sistema dc representants s : H\G — G és una aplicacié continua;
ara, com que la multiplicaci6 i el pas a l'invers sén aplicacions continues,
l'aplicaci6 G x G — H donada per (g,z) — hy . = s(Hz)gs(Hzg)™" és
continua; de fet, ho és I'aplicacié G x H\G — H donada per (g, Hz) — hgy
(recordem que hy , no depén de  quan x recorre una classc Hz). Per tant,
si escrivim Im(s) = {xy,...,2,} (és a dir, triem un ordre en el conjunt finit
Im(s)), laplicacié G — H donada per g > hg o, -+ hy ., és continua, de
manera que ho és I'aplicacié G — H/DH donada per g — hg gy, - -hgo,

(mod DH). Per tant, cl morfisme transferidor és continu. O

1.5. Proposicié. Siguin K C H C G subgrups tancats d’indezxs finits.

Llavors, la composicid dels morfismes transferidors G — He — K% ¢

el morfisme transferidor G® — K9,

DEMOSTRACIO. Siguin s : H\G — G, s’ : K\H — H sistemes de repre-
sentants de H\G en G i de K\ H en H, respectivament; llavors, el conjunt
{yz : y € Im(s'), z € Im(s)} és la imatge d’un sistema dc representants
s K\G — G de K\G en G i se satisfa la propietat que si y € Im(s’) i
x € Im(s), llavors 8" (Kyx) = yz = s'(Ky)s(Hz). Com que convindra triar
un ordrc en Im(s), posem Im(s) = {zy,...,7,}. Posem to: G — H,
th: H— K% ¢ G — K els morfismes transferidors ¢ : G% — Ha,
t' . H® 5 Keb ¢ . Geb 5 K9 abans de passar-los als quocients cor-
responents (si es vol, ¢y és la composicié G — G* — H? de la projeccié

G — G% amb cl morfisme transferidor ¢, i analogament tj i tj).

Sigui g € G un clement qualsevol; cal veure que ty(g) = t'(to(g)). En

primer lloc, se satisfa la igualtat
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n

H hgo (mod HC):Hhi (mod H®),
z€Ilm(s) i=1
on h; := hy,, € H és 'element de H tal que s(Hz;)g = h;s(Hz;g); lla-
vors, ¢l producte hy---h,, € H és un representant dec #5(g), de manera
que t'(to(g)) = th(hy - hy) = to(h1) - - th(hy) (mod K°). Ara bé, per a
1 <i<mn,éstylh;) = H ky,, (mod K€), onkj . € K és l'element

yE€lm(s’)
de K tal que s'(Ky)h; = k;,_ ,s'(Kyh;). Per tant, se satisfa la igualtat

# (to( H II khy (mod K°¢).

= 1y€Im s
D’altra banda,

tolg)= ] kj. (modK®),
z€Im(s’)

on k. € K és U'clement de K tal que s"(Kz)g = k s"(Kzg); com que

Im(s"”) = Im(s") Im(s), podem escriure la igualtat

to(g) H H kj e (mod K°).

i=1yeclm(s’)

Per tant, és suficient veure que, per a 1 < ¢ < n i per a tot y € Im(s’), és
k// — k/

9,YT; hi,y”

Comencem per observar que, per a y € Im(s’), se satisfan les igualtats
kgye,s" (Kyzig) = 8" (Kyzi)g = s (Ky)s(Hz;)g
= s'(Ky)h;s(Hzig) = ky,, 8 (Kyhs)s(Hz;g).
A més a més, en aplicar de nou la multiplicativitat dels sistemes de represen-
tants i tenir en compte les igualtats Ks'(Kyh,) = Ks'(Ky)h;, Ks'(Ky) =
Ky, h;s(Hz;9) = s(Hz;)g, 1 s(Hz;) = x;, obtenim que
s (Kyh;)s(Hxig) = s" (Ks' (Kyh;)s(Hxig)) = 8" (Ks' (Ky)h;s(Hz;g))
= s"(Kys(Hz:)g) = s" (Kyzig).
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En substituir aquesta igualtat en I'anterior, veiem que és kj . s" (Kyzig) =
Ky, 48" (Kyz;ig) i, en simplificar el factor s”(Kyz;g), obtenim la igualtat que

b 1" I
cercavem, kg . =k . [

La propietat més important del morfisme transferidor que ens caldra
utilitzar fa referéncia al cas d’un subgrup normal (i d’index finit) i és donada

per la proposicié segiient.

1.6. Proposicié. Sigui H C G un subgrup normal tancat d’index finit.
Llavors, la composicid H® dnel b Ly frab gobté com el pas al quocient
de laplicaci6 H — H/DH que envia tot clement g € H al producte dels
conjugats de g per representants de les classes de H\G = G/H.

DEMOSTRACIO. Hem de calcular ¢(g) per a un element ¢ € H, on t és
Iaplicacié G 4 H /DH dc la qual s’obté cl transferidor per pas al quo-
cient. Posem, com més amunt, G/H = H\G - G una seccié de la pro-
jeccié canodnica G — G/H, i t(g) = H hge (mod DH), on s(Hx)g =

z€Im(s)
hgs(Hzg), per a tot © € G. Com que H és un subgrup normal de G, i

g € H, és Hxg = xgH = xH = Huz; per tant, hy, = s(Hz) gs(Hzg)™' =
s(Hz)gs(Hx)™! és el conjugat de g pel representant de la classe Hx. Aixi,
doncs, t(g) és (la classe modul H¢ de) un producte dels conjugats de g pels
representants s(Hz) de les classes de H\G = G/H, com calia comprovar.
Il

§2. Repas de teoria de cossos de classes

A partir d’aqui, denotarem per F un cos local, o bé un cos global que,
sovint, serd un cos de nombres; fixarem una clausura (algebraica) separable
F de F, i denotarem per Gr := Gal(F|F) el grup de Galois absolut de F.

En general, considerarem subextensions finites de F|F, E|F, E'|F,
E"|F, ..., i denotarem per Gg := Gal(F|E) C Gr el grup de Galois
absolut de F. En particular, Gg és un subgrup tancat d’index finit (i, per

tant, obert) de G g, que és normal si, i només si, I'extensié E|F és dc Galois.
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A més a més, per a cada un dels cossos E que considerarem, posarem

O { E*, el grup multiplicatiu de E, si F' és un cos local,
B A% /E*, el grup de classes d’ideles de E, si F' és un cos global.

2.1. Morfismes induits per ¢ € Gr. Donats un automorfisme 0 € G
i una extensié F|F finita qualssevol, o déna lloc a un morfisme o : Cgp —
Cge, injectiu i continu (de fet, un isomorfisme). En cl cas en qué F és un
cos local, el morfisme és evident; en elecle, la restriccié a E determina un
isomorfisme ¢ : E — E?, i la restriccié a E* és un isomorfisme o : E* —
Eo*.

Sigui, ara, F' un cos global; per a cada placa v de E, siguin F, la
complecié de E respecte de v i v“ la plaga de E“ definida per v7(z%) =
v(z), per a x € E. Llavors, ¢ g’estén, per continuitat, a un isomorfisme
c: E, — EZ,. Per tant, a nivell de les adeles, ¢ déna lloc a un isomorfisme
o : Agp — Ago, del qual podem considerar la seva restriccié a les ideles,
o : AL — Af.; 1, com que o : E* — E°" és isomorlisme, per pas al
quocient obtenim l'isomorfisme o : Cg = A} /E* — A}, /E7" = Cge que

volem.

Aixi, el morfisme o : Cg — Cgo 6és definit, en els components locals

E, de¢ Ag, com l'isomorfisme ¢ : Ef — E°;, a nivell de les complecions.

2.2. Morfismes induits per inclusions. Donats F C E C E’, amb E’|F
finita, la inclusié6 F C E’ indueix un morfisme natural Cr — Cgr, que és la
inclusi6 F* — B'*, si F és un cos local, i un morfisme (injectiu i continu)
Cp =A% /E* = A%, /E"™ = Cg, si F és un cos global. En aquest cas, per
a cada placa v de E (és a dir, en cada component E, de Ag), el morfisme
és tal que o actua com la restricci6 de o, a E,. D’altra banda, si E'|E és
de Galois i G := Gal(E'|E), el morfisme Cr — Cg és G-invariant, i la seva
imatge és CS,.

2.3. Morfismes induits per la norma. Donats F C E C F’, la norma
Ng/g : E' — E déna lloc a un morfisme de grups (continu), que també
denotarem per Ng/ g, Ng/g : Cgr — Cg. Si F és un cos local, aquest

, . ey * .
morfisme norma és la restriccié de la norma Ng/ g al grup E'"; i, en el cas
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d’un cos global, la norma actua, en cada component de Ags, com la norma

local NELIEUEv on vg indica la restriccié a F de la placa v de F'.

2.4. La llei de reciprocitat. Per a cada E, la teoria de cossos de classes
ens proporciona un morfisme continu, Cg — G‘]{Jb, la llei de reciprocitat,
que s’obté en passar al limit les lleis de reciprocitat per a les extensions de
Galois finites E'|E.

Per exemple, en el cas en qué F és un cos local, i si E'|E és una
extensié finita i de Galois, tenim un isomorfisme canonic (cf. [Ne 86, Chap.
ITT, Thm. 2.1])

que, en invertir i compondre amb la projeccié canonica, ens proporciona el
simbol normic local, de nucli Ng/ 5 E",

Cp = B* 2% B Npyp B 25 Gal(E/| B)

Analogament, en cl cas global de cossos de nombres, si E'|E és una
extensio finita i de Galois de cossos de nombres, tenim I’isomorfisme canonic

(cf. [Ne 86, Chap. IV, Thm. 6.5])

E\E

Gal(E'|E) CE/NE’[E CE’

que, en invertir i compondre amb la projeccié canonica, ens proporciona el

simbol normic global, de nucli Ng/ g Cgr,
Cr 2% Cy/Npyp Crr LPIP, qal(B| B

La compatibilitat dels simbols normics (locals i globals) déna lloc,

per pas al limit, a la llei de reciprocitat
Cr — G% =lim Gal(F'|E)®®
H

ol

2.5. La classe candnica o fonamental. Si E|F és una extensié dec Galois

(inita, la formulacié mitjancant formacions de la teoria de cossos de classes
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li associa un clement distingit apr € H*(Gal(E|F), C’E) que correspon

1
a — per lisomorfisme canonic H?(Gal(E|F),Cg) — Z/Z C Q/Z, on
[E F]. Aquest clement s’anomena la classe canonica o fonamental de
E|F (cf. [Ar-Ta 67, p. 213], i [Se 79, Chap. XIIL, §4, p. 196]).

§3. Definici6 del grup de Weil

Mantindrem les notacions de la secci6 anterior; en particular, les extensions
E|F que considerarcm seran finites. Un grup de Weil per a I'extensié F|F
és una certa modificacié del grup de Galois Gal(F|F). Consta de tres dades
sotmeses a certs axiomes. Abans de considerar les dades i els axiomes de la

definicid, convé establir un resultat previ.

3.1. Lema. Suposem que W és un grup topologic i We > G un morfisme
continu de grups que té imatge densa. Per a tot E, posem Wg := ¢~ Y(Gg).

Llavors:
(a) Wg és un subgrup obert de W ;

(b) @ indueiz una bijeccié d’espais homogenis W /Wg AN Gr/Gg ~

Homp(E,F) (que, en consegiiéncia, sén conjunts finits); 4

(¢) Si E|F és de Galois, la bijeccid Wg /Wi 22 Gal(E|F) és un iso-

morfisme de grups.

3.2. Observacié. Homp(FE, F') denota cl conjunt de les F-immersions dc
E en F, i coincideix amb el grup de Galois Gal(E|F) si I'extensié E|F és

normal.

DEMOSTRACIO. La demostracié dec (a) és trivial, perque ¢ és una aplicacié
continua i Gg és un subgrup obert de Gr (recordem que 'extensié E|F és
finita).

Demostrem (b). Siguin z,y € Wr; la igualtat de classes tWg = yWg
en Wg/Wg equival a la igualtat de classes p(2)Gg = ¢(y)Gg en Gr/GEg,
perque ¢ és un morfisme de grups i Wg = ¢~ *(Gg); per tant l’assignacié

aWg — ¢(z)Gg defineix una aplicacié injectiva WF/WE % Gr/GE.
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Nomeés resta veure que ¢ g és cxhaustiva. Per a aixo, considerem una classc
lateral cGg € Gr/Gg ~ Homp(E,F), on ¢ € G és un element qualsevol.
Sigui E’|F la clausura normal de I’extensié E|F en F|F. Llavors, G C Gg
i Ggr és un subgrup obert (i normal, i d’index finit) de Gp; per tant,
oG g és un entorn obert de o en Gp; com que Im{p) és dens en G, és
oGr NIm(p) # J; en conseqliencia, existeix un element y € Wy tal que
o(y) € oG gr; aixd és dir que (y)Gp = oG g 1, com que Gr C G, aixo
implica que ¢r(yWg) = ¢(y)Gg = ocGEg, fet que demostra que oGg té

antiimatge per ¢g.

Finalment, demostrem (¢). Si E|F és de Galois, llavors Gg és un
subgrup normal de Gr, de manera que Wr = ¢~ !(Gg) és un subgrup
normal de Wr i els espais homogenis Gg/Gg i Wr/WEg sén grups; a més a

més, per definicid, g és un morfisme de grups. O

3.3. Definicié. Un grup de Weil per a I’extensié F|F és una terna ordenada

(Wg,¢,{rg}e) formada per les dades segiients:
(2) Un grup topologic Wr;
(b) Un morfisme continu de grups Wr - G amb imatge densa; i

(¢) Una familia {rg}r d’isomorfismes de grups topoldgics
Cp 5 Wg =Wg/W§,

on Wg := ¢~ 1(GE) i E|F recorre el conjunt de totes les subextensions
finites de F|F.

A fi que una terna (Wg, ¢, {rg}g) com aquesta sigui un grup de Weil,

cal que se satisfacin cls quatre axiomes segiients:

(1) Per a tot E, ¢l morfisme composicié

TR, indult per ¢
Cp =S W G¥

és el morfisme “llei de reciprocitat” de la teoria de cossos de classes.

(2) Per a tot clement w € W, sigui o := p(w) € Gp; llavors, per a tot

E, el diagrama segiient és commutatiu:
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rE b
Cp —E W
induit per O'J( lconjugacié per w
TrTEpo
Cpe —2— Wgb.
(3) Per a cada inclusié E C E’, el diagrama segilient és commutatiu:
Cg —— Wg
E —— Wg
induit per la inclusié EQE’J( ltransferidor
Tt
Cr —Z— Wg.

(4) L’aplicacié natural Wrp — nglE Wgp, on Wgp := Wg/W§ (aten-

cié!, no Wg/Wg), és un isomorfisme de grups topologics.

Aixd acaba la definicié de grup de Weil; pero cal fer algunes precisions

i observacions.

3.4. Observacions. (a) En general, Wg r només és un espai homogeni,
perque a vegades W§ no és un subgrup normal de Wp. Ara bé, si E|F és
de Galois, Wi C Wg és normal i DWg C Wg també és normal, de manera
que Wg C Wp és un subgrup normal i I’espai homogeni Wg p és un grup
topologic.

D’altra banda, el sistema projectiu d’espais homogenis Wg|r admet
com a sistema cofinal el format per les extensions E|F de Galois, de manera
que @E Wgr té una estructura natural de grup topologic: la del limit
projectiu. Aixi, té sentit imposar que Uaplicacié natural Wr — nglF Wer

sigui un isomorfisme de grups topologics.

En particular, com que els grups Wgjrp sén Hausdorff, perque els
subgrups Wg C W sén tancats, el grup topologic L1£1E Wgr és Hausdorff;

i, com a conseqiiéncia de Paxioma (4) que imposem, Wy és Hausdorff.

(b) Per a cntendre millor la relacié estreta entre ¢l grup de Weil i ol
grup de Galois absolut, observem que se satisfa que Gg = @F Gal(E|F) ~
LiglE Wg/Wg. En conseqiiéncia, Wg ~ @E Wr/WE és una “modificacié”
del grup de Galois.

De fet, si E és de Galois, la composicié de les projeccions naturals

amb els morfismes induits per ¢ proporciona morfismes Wgjp = Wr/Wg —
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We /Wi —22 Gal(E|F) que formen un morfisme de sistemes projectius;
per tant, en general, disposem d’un morfisme natural

. induit per .
%WEW RSt . 4 %Gal(ﬂF) =Gp,

. %3
de manera que (re)construim cl morfisme Wy — G en la forma

o~ induit per ¢
Wrp — ](ﬂl WE|F Gp.

E

(c) Convé veure més detalladament quins sén cls morfismes de (2).
Donat un element qualsevol w € Wy, sigui ¢ := p(w) € Gp; per a cada E,
és 0Gro~! = Gge; en particular, si 2 € Wg, és p(wrw™!) = op(z)o~! €
GEg-, de manera que wrw™! € Wgo. Aixi, w indueix un morfisme (conju-

., conj per w . . .
gaci6 per w) Wg ———— Wge; i, en conseqliéncia, per pas al quocient,
conj per w .
un morfisme Wgb ZPLY, yrab  Fn (2) es demana que el diagrama

TE, ™

ab
induit per ol lconjugacié per w
Tpo, X
CEcr E—) Wal;

sigui commutatiu per a tot E i tot w € Wp, on ¢ := p(w) i el morfisme
Cr — Cgo és I'induit per o (cf. 2.1).

3.5. Proposicié. Suposem que (Wr,p,{rg}r) és un grup de Weil per a
F|F. Si, per a cada E, considerem Wg 2 Gg la restriceid de Wy 2 Gp
a Wg, i {rg} g designa la familia dels isomorfismes rg: per a E' 2 E,

lavors (Wg, 0, {re}u') és un grup de Weil per a F|E.

DEMOSTRACIO. Posem, momentaniament en aquesta demostracié, ¢’ :=
¢|wg, la restriccié a Wg del morfisme ¢. Primer, cal veure que Im(¢’) és
un subgrup dens de Gg. Per a aix0, és suficient veure que Im(¢’) talla tot
entorn basic de qualsevol clement ¢ € Gg; dit d’una altra manera, n’hi
ha prou si comprovem que per a tota extensié de Galois finita E’|E, i tot
element o € G, és Im(¢')NoGr # &.

Ara bé, si designem per E”|F la clausura galoisiana de F'|F, és
Im(p) NoGEgr # @ (perqué oG gy és un entorn basic de o en Gp i Im(p)

és dens en Gg); com que
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Im(p) NoGrr CIm(p)NoGe =Im(p) NGg NoGg =Im(p' ) NoGg,

és Im(¢') N oG # &, com voliem veure.

En segon lloc, si E C E', és Wi = o HGp) = ¢ 71 Gg), de
manera que els subgrups Wgs sén els mateixos per a ¢ i per a ¢’. En
particular, també ho sén cls quocients W22 i cls isomorfismes Clg REIN wg,
i també els morfismes Wg/ — G% induits per ¢ i per . Per tant, els

axiomes (1), (2) 1 (3) se satisfan trivialment.

Veiem com 'axioma (4) es dedueix del fet que el morfisme ¢ es re-
construeix com la composicié

~ . ¢ . induit per ¢, >~ ..

’ § —> ;o
We —)@WF/WE %@WF/WE @GF/GE GF,
o o o

on el limit es pot prendre sobre les extensions finites E'|F.

En primer lloc, observem que podem limitar-nos a considerar les ex-
tensions finites E'|F tals que E' 2 E i E'|F és dc Galois, ja que aquestes

extensions proporcionen sistemes cofinals.

D’altra banda, la inclusi6 Wg — Wy indueix un diagrama commu-

tatiu de morfismes de grups topologics

Wg lim Wf lim Wo ¢ lim G ~Gg
? WEg, ? Wegr ? Gg
incll J( lincl lincl
o~ Wr . Wp =~ .. Gp
e S

on el morfisme inferior és ¢ i el superior és ¢'.
Com que el morfisme composicié

incl ~ . W
WF, & Wp — lim F
= We

és injectiu, obtenim immediatament la injectivitat del morfisme natural

. Wg
Wg — lim ——;

<_ C

B E’
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velem-ne, ara, l'cxhaustivitat. Donat un clement qualsevol y € @W—f,
B !

la seva imatge en @ E ¢s la imatge d’un (dnic) clement z € Wg; ara
E/ E’

bé, la imatge de y en G pertany a Gg, de manera que p(z) € Gg i, en

conseqiiencia, @ € Wg. Si escrivim y en la forma de sistema coherent, y =

, amb xg € Wg, llavors la imatge

. Wg
(xp'WE g, de classes x g WE, € We

. F o, . Wg .
en lim és ol sistema coherent (zp/Wg,)pr, amb xp/Wg, € ——; perd
E’ E’ ’

aquest sistema és la imatge de U'element x € Wg; és a dir, ag W5, = W5,

per a tot E'. Per tant, y = (aW§,) g, fet que demostra que y és imatge de

x i, per tant, Uexhaustivitat del morfisme W — lim f .
Ve
Finalment, de la bijectivitat ja provada del morfisme Wgr — lim ——,
w W

de la commutativitat del diagrama

Wg —— lim L
o W,

- |

~ . ”F
Wp —— lim_ ——,
—r W&,

i del fet que 'aplicacié Wr — lim és isomorfisme, es dedueix que el
= Ve
Wg

morfisme de grups invers Wg < lim —— també és continu, de manera que,

B E’

. . E . [N
efectivament, Wg — %El és un isomorfisme de grups topologics. O
E/ E’

3.6. Proposicié. Sigui (Wr,p,{reg}tr) un grup de Weil per a F|F. Per a

les extensions de Galois finites E C E’, el diagrama seqtient és commutatiu:
Tt
Crpr —2— W
induit per la norma NE/‘EJ, lindui‘t per la inclusié Wz, CWg
rE b
Cp —— W,

DEMOSTRACIO. Com que U'extensié E’|E és normal i finita, tenim que

Gg C Gg és un subgrup normal tancat i d’index [init, de manera que
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Wg C Wg és un subgrup normal tancat i d’index finit; en virtut de la
proposicié 1.6, el morfisme composicid
wa S wE L w,
on ¢ és el morfisme indult per la inclusié Wr C Wg, és tal que, per a tot
2 €Wg és (tod)aWg)= ][] (waw™) (mod Wg,).
WEWE/Wg
D’altra banda, disposem d’un diagrama commutatiu

TE, ™~

CF, —_— ng

g L

T,
CE’ E—) ng/),
on i és el morfisme induit per la inclusié £ C E’ (cf. Paxioma (3) de la
definicié de grup de Weil); en particular, ¢ és un morfisme injectiu i, en
conseqiiéncia, el morfisme transferidor W2 = Wab és injectiu.
Ara, la composicié

-1

TR, i ¢ T =
f:Cp ZSwet Hwed S web 2 O

és tal que, per a ¢ € Cg, és f(c) = H ¢ = Nggc € Cgr. En
c€Gal(E'|E)
efecte, si z € Wgr és un representant de rg/(c), tenim que

fle) =15 H wrzw™ ' (mod W)
WEWE/Wg
= H rpr(wzw™" (mod WE)).
wEWg /Wy
En virtut de 'axioma (2) de la definicié, rt (wzw™" (mod W§,)) = ¢?, on
o= p(w) € Gg/Gg = Gal(E'|E), de manera que, efectivament, com que
W
L ~ Gal(F'|E), és f(c) = H ¢ =Ng/gce Cpg.
W
oc€Gal(E'|E)
Aixi, hem provat la commutativitat del diagrama

T,
CE’ L} Wallj

NE’\EJV li’

(%) Cg wgb
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on Ng/ g és cl morfisme induit per la norma Ng/ g : B — E (cf. 2.3).
La injectivitat de ¢, juntament amb la commutativitat dels diagrames (*) i

(**), ens proporciona, doncs, la commutativitat del diagrama

T, ™
CE’ E—) Walzj

NE’\EJV lz”

Cp —— Wg,

TE, =

com voliem veure. [

§4. Construccié de grups de Weil

La construccié de grups de Weil, que en demostra 'existéncia, és una cons-
truccié cohomologica. En particular, d’ella es dedueix que els grups de Weil
contenen, en la seva definicié i la seva existéncia, la cohomologia de la teoria

de cossos de classes. Veiem un eshds d’aquesta construccid.

Suposem que (Wg, @, {rg} ) és un grup de Weil per a F|F. Llavors,
per a tota extensié de Galois finita E|F, el grup Wgp = Wp/WE és una
extensi6 del grup Gal(E|F) = Gp/Gg ~ Wg/Wg pel grup Cp —2—
Wgb = Wg/WE; és a dir, per a tota extensié de Galois finita E|F es té una

successio exacta
on els morfismes sén les composicions
Cr EE5 W = Wi /Wi 2% We /Wi = Wep
W/ W 2% W /Wi 255 Gr/Gr = Gal(E|F).

A més amés, si E C E'i E'|F també és finita i de Galois, i en virtut de la

proposicié 3.6, es disposa d’un diagrama commutatiu

1 Cpr Werp P8 Gal(B/|F) — 1
indu’t per NE,‘EJ, lindui’t per W, CWg lindui‘t per ECE’
1 Cr Wgp —— Gal(E|F) —— 1.

induit per ¢
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Aixi, a fi de recuperar Wg com cl limit projectiu Wp ~ 1413115 Wg/WE,
convindria identificar quina extensié de Gal(E|F') per Cg és cadascun dels
quocients W g i quins sén els morfismes de pas entre aquests quocients (cf.
laxioma (4) de la definicié de grup de Weil i 'observacié 3.4, (b)).

Sigui apr € H*(Gal(E|F), Cg) la classe de cohomologia que corres-

pon a lextensié (*). Per a tot nombre enter n, sigui

on (E|F)
s

(**) H"(Gal(E|F),Z) H"2(Gal(E|F),CE)

el morfisme natural donat pel cup producte amb agz.
4.1. Proposicid. Per a tot nombre enter n, a,(E|F) és un isomorfisme.

DEMOSTRACIO. Ja hem fet notar que el morfisme Cr — Cg induit per la
inclusié F' C E és un morfisme de grups injectiu, invariant per a laccié de
G := Gal(E|F), i que la seva imatge és exactament C$ (cf. 2.2). Com a
conseqiiencia, 'axioma (3) de la definicié de grup de Weil ens diu que el
morfisme transferidor Wgb 4 Wab és injectiu i que la seva imatge és exac-
tament rg(Cg). Aix{, podem aplicar [Ar-Ta67, cor., p. 184], i obtenim
que:

(a) a_s(E|F) : H *(Gal(E|F),Z) — H°(Gal(E|F),CEg) és un isomor-

fisme; i

(b) a_3(E|F): H*(Gal(E|F),Z) — H Y (Gal(E|F),CE) és exhaustiu.
D’altra banda, com que H =Y (Gal{(E|F),Z) = 0 (cf. [Se 79, p. 127 i p. 128]),
obtenim trivialment que

(¢) a_1(E|F): HY(Gal(E|F),Z) — HY(Gal(E|F), Cg) és injectiu.

Sigui ¢ : Cg xZ — Cg Uaplicacié Z-bilincal definida per 'assignacid
o(xz,n) = a™; clarament, ¢ és invariant per a Paccié de Gal(E|F) (que és
trivial en Z); llavors, per [Se 79, Thm. 13, p. 148], obtenim que «,(E|F) :
H™(Gal(E|F),Z) — H""3(Gal(E|F),CE) és isomorfisme, per a tot nombre

enter n, com voliem demostrar. O

A més a més, també per teoremes abstractes de cohomologia (cf. [Ar-
Ta67, Thm. 6, p. 188]), s’obté que les classes de cohomologia ag|r, ap/|F,

i ap g estan relacionades per les férmules
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(***) inﬂaE|F: [EIIE]CYE/‘F, resaEl|F:aEl|E,

on infl i res sén els morfismes inflacio i restriccié de la cohomologia de grups,

tal com apareixen a la teoria de cossos de classes.

Aixi, implicita en I'existéncia de grups de Weil, hi ha la cohomologia

de la teoria de cossos de classcs.

4.2. Exemples. (a) Prenem n = —1 en (**); s’obté un isomorfisme

HY(Gal(E|F),Cg) ~ H Y(Gal(E|F),Z) = 0.
(b) Prenem n = 0; s’obté que H*(Gal(E|F), Cg) ~ H(Gal(E|F), Z)

és un grup ciclic d’ordre [E : FJ, i que és generat per la classe agp (cf.
[Se 79, p. 127]).

(c) Prenem n = —2; s’obté un isomorfisme H°(Gal(E|F),Cg) ~
H™2(Gal(E|F),Z), és a dir, Cr/NppCp ~ Gal(E|F)®, que, en virtut
de (1) de la definicié de grup de Weil, és donat per la llei de reciprocitat de

la teoria de cossos de classes.

En particular, si 'extensié E|F és ciclica, aquest isomorfisme deter-
mina la classe ag|r i se segueix que ag)r és la classe canonica o fonamental
de la teoria de cossos de classes (cf. [Se 79, Chap. XI, §3]). Un argument
estandard d’inflacié en aquesta teoria demostra que aixd mateix és cert per

a tota extensié de Galois (no necessariament ciclica) E|F.

Aix{, lexisteéncia del grup de Weil determina univocament les (classes

de les) extensions (*).

Reciprocament, suposem que per a totes les extensions de Galois
finites, E'|E, tenim classes de cohomologia ap/p € H*(Gal(E'|E), Cr»)
que satisfan les condicions de (***) i tals que els morfismes o, (F'|E) de
(**) sén isomorfismes. Aquestes propietats dc compatibilitat ens permeten
construir un grup de Weil Wy com el limit projectiu de les extensions de
grups Wg)r que corresponen a aquestes classes. La construcci6 abstracta es
pot veure amb detall en [Ar-Ta 67, Chap. XIV], aixi com també I'existéncia
d’aquestes classes de cohomologia (cf. tamhé [Ta79] i [Ca-Fr 67]).
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§5. Unicitat dels grups de Weil

La unicitat dels grups de Weil s’estableix, com és habitual, modul isomor-

fismes.

5.1. Proposicié. Siguin (We,0,{retg), Wk, ¢, {rk}e) dos grups de
Weil per a F|F. Egzisteir un isomorfisme de grups topologics W b=, W

tal que els diagrames sequents son commutatius:

We L) Gr Cg AR ng
g, :l lz :l lindui’t per 6, >~
! I
@ P,
wh —2 s G, Cp 225 (W),

DEMOSTRACIO (Esb6s). Per a cada extensié de Galois finita E|F, posem

I{E) per a indicar el conjunt de tots els isomorfismes de grups topologics

fe\rF , . . , .
Weip — Wgip tals que el diagrama segiient és commutatiu:

1 Cr WE|F —— Gal(E|F) —— 1
idl fEu{ idl
1 Cg pp — Gal(B|F) —— L

Com que les dues extensions de grups Wgp i W;EI 7 tenen associada la
mateixa classe de cohomologia (la classe fonamental ag|r), el conjunt I(E)

és no buit.

A més a més, el fet que H(Gal(E|F),Cg) = 0 ens diu que un iso-
morfisme fg|r és determinat llevat de la composicié amb un automorfisme
intern de Wgp donat per un element de Cg =~ Wgb. El centre de Wer
és Cr 1 Cg/CF és compacte; per tant, I(E) és un espai homogeni princi-
pal i, en consequéncia, té una topologia natural compacta. A més a més,
per a E C E’', laplicacié natural I(E') — I(F) és continua per a aquesta
topologia, fet que fa que el limit projectiu £1£1F I(FE) sigui no buit.

Ara, un element 6 € Li£1F I(E) té les propietats requerides; en elecle,

com que, per l'axioma (4), disposem d’isomorfismes Wp =~ L1£1E Wgir i

0,~
PO T ' i ; ’ 1o
Wp = hmF WE‘F, en passar al limit, obtenim que Wr —— Wp; és a
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dir, € és un isomorfisme. La commutativitat dels diagrames es deducix

immediatament de la construccié de 4. O

5.2. Observacié. A més a més, si 6’ és un altre isomorfisme, existeix un
element w € Kery tal que ' = 6 o, on Wg & Wg és 'automorfisme
intern (conjugacid) definit per w (cf. [Ta79, §1.5]).

§6. Casos especials

Ens interessen, sobretot, el cas en que F és un cos local i el cas en que F
és un cos de nombres; per al cas (global, que no considerarem) en qué F és

un cos de [uncions, hom pot veure [Ta79, §1.4].

En primer lloc, considerarem el cas en que F és un cos local no
arquimedia; és a dir, un cos extensié finita de Q,, per a algun nombre
primer p. En aquest cas, és F = Q,, i el grup de Weil Wy de F|F s'obté
en substituir Gal(F™"|F) per les poténcies de automorfisme de Frobenius.

Veiem de quina manera es fa aixo.

Comencem per fixar les notacions: per a cada extensié finita E|F,

E C @p, posarem k, per a designar el cos residual de E, i q, := #k,; per

simplicitat, escriurem %k := k. i ¢ := ¢, de manera que el cos residual de

F és k, = k =TF,. Llavors, k := Ukb = F, = F,. Indicarem per v la
E

valoracié de F normalitzada, com és habitual, de manera que el grup de
valors de F* sigui Z. Siguin Og, mg, respectivament, I'ancll de la valoracié

i ideal maximal de E, de manera que k,, = Og/mg.

L’extensi6 no ramificada maximal F™"|F ens proporciona un cos F™"
amb una valoracié discreta que estén la valoracié de F, valoracié que també
denotarem per v; el cos F™" no és complet per a v (cf. [Wa 97, Chap. b,
prop. 5.1]), i cl cos residual O™" /m™" és isomorf a k. De manera més precisa,
si v designa una extensié de v a una valoraci6 de F (no discreta), i Op, mp
indiquen, respectivament, ’anell de la valoracié i I'ideal maximal, hom té
un morfisme de grups exhaustiu i continu Gal(F|F) — Gal(k|k) donat per

o — a7, on 7 és la reduccié modul mpg de la restriccié de o a Op.
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El nucli d’aquest morfisme és Ir := Gal(F|F™"), la inércia de F, de
manera que Gal(F""|F) ~ Gr/Ir ~ Gal(k|k). Ara bé, és ben conegut
(cf., per exemple, [Ne86, Chap. II, §2, ex. (6)]) que Gal(k|k) ~ 7 =
@Z/nz i que Gal(k|k) és generat topologicament per 1’automorfisme de

n
Frobenius Fr, : & — k, donat per Fr,(z) = 29, per a tot element = € k.

Aixd és dir que Gal(k|k) és 'adhereéncia del subgrup (isomorf a Z) generat
per Fr,. Analogament, Gal(F™"|F) ~ 7 és generat topologicament per un
automorfisme Fr de F™", automorfisme de Frobenius de F™", que és 1'inic

automorfisme de F™" tal que v(Fr(z) — 2?) > 0, per a tot element x € O™,

6.1. Observacid. No és cert que tot element ¢ € Gal(F""|F) (o bé 7 €
Gal(k|k)) sigui una poténcia de I'automorfisme de Frobenius. De fet, els
clements de Z sén successions coheronts (an ), an € Z/nZ, i no és cert que

lima,, € Z, per a tota successié coherent (ay,), € 7 (cf. [Ne 86, Chap. I,
§1, p. 1]).

6.2. Definicié. Sigui Wr el subgrup de Gr = Gal(F|F) format pels au-
tomorfismes o dc F tals que & és alguna poténcia de I'automorfisme dc
Frobenius Fry; és a dir,
Wr={0c€Gp: HnEZ,ﬁ:FrZ}
={oeGp: NEL, opnr ="}
Dit d’una altra manera, Wp és 'antiimatge del subgrup (Fr,) pel morfisme

de reduccié G — Gal(k|k), i la del subgrup (Fr) per la projeccié Gp —
Gr/Ir = Gal(F™|F).

Se satisfan les propietats segiients, que recollim juntes per comoditat.

6.3. Proposicid.
(a) Ir C Wg és un subgrup normal.
(b) Wg/Ip ~7.

(c) Wp = (Ig,Fr), on Fr € Gp és qualsevol extensic a F de l'automor-
fisme de Frobenius Fr de F™.

(d) Wr C G és un subgrup dens.
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DEMOSTRACIO. Observem, en primer lloc, que Ir = Ker(Gr — Gal(k|k) és
un subgrup normal tancat de Gp; a més a més, com que Wy és l'antiimatge
del subgrup (Fr,) de Gal(k|k), és clar que Ir C W, que és un subgrup nor-
mal, i que Wg/Ir ~ (Fr,) ~ 7Z; aix0 prova (a) i (b). D’altra banda, el mateix
argument ens ensenya que Wr = (Ir,Fr) per a qualsevol extensié a F dc
Pautomorfisme de Frobenius Fr de F"; aix0 és (¢). Finalment, I’adheréncia
de Wy conté tots els elements de G que es projecten en ’adherencia de
(Fr,); com que I'adherencia de (Fr,) en Gal(k|k) és tot cl grup, obtenim que

I'adherencia de Wg és tot Gp, com calia demostrar [

Per a definir el grup de Weil per a I'extensié F|F ens cal, a més del
grup Wpg, un morfisme continu ¢ : Wp — G amb imatge densa i la familia
d’isomorfismes {rg}g. Per a ¢, prendrem la inclusié ¢ : Wr — Gp; a més
a més, el sfmbol normic rg = (, E%|) : B* — W2 és Pisomorfisme de
reciprocitat de la teoria de cossos de classes (cf. [Ne 86, Chap. ITI, §9, Thm.
9.2]), per a tota extensié finita E|F.

TE

6.4. Exercici. Per a tota extensié finita E|F, sigui F* —= W2 I'isomor-
fisme dc reciprocitat. Llavors, (W, ¢, {rg}E) és cl grup dc Weil per a
FIF.

6.5. Observacid. Pel que fa referéncia al signe de la llei de reciprocitat,
posarem que rg(u) actua com z — z/*l en k, on |u| := qE”E(")7 u e E,
és cl valor absolut usual de E, normalitzat dc manera que ¢l valor abso-
lut d’un element uniformitzador és qu. D’aquesta manera, els elements

uniformitzadors s’apliquen en I'invers de I’automorfisme de Frobenius.

A continuacid, considerarem els casos locals arquimedians; és a dir,

F=CiF=R.

6.6. El grup de Weil en el cas ' = C. Sigui F = C; llavors, 'inica
extensié E|F que s’ha de considerar és I'extensié trivial E = F = C; en par-
ticular, el grup de Weil és de la forma (W, ¢, 7¢), on ¢ : W — Gal(C|C) =
{1} ha de ser cl morfisme trivial, i rc : Cg = C* — W2 I'isomorfisme de

reciprocitat.
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WF W(C
L i = lim —— i We = — = Wg
a propietat que Wp 1;11 We ens diu, ara, que W¢ We fs

és abelia, i, com que W@b ~ C¢ = C*, aixo obliga a prendre W ~ C*; per

tant, obtenim immediatament cl resultat seglient:

6.7. Proposicid. El grup de Weil de C és la terna (C*,p,rg), on ¢ :=1:
C* — {1} és el morfisme trivial, i rc :==id : C* — C*) és la identitat. O

6.8. Observacié. Aixi com en el cas local no arquimedia el grup de Weil és
un subgrup del grup de Galois, en el cas F = C el grup de Weil és “enorme”
comparat amb cl grup de Galois. Aixd també succeeix en ¢l cas F =R i en

el cas en qué F és un cos de nombres (cf. més avall).

6.9. El grup de Weil en el cas F =R. Sigui F = R; I'inic cos E # F
que s’ha de considerar és F = C, i ja sabem quin grup ha de ser W¢. Sigui
¢ la conjugacié complexa, de manera que Gal(C|R) = {1, ¢}. Veiem com ha

de ser el grup de Weil Wg.

Com que ¢ : Wi — Gal(C|R) ha de tenir imatge densa i Gal(C|R) és
discret (finit), ¢ ha de ser exhaustiu; a més a més, Ker(p) = ¢~*(1) = W,
de manera que C* = W¢ ha de ser un subgrup d’index 2 de Wp. Aixi, si
j € Wg és un element qualsevol tal que ¢(j) = ¢, tenim que Wr és la reunid
de les dues classes laterals We 1 jWe; és a dir, Wp = WU jWe = CrU jC*.

D’altra banda, 'axioma (2) de la definicié de grup de Weil ens pro-

porciona el diagrama commutatiu

re=id

C*=Cc —= C*=Wet =W
cl lconjugacié per j
C*=C¢ —_d> Cr = Wgb = W;
re=i
per tant, la conjugacié per j en W C Wpg és la conjugacié complexa; és a
dir, per a tot z € C* = Wg C W, és jzj ! = c(2).
Fem servir, ara, I'axioma (3) dc la definicié de grup de Weil; obtenim

un diagrama commutatin
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TR, =~

R* = Cp 25, Wb

rce |

C*ZC(C E— ngZWCZC*,

re=id
de manera que, per ser rg un isomorfisme, la imatge del morfisme transferi-
dor W]fgb L C* és exactament R*. Calculem, doncs, el morfisme transferi-
dor. Per a aixo, prenem com a sistema de representants de les classes laterals
de Wc\Wg = Wg/W¢ el conjunt {1, j}, de manera que s : W\Wgr — Wg
és Paplicaci6 s(z) =1, si z € C*, s(jz) = 4, si z € C*.

Hem de calcular, a continuacié, els elements h, . € W = C* tals que
s(Wex)g = hy . s(Weag), per a ¢, g € Wg; 1 podem limitar-nos a z € {1, j}.

Ara bé, se satisfan les igualtats

g=s(Wel)g =hg1s(Weg), g =s(Wejlg = hgis(Wejg),
peratot g€ Wg. Sig=2z¢€ C* és

z=h.1s(We) = he1,  e(2)j =jz = h, ;8(Wejz) = he 57,

de manera que h,1 = 2, h,; = ¢(z), per a z € C*. Analogament, per a

jz € jC*, és
o(2)j=jz=hj15(Wejz) = hjznd, 572 = hyzjs(Weiz) = hy )

de manera que hj, 1 = ¢(z), hjy; = 7%z, per a jz € jC*. Aixi, el morfisme
transferidor és donat per les assignacions z = zc(z) = |2]2, jz = ¢(2)j%2 =
2|22, per a z € C* (observem que no cal reduir (mod W§), perque Wgb =
We).

La imatge de Wg BN W(‘C”b és, doncs, Ryg U j2R+0, i ha de ser R*; per
tant, obtenim que j? € R* i que j2 < 0. (Notem que el cilcul del centre
de Wy és trivial i proporciona Z(Wg) = R* C C*, de manera que la relacié
j% € R* g’hauria pogut obtenir, també, dc manera trivial.) Ara, com que
per a z € C* és (jz)? = j2|z|?, podem canviar j per un miltiple, si convé,
a fi que se satisfaci la igualtat j2 = —1 (n’hi ha prou si considerem jz, per
az= ;)

_j2
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Finalment, hem de dir quin és l'isomorfisme de reciprocitat; per a
aix0, ens pot servir el mateix diagrama que hem usat per a la determinacioé
del signe de j2. El calcul del derivat del grup Wy és immediat i proporciona
la igualtat Wi§ = DWg = {z € C* = W : |2| = 1} = U(1); per tant, Wg°
és la reunié dc les ducs classes laterals C*/U(1) ~ Ryg,1 jC*/U(1) ~ jR+y,
on 7 indica la classe de j en Wﬂ‘gb. Com a conseqiiéncia, la commutativitat

del diagrama ens diu que l'isomorfisme rr és donat per les assignacions

z+ /x (mod W§), siz e Ry,
—z > jv/o (mod W§), sixeRyg.

Hem provat, doncs, ¢l resultat segiient:

6.10. Proposicié. El grup de Weil per a C|R és la terna (Wg,0,{rg}E)

donada per

(a) Wr és el grup generat per C* i un altre element j, amb les relacions

j2=—1, jzi7 ' = ¢(2), per a tot z € C*;

(b) ¢ + Wr — {1,c} = Gal(C|R) és linic morfisme de grups de nucli
C* (i que, per tant, envia j a c);

(¢) re =id: C* - C*; 4

(d) rg : R* — Wg és donat per lassignacié x — /r (mod W), si
x>0,1—xw 7z (mod W), si —z > 0. O

6.11. El grup de Weil en el cas en qué F és un cos de nombres.
Finalment, considerem ¢l cas dels cossos de nombres. Aquest cas és I'inic
en el qual no es disposa d’una descripcié més senzilla 0 més natural del
grup de Weil que la construccié cohomologica artificiosa de la seccié 4. En

qualsevol cas, es poden provar els fets segiients (cf. [Ta79, §1.4.4]).

Siguin F un cos de nombres i (Wg, ¢, {rg}g) un grup de Weil per a
Q|F. Llavors,

(a) L’aplicacié Wr 2 G és cxhaustiva.
(b) El nucli de ¢ és el component connex de la identitat de Wg.

(¢) El nucli de ¢ és isomorf al limit projectiu dels components connexos,
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Dpg, dcl neutre de Cg, amb aplicacions de pas donades per la norma

NE‘/IE .
(d) Les aplicacions norma Dgs — Dg s6n exhanstives.

(e) Per a tot E, la imatge de Dg per Uisomorfisme rg és rg(Dg) =

Ker(¢)Wg/W§, que és la imatge de Ker(p) en Wgp.

(f) Si E té ry immersions reals i ro parelles d’immersions complexes
conjugades no reals, llavors Dg és isomorf al producte de¢ R amb

ry + 79 — 1 solenoides 1 ro cercles.

6.12. Observacié. En tots els casos que hem considerat, els subgrups de
Wp de la forma Wg sén exactament cls subgrups oberts d’index finit de
Wg. La seva intersecci6, Ker(p), és un grup abelia connex divisible, trivial
en el cas local no arquimedia, isomorf a C* en els casos locals arquimedians

(R1iC),i “enorme” en el cas dels cossos de nombres.
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La férmula de les traces

PiLAR BAYER SESSIO 1A. DEL DIA 12 DE MARC DE 1997

A fi d’acabar de precisar la correspondencia de Jacquet-Langlands, ens cal

parlar de la férmula de les traces.

La versié més senzilla que coneixem de la fé6rmula de les traces és
la férmula de sumacié de Poisson. Altres versions, degudes basicament a
Selberg i a Harish-Chandra, es presenten en 'cstudi de les representacions
dels grups de Lie semisimples i connexos. La férmula de les traces permet
generalitzar situacions de I’analisi harmonica de grups commutatius (analisi

de Fourier) a I’analisi harmonica de grups no commutatius.

Fl tractament de la correspondencia de Jacquet-Langlands requereix
una wersid adélica de la férmula de les traces. Ens diu Langlands que la
férmula de les traces adeélica és ’eina més important per a l'estudi de les

representacions automorfes de GL(2, A).

En l'estudi de les representacions lineals dels grups finits, és ben
conegut que la férmula de la traca de la representacié regular (és a dir, el
calcul del seu caracter) conté una informacié valuosa sobre les representa-
cions irreductibles del grup i les seves dimensions. En aquesta direccid, les
férmules de les traces sén una eina a destacar a 'hora de calcular dimensions

d’espais de funcions especials.

Ens caldra cstudiar la traga dc certs operadors lincals de rang no
necessariament finit. Per a tal {i, necessitarem revisar alguns conceptes de

I’analisi funcional.

Es diu que un somni, no realitzat, de Hilbert i Pdlya era construir un

operador lineal autoadjunt, prou bo, tal que el seu espectre estigués rela-
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cionat amb cls zeros de la funcié zeta de Riemann. Selberg va aconseguir
una fita similar a la pretesa per Hilbert i Pélya, pero en un altre context.
Les funcions zeta de Selberg es defineixen a partir de certs operadors au-
toadjunts, que tenen propietats semblants a les preteses per Hilbert i Pélya
en relacié amb la funcié zeta de Riemann. En 'cstudi de les funcions zeta
de Selberg, s6n necessaries versions de la férmula de les traces descobertes

primerament per aquest autor.

En els darrers anys, la formula de les traces lligada a l'operador de
Laplace ha esdevingut una peca clau en l’cstudi de les cordes bosoniques.
La férmula de les traces lligada a U'operador de Dirac és, a la vegada, una

peca clau en l'estudi de les supercordes.

Comparant les versions adeliques de la férmula de les traces amb les
de la teoria de cordes, o bé de supercordes, fa la sensacié que, fins avui,
només hem adclitzat part de la teoria bosonica. En aquest context, sembla
raonable esperar que una teoria de “superadeles” podria proporcionar una

bona informacié sobre els espais de formes modulars de pes fraccionari.

§1. Una mica d’analisi

Si volem definir la traca d’una aplicacié lineal de rang finit, ho podem
fer, o bé tenint present els seus valors propis, o bé tenint present la suma
dels termes de la diagonal d’una matriu que la representi. En dimensié no
(inita, aquests conceptes no coincideixen necessariament. En voler genera-
litzar aquesta situacié es presenten, com a minim, tres tipus d’operadors:

operadors integrals, operadors de Hilbert-Schmidt, i operadors amb traca.

Tots els operadors que considerem a continuacié estan definits en un

espai de Hilbert, H, i se suposen afitats.

1.1. Definicié. Un operador A4 és diu que és de Hilbert-Schmidt si existeix

una basc ortonormal {u;} de H tal que

E | A(ug)]? < oo.
Es facil veure que si aquesta condicié és certa respecte d’una base ortonor-

mal, també ho és respecte de qualsevol altra.
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1.2. Definicié. Es diu que A és un operador amb traca (trace class) si
A és producte de dos operadors de Hilbert-Schmidt B,C. En aquest cas,
A = BC és també de Hilbert-Schmidt i la seva tracga es defineix per

tr(A) == Z(Aui,ui> = Z(C’ui,B*ui>.
La suma, que és absolutament convergent, és independent de la descom-
posicié de A escollida.

Els operadors de H amb traga formen un espai vectorial normat.

1.3. Proposicié. Si P és un operador simétric, aleshores P és un operador

amb traca si, © només si,

Z(Pui,ui> < o0.

Com veurem, cls nuclis integrals dcls operadors generalitzen cl con-

cepte de matriu.

1.4. Proposicié. Sigui D C R? un domini. Considerem un operador inte-

gral A definit per
(AN@)= | Eo)iwy
amb nucli integral K € L?(D x D, dx dy). Aleshores,
i) A és un operador de Hilbert-Schmidt.
i1) L’operador A és afitat i A: L2(D) — L?(D).

i) Si K(z,y) = K(z,y), aleshores, A és simétric (si bé no necessdria-

ment autoadjunt).

i) Suposem que A és simétric. Si {u;};>0, és un sistema ortonormal

maximal de funcions propies de A en L%(D), i.e.
(uisug) = 8i 5, Alug) = Mg, [do| > |Mf > ..o,
aleshores, per a tota funcid f de la imatge de A es té que

flx) = Z<f7 u;)u ().

i>0
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Es a dir, la imatge de A en L2(D) esta generada per funcions propies.

v) Si A és un operador amb traca i el nucli K(x,y) és una funcid con-

tinua, aleshores

br(A) = /D K(z,2) da.

En molts casos interessants, pero, cal emprar nuclis que sén singulars
sobre la diagonal. Tal és el cas de la funcié de Green, que és singular sobre

la diagonal, i que és cl nucli de la resolvent de Uoperador de Laplace.

§2. La férmula de les traces en dimensié 1

Prenem G = (R,+), I' = (Z, +). Aleshores, I" és un subgrup discret de G i
ol quocient S :=I'\G és compacte. Sigui

R:G — Aut(L*(I\Q@))
la representacié regular, que resulta de 'accié de G a S* donada per

(R(z)h)(y) = h(y + =),

quan h € L?. Estenem R, com d’habitud, a I'dlgebra H(G) := C.(R),

formada per les funcions continues i amb suport compacte.

(R()h) () := / F(u)hiz + ) dy
— / =+ y)h(y) dy

:/F\G S f—aty+7) | hly) dy.

yel

La darrera igualtat és certa degut al fet que, d’una banda, h és constant
sobre les classes modul T i, de l'altra, com que f té suport compacte i I' és

discret, la suma que figura a la integral és finita. Si definim

K(x,y) ::Zf(_x_‘_’y_‘_y)v

vel
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aleshores

(R(f)h)(x) = K(z,y)h(y) dy.
NG

2.1. Proposicié. Amb les notacions i hipotesis anteriors si, a més, [ =

f1 % fo, aleshores R(f) és un operador amb traca. Aquesta ve donada per

trR(f)= | K(zz)de=>Y_ f(7).

NG ~eT

2.2. Observacid. Si tenim present la formula de sumacié de Poisson,

ST =3 F0),

~eT jez

on fdenota la transformada de Fourier de f, podem escriure

§3. El cas de quocient compacte

Suposem ara que G és un grup de Lie semisimple i connex, i que I' C G és
un subgrup discret. Suposem que 'espai quocient X := I'\G és compacte.
Sigui

R:G — Aut(L?3(X))
la representacié regular, donada per I'accié de G per la dreta, que és una
representacié unitaria. Estenem la representacié R a lalgebra H(G) :=

C.(@), formada per les funcions continues amb suport compacte. Per a tal
fi, siguin, com a l’apartat anterior, f € C.(G), h € L3(T\G).

(R()R)(x) = /G F)h(yz) dy

= K(z,y)h(y) dy,
NG
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on

K(z,y)=>_ flz'yw).

~€T
Si f = f1 * fs, aleshores, R(f) és un operador amb traca. Si f; € C°,

aleshores K (z,y) és llis i se satisfa que

tr R(f) = o K(z,z)dz.

3.1. Teorema. (Harish-Chandra) Considerem la descomposicié de la

representacio regular de G en components irreductibles
R=®m;R;.
Suposem que f = f1 x fo. Aleshores,
i) Els operadors R;(f) son operadors amb traca.

i1) Fristeizen funcions localment integrables i centrals, i.e., constants

sobre les classes de conjugacid de G,
x;:G—=>C

tals que

tr Ry (f) = /G F(9)x5(g) dg.

iii) Se satisfa que

trR(f) =D mytr R (f).

Les funcions
fla)i= | st ds
g’anomenen les transformades de Harish-Chandra de la funcié f.
El corol-lari segiient proporciona una generalitzacié no abeliana, en

el cas de quocient compacte, de la férmula de sumacié de Poisson.

3.2. Corollari. (Férmula de les traces: primera forma) Sigui f = f1 * fa,
fi € €. Aleshores

-1 =1tr = m,-A ).
/F\sz(x re)ds =t R(N) = 3 ms )

~yel
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Volem ara considerar 'anomenada segona forma de la férmula de les
traces. Siguin I'(7y), G(v), els centralitzadors de v en T i G, respectivament.
Tenint present la bijeccié entre el conjunt de classes per la dreta G(y)\G i
els elements de 1’0rbita G-y obtinguda per conjugacid, obtenim el resultat

3.3. Corol'lari. (Férmula de les traces: segona forma)

trR(f) =Y _vol(C(Y\G() Y. fla™tyz),

{~} GyY\G

on la primera suma s’estén sobre el conjunt de les classes de conjugacio de

G.

En aquest punt, és oportu fer notar que Harish-Chandra té un text
dedicat al’estudi de formes automorfes sobre grups de Lie semisimples [Ha-
Cha68].

§4. El cas del grup lineal adelic

En el que segueix, esmentem versions adeliques de les dues formes de la
férmula de les traces que hem recordat. Aquestes versions sén degudes

basicament a Langlands.

Certes formules de Siegel associades a grups ortogonals de formes
quadratiques es poden interpretar com versions adeliques de la segona forma

de la férmula de les traces.

A nosaltres ens interessen, en aquest moment, els grups d’ideles
GL(2,Ar), H*(Ap), on H és una algebra dc quaternions sobrc un cos
global F.

Per simplificar, suposarem (com fan molts autors) que F = Q i ens
situarem en una situacié sense caracter. De totes maneres, el cas general

cal fer-lo amb caracter i sobrec un cos de nombres.

4.1. Notacié. Prenem

Ga = GL(2,A), Gg:=GL(2,Q),
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Z;’O:{z:(g 2)|r>0, 7"€R}7

X :=Z1Go\Ga.

Considerem la representacié regular, unitaria, donada per 'accié per la
dreta de G sobre X:

R: Gy — Aut(L*(X)).

Estenem, com d’habitud, aquesta representaci6 a algebra de Hecke H(Gy).
Si f € H(Ga), h € L?(X), aleshores

(R(f)h)z = /X £ () (hlye)) dy
- / K (2, y)h(y) dy,
X

on

K(zy)= > fla yy).

v€Gqg

Com que G és discret en G4, i f és de 'algebra de Hecke, la suma anterior
és convergent. Es clar, doncs, que R(f) és un operador integral. De totes

maneres, la no-compacitat de X ocasiona problemes en el nucli K (z, y).

Per remeiar la situaci6, ens cal fer un camf una mica més llarg tot
fent Us de les series d’Eisenstein. En tenir present aquestes series, s’obté la

descomposicié segiient de la representaci6 regular:
R=R{ ®R;.

La primera suma prové de la part cuspidal; la segona s’obté a partir de
la teoria de les series d’Eisenstein. Si suposem que f = fy x fo, on f; €
H(ZE\G4), tenim que

Ry (f) = R(f) = Ba(f).

Més precisament,

Ri(f) = R(f)Er BT,

on Fy és una seérie d’Eisenstein escaient.
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Veurem que es presenten cls fets seglients:

i) R1(f) és un operador integral. El seu nucli integral, K;(z, %), és forca

complicat de descriure.
ii) R1(f) no és un operador amb traga.
iii) La diferéncia
Kq (z,y) = K(z,y) — K:i(z,y)
proporciona un nucli integral per a l'operador Ra'(f).

iv) L'operador R (f) és un operador de rang finit; per tant, és un ope-

rador amb traca. Se satisfa que

te(B(f)) = / K (2,2) da.

X

§5. Calcul de nuclis integrals

Ara ens cal recordar que en la teoria de les series d’Eiscnstein hi intervenen

dues representacions equivalents:
R(z,2), R (z,2) : ZL\Ga — Aut(L*(H)),

on H és lespai de Hilbert de les funcions mesurables sobre Ny AgAL Ga, i
de quadrat integrable sobre K = K, [[ K,. Recordem que G4 = BoK =
NyALK. A més,

H=&H(T)

on 7 descriu ¢l conjunt de les representacions irreductibles de K. Denotem

per {¢; b1 una base de H adaptada a la descomposicié anterior.
5.1. Definicié. Considerem cl coeficient ¢, 7 de l'operador R(f, 2),
R; j(f,2) = (R(f,2)$;, ¢3)-

A lespai X x X definim

Kl(xayafa Z) = i Z Ri,j(faz)E(xa¢iaz>E(ya¢jaz)'
i,5€l
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5.2. Lema. Escrivim Gx = Gg&(c), on &(c) és un domini de Siegel, que
depén d’una constant ¢, convenientment escollida. Suposem que f = f1x fs.

Aleshores, existeizen constants C, M tals que

/ |K1(wﬂyafa Z)|d|Z| S C’G_lef(m)e_JMI"I(?J)7

—i00

per a tot z,y € &(c).

5.3. Proposicié. Suposem que f = fi x fa. Aleshores,
i) Ri(f) és un operador integral amb nucli integral donat per

K1(ac,y) = K1($ayafaz)d|z|

i) Ry (f) és un operador integral de L?(X). El seu nucli ve donat per

K(T("an) = K(‘T’y) - Kl(x’y)'

i) RT(f) és un operador amb traca.

DEMOSTRACIO. Facilment es veu que Ry (k) és un operador de Hilbert-
Schinidt, per a tota funcié h € C°(ZL\G4). Com que suposem que f =
f1 * fa, aleshores Ry (h) és producte de dos operadors de Hilbert-Schmidt i
és, per tant, un operador amb traca. Es demostra que té un nucli integral
que pertany a L#(X x X). O

5.4. Teorema. Flnucli K (x,y) és integrable sobre la diagonal. Se satisfa

que
tr Ry (f) :/ K (z, ) dz.
X

DEMOSTRACIO. L’afirmacié del teorema no és immediata degut al fet que
K (z,y) no és una funcié continua. Per a un operador integral amb traca
representat per un nucli continu i de quadrat integrable, I'afirmacié del teo-
rema resultaria d’un lema d’analisi funcional. La demostracié treballa amb
nuclis de f1, fo i, a partir d’ells, construeix un nucli que coincideix, quasi

per a tot sobre la diagonal, amb el que ens interessa a nosaltres. D’aquest,
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Unicament es demostra que és una funcié continua separadament en z,y.

Els dominis de Siegel juguen en aquest calcul un paper primordial. [

Les férmules segiients proporcionen la primera forma de la férmula

de les traces adelica:

tr R (f) = /XKS_((E,:L') dz,
Kg'(ac,m) = K(z,z) — Ki(z, 1),
K(zy)= > flz ).

v€Gqg

§6. Obtenci6 de la segona forma de la férmula de les

traces: cas del grup lineal

Resumim els passos necessaris per passar de la primera a la segona forma

de la férmula de les traces:

i) Cal classificar cls clements v € Gg (que sén matrius 2 x 2 amb
coeficients racionals) distingint entre elements del centre, elements
el-liptics, parabolics i hiperbolics, ates que, per a cadascuna, les

classes de conjugacid respectives es comporten de manera diferent.

ii) Cal trencar cl nucli d’Eisenstein K7 en suma d’una part finita i una

part no finita.

iii) Cal reordenar els sumands de manera que les sumes que en resultin

siguin integrables.
iv) Finalment, cal integrar aquests termes.
Ens limitarem a enunciar els fets més destacables en tot aquest procés.
Sigui

Is(fE,f) = Z f(/j’)

HEZy
la contribucié dels termes centrals (anomenat terme singular). Sigui

L(z, f):= Z Z flz™ 167 yox)

YE{G} 3G (7)a\Gy
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la contribucié dels termes el-liptics i hiperbolics.

6.1. Proposicié. Les funcions I.,I; son integrables sobre X. La seva in-

tegral val
vol(Z5Go\Gr) 3 f(w),
wEZy
3 Vol ZEG()\G () / o) de,
ye{Ge} G(7)a\Ga
respectivament.

La contribucié parabolica la formen tres tipus de sumands diferents.
El primer es trenca en tres trossos, no integrables, pero amb suma integrable.

La seva integral, un cop calculada, és zero.

El segon terme es trenca en dos trossos, una part integrable i una que

s’afita per un cert «.

El tercer terme es trenca en dos trossos: un involucra séries d’Eisen-
stein. L’altre s’afita per ¢ i se simplifica amb la part dcl terme anterior que

no podiem acabar de controlar. Aix{ s’obté Uexpressié final.

Un cop obtinguda la segona forma de la férmula de les traces, resulta

que és molt poc manejable.

Tot seguit, cal prendre en consideracié funcions de 'algebra de Hecke

de la forma

¢(g) = va(gv)'

Aleshores, poden expressar-se tots els termes que provenen de la contribucié

parabolica en funcié dels seus components locals.

S’arriba aix{ a una férmula dec les traces que comenga amb cls dos ter-
mes descrits abans i que continua amb uns quants termes més que s’estenen
sobre els components locals. Aquesta formulacié permet obtenir, en parti-

cular, cl corol-lari segiient:

6.2. Corol-lari. Suposem que ¢ =] f,. Si existeizen dos primers tals que

/ / fo(k™rank)dn dk = 0,
N, JK,
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aleshores tr RY (¢) conté tinicament cls dos primers termes esmentats a la

proposicio 6.1, atés que els restants s’anul-len.

§7. El cas quaternionic adelic
Suposem que F' és un cos de nombres i que H és una algebra de quaternions
sobre F. Posem, per simplificar, G' = H*.

En aquest cas no tenim clements parabolics, per tant, procedint com
a la secci6 anterior, arribem a una férmula de les traces que té tinicament

dos termes.

7.1. Teorema. (Férmula de les traces: segona forma)

/ N — Z/ / ! ri—1 dr.
e Ry(6) = T vy 6 ) \G 1)) L ¥ 00

Aquests termes es controlen tenint present que el conjunt de classes
laterals Z,\G'- estd en correspondéncia bijectiva amb les classes d’exten-

sions quadratiques de F' que estan incloses en H.

Recordem que nosaltres necessitem la férmula de les traces en el cas
quaternionic i en ¢l cas lincal per acabar d’establir una correspondencia bi-
jectiva entre certes representacions automorfes del grup multiplicatiu idelic
d’una algebra de quaternions i certes representacions automorfes cuspidals

associades a GL(2, A) (on sén valids teoremes de multiplicitat 1).

Recordem que el nostre objectiu és provar la igualtat
tr RO,d)(QSf) =tr R;l’ (¢/f)
Cal comparar ara les ducs segones formules obtingudes.

7.2. Proposicié.
VOl(ZA IF\GA) = vol (ZAG]F\GA),

sempre que a Gy hi posem la seva mesura de Tamagawa.



150 24. La férmula de les traces

Podem ara preguntar-nos que succeeix amb cls termes parabolics dc
R. Si S conté almenys dos primers finits (!), els termes parabolics s’anul-len.
Si hem partit d’una representacié supercuspidal, s’anul-len els termes locals.

Si és especial, també, pero cal treballar una mica més.

§8. Aplicacions

De segur que alguna vegada ens ha sorpres la construccié de formes cuspidals
noves, de pes 2 (o bé superior), en les quals hi intervenien harmonics esférics
que torgaven funcions theta de formes quadratiques quaternaries (o bé d’'un
nombre parell més gran de variables). Aquestes construccions es poden
entendre en fer efectiva la representacié de Weil. Sén 'efecte que produeix
lexisténcia de la correspondeéncia de Jacquet-Langlads. Les funcions en
questié son la base natural que sorgeix en considerar representacions de
H*(A) en lloc de GL(2,A).

8.1. Corol'lari. Siguin QCLC H, [L: Q] =2.
i) Si
A Ay - CY
és un caracter prou bo, aleshores w'(X) és una representacid irre-
ductible i admissible de H*(AR).

ii) Si A és un Heckegrdssencharakter de L (és a dir, una forma auto-
morfa de L), aleshores w'(\) és una forma automorfa de H*(Ap); és

a dir, és un constituent de R.,, per a algun 1.

DEMOSTRACIO. Primer definim () = ®m,, on
T = (Ao, )‘;))a

si p descompon completament a L; altrament, prenem m, com cl constituent
irreductible de la representacié de Weil associada a L ® Qp. Aleshores
7' (A) = 7'(w(A\)) i Pafirmacié resulta de tot el que ja hem dit. O

En aquesta linia, és natural formular la conjectura segiient.
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8.2. Conjectura. (Langlands) Sigui H una algebra dc divisié de rang finit
sobre un cos de nombres F. Sigui FF C L C H, on L és un subcos de H

maximal. Sigui
¥ L'\A} - C*

un Heckegrissencharakter de L. Aleshores, 7' (1) és un constituent de 'espai

de formes automorfes respecte de H*(A).

Una altra aplicacié de la férmula de les traces la proporciona cl

corol-lari que segueix.
8.3. Corollari. Cada constituent de R, de H*(A) té multiplicitat 1.

DEMOSTRACIO. Els constituents de Rib s’apliquen bijectivament en certs
constituents de Rg . 1 en aquest ultim cas, sabem que disposem de multi-
plicitat 1 (cf. el capitol 18). O
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CapiTOL 25

Canvis de base

ARTUR TRAVESA SESSIO 2A. DEL DIA 12 DE MARC DE 1997

El contingut d’aquest capitol és, essencialment, ¢l de I'exposicié oral que,
en el Seminari de Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC) del curs 1996-97,
es va dedicar als canvis de base per a GL(2). No s’ha entrat a considerar
cls detalls de la majoria dels resultats que s’hi expliquen; de fet, només es

pretén donar els resultats i algunes referéncies per a la seva demostracio.

Concretament, la primera seccié conté, a manera d’introduccié moti-
vadora, els canvis de base per al cas abelia; és a dir, els canvis de base per a
GL(1). La segona seccié conté les definicions de les funcions I i dels factors
€ en cl cas abelia, i la prova dec les propietats del canvi de basc en aquest
cas. A continuacid, es déna la definicié del canvi de base per a GL(2) en
els casos dels L-grups, local i global, sense entrar en les demostracions dels
resultats, que fan servir la {6rmula de les traces, que és objectiu del capitol
24, 1 les representacions dels grups de Weil, que sén objectiu del capitol
26. Aixi, doncs, la tercera seccié conté la definicié dels canvis de base per
als L-grups, que han estat introduits en el capitol 20; i les dues darreres
contenen les definicions dels canvis de base per a GL(2) en els casos local
i global, respectivament, i 'ecnunciat de les propietats fonamentals que ens

interessen.

§1. Canvi de base per a GL(1)

Sigui F' un cos local o bé un cos global. Usarem les mateixes notacions

que en el capitol 23; en particular, posarem Gz per a indicar el grup de
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Galois absolut de F, i (Wg,p,{rg}g) designara cl grup de Weil per a F|F.
En aquesta seccid, considerarem una extensié ciclica E|F de grau primer,
[E : F] = ¢; siguin, a més a més, I' := Gal(E|F) el seu grup de Galois, i ¢

un generador de T'.

El canvi de base per a GL(1) estableix una relacid entre les repre-
sentacions de¢ dimensié 1 del grup de Weil Wy i les del grup de Weil Wg.

Comencem per establir el resultat segiient.

1.1. Lema. FEzisteiz un diagrama commutatiu amb les files exactes:

1 Wg Wr T 1
| | |-
1 —— Ok Cp —2 Cp r 1.

DEMOSTRACIO. Per a l'extensié finita E|F, 'cstudi dels grups de Weil ens

proporciona un diagrama commutatiu (cf. la proposicié 3.6 del capitol 23)

incl

ab , ab
WE WF ’

T‘E,ZT TT‘F,Z

Ng|r
CE _— CF,

a partir del qual es construeix el diagrama que cerquem de la manera

seglient. En primer lloc, considerem els inversos dels isomorfismes rg i
. . ., . . proj proj

rr 1 fem la composicié amb les projeccions Wy — Wg,b, Wp —> Wl‘éb;

obtenim cl diagrama commutatiu

incl

WE—>WF

- [

incl

ab , ab
WE WF
TEl,ZJ( lr;l,"’
Ngir
Cg —— Cp.

En virtut del teorema 90 de Hilbert, el morfisme induit per la norma,

N
Cg =, Cr, té nucli el subgrup C]{;,_" format pels elements de Cg de
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la forma %, amb z € Cg; cal calcular, doncs, el conucli dels dos mor-
gl z

incl

. Ngr
fismes Wg — Wr i Cg —— Cp.

El diagrama anterior es pot completar al diagrama commutatiu

incl

WE —_— WF LOJ.) WF/WE %—:> GF/GE

-] = I-

wep el gyab ¢, gab PO, Ga(E|F)

o N &

Ngr or roj
CE | CF POoTE G%’b proj T :

aquesta commutativitat déna automaticament la definicié dels morfismes
que resten en el diagrama que volem, l'exactitud de la primera fila, i la
commutativitat. En particular, cl morfisme Cr — G% és cl morfisme llci

de reciprocitat de la teoria de cossos de classes; és a dir, el simbol normic.

D’altra banda, resta comprovar U'exactitud de la segona fila en Cp i
en I'. L’exhaustivitat de Cr — I es dedueix trivialment de 'exhaustivitat

de W — T'; per tant, només cal veure que el nucli de Cr — T és la imatge
1

Ngr . . . TF .
de Cr —25 Cp. Ara bé, si tenim en compte que W 5 Cp és un
isomorfisme i que la primera fila és exacta, veiem que el nucli del morfisme
Cr — T és la imatge de Wg — Cp; i, com que Wg — Cg és exhaustiu, el

N
nucli que cerquem és la imatge de Cg —E%, Cp. Aixo acaba la prova. O

Recordem que, donat un grup topoldgic G, una representacié (com-
plexa) de G és un morfisme continu de grups G % GL(V), on V és un espai
vectorial complex de dimensié finita. T un quasicaracter de G és una repre-
sentacié de dimensié 1; és a dir, un morfisme continu de grups G — C*.
D’altra banda, és evident que els quasicaracters de G es poden identificar
amb els quasicaracters de G®. En particular, i en virtut de Iisomorfisme

ng ~ (', tenim que:

1.2. Corol-lari. Les representacions de dimensio 1 del grup de Weil Wg

s’identifiquen amb els quasicaracters de Cp. [

Designem per A(F), A(E) cls conjunts de quasicaracters de Cp, Cg,

respectivament.
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1.3. Definicié. S’anomena aixecament de canvi de basc per a I'extensid
E|F T'aplicaci6 A(F) — A(E) definida per n — ngr := noNgp, on Ngp

. . ., Ngr
és l'aplicacié norma Cg —— Cp.

El grup de Galois I" actua de manera natural en Cg; escriurem v(z)
per a indicar ’acci6 d’un element qualsevol v € T en un element z € Cg.
Aixd ens permet definir una accié natural de T' en ¢l conjunt A(E) per la
formula 67(2) := 6(yz), peray €T, 0 € A(E), i z € Cg, ja que aplicacié
2+ B(yz) és un quasicaracter de C'r. Aixi, A(F) és un I'-modul.

Sigui ' := Hom(T',C*) el conjunt dels quasicaracters (= caracters)
deT. Com que '~ Cp/Ngp Cg, T es pot identificar amb el conjunt dels
quasicaracters dc Cr que sén trivials en Ngjz Cg. D’aquesta manera, I
actua en A(F) per multiplicacié; en elecle, si pensem en un element ¢ € I
com un quasicaracter de Cr (trivial en NgpCg), i si n € A(F) és un
quasicaracter qualsevol, el producte n¢ també és un quasicaracter de C'p.
Aixi, A(F) és un T-moddul.

1.4. Teorema. L’airecament de canvi de base n — ngr defineir una bi-
jeccid del conjunt A(F)/T, fomat per les orbites per Uaccid de T en A(F),
en el conjunt A(ET, format pels elements de A(E) que son invariants per

a lUaccid de T'.

DEMOSTRACIO. Anomenem momentaniament f I'aixecament de canvi de
base A(F) ER A(E); és a dir, f(n) := ngr, per a n € A(F). Observem,
en primer lloc, que per a tot element € A(F), la imatge f(n) és invariant
per a l'acci6é de T en A(F); en efecte, si v € T'i z € Cg, se satisfa la ignal-
tat g p(2) = nEr(r2) = nNgr(v2)) = N(Np|r(2)) = nmirp(z), perque
Ngir(v2) = Npp(2). A més a més, si pensem ¢ € I' com un quasicaracter
de Cr que és trivial en Ng|p C, se satisfa la igualtat f(n¢) = (n¢)oNg|p =
(noNgp)((oNgr) = (noNgr) = f(n); és a dir, dos clements de A(F) que
pertanyen a la mateixa orbita per a I'accié de I' tenen la mateixa imatge en
A(E)Y. Per tant, f defineix, per pas al quocient, una aplicacié del conjunt
A(F)/T en el conjunt A(E)T.

La injectivitat d’aquesta aplicacié és immediata: siguin 7,7’ € A(F)

tals que f(n) = f(n'); lavors, n~ 17’ és un quasicaracter de C'r que és trivial
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en Ngp Cg; per tant, és un clement dc D, in =nnty); ésadi, niy

pertanyen a la mateixa orbita de A(F) per a Paccié de I.

Resta veure I'exhanstivitat de D'aplicacié A(F)/I'" — A(E)T. Con-
siderem § € A(E)T; és a dir, § és un quasicaracter de Cr invariant per a

I'acci6 de T'; cal veure que existeix n € A(F') tal que 0 = ngp.

Fl fet que 6 sigui invariant per a 'accié de T' ens diu que 6 és
un morfisme de grups 6 : Cg — C* trivial en 0113_03 ara, sl tenim en
compte l'isomorfisme CE/C}E_" M) Ng r CE, veiem que existeix un
quasicaracter 7' : NgpCg — C* tal que § = n' o Ngjp. FEs tracta
d’estendre aquest morfisme a tot el grup Cr. Per a aixo, considerem la
representacié induida Indg’; rCp (n'); és una representacié de Cr de dimen-
si6 [Cp : NgpCg]l = #Cp/NgpCg = #I' = £, ja que, en virtut del
lema anterior, es té un isomorfisme Cr/Ngjr Crp =~ T'; com que Cr és com-
mutatiu, aquesta representacié induida no és irreductible. La férmula de
reciprocitat de Frobenius ens permet afirmar que existeix un quasicaracter
n: Cp — C*, component de Indg’;lF o, ('), larestriccié del qual aN g p Cr
és el quasicaracter 7. Llavors, n € A(F)ingpr =noNgr =1 oNgr =190,
fet que demostra I'exhaustivitat de I'aplicacié A(F)/I' — A(E)T. O

1.5. Observacid. En la demostracié d’aquest resultat s’han usat resultats
que no son trivials; sobretot, els que fan referéncia a la induccié de repre-
sentacions. Per a una millor comprensié, es recomana la lectura de la seccid
segona de [Ta 79].

Aixi, doncs, si E|F és ciclica de grau primer ¢, i si T' := Gal(E|F)
és el seu grup de Galois, obtenim una bijecci6 entre les representacions de
dimensié 1 del grup de Weil Wr, modul laccié de f‘, i les representacions

de dimensié 1 del grup de Weil Wg invariants per a I'accié de T,

§2. Quasicaracters, funcions L i factors epsilon

Per a veure les propietats més importants del canvi de base per a GL(1), cal

tenir presents les definicions de les funcions L i dels factors € associats a les
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representacions de¢ dimensio6 1 dels grups de Weil; és a dir, als quasicaracters
de Cp. Recordem que s’anomena quasicaracter d’un grup topologic G tot

morfisme continu de grups G — C*.

Fixem, en primer lloc, un cos local F; després estudiarem el cas
global. Per a tot nombre complex s, sigui Cr —% C* el quasicaracter
definit per z — |z|%, on |7| indica, en cada cas, ¢l valor absolut d¢ z € Cp.

Alguns autors anomenen aquests quasicaracters els quasicaracters principals
(cf. [La'70]).

2.1. Observacié. En el cas global, també es defineixen els quasicaracters
principals de la mateixa manera; és a dir, si F és un cos global, sigui Cp —2
C* el quasicaracter definit per z — |z|%, on |z| indica el valor absolut de
z € Cp.

La proposicié seglent ens proporciona tots els quasicaracters de Cp

en cl cas en que F és un cos local arquimedia.

2.2. Proposicié. Si F = R, els quasicardcters de Cr = R* s6n els X ~Nws,,
onR = C éslaimmersid, N € {0,1},is € C. Si F = C, els quasicardcters
de Cp = C* son els X Nw,, on C X s qualsevol de les dues immersions

(la identitat i la conjugacid complexa, ¢c), N € Z, N> 0, is € C.

DEMOSTRACIO. Evidentment, les aplicacions escrites a I’cnunciat sén qua-
sicaracters de Cp en cada cas; veiem que tot quasicaracter de Cp és un
d’aquests. Comencem pel cas en que F = R.

Sigui n : R* — C* un quasicaracter qualsevol. Per composicié amb
cl valor absolut usual de C, C* —‘—l% R+, obtenim un morfisme continu de
grups || : R* — Ryg. Considerem un nombre real positiu, zg > 0, zg # 1,
i definim el nombre s; € R per la igualtat |n(zo)| = z5'. Per continuitat,
per a totes les poténcies d’exponent racional, 23, g € Q, és [n(z?)| = |zd|*;
com que aquestes poténcies formen un subgrup dens de R, obtenim que
la restriccié a R.g de |n| és el morfisme continu donat per I'assignaci6 r +—
|r|*1. D’altra banda, com que |n(—1)|% = |n((=1)?)] = |n(1)| = 1, ha de ser
[n(=1)] = 1, de manera que per a tot nombre real positiu r és |n(—r)| =

[n(=1)| |n(r)| = | — r|**; en conseqiiéncia, |n| = | |*! = ws, -
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Aixi, ¢l quasicaracter |n|w_s, és cl trivial; si es vol, ¢l quasicaracter

Nw_s, 68 un caracter (té imatge inclosa en U(1)); per tant, podem definir

6: R* = U(1l) C C* per la {6rmula r — |7](|7"3
r )

R*. La restriccié a Rsg d’aquest caracter és un caracter 8’ : Rog — U(1).

i obtenim un caracter de
Ara, si definim so € R per la igualtat ' (xq) = :rész, obtenim, també per
continuitat i per densitat, que 8'(r) = |r|**2, per a tot r € Roy.

Aixd ens diu que la restriccié del quasicaracter n a Ry g és de la forma
n(r) = |r|*, on s := s1 + iso € C. Com que n(—1) = +1, aixd proporciona
dues possibilitats per a la restriccié de aplicacié 7 a Rog: si n(—1) = 1,
obtenim que n(r) = |r|%, per a tot » € R*; i si n(—1) = —1, obtenim que
n(—r) = —|r|* = —|—7r**, i que n(r) = =|r|*T!, per a tot r > 0; per tant,

—r r

ol quasicaracter 1 és de la forma n(r) = r~Nw® peras € Ci N € {0,1};
és a dir, n = X ~Nw,, com voliem provar.

Estudiem ara el cas en que F = C. Suposem que n: C* — C* és un
z
_)7 po_
||

dem pensar n com el producte d’'un quasicaracter de R i un quasicaracter

quasicaracter; com que C* ~ R+ x U(1), via Passignacié z — (|z|,

(=caracter) de U(1). Pel que hem vist fa un moment, els quasicaracters de
R.o sén (les restriccions a R.g de) els ws, s € C; per tant, resta estudiar
els caracters de U(1). Ara bé, un morfisme continu U(1l) — C* és una
representacié de dimensié 1 del tor T = U(1); per tant, té imatge inclosa en
U(1) i és de la forma z — 2, amb N € 7 (cf. el teorema 2.12 del capitol
5).

En conseqiiencia, 1 és dc la forma n(rz) = |r[*z", per a r € Ry,
z € U(l), s € Ci N € Z. Si ara tenim en compte que, si N > 0, és
2N = ¢(2)™", per a z € U(1), obtenim que, efectivament, 1 és de la forma
=X NMw,,ambscC,Ne€Z, N>0,i X: C — C la identitat o bé la

conjugacié complexa, com voliem demostrar. [

2.3. Exemples. e En el cas en que F = R, la inclusi6 R* — C* és el

quasicaracter X ~lws, on X és la inclusié de R — C.
e En el cas F = C, la identitat C* — C* és el quasicaracter ¢ 1ws, on ¢
és la conjugacié complexa. T la conjugacié complexa, ¢ : C* — C*, és el

quasicaracter X “lwq, on X és la identitat.
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A continuacid, es tracta de determinar cls quasicaracters de Cp = F™*
en el cas en que F és un cos local no arquimedia; és a dir, un cos extensio

finita del cos Q,, dels nombres p-adics, per a algun nombre primer p.

Comencem per fixar les notacions: O := Op designara 'anell dels
enters de F', U = Uy, el grup de les unitats de O, p = pp, I'ideal maximal

de O, i 7 := 7p un generador de p. Indicarem per | | ¢l valor absolut de F,

normalitzat de manera que |r| = . (Recordem que Npjg, p =: q és

Nrig, P
¢l cardinal del cos residual O/p.)

2.4. Proposicié. Siguin: F* — C* un quasicaracter de Crp = F'*. FExis-

teizen un caracter x : U — U(1) i un nombre complexr s € C, definit

9
modul i, tals que per a tot x = un™ € F*, u e U, n € Z, és
log(Npig, )

n(z) = x(w)|z|®; o sigui, n = xws, per a Uextensid trivial de x a F*. Els
caracters x : U — U(1) sén els morfismes continus de grups, i tots tenen

imatge finita.

DEMOSTRACIO. Comencem per recordar que IF™* ~ U X {r); en electe, tot
element x € F* g’escriu de manera unica en la forma x = un™, amb u € U,
n € Z. Com a conseqiiéncia, tot morfisme continu de grups n : F* — C*
s’obté de la multiplicacié de dos morfismes continus de grups: x : U — C*,
in : (my — C*. Ara, un morfisme continu de grups xy : U — C* és
un caracter de U; en efecte, U és un grup compacte i U(1) és el subgrup
compacte maximal de C*; per tant, x té imatge inclosa en U(1). A més
a més, com que els subgrups 1 +p” C U, n € Z, n > 1, sén subgrups
compactes infinits propis, i tot subgrup compacte propi de U(1) és finit, el
morfisme x : U — U(1) no pot ser injectiu; aixdo implica que el nucli de
X és un subgrup compacte no trivial de U; i, com que cls subgrups 1 + p™,
n > 0, formen un sistema fonamental d’entorns compactes de 1, el nucli de
x ha de contenir algun d’aquests subgrups; en conseqiiéncia, el nucli de x és
un subgrup d’index finit de U; és a dir, la imatge de x és un subgrup finit
de U(1).

Resta estudiar els quasicaracters 7' : {w) — C*. Com que 7 genera el
grup (7}, qualsevol morfisme de grups (7} — G, on G és un grup qualsevol,
és determinat per la imatge de . En particular, el valor absolut de n’ és
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un morfisme continu de grups || : (x) — R>°, dec manera que existeix

un nombre real s; € R tal que |n'(7)| = |x|°t; per tant, |n'(z™)| = |x"|%1,
n
| o

U(1); per tant, existeix un nombre real s3 € R tal que

: {my — C* té imatge inclosa en

n(x")
|7T7l‘81
per a tot n € Z. En consequéncia, per a s := s; + is2 i per a tot n € Z és
2w

log(Ngig, p)’

. . . . . 2w N : .
és a dir, que s» és determinat modul 1—; pero aixo és immediat, perque
0gq

per a tot n € Z. Ara, el morfisme

— |p,L'n|isz7

n{n™) = |7"|*. Només resta veure que s és determinat modul

|m| = ¢t =e 8@, O

Convé recordar, ara, la definicié de les funcions L associades als qua-

sicaracters en el cas local.

2.5. Definicid. Sigui F' un cos local qualsevol. Donat un quasicaracter

n € A(F), es defineix la funcié L sobre 1 de la manera segiient:

Lin) = { L(X~Nuw,) i=Ta(s) = n=*/2I(s/2), si F = E;

L(XNuw,) :=T¢(s) :=2(2m)°T(s), si F=C;

(1—n(m))~t, si F és no arquimedid i 1 és no ramificat;

zm = {

1, si F és no arquimedia i 7 és ramificat.

D’aquesta manera, L és una funcié A(F) L cru {o0}; és a dir, assigna a

cada quasicaracter de F un nomhre complex (o hé co).

2.6. Observacid. Recordem que un quasicaracter np : F* — C* s’anomena
no ramificat si, i només si, la seva restriccié a U és el caracter trivial; en cas

contrari, s’anomena ramificat.

2.7. Observacié. Tot quasicaracter n € A(F) és un producte de la forma
17 = Xxws, per a un nombre complex s i un caracter x : F* — U(1). Aix{,
donat un quasicaracter qualsevol n : F* — C*, podem considerar la funcié
de variable complexa L(n, ) : C — €N {oo} donada per s — L(n,s) :=
L(nws). D’aquesta manera, per a tot quasicaracter 7, la funcié s — L(n, s)
és una funcié meromorfa de s que no té zeros, determinada essencialment a
partir de qualsevol caracter x : F* — U(1) tal que n = xws, per a algun

nombre complex s € C. Si es vol, determinada essencialment a partir de
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I"inic caracter x : U — U(1) tal que n = xws, per a algun nombre complex
se€C, onU={£1},si F=R, U =U(l),si F=C, iU el grup de
les unitats de O, si F és no arquimedia. (Observem que U és el subgrup

compacte maximal de F*.)

A continuacié, es tracta de definir els factors £ en el cas local. Més
concretament, es tracta de definir nombres complexos (1, ¥, dz), associats
a tota mesura dc Haar dec F, dx, tot quasicaracter n € A(F), i tot caracter
additiu i no trivial de F, F % U(1) C C*.

La definicié d’aquests factors € esta intimament relacionada amb
l’equacié funcional que lliga les funcions L. (Per a una descripcié completa
de les equacions funcionals i la demostracié dels resultats hom pot veure,
per exemple, [La 70, Chap. XIV, §3] o [We 74, Chap. VII, §5]; també pot
ser 1til le referencia [Ta 79, §3], perd no conté les demostracions.)

d .
En general, si d*x denota la mesura d*z := ﬁ de F* isi f(y) :==
x
/ f(z)w(xy)dx és la “transformada de Fourier” de la funcié f(z), se satisfa
F

una equacié funcional de la forma

Jp @)y @)d"z Jp- f@n(@)d
Llwn™) L)

on &(n,1,dz) € C* és un cert nombre complex no nul que no depen de les

=¢e(n, 7, dx

funcions f per a les quals els dos membres de la igualtat tinguin sentit.
En particular, existeixen tals funcions, de manera que els factors &(n, ¥, dz)
estan definits. A més a més, dc les relacions que ens diuen com la transfor-
mada de Fourier f depén de v i dx, es dedueixen les relacions segiients per

als factors «:

*) e(n, ¥, rdz) = re(n, v, dx), per a tot r € Rog;
(*y  e(n,¥(ax),dz) = n(a)|a|"te(n,¥,dr), per a tot a € F*.
Els calculs de la tesi de Tate, fets en cada cas, i que també es poden veure

en [La 70, Chap. XIV, §3], en [We 74, Chap. VII, §5], o en [Ca-Fr 67], ens

permeten donar una definicié explicita d’aquests nombres.

Comencem pel cas arquimedia, en cl qual cls quasicaracters 1 sén cls

n = X "Nw, donats més amunt. Sigui dz la mesura de Haar usnal de F'; és
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adir,desi F =R, idr:=idzANdz=2dadb,siz=a+bi,a,beR. Isigui

g el caracter additiu donat per

exp(2mix), si FF=R,
Po(x) = . .
exp(2mi Trepz), si F=C.

Llavors, per a un quasicaracter qualsevol = X ~Nw,, el factor &(n, ¥, dz)
és donat per la igualtat (X ~Nw,, ¥, dz) := i¥. (Observem que no depén

de s € C; és a dir, només depén del caracter X ~V.)

Aixo i les relacions (*) determinen els factors e(n, ¥, dz) en els casos
F =R i F = C, per a tots cls caracters additius i no trivials 1, totes les
mesures de Haar dz, i tots els quasicaracters n. En elecle, per als caracters
additius se satisfa el resultat seglient, la demostracié del qual es deixa com

a exercici per al lector.

2.8. Lema. Sigu: F 2, U(1) un caracter additiu no triviel. Llavors, exis-
teiza € F, a # 0, tal que per a tot x € F és y(x) = yplaz). O

Ancm a definir, ara, cls factors € en ¢l cas local no arquimedia. Siguin,
doncs, F' un cos local no arquimedia, F LN U(1) un caracter additiu i no
trivial de F', n € A(F) un quasicaracter de Cp, i dz una mesura de Haar

de F. Associats a aquestes dades, posem

n(¢) :=max{n € Z: 7~ "O C Ker v},

a(n) := lexponent del conductor de ;

és a dir, a(n) = 0, si i és no ramificat, i a(n) = min{m € Z: per atot z €
1+ p™ és n(z) =1}, si  és ramificat. (Observem que si 7 = yw,, per a un
caracter x, el conductor del quasicaracter 7 és el conductor del caracter x.)

Finalment, sigui ¢ € F* un element qualsevol de valoracié n(y) + a(n).

Amb aquestes notacions, els factors locals (1, 1, dz) sén donats per

les igualtats (*) i les f6rmules

77|(C|) / dz, si 77 és no ramificat,
c
e(n, v, dz) = ©

-1

/ 1~ (z)Y(x)dz, si 77 és ramificat.
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En particular, es té que &(n,%,dz) = 1, en ¢l cas en qué 7 és no ramificat
i se satisfan simultaneament les igualtats dz = 1 (la mesura dc Haar

o
és normalitzada) i n(¢)) = 0 (podriem dir, si el caracter additiu ¢ és de

“conductor” 0, o bé “no ramificat”?); i, també, es tenen les férmules:

cnpdn) =Y [ oo = [ o @

neZv "

en cl cas en que 7 és ramificat. A més a més, per a tot quasicaracter 7 i
tot quasicaricter no ramifical, w, és e(nw, ¥, dz) = &(n, ¥, w)w (T @)ta(m),
Aquestes férmules, juntament amb les relacions (*), determinen els factors

€ completament.

Amb tots aquests ingredients, podem enunciar les propietats basiques
del canvi de basc per a GL(1) en cl cas local. L’exactitud dc la segona fila del
diagrama del lema 1.1 permet provar que se satisfan les relacions segiients
entre les funcions L i la normalitzacié de Langlands dels factors e associats

a aquestes representacions (cf. Ta79, §3.6).

2.9. Proposicié. Siguin F un cos local, n € A(F) un quasicaracter qual-
sevol, i F 4 U(1) un cardcter additiu i no trivial de F. Posem g p 1=
Yo Trgp el caracter additiv de E definit a partir de 1 per composicié amb
la traga Trgp : E — F. Llavors,

L(ngir) = [ ] L<),

cel

e(npirYeF) = Agp(¥) " H e(n¢, ),

cel

on )\E|F(w) és un factor local associat a v, que depén de la normalitzacid
dels factors . [

A continnacié tractarem el cas global. Siguin, doncs, F un cos global,

¥ Ap/F — U(1) un caracter additiu, i dz una mesura de Tamagawa de

Ap; és a dir, una mesura de Haar tal que / dx = 1. Per a cada placa v
Ap/F

de F, posem 1, el component local en v de 1, i considerem qualsevol fac-

toritzacié de la mesura dz com a producte de mesures locals, dx = H dx,,,

v
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tal que per a quasi tota plaga v sigui / dz, = 1. T per a tot quasicaracter
O'u
n: Cp — C*, sigui n, : Cp, — C* ¢l component local en v de 7.

Definim la funcié L i ¢l factor € globals per les férmules
L(n,s):= [ ] L(m» 9),
5(77’ 5) = H 5(771)(*)57 P, dxv)

Aquest darrer producte no depen de la descomposicié de la mesura dr en
mesures locals. A més a més, el producte és convergent en algun semipla
R(s) >> 0, i defineix una funcié meromorta de tot ¢l pla complex que satisfa

I’equacié funcional
L(n,s)=¢e(n,s)L(n*,1—s),
on 7* és el dual de n (cf. [Ta79, thm. 3.5.3]).

Analogament al cas local, U'exactitud de la segona fila del diagrama
del lema 1.1 en el cas global permet provar que se satisfan les relacions

seglents entre les funcions L i els factors &:

2.10. Proposicié. Siguin F un cos global, n € A(F) un quasicaricter
qualsevol, 1 Ap/F BN U(1) un caracter additiv i no trivial de Ag/F. Posem
Ypip = Y o Trgp el cardicter additiv de Ap/E definit a partir de ¢ per

composicié amb el morfisme deduit de la tra¢a Trgp : E — F. Llavors,

L(ngr,s) = [[ L(n¢, 9),

cel

(e p,s) = HE(nC,s). m

cel

§3. Canvi de base per a GL(2) en els L-grups

En aquesta seccié, F és un cos local o bé global, E|F una extensié ciclica
de grau primer [E : F] =/, i o un generador de I' := Gal(E|F). Com en
el capitol 20, indicarem els L-grups per “G. A partir d’ara, G := G =
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GL(2)|F indicara cl grup (esquema en grups) GL(2) definit sobre F, G|g :=
GL(2)g el grup GL(2) definit sobre E, i Gg|r el grup (definit sobre F') que
s’obté per la restricci6 d’escalars F' — E a partir del grup G g; en particular,
i a nivell de punts, és G r(F) = GL(2, E), mentre que G(F') = GL(2, F').

3.1. Proposicié. El grup G r és quasidescompost i existeir una aplicacid

natural
LG =GL(2,C) xTp — “Ggr = GL(2,C)" xTp,

on GL(2,C)T és el conjunt de les aplicacions de T' en GL(2,C), T'p :=
Gal(F|F) el grup de Galois absolut, i T actua en GL(2,C)Y per permutacid

de les coordenades.

DEMOSTRACIO. Restricci6 d’escalars. (Cf. [Ge-La 79, §3], [Bo 79, §5, §15,
ex.]) O

3.2. Definicié. Considerem, ara, els conjunts ®(G) i (G gjr). Recordem
que ®(G) és el conjunt de classes d’equivaléncia (modul automorfismes in-
terns definits per clements de YG®) de morfismes admissibles W, — LG
sobre T'p, on Wh és el grup de Weil-Deligne de F|F (cf. el capitol 26 i
[Ta7984]). En particular, si F =R o bé F = C, o bé F és un cos global,
llavors el grup de Weil-Deligne W} coincideix amb el grup de Weil W, per
definicié. El conjunt ®(G g r) es defineix analogament i es pot identificar
amb el conjunt ®(G|g); a més a més, I'aplicacié anterior ens permet definir
una aplicacié

®(G) = 2(Grr) = 2(Gp)

que s’anomena 'aixccament de canvi de base, de la manera segiient. Sigui
Wh 2 LG un representant d’un element de ®(G); llavors, per restriccié de

pa Wg C W i composicié amb 'aplicacié anterior, obtenim una aplicacié
i + P L L
pElr: Wg > Wrp = "G — "Gpgp.
Aquesta aplicacié defineix un element de &(G g r). L'aixecament de canvi

de base és I'asignacié p — pg|r.

3.3. Exemple. Suposem que F és un cos local no arquimedia i que

Pextensié E|F és no ramificada. Sigui Frp € T'r un element de Frobenius;
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llavors, Frg := Fr% € I'g és un clement de Frobenius. Si la representacié
p és no ramificada i definida per Uassignacié Frp — s, on s € GL(2,C) és
un element semisimple, llavors pgr també és no ramificada i definida per

Frg — st.

Pel que fa a les funcions L i els factors ¢, la definicié de les quals es
pot veure en [Ta 79, §3.3, §3.4, §3.5], se satisfa el resultat segiient.

3.4. Proposicid. Sigui p € ®(G) un element qualsevol. En el cas en qué F

és un cos local, stgui F Yy C* un cardcter additiu i no trivial de F. Llavors,

L(pgF) H L(p® (),
¢el
e(ppir) = [[e(p® Q) si F global,
¢el
elprir VrF) = Apr(¥) 2 HE(P@’CM/J% si F local,
¢el

on Ygip =Y o Trgp és el caracter additiu de E definit a partir de v per
composicié amb la traca Trgp, 1 )\E|F(w) és un factor local associat a 1,

com en la darrera proposicio de la seccid anterior.
DEMOSTRACIO. (Cf. [Ta79, §3.3, §3.4, §3.5.]).

A més a més, a partir de la classificacié de les representacions admis-
sibles de dimensié 2 del grup de Weil-Deligne Wi (cf. [Ge-La 79, prop. 2 i
Appendix A]), es pot demostrar el resultat segiient.

3.5. Proposicié.

(a) L’aplicacié de canvi de base ®(G) — ®(Gpr) t€ imatge el conjunt

‘I>(GE|F)F format pels elements invariants per a l'accid de T.

(b) En cadascun dels casos segiients (respectivament, ciclic, diedral, tam-

bé diedral i especial), laizecament de canvi de base és donat per:
(b @ Vv)piF = pE|F D Ve,
(Indy” 0)pir = Indy” Oxpx,  pera E#K,
(IndWFH)E|F:9€B”9, pera E=K il#cel,
(n ®sp(2))pF = NE|F @ sP(2), per a F no arquimedid.
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Aqui, p,v sdn representacions de Wg de dimensid 1 (és a dir, qua-
sicaracters de Cp), K|F és una extensid quadradtica i 0 € A(K) un
quasicaracter, n € A(F) un quasicardacter, i sp(2) la representacid
de Wy (que només es ddna en el cas en qué F és un cos local no

arquimedid) definida per

1 =z |w| O
zEC!—)|:O 1}, wEWFl—)|:O 1}.

(¢) La fibra a qué pertany un clement p € ®(G) indescomponible csta
formada pels pR (, per a ( € I.

(d) La fibra a qué pertany un element p = A @ p € ®(G) estd formada
pels \C @ pu', per a ¢, ¢ €T

DEMOSTRACIO. (Cf. [Ge-La79, Apéndix A]). O

3.6. Observacié. A part d’aquestes representacions, de dimensié 2 tamhé
hi ha les de tipus excepcional: (tetragdric) Ay, i (octagdric) Sy que només
apareixen en cl cas global i en ¢l cas local no arquimedia dc caracteristica
residual 2, 1 (icosagdric) As, que només apareix en el cas global. D’aquestes

no se’n diu res. (De totes maneres, cf. els capitols 26, 27, 311 32.)

§4. Canvi de base per a GL(2) en el cas local

Suposem, ara, que F' és un cos local i mantinguem les notacions de la seccié
anterior. En particular, siguin G := GL(2)|p, i Ggjp la restriccié a F'
del grup G|g. Designem per II(G) el conjunt de classes de representacions
admissibles irreductibles del grup de punts G(F).

4.1. Motivacié de la definicié. El canvi de base a nivell de L-grups

“representants de classes de representacions” d’esquemes en grups.

és entre
Convé recordar en aquest punt que ®(G) esta format per (classes) de “re-
presentants de classes de representacions” de G, que sén morfismes del grup

(esquema en grups) de Weil-Deligne Wr.
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Hi ha una bijeccié conjectural entre ®(G) i II(G) i ¢l canvi dc basc a
nivell d’esquemes en grups ®(G) — ®(Gg ) ha de reflectir una aplicacié
II{(G) — II(GE|r) a nivell de representacions dels grups de punts.

D’altra banda, com que la imatge del canvi de base ®(G) — ®(Gg|r)
esta formada pels elements I-invariants de ®(G g r), convé estudiar, en
primer lloc, i a nivell de punts, les representacions irreductibles admissibles

de G(F) equivalents a les seves conjugades per T' (o sigui, per o).

Suposem que 7 és una representacié irreductible admissible de G(E)
tal que 77 ~ 7; aix0 implica que, en 'espai de la representacié 7, existeix

un operador P tal que:
(a) peratot z € G(E) és P~17(2)P = 7(2°); i
(b) Pt =id.
Aquest operador P és determinat llevat d’'una arrel /-ésima de la unitat, i

laplicacié donada per (6™, %) — P™7(z) defineix una extensié 7’ de 7 a

una representacié del producte semidirecte T' X G(E).

4.2. Proposicié. La representacid ' té cardcter, ¢ és donat per una funcid

Tr 7’ localment integrable en T x G(E).

De fet, en o X G(FE), el caracter Tr#’ defineix una distribucié o-
invariant en G(E); és a dir, invariant per la o-conjugacié: z — y~ 7 zy, per
ay,z € G(E).

Posem, per a tot z € G(E), Ng|p,o2 := 2771 2% . 2. Llavors:

4.3. Proposicié.

(a) Per a tot z € G(E), Ngjps 2 ¢s conjugat en G(E) d'un clement de
G(F).

(b) L’aplicacio z — Npp, 2 defineix una injeccid del conjunt de classes

de o-conjugacid de G(E) en el conjunt de classes de conjugacid de

G(F).

(c) Les classes el-liptiques de G(F') que s’obtenen per Ng g, son les que

tenen determinant en Ngjp E* (observem que E* = Cg).
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(d) Les classes hiperboliques de G(F') que s’obtenen per Npjp, son les

que tenen els valors propis en Ngjp E*.

(e) Qualsevol classe unipotent de G(F') és a la imatge de Ng|p ;.

Amb aquests prerequisits, podem donar la definicié de canvi de base

per a GL(2) en el cas local.

4.4. Definicié. Siguin 7 € II(G) una representacié irreductible admissible
del grup G(F) i 7 una representacié irreductible admissible de G(F) equi-
valent a la seva conjugada per ¢. Es diu que 7 és un aixecament de 7, o
millor un aixecament per canvi de base de 7, si, i només si, se satisfa alguna

de les dues condicions seglients:
(a) m és del tipus @ = n(p,v) i @ = 7(pE|F, VE|F):
o bé

(b) existeix una extensi6 7’ de 7 aI'xG(E) tal que Tr 7' (o x 2) = Tr w(x
per a tot element 2z € G(E) tal que Ngp, 2 és conjugat en G(E) a

un element semisimple regular z € G(F).
Se satisfa el resultat segiient.

4.5. Teorema. (Canvi de base per a GL(2) en el cas local.)
(a) Tot element m € II(G) admet un tinic aizecament wgp € (G F).
(b) Tot element m € I(Gg|p) fix per T és un aizecament.
(c) L’aizecament mg g €s independent de 'eleccid del generador o € T

(d) Siguin m,7n" € II(G). Els aizecaments de m i 7' coincideizen (és a
dir, Tpp = 7T’E|F) si, © momés si, o bé ¥ = T ® (, per a algun
caracter ( € ' (és a dir, I'una és torgada de laltra per un caracter),
o bém=m(p,v)in =x(y,v), amb u, 1 v,V quasicaricters de
Crp = F* tals que p~ '/, v~ € T' (és a dir, sén irreductibles de la
serie principal que satisfan la darrera condicid).

(e) Per ala restriccid al centre de m € I(G), es t€ que Wry , = (Wr)p|F;

és a dir, Uaizecament de la restriccio al centre és la restriccid al centre

de laizecament. (Té bon comportament per restriccié al centre.)
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(f) Per a tot m € II(G) 1 tota representacié de Cp de dimensid 1, x, és

(T ®X)E|F = TE|F ® Xg|F- (Té bon comportament per torgament.)

(g) Per a tot m € II(G) és (wpp)” = (") p. (La representacié contra-

gradient té bon comportament.)

(h) Per a les representacions w(p), associades a representacions admis-
sibles p € ®(G), de dimensid 2, es té, almenys quan p no és excep-
cional (que és quan lexisténcia és provada), que m(p)gir = 7(pE|F)-
(Bon comportament amb la bijeccié conjectural, quan aquesta esta
definida.)

(i) Siguin k C F C F tals que E|k i F|k siguin galoisianes, i m € II{(G).
Llavors, per a tot v € Gal(Elk), és :Y(’]TE|F) = ("m)gFp, ony €
Gal(F|k) és la restriccid de % a F.

§5. Canvi de base per a GL(2) en el cas global

Suposem, ara, que F és un cos de nombres. Com abans, siguin G :=
GL(2)|r, i Gg|F la restriccié a F del grup G|g.

Sgui TI{G) cl conjunt de classes de representacions automorfes admis-
sibles irreductibles del grup de punts G(Ar) = GL(2,AF), on Ay és lanell
de les adeles de F'.

El canvi de base a nivell de L-grups, ®(G) — ®(Ggr), hauria
de reflectir una aplicacié II(G) — II(Ggr), on II(Ggr) és el conjunt
de les representacions automorfes admissibles irreductibles de G(Ag) =
Ggr(Ar) = GL(2,Agp). A més a més, una tal aplicacié ha de ser compa-
tible amb les dades locals; és a dir, amb els canvis de base del cas local.

Per a relacionar els dos casos, convé fixar les notacions. Per a tota
placa v de F'| indiquem per F), la complecié de F en v i posem, com és
habitual, E, := E®p F,. Com que 'extensié E|F és ciclica de grau primer
¢, se satisfa que o bé E,|F, és una extensié ciclica de grau ¢ (en el cas que
v no descompon en F), o bé que E, és un producte de ¢ copies de F,, (en el
cas que v descompon en F). En ¢l darrer cas, i per a © € II(G(F})), definim

I'aixecament local 7g, |, per g, |p, =T Q- Q@7 (£ cops).
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5.1. Definicid. Siguin 7 € II(G) una representaci6 automorfa admissible
irreductible del grup G(F) i #
admissible irreductible de G(E). Es diu que 7 és un aixecament de 7, o

€ II(Ggr) una representacié antomorfa

millor un aixecament per canvi de base de , si, i només si, per a tota plaga
v de F, 7, és un aixecament de¢ 7, on 7, designen cls components locals

de 7, i similarment per a 7.
Se satisfa cl resultat segiient.

5.2. Teorema. (Canvi de base per a GL(2) en el cas global.)
(a) Tot element m € II(G) admet un tinic aizecament wgp € (G F).

(b) Un element cuspidal @ € II(Ggp) és un aizecament si, i només si,
és fizat per T'; en aquest cas, T és un aizecament de representacions

cuspidals.

(¢) L’aizecament d’un element cuspidal m € TI(G) és un aizecament cus-
pidal, excepte en el cas £ = 2 1w = W(Ind%‘; 6), en qué Tgp =
w(6,76).

(d) Siguin m, 7' € II(G), 7 cuspidal, © suposem que Tpjp = 7r’E|F. Lla-
vors, ™' = w® ¢, per a algun caracter { € T'.

(¢) Per a la restriceid al centre de m € IH(G), es ¢ que Wry, = (wWr)E|F;

és a dir, l'airecament de la restriccid al centre és la restriccid al centre

de laizecament. (Té bon comportament per restriccié al centre.)

(f) Per a tot m € II(G) 1 tota representacié de Cp de dimensid 1, x, és
(T ®Xx)E|F = TE|F @ XE|F- (Té bon comportament per torgament.)

(9) Per atotm € II(G) és (wpp)” = (7¥)pp- (La representaci6 contra-
gradient té bon comportament.)

(h) Sim=m(p) per a algun p € ®(G), és w(p)pr = 7(pE|F)-

(i) Siguin k C F C E tals que E|k i F|k siguin galoisianes, i m € II{G).
Llavors, per a tot ¥ € Gal(El|k), és :Y(’]TE|F) = ("m)gF, ony €
Gal(F|k) és la restriccid de ¥ a F.

5.3. Observacié. Hi ha exemples de 7 € II(G'g|r) no cuspidals i fixats per

T" que no s6n aixecaments.
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Filosofia d’Artin. Representacions
de Weil. Conjectura de Langlands
local per a GL(2)

JoAN-CARLES LARIO  SESSIO 1A. T 2A. DEL DIA 19 DE MARG DE 1997

Aquest capitol no ha estat redactat. El seu contingut es completa en el
capitol segiient; ¢l programa i la bibliografia rccomanada per als dos capftols

son els seglients:

Conjectures de Langlands

Representacions de¢ dimensié 2 del grup de Weil-Deligne d’un cos local no
arquimedia K i representacions de GL(2, K). Teorema de Kutzko. El cas
p = 2. Representacions de dimensié 2 del grup de Weil d’un cos global i
representacions automorfes de GL(2,A). Representacions f-adiques asso-

clades a formes modulars.
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Conjectures globals de Langlands

PiLAR BAYER SEsSIO 1A. DEL DIA 9 D’ABRIL DE 1997

Sigui A = Ap 'ancll de les adeles d’un cos de nombres F. En aquest capitol,
volem relacionar la teoria de les representacions antomorfes de GL(n,A)
amb la teoria, que ens és més familiar, de les representacions galoisianes
que corresponen al grup dc Galois absolut Gal(F/F). Entre aquestes, ens
cal distingir les representacions complexes i les representacions A-adiques,
on A denota una plaga no arquimediana de F. Com veurem, ambdues

situacions galoisianes caldria que encaixessin en la situacié automorfa.

Com que treballarem en nivell conjectural, no hi ha massa dificultats
si ens situem en dimensié n arbitraria, en lloc de n = 2, com hem fet fins

ara.

§1. La llei de reciprocitat de Langlands

Sigui

7 : GL(n,A) — Aut(A)
una representacié automorfa, irreductible i admissible. Sabem que la podem
descompondre segons

T = Qmy,

on les representacions locals 7, de GL(n, F,) satisfan
i) m, és irreductible per a tot v;

ii) 7, és no ramificada quasi per a tot v.
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Si n = 1, la representacié @ = x es correspon amb un Heckegrossen-
charakter. Sigui O, l'anell dels enters de F,. La condicié6 que y, sigui
no ramificat pot expressar-se tot dient que la restriccié de y, al subgrup
O} = GL(1,0,) de les unitats de F¥ és trivial. Aquest fet motiva la defini-

ci6 general segiient:

1.1. Definicid. La representacio local 7, s’anomena no ramificada si la seva

restriccié al subgrup compacte maximal estandard
K, :=GL(n,0,)
conté, almenys, un vector fix.

1.2. Proposicid. Suposem que la representacid local w, €s no ramificada.

Aleshores,
i) K, fiza exactament un subespai de dimensid 1 de lespai de m,.
i1) A m, li correspon, candnicament, una classe de conjugacid d’elements

semisimples de GL(n,C). Denotem aquesta classe per A,.

DEMOSTRACIO. Les afirmacions de la proposicié sén conseqiiéncia de la

teoria dc les funcions esferiques per a GL(n, F,,). O

1.3. Observacions. TL’afirmacid ) implica que, donada 7, es pugui definir
el producte ®mu,, que es pren restringit al conjunt dels vectors fixos esmen-
tats.

L’afirmaci6 41) permet associar, a cada component local no ramificat,

un factor d’Euler de grau n:
L(s,my) = [det(T — (g,) > A,)] 7,
on ¢, denota el nombre d’elements del cos residual de O,,.
1.4. Exemple 1. Suposem que n = 1, aleshores, si 7, és no ramificada,

la classe de conjugacié A, ve donada pel valor 7, (w) = Xx,(w), on w denota

un parametre d’uniformitzacié local de F,.



§ 1. La llei de reciprocitat de Langlands 181

1.5. Exemple 2. Suposem que 7 =2, que F' = Q, i que 7y = ®@mp, és la

representacié automorfa associada a una forma modular

f(Z) = Z ang"”

n>1

de S(N, k, x), vector propi de tots els operadors de Hecke. Aleshores, a un

component no ramificat m, li correspon la classe de conjugacié de matrius
Q 0
(3 2)
P O /Bp
si, i només si, det(A,) = p*~Lx(p), tr(A4,) = a,.

La llei de reciprocitat de Langlands pregunta si tota funcié I d’Artin,
de grau n, és la funcié L associada a una forma automorfa de GL(n). Dit

d’una altra manera, fixem una representacié complexa i continua
o: Gal(F/F) — GL(n,C),

i considerem les classes de conjugacié de matrius de GL(n, C) definides pels
elements de Frobenius [o(Frob, )]. Volem saber si existeix una representacié

automorfa m = ®m, del grup GL(n,Ar) tal que
[¢(Frob,)] = 4,,
quasi per a tot v.

1.6. Llei de reciprocitat de Langlands (conjectural). Donada una

representacié continua complexa

o: Gal(F/F) — GL(n,C),
existeix una representacié automorfa

(o) : GL(n,A) — Aut(A)

que satisfa les condicions segiients:
i) L(o,s) = L(n(0), s).

ii) Si ¢ és irreductible i no trivial, aleshores 7(o) és cuspidal.
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iii) Si canviem cl grup de Galois absolut, Gal(F/F), pel grup dc Weil

absolut, Wg, aleshores la correspondeéncia natural
o — 7(o)

esdevé una bijeccid.

iv) La correspondencia anterior és compatible amb canvis de base.

1.7. Observacié. La llei de reciprocitat de Langlands ens permet escriure

L(U’ S) ~ H[det(I - (QU)_SAU)]_1 .

v

§2. Funcions L. de motius

2.1. Notacions.
F' designa un cos global;
E, una extensié finita dec F;
M, un motiu sobre F' amb multiplicacié complexa per E;
o : E — C, una immersi6 fixada;

L(My,s) =11, L(M,,s), la funcié L de M.

Els factors de la funcié L en els primers arquimedians es determinen mit-
jancant la teoria de Hodge. En efecte, una estructura de Hodge sobre M,
permet definir una representacié del grup de Weil, Wg , i, a partir d’aquesta,
es construeix el factor local de L. D’altra banda, associats a M, es tenen
sistemes compatibles de representacions A\-adiques de Gal(F/F). Per res-
triccid als grups locals s’obtenen representacions A-adiques dels correspo-
nents grups de descomposicié. A partir d’una representacié A-adica local,
es fabrica una representacié complexa del grup de Weil-Deligne local cor-
responent, invariant per Aut(C/FE). Aquestes representacions complexes

proporcionen els factors L i € a les places no arquimedianes.
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2.2. Conjectura. La funcié L de M, que convergeix en un semipla, admet
una prolongaci6 analitica a tot el pla complex i satisfa una equacié funcional

de la forma
L(M,,s)=e(My,s)L(M},1—s),

on M* = Hom(M, Q) designa el motiu dual i

e(My,s) = H e(My o, ).

v

El punt clau que permet el pas de representacions A-adiques locals a

representacions complexes locals el proporciona el resultat segiient.

2.3. Proposicié. (Grothendieck) Sigui py : Wr, — GL(V)\) una repre-
sentacid A-adica del grup de Weil local. Suposem que la caracteristica del
cos residual i A son primers entre si. Aleshores, existeix un endomorfisme

nilpotent N de V) tal que

pa(g) = exp(te(g)N),

per a tot g en un cert subgrup obert del grup d’inércia Ir,. Aqui
ty: IF,, — Qy

denota un homomorfisme no nul.

2.4. Corol-lari. Suposem que px : Wg, — GL(V)) és una representacid
semisimple. Aleshores, existeir un subgrup obert de I, que opera trivialment
a V. Per tant, la imatge de py és finila i es pot interpretar com una

representacid per matrius complezes de W, .

2.5. Conjectura. Sigui F,, un cos local no arquimedia. Existeix una
correspondéncia bijectiva entre el conjunt de classes d’isomorfia de repre-
sentacions del grup de Weil-Deligne W}, complexes de grau n semisimples
i ¢l conjunt de classes d’isomorfia de representacions irreductibles 1 admis-
sibles de GL(n, F,).

En dimensié 2 i sobre cossos de funcions, es té I'important resultat

global segiient,.
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2.6. Teorema. (Deligne) Sin =2 ¢ F és un cos de funcions, existeix
una bijeccid entre el conjunt de representacions automorfes de GL(2,A) 4

el de sistemes compatibles de representacions €-adiques de Gal(F/F).

Quan F és un cos de nombres, tenim en aquesta direccié el teorema de
Wiles i els estudis de funcions ¢ associades a corbes de Shimura. Es natural
preguntar-se si totes les funcions L associades a sistemes compatibles de
representacions A-adiques del grup de Galois absolut d’un cos de nombres
F coincideixen amb funcions L de representacions automorfes de GL(2, Ag).

En aquesta direccié caminen les conjectures globals.

§3. Conjectures globals de Langlands

El mateix Langlands, en el seu article [La 79], posa de manifest les dificul-

tats en la formulacié de conjectures globals.

3.1. Conjectures de Langlands. Sigui F un cos de nombres. Sigui
II(F) la categoria abeliana generada per les representacions automorfes i

cuspidals
7w : GL(n,Ap) — Aut(A).

i) Hauria d’existir un grup algebraic
Gr(r),

reductiu sobre C, tal que les classes d’equivaléncia de les seves repre-

sentacions complexes de dimensié n
(o GH(F) — GL('H,(C)

estigués en correspondéncia bijectiva amb cls clements (isobarics) de
II(F).

ii) La categoria Rep(Gy) de representacions complexes de dimensié fi-
nita seria una categoria tannakianna. Per tant, II(F') hauria de tenir
també aquesta estructura, pero a ’hora de precisar les coses, sorgei-

xen dificultats.
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iii) Caldria que Gy fos una clausura algebraica del grup de Weil global
We. Esa dir, s’hauria de tenir un homomorfisme amb imatge Zariski
densa

Wr — G (C).

El grup Gyyp) hauria de ser molt gran i es veuria com un limit

projectiu de grups de dimensié finita.

iv) El teorema de densitat de Tchebotarev es generalitzaria en una con-
jectura del tipus Sato-Tate, que descriuria la llei de distribucié de les
classes de conjugacié A, := A(m,) a GL(n,C).

§4. Varietats de Shimura

4.1. Notacié.
F denota un cos de nombres totalment real;
n=[F:Q)
Op, l'ancll d’enters de F;
H, una algebra dec quaternions sobre F, totalment indefinida;
Oy, un ordre maximal de H,
@G, el grup algebraic definit pel grup multiplicatiu de Og;

A, el producte dels primers on, o hé H, o bé F ramifica.

4.2. Observacié. Per a tot anell R, es té que
G(R)=(0Og ® R)".

En particular, G(Q) = H*, candnicament.

Considerem l'espai A de formes automorfes sobre

GQZRN\G(A).

En aquest espai opera G(A). La representaci6 regular corresponent s’escriu

com una suma @n de representacions unitaries, irreductibles i admissibles.
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Sigui K = KKy un compacte dc G(A) convenientment cscollit
* ?
(prou petit). Aleshores

4.3. Teorema.

i) El conjunt
X(H,K)(C) := GQ\G(A)/K

és la unio d’un nombre finit d’espais analitics complezos, compactes,

no singulars, © de dimensid n.

i1) Fristeix un esquema X (H, K), propi © llis, definit sobre SpecZ[%]
tal que els seus punts complexos coincideizen amb els elements del

conjunt anterior.
Tot seguit enunciem cl teorema principal d’aquesta seccié.

4.4. Teorema. (Langlands) La funcid ¢ de Hasse-Weil de X(H, K)
coincideix, llevat d’un nombre finit de factors primers que corresponen a
primers dividint A, amb un producte de funcions L associades a formes

automorfes respecte del grup quaternionic idélic G(A). Es q dir,

C(S,X(H, K)) = HL(S - n/2’ﬂ.7p)(m,K)7

on T recorre tots els constituents de A, els exponents sén gairebé tots iguals

a zero, i p designa una representacid concreta del L-grup TG associat a G.

DEMOSTRACIO. El teorema requereix, entre d’altres fets, una versié ad hoc
de la férmula de les traces. Segons ens diu Casselman [Ca79], la part
més misteriosa dc la demostracié és la que recorre certs passadissos d'un
immoble de Bruhat-Tits convenient. Aquests camins sén necessaris a ’hora
d’integrar; és a dir, d’aplicar la férmula de les traces en la seva versié segona.
|

4.5. Observacié. Mirant papers de Langlands, no m’ha semblat que la de-
mostracié del teorema anterior es pugui considerar completa. Cal estudiar:
L-paquets, problemes d’indistingibilitat, problemes de reduccié dolenta, a
més de certs problemes combinatoris associats a xarxes d¢ dimensié 2 que

intervenen en el calcul dels camins abans esmentats.
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4.6. Observacié. En cl teorema caldria considerar, d’entrada, les repre-
sentacions m amb multiplicitats. Pero, per la correspondeéncia de Jacquet-
Langlands, les representacions automorfes de G(A) es corresponen amb re-
presentacions automorfes de GL(2,A). En aquest darrer cas, sabem que
sén valids teoremes de multiplicitat 1 (cf. ¢l capitol 18). Aquests fets reper-
cuteixen en que totes les m que considerem entrin amb multiplicitat 1 en la

representacié regular.

4.7. Observacié. Quan n = 1, ¢l teorema anterior implica que la funcié ¢
associada a una corba de Shimura admet una prolongacié analitica i satisfa
una equacié funcional. Pero, per a n > 1, el teorema de Langlands no
permet arribar a la mateixa conclusié de manera directa. Hi ha quelcom fet

en ol cas de superficies de Shimura (n = 2).
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Teoremes de Carayol (I)
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Aquest capitol no ha estat redactat. El programa i la bibliografia reco-

manada per a aquesta exposicié (i la segiient) sén els seglients:

Teoremes de Carayol

El conductor d’una corba el-liptica modular. Teoremes de comparaci6 entre
el conductor d’una representacié de Galois ¢-adica i el conductor d'una re-

ducci6é mod £.
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Aquest capitol no ha estat redactat. El programa i la bibliografia reco-

manada per a aquesta exposicié (i 'anterior) sén els seglients:

Teoremes de Carayol

El conductor d’una corba el-liptica modular. Teoremes de comparaci6 entre
el conductor d’una representacié de Galois ¢-adica i el conductor d'una re-

ducci6é mod £.
Referéncies:
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El teorema de Diamond-Taylor

PiLAR BAYER SESSIO 2A. DEL DIA 16 D’ABRIL DE 1997

§1. El teorema de Diamond-Taylor

Com sabem, Ribet demostra a [Ri90] la “conjectura ”, que és un cas molt
particular de la conjectura de Serre. La demostracié de Ribet consta de
dues parts ben diferenciades que corresponen a les situacions d’ascens del
nwell i de descens del nivell, respectivament. La conjectura € és suficient
per provar que el teorema de Fermat és consequéncia de la conjectura de

Shimura-Taniyama-Weil.

L’objectiu d’aquest capitol és indicar cls passos més remarcables en la
prova del teorema principal obtingut per Diamond i Taylor a [Di-Ta 94-I].
En la demostracié dels resultats d’aquest treball hi intervenen, de manera
essencial, formes automorfes associades a algebres de quaternions (definides
i indefinides) i la correspondéncia de Jacquet-Langlands. Aquesta ha estat
una bona raé per haver-lo escollit com a aplicacié de la teoria vista en el

curs.

Els resultats de [Di-Ta 94-I] entren de manera subtil en la demostra-
ci6 de Wiles del teorema de Fermat. Serveixen per fer pales cl nivell on cal
anar per provar que una certa algebra de Hecke és ’algebra de deformacions
universals que dicta el problema. Cal un nivell prou alt per agafar totes les
deformacions necessaries, pero, a la vegada, prou petit perque l'algebra de

Hecke associada sigui d’interseccié completa.
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L’ordre logic dels treballs de Diamond i Taylor relatius a aquests
temes és el segilent: [Di91], [Di-Ta94-I], [Di-Ta 94-11I], [Di 95].

De tots ells, solament [Di95] se cita a l'article fonamental de Wiles
[Wi95]. L’article [Di-Ta94-II] és el que se cita a [Ta-Wi95]. Amb
posterioritat, cal també tenir present els resultats de [Di986] relatius a la

conjectura de Shimura-Taniyama-Weil.

Del treball [Di-Ta94-I], ens limitarcm a comentar ¢l teorema que

segueix.

1.1. Teorema. (Diamond-Taylor) Sigui ¢ un primer. Suposem donada

una representacid continua, irreductible © senar
p: Gal(Q/Q) — GL(2,F,).

Suposem que la representacid p és modular, de pes k > 2, 1 nivell M primer
amb el primer £. Suposem que £ > k+ 1. Suposem que r > 0 és un enter
lliure de quadrats que és primer amb M{. Si, per a tot primer g|r, se satisfa
que

g(tr p(Froby))® = (1+ g)* det p(Froby),

aleshores, p és modular respecte d’una forma nova amb nivell divisible per
r que pertany o Uespai Si(T'1 (M) NTo(r)).

(Sobre la definicié precisa de representacié modular amb un determi-

nat pes i nivell, vegeu 2.2.)

1.2. Observacions.

i) En cl cas r = ¢, primer, cls autors ens diuen que cl teorema és
degut a Ribet, si k = 2, 1 a Diamond, si k > 2. Les referéncies sén [Ri 90],
[Ri91], [Di91].

ii) De fet, 'afirmacid i) no és del tot exacta, car Ribet treballa sempre
amb formes modulars respecte de T'o(Mp); és a dir, sense caracter. En el
treball [Di91], Diamond considera ol cas k > 2, amb caracter, i generalitza
els resultats de Ribet sobre l'ascens del nivell per a » = ¢, primer. El
treball de Diamond-Taylor que avui comentem generalitza, per tant, aquests
teoremes d’ascens del nivell de Ribet (k = 2) 1 de Diamond (k > 2). Fins

aqui tot va bé.
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iii) Un cop pujat cl nivell en un primer ¢ escaient (0 bé en molts,
d’un en un), a 'hora de baixar el nivell en un altre primer p escaient, la
situacié és més delicada. En el cas sense caracter, el teorema de Ribet sobre
baixades de nivell s’obté per mitja de 'estudi previ del grup de components,
¥, de la fibra en p del model de Néron sobre Z,, de la jacobiana de la corba

de Shimura
X(Oo(M)*, pg).

Aquesta corba es defineix a partir del grup de les unitats d’un ordre d’Eichler
Oo(M), de nivell M, contingut a I'dlgebra de quaternions sobre Q de dis-
criminant pg. La demostracié de [Ri90] es completa quan s’hi afegeixen
els resultats de [Ri89], que comporten veure que determinats isomorfismes
s6n compatibles amb ’accié dels operadors de Hecke. Aquests isomorfismes
provenen de I'estudi de la fibra en ¢ del model de Néron sobre Z, de les
jacobianes Jy(qM), Jo(pgM) de les corbes modulars.

iv) Carayol, a [Ca89], enuncia una conjectura (conjectura B) per
rebaixar primers del nivell quan la forma modular porta caracter. Modul
aquesta conjectura, Carayol porta a terme una reducci6 del nivell, tot arri-

bant al que prediu la conjectura de Serre.

v) Una demostracié detallada de la conjectura B de Carayol, en ¢l cas
de pes 2, comporta l'estudi previ del grup de components de la reduccié en
g del model de Néron sobre Z, de la jacoblana d'una certa corba de Shimura
(quocient de)

X(01(M)*, pg).

Aquesta corba es defineix a partir del grup de les unitats d’un ordre Q1 (M),
de nivell M, d’una algebra de quaternions de discriminant pg. Notem que

aquest ordre ara ja no és d’Eichler.

vi) El grup de components esmentat a v), a la vegada, s’ha de com-
parar amb grups escaients que provenen dec la fibra en ¢ del model de Néron
sobre Z, de les jacobianes J(T'1(M) N To(q)), J(T1(M) N To(pg)) de les
corbes modulars corresponents. Cal veure que els isomorfismes sén compati-
bles amb ’acci6 dels operadors de Hecke. Indicacions sobre aquests fets es
troben a [D1i95].

vii) Afirmacions de descens de nivell per a formes modulars de pes 2
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amb caracter, més concretament, per a formes modulars respecte del grup

['(M)NTo(pg)

es troben a [Di95]. Les indicacions sobre les demostracions corresponents

son breus.

Els resultats esmentats, quan k& = 2, intervenen en la demostracié de

Wiles del teorema de Fermat.

1.3. Observacions. El teorema 1.1 es demostra per induccié sobre el
nombre de primers que divideixen r. Fl resultat no és immediat, ja que la
introduccié d’'un primer nou en cl nivell pot ocasionar una davallada dels
altres. L’émfasi de I'enunciat s’ha de posar en el fet que la forma que prediu

el teorema, de nivell divisible per r, és nova.

El pas inductiu en la prova del teorema s’aconsegueix en provar el
resultat corresponent per a formes automorfes associades a una algebra de
quaternions sobre Q, de discriminant r/¢. En aquest joc, les representacions
especials sén les que permeten 'elevacié del nivell en el cas quaternionic. La
correspondéncia de Jacquet-Langlands permet després traslladar el resultat

del cas quaternionic al cas modular.

Un cop llegit ¢l resum que presentem en aquesta exposicid, el/la lec-
tor/lectora caldra que estudii article original [Di-Ta 94-I] ben a (ons, a fi

de fer-se carrec de les dificultats reals de les proves dels teoremes.

Si es vol comprendre millor la demostracié de Wiles del teorema de
Fermat, cal estudiar [Di-Ta 94-11I] i [Di 95].

§2. Consideracions preliminars

Optem per les notacions segiients: p designa un primer arbitrari; ¢, un
primer candidat a ser afegit al nivell; ¢, la caracteristica del cos residual

sobre el qual valorem les representacions.

Fixem un primer racional £ i un homomorfisme de reduccié

,B:Z—>E,
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on Z designa la clausura entera de Z continguda a C.

Donat un enter positiu N, T?Y) denota ’ancll de polinomis sobre 7
generat per les variables T, .S,, per a tots els primers p que no divideixen
N.

Recordem algunes propietats i definicions, ben conegudes, relatives
als espais de formes modulars paraboliques, que necessitarem al llarg del
capitol.

2.1. Proposicidé.

i) Es tenen les descomposicions de TN) -moduls

Sk(C1(N)) = P waSe(Tr(M)™",

AM|N
Sk(L1(N)) = €D Sk(To(N), x),
X
on ta(f)(2) := f(dz), i x descriu el conjunt de tots els caricters de
Dirichlet mod N.
ii) A Pespai Sp(To(N),x), es té la igualtat S, = p*~2x(p).
i) Lespai Sp(T1(M))*% és isomorf, com a T -modul, a Uespai

Sk(T1(M))/ D (Sk(T1(M/p)) + 1 S(T1(M/p))).

p|M

2.2. Definicié. Una representacié
p: Gal(Q/Q) — GL(2,F,)
direm que és modular de nivell M i pes k si prové d’una forma modular de

Sk (M)P" que sigui vector propi de tots els operadors de Hecke.

Aquesta definicié és una mica diferent de I’habitual, atés que, per
parlar de pes i nivell de la representacié modular, li exigim que la forma de

la qual prové sigui nova.

2.3. Definicié. Sigui A un (T @ R)-modul finitament generat. Per a un

idcal maximal m de T se satisfa que

Am # 0 < m 2 Ang(A).
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En aquest cas, es diu que m és dcl suport de A.
2.4. Proposicié. Sigui V. C Sp(T'1(N)) un submodul per a laccid de TV,

Sigui
p: Gal(Q/Q) — GL(2,F,)

una representacid continua i semisimple. Aleshores, les aftrmacions que

sequeizen son equivalents:

i) La representacid conjugada p™, per a un cert automorfisme T de Ty,

prové d’una forma propia de V.

it) p =~ p%, per a un cert ideal mazimal m de T en el suport de V., 4

per a un cert isomorfisme o : T/m — Fy.

2.5. Proposicid. Sigui p = pm la representacid de l'enunciat del teorema

de Diamond-Taylor. Sigui gt M€ un primer. La condicid
q(tr p(Frobg))? = (1 + ¢)? det p(Frob,)
és equivalent a la condicid

T? - (¢+1)°S, € m.

2.6. Definicié. Un ideal maximal m de T™Y) g’anomena d’Eisenstein si

existeix un enter positiu d tal que
T,—2€m, S,—1€m,

per a quasi tots els primers ¢ que satisfan ¢ = 1(mod d).

2.7. Proposicié. Sigui m un ideal mazimal de TN) § suposem que és del
suport de Sy, (T'1(N)). Siguif la seva caracteristica residual. Aleshores, m és

d’Fisenstein si, 1 només si, la representacio que defineiz, pw, €s reductible.

En la demostracié del teorema de Ribet d’ascens del nivell [Ri90] hi

juga un paper destacat el resultat 4) del lema segiient.
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2.8. Lema. (Thara)

i) El morfisme natural
Jo(M)?* — Jo(Mg),

on gt M és un primer, té nucli finit.

i1) El morfisme natural
Ji(M)? = J(T1(M) NTo(q)),
on gt M és un primer, té nucli finit.

Anomenarem lema “d’Thara” els resultats que, en el nostre cas, sub-
stitueixen l'anterior. Aquests lemes sén dificils, ja que cal formular-los en
el context de les formes automorfes associades a algebres de quaternions.
Especialment en ¢l cas indefinit, obtenir ¢l lema d’Thara pressuposa congixer
bé les fibres de mala reduccié de les corbes de Shimura implicades. En el
cas definit, el lema d’'Thara s’obté a partir d’un teorema d’aproximacié forta

per a les algebres de quaternions, mitjancant un argument combinatori.

§3. El cas GL(2)

Denotem per A I'anell de les adeles de Q i per Ay el subanell format per les
adcles a distancia finita. Donat un enter & > 2, volem considerar en aques-
ta seccié uns moduls admissibles per a Paccié del grup adelic GL(2, Ay).
Més concretament, volem precisar el subespai de formes automorfes cuspi-
dals respecte de GL(2,A) que provenen de l'espai de formes paraboliques
Si(T'1(N)) per la correspondencia f — ¢ (cf. cl capitol 17).

Recordem que les representacions de la serie discreta, 7o, del grup
reductiu GL(2, R) estan en correspondencia bijectiva amb certes representa-

cions de dimensié 2, complexes, del grup de Weil
We =(C*,j|52= 142571 =2, perazeC").
Donat k > 2, denotem per o, 1la representacié de Wx definida per

or: W — GL(2,C)
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e A PR 0 1
0 Zl—k s J (_1)17k 0/

3.1. Definicié. Donat k > 2, definim
S, = @ﬂ‘x’

com la suma de totes les representacions cuspidals 7 = ®,m, de GL(2, A)
per a les quals el component 7, és la representacié de la serie discreta de
GL(2,R) que es correspon a 0. Ens mirarem S com un mddul admis-
sible per a laccié de GL(2,Af) quan aquest grup hi opera per la dreta.

Anomenem 8 el modul de les formes automorfes cuspidals de pes k.
Precisem tot seguit el concepte de nivell en aquest context.

3.2. Notacions. Donat un obert compacte U de GL(2,Ay), escrivim
Si(U) .= S¥.

Per Ny denotem l'enter positiu més petit tal que U conté tots els elements
de [[,, GL(2,Zy) que sén congrus amb 1(mod Ny ).

Donat un primer p, considerem la matriu de GL(2,Ay)

(1 0
np_ 0 wp 9

on wp és 'adele que té el primer p en el component p-esim, i el valor 1 en

la resta de components. Els operadors
T, = [UnU], S,:=[Uw,U]

operen de la manera habitual a S (U).

3.3. Proposicié.

i) Els operadors Ty, S, commuten entre si. La seva accid dota Uespai
Si(U) d’una estructura de T -modul.

i) Sigui

Vi(N) = {ue [[GL(2,2,) | u= ((”)‘ ’{) (mod N)}.
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Ezisteiz un isomorfisme Sp(Vi(N)) ~ Sg(T'1(N)) donat per ¢ — f,

F(hi) = o(h)j(h,i)*(det h) 7,

per a h € GL(2,R), det h > 0. L’isomorfisme anterior és un isomor-
fisme de T -moduls.

§4. El cas quaternionic definit

Sigui H una algebra de quaternions sobre Q, definida. Esa dir, H., és iso-
morfa a l'algebra dels quaternions de Hamilton. En aquest cas, no disposem
de cap corba de Shimura associada directament a H. D’entrada, definirem
uns moduls S,f , respecte de I'algebra de Hecke, que es correspondran amb
els de la seccié anterior per la correspondéncia de Jacquet-Langlands (JL)
(cf. ¢l capitol 22).

Comencem per fixar ¢l comportament a linfinit. Sigui o}, la repre-

sentacio
I k=22 2—k
oy Hy, — GL(2,C) — Aut(Sim"™“(C*) @ det “~"),

que s’obté en torcar la poténcia simetrica £ —2 de la representacio estandard

per la poteéncia 2 — k del determinant.

Donat k > 2, definim
St~ @

com la suma de totes les representacions automorfes m = ®,m, de H*(A)
tals que dim# > 1 i el component 7o és la representacié o}. Ens mirem
S com un modul admissible per a 'accié del grup adelic H*(Ay), que hi
opera per la dreta. I’anomenem el modul de les formes automorfes de pes

k associat a H*.

Sigui D = D(H) el discriminant de H. Es a dir, el producte de tots
cls primers de Q on H ramifica (és un cos de quaternions). Com que H és

delinida, I’enter D és producte d’'un nombre senar de primers.
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4.1. Proposicié. Fizem un subgrup compacte i obert U C H*(Ay).

i) Les formes automorfes de SE(U) := (SE)V s’identifiquen amb fun-
cions definides sobre
H"\H"(A)/U

que prenen els seus valors en espais vectorials (sobre C, o sobre Qy,

segons ens convingui).

it) Per a tot primer p { D, fizem un isomorfisme H, ~ M(2,Q,) i
definim T, 5, com en la seccic precedent. Sigui Ny Uenter positiuy
més petit tal gue U conté tots els elements de Hp O;I,,, que son con-
grus amb 1(mod Ny ). Aleshores, SF(U) és un TWVU D) -modul.

4.2. Observacié. Us heu adonat del molt que s’assemblen el grup
H*\H"(A)
i el grup que governa la teoria de cossos de classes sobre Q7

Volem ara definir un modul admissible que jugara un paper destacat

en la prova del teorema de Diamond-Taylor.

4.3. Definicid. Sigui ¢ un enter lliurc de quadrats i primer amb D(H).

H t—esp __ @ 7_rtoo

on la suma s’estén a totes les representacions automorfes tals que 7o = o7,

Definim

i my és la representacié especial esp(2) que correspon a un caracter no
ramificat quan ¢ | ¢ és un primer. L’espai SH(U)!=%P és un TVv P)_mpdul

per laccid dels operadors de Hecke.

Donat un enter ¢ lliure de quadrats, primer amb Ny D, es defineix

*

U(t) ={uelU|ug = (0 I) (mod q), per a tot primer q|t}.

4.4. Lema. Ezisteiz un isomorfisme de TWUDPY .moduls entre els espais
SE)-* i
SEW))/) D agSH (Us(t/0))?,

qlt
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on ag(z,y) == Lz + Nguy.

DEMOSTRACIO. Només cal repassar la definicié de les representacions espe-

cials per veure que les coses sén aixi. [
També ens cal el

4.5. Lema. (“d'Thara”) Sigui U un subgrup obert ¢ compacte de H*(Ay)
tal que Up C O 4. Suposem que (Ny, D) = 1. Sigui ¢t Ny D¢ un nombre

primer. Considerem [’homomorfisme
org : S (U3 Qu/Z0)* = S5 (Un(a); Qe/Ze)

definit per aq(f1, f2) = Lufi + Ngufo. Sigui A = kerag. Aleshores, existeix
un enter positiv d tal que, per a gairebé tot primer p que satisfaci p =

1(mod d), es té que els operadors T, — 2,5, — 1 anul-len A[{].

El lema ens diu que, en aquest cas, “tots els errors sén Eisenstein”.

El teorema seglient és un teorema d’elevacié del nivell (que passa de
ser Ny D a ser Ny Dg, per a un primer ¢ convenientment escollit), en el cas
quaternionic. Les formes automorfes involucrades provenen d’una algebra
de quaternions definida. La seva demostracié és un calcul llarg que es basa

en el “lema d’Thara”.

4.6. Teorema. (Elevacié dcl nivell) Suposem que U C Vi(N), per a
un cert N > 4. Suposem que (Ny,s) = 1. Suposem que £,q sén primers
diferents que no divideizen Nys. Sigui m un ideal mazimal de TNUS) en el

suport de SH(U). Suposem que £ € m, i que m no és Fisenstein. Si
T? — (q+1)S, € m,

aleshores m' := m N T3 &5 un ideal en el suport de SF(U)I~P.

85. El cas quaternionic indefinit

Suposem ara que H és una algebra de quaternions sobre Q indefinida; és
a dir Hy, ~ M(2,R). Considerem fixat un d’aquests isomorfismes. De-

notem per D > 1 el seu discriminant, que és producte d’'un nombre parell
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de primers. Fixem un ordre maximal Oy C H, uniformitzants wg , en
els primers p que divideixen D, aixf com també isomorfismes Oy ® Z, =~
M(2,Z,) en els primers p{ D.

Donat k£ > 2, denotem per
St - @
v

on la suma s’estén a totes les representacions automorfes de H*(A) tals
que el component T, és la representacié de la serie discreta o, que hem
definit a la seccié tercera. Donat un subgrup obert i compacte U de H*(Ay),
podem, com abans, considerar ¢l TVeP)_modul SH(U). Sigui ¢ un enter
lliure de quadrats i primer amb D. Com en la seccié anterior, considerem
els T™v P _mpduls

S]fI(U>t—esp’ S,?(U)t_nou.
En el teorema segilient, no pretenem ser gaire precisos.

5.1. Teorema. (Shimura) Sigui
Xu(C) := H\(H"(A))/UUx,

on U és Uestabilitzador de i € C per a laccid de H*(R) ~ GL(2,R) «
Z% = C—R. Aquest conjunt s’identifica amb el conjunt de punts complezos

d’una corba, projectiva ¢ llisa, definida sobre QQ.

i) L'espai SF(U) admet una descripcié canonica en funcié de grups
de cohomologia f-adica associada als models canonics sobre Q, Xy,

construits per Shimura per a les corbes anteriors.

i) Sigui M un Zg-modul lliure. Suposem ¢ primer amb NyD. Si U és
suficientment petit, Udlgebra de Hecke TWNUD) opera en el Gal(Q/Q)-
modul SE(U; M). Per a tot primer p t Ny DE, se satisfan les rela-

ctons d’Eichler-Shimura

Frob? —T, Frob, +pS, = 0.

Podriem escriure X(Oo(N)*,D) = Xy quan U fos, exactament,
lobert compacte definit per N = Ny. Aleshores, X(Oy(N)*, D) seria la
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corba de Shimura associada al grup de les unitats d’un ordre d’Eichler de

nivell N, contingut a H.

5.2. Lema. (“d’lhara”) Sigui U un subgrup obert i compacte de H*(Ay)
tal que det U = Z*. Suposem que (Ny,D) = 1. Sigui ¢t Ny D{ un nombre

primer. Suposem, a més, que 2 < k < { — 2. Considerem [’homomorfisme
ag : SEU;Fe)® = S{ (Uo(a); F),

definit per ag(f1, f2) = Lo f1 + nge fo. Sigui A" = kerog. Aleshores, laccid
de Gal(Q/Q) sobre cada constituent de A’ @ Fy factoritza a través del grup
abelia Gal®®(Q/Q).

DEMOSTRACIO. La demostracié d’aquest resultat és, potser, la part més
dura de tot larticle. Implica treballar amb les fibres de reduccié dolenta
dels models canonics. Per caracteritzar-ne les singularitats, cls autors recor-
ren a la interpretacié modular de certes corbes de Shimura. Aquests models
estan lligats a problemes de classificacié de superficies abelianes amb estruc-
tures dc nivell. Els resultats clau acaben convertint-se en un comptatge, en
aquest context, de superflicies abelianes ordinaries i de superlicies abelianes
supersingulars. Es fa servir la teoria d’Honda-Tate, etc. Un cop feta aquesta
analisi, els resultats es tradueixen en termes de la cohomologia cristal-lina (i
tots contents!). La correspondéncia de Jacquet-Langlands permet reconver-
tir el problema en un problema de moduls per a la cohomologia cristal-lina,
perod associats ara a formes modulars ordinaries de nivell M. Aquest nivell
resulta ser divisible, Unicament, pels primers que divideixen Ny D. Pero,
com sabem, aqui tenim cls resultats de Faltings sobre estructures de Hodge-
Tate (refets en un treball de Faltings-Jordan, i explicats en el seminari I'any
89/90). Tot acaba quadrant, car les filtracions en les estructures de Hodge-

Tate posen en evidéncia accions galoisianes de dimensié 1. [

El teorema segiient és un teorema d’elevacié del nivell (que passa de
ser Ny D a ser Ny Dq). Les formes automorfes involucrades provenen d'una
algebra dec quaternions indefinida. La demostracié utilitza ampliament cl

“lema d’Thara” anterior.

5.3. Teorema. Suposem que U C V1(N), per a un cert N > 4. Suposem

que (Ny, s) = 1. Suposem que £,q sén primers diferents que no divideizen
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Nys. Sigui m un ideal mazimal de TNV en el suport de SF(U). Suposem
que £ €m, i que m no és Eisenstein. Suposem, a més, que det U = 7* i que
2<k<L—2. 85

T2 - (¢+1)S, €m,

aleshores m' := m N TNUSD &g un ideal en el suport de SF(U)I~°P,

§6. La prova del teorema 1.1

Consisteix a aplicar, a una forma modular cuspidal nova de les de tota
la vida, successivament: la inversa de la correspondencia de JL, pujar-li
el nivell (en la part quaternionica), la correspondeéncia de JL. D’aquesta
manera, la forma cuspidal torna a ser una forma cuspidal de les de sempre.
En tot aix0, no hem de perdre cap primer dels ja pujats i hem de guanyar tots
els necessaris. (Recordem que aquestes filigranes sén prévies als teoremes

de descens del nivell, que sén cls veritablement dificils.)

Abans d’explicar la demostracié del teorema de Diamond-Taylor, cal

fer certes precisions a la correspondencia de JL.

6.1. Teorema. (Jacquet-Langlands) Sigui H una dlgebra de quaternions
definida sobre Q, de discriminant D. Notem que H*(AP>) ~ GL(2, AP>).

i) Es té un monomorfisme de H*(AP>)-moduls

@ r(P>=) @ r(Poe),

7r;7r°°€35 ™EES

La primera suma s’estén a totes les representacions automomorfes
tals que dimm > 1 ¢ moe >~ 0}, 0 b€ oy, segons que H sigui definida
o bé indefinida. La seqona suma ho fa a totes les representacions

automorfes tals que Ty >~ 0.

ii) Sit és un enter lliure de quadrats primer amb D, el monomorfisme

anterior indueiz un isomorfisme

S 1 Omp)) = 877

p|D



§ 6. La prova del teorema 1.1 211

El teorema segiient ja és molt proper a 'cnunciat a 'inici de Particle.

Es un teorema d’ascens del nivell realitzat a la part de GL(2).

6.2. Teorema. Suposem que N > 4, que k > 2, i que m és un ideal mazximal
de TN) | que no és d’Eisenstein, i que és del suport de Sp(Vi(N)). Suposem,
que la caracteristica residual £ de m no divideir N i que £ > k+ 1. Siguir

un enter lliure de quadrats, primer amb N£. Si
T2 — (q+1)%S, €m,

per a tot primer ¢ que divideiz v, aleshores Uideal mazimal m’ := m 0 TX")
es troba en el suport de Si(V1(N))" P,

DEMOSTRACIO. La demostracié funciona per induceié sobre el nombre de

primers que divideixen r.

Cas 1. Quan r és primer i kK = 2, ens diuen els autors que el teorema és
de Ribet. Quan k£ > 2, ens diuen que és de Diamond. De totes maneres, ja
hem dit que cal revisar fins a quin punt les demostracions inclouen tots cls

detalls quan les formes modulars tenen caracter.

Cas 2. Suposem que 7 no és primer, i sigui ¢ un primer que divideixi 7.
Sigui H l'algebra de quaternions sobre Q@ de discriminant r/g. Aleshores,
fent servir la hipotesi d’induccié i la correspondencia de JL per a ¢ = 1,

obtenim que ideal m N TM7/9) ég del suport de
Sk(Va (b)) /D= o SJT (VA (M)

Ara podem pujar el nivell, aplicant els teoremes corresponents en el cas
quaternionic definit, o bé indefinit, segons convingui. Si ho fem i tot seguit

apliquem JL per a + = ¢, obtenim que I'ideal m’ es troba en el suport de
SET(Vi(M))I=%P = S, (Vi (M)~
Finalment, basta fer servir la injecci6
Sk(Vi(M))" 7P = (I (M) N To(r)),

valida per a tot enter lliure de quadrats, i recordar que les formes propies de
la imatge d’aquesta aplicacié sén tals que la forma nova associada té nivell

divisible per r. [

Queda aixi provat el teorema 1.1 quan N > 4. Els casos N < 4

s’analitzen un per un. Finalment, cl teorema queda provat en tots cls casos.
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CapiToL 31

El teorema de Langlands

PiLAR BAYER SEssIO 1A. DEL DIA 30 D’ABRIL DE 1997

En aquest capitol, fem un esbés de la prova de la conjectura d’Artin per
a les representacions de Galois de tipus tetraédric. La prova és deguda a
Langlands. El fet que el grup alternat sobre quatre elements, A4, posseeixi
una representacié de dimensié tres, irreductible i induida per una repre-
sentacié de dimensi6 1 del seu subgrup de Klein, D3 o, és un punt clau en
la demostracié. La representacié en qiiestié s’obté en fer actuar A4 com
a grup de permutacions de les rectes que uneixen els punts intermedis de
les arestes oposades d’'un tetraedre regular. La representacio en qliestio és
induida per una qualsevol de les representacions de dimensi6é 1 no trivials

del subgrup Ds 5. Aquest subgrup estabilitza les rectes esmentades.

§1. Representacions de (Galois de tipus tetraedric

Abans de comencar, convé que recordem que el mateix Artin va demostrar
que la seva conjectura és certa per a totes les representacions de Galois de
tipus monomial (és a dir, induida per una representacié de dimensié 1 d’un
dels seus subgrups). El resultat es demostra conjuntament amb els teoremes

propis de la teoria de cossos de classes.

El grup alternat A, és un grup resoluble. S’inclou en una successi6
exacta

1—>D2_2—>A4—>03—>1,

on C5 és ¢l grup ciclic d’ordre 3,1 Dao, ¢l grup de Klein. El grup Cs opera

en Ds o per permutacio ciclica dels seus elements no trivials. L’accié té lloc
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per mitja d’automorfismes interns, que provenen dels clements de Ay.
Siguin F un cos de nombres i W ¢l seu grup de Weil. Considerem
una representacio

pr: Wrp — GL(2,C) - PGL(2,C)

d’imatge A4. Siguin F C E C L les extensions de F determinades per pp,

de manera que
Gal(E/F)=C5, Gal(L/F)= A4.

Denotem per pg la restriccié de pp al grup de Weil Wg. Disposem d’un

diagrama commutatiu

PEJ( PFJ :l
1 — D2_2 A4 03 — 1.

Com que la representacié pg té per imatge cl grup diedral, és mono-
mial; per tant, és induida per una representacié d'un subgrup d’index 2 de
We. Ateés que, en aquest cas, sabem que les conjectures de Langlands se
satisfan, la representacié pg es correspon amb una representacié automorfa
cuspidal 7{pg) dc GL(2,Ag).

Com que 'accié de C5 en Dg 5 és per automorfismes interns, tenim,

per a tot automorfisme ¢ € Cj,
TR =Tg.

Atesos els resultats del capitol 25 sobre canvis de base, existeix una repre-
sentacié cuspidal mp de GL(2,Ap) tal que mg prové de mp per canvi de
base. De fet, trobem tres representacions cuspidals amb aquesta propietat,
pero, siimposem que ¢l caracter central de mp sigui det pp, aleshores, només
n’hi ha una. Sigui, doncs, 7mp la representacié cuspidal que restringeix a 7 g,

de caracter det pp, obtinguda per mitja del canvi de base.

En el que segueix, ens caldra relacionar la representacié galoisiana pp
amb la representacié automorfa wz. El resultat més important d’aquesta

exposicié el proporciona el teorema segiient.
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1.1. Teorema. (Langlands) La representacid del grup de Weil pr, de
tipus As, satisfa la conjectura d’Artin. Es a dir, la seva funcid L(s,pF) és

entera.

DEMOSTRACIO. Sabem que la funcié L(s,7r) associada a la representaci6
automorfa cuspidal 7 és entera. Per tant, per provar el teorema és suficient

provar la igualtat:
(c1) L(s,pr) = L(s,mr), per a Re(s) prou gran.

Donada una plaga v de F, denotem per pg, la restriccié de pr al
grup dc Weil local Wg . Si introduim cls components locals de 7p, podem

escriure mp = Q@ng,. Per tant,

L{s,mp) = HL(S,ﬂ'Fﬂ), L(s,pr) = HL(S,PF,,)-

Podem obtenir la condici6 (c;) com a conseqiiéncia de la condicié:

(c2) Fn tota placa arquimediana v = v, 1 en quasi tota placa ultramétrica

v del cos F, se satisfan les igualtats

7(pF,) = TF,-

En la igualtat anterior, 7((—),) denota la correspondéncia de Lang-
lands local. Cal entendre que 7(pF,) existeix i és igual a la representacié

automorfa local que s’obté per canvi de basc.

Com que [F : F] = 3, tota plaga arquimediana dc¢ F descompon
completament a £. En general, si w és una plaga qualsevol de E tal que

w|v 1 v descompon completament, tenim que

E,=F, PE, = PF,» Tr(va) = 7T(pEw) =TE, = TF,»

amb la qual cosa, la ignaltat (cq) és cvident per a aquestes places.

Aixi, podem restringir-nos a les places v de F' que sén ultrametriques,
no ramificades a E, i que tampoc no descomponen completament en aquest
cos. Suposem, a més, que pg, és no ramificada. Sigui pg, la restriccié de
pr, al grup de Weil local Wi, . Es clar que pg, és no ramificada. Al mateix

temps, la representacié n(pg,) = g, és no ramificada. Ateés que 'extensié
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E,/F, és no ramificada, tenim que la representacié 7p, és no ramificada
(recordem que aquesta representacié s’obté per canvi de base).

Sigui pr, una representacié de dimensi6 2 de Wg, tal que

7(pr,) = TF,-
La seva existéncia resulta de la correspondencia local de Langlands.
Veiem que basta provar I'afirmacié segiient:
(c3) Siv és una placa de F que no descompon i és no ramificada per a pg

1 E, aleshores les representacions del grup de Weil local Wy,

PFys  Prys

s0n equivalents.

Notem que la primera d’aquestes representacions prové per restriccié
de la representacié galoisiana de sortida; en la construccié de la segona, hi
ha intervingut ¢l canvi de¢ basc i la correspondéncia local de Langlands.

Sigui

Ad: GL(2,C) - PGL(2,C) — GL(3,C)
I’homomorfisme definit per projeccié i pas a la matriu adjunta, respectiva-

ment. Un calcul senzill posa de manifest que, per provar {(c3), n’hi ha prou

de provar la condicié, en aparenca més debil:

(ca) Si v és una plaga de F que és no ramificada per a pr © per a E,

aleshores, les representacions de dimensid 3,

Ad(pFu )7 Ad(pm,)v

son equivalents.

Ara cal que passem a situacions conegudes de la filosofia de Langlands
global per a GL(3,C). La representacié Ad(pp) és una representacié de
dimensié 3, irreductible i monomial, del grup de Weil global Wg. La raé
d’aquest fet és l'csmentada a la introduccié: les tres rectes que tenim en
I'interior del tetraedre regular sén permutades per accié de A4. Per tant,

existeix una representacié 8 de Dy o, de dimensié 1, tal que

Ad(pr) = Indy5 (6).
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Per casos provats, per Jacquet i Piatetski-Shapiro, de la correspon-
dencia de Langlands global, a la representacié galoisiana Ad{(pr) li podem
associar una representacié automorfa cuspidal w(Ad(pr)) del grup adelic

GL(3,Ar). Ens caldra identificar aquesta representacié automorfa.
Hem reduit el teorema a la demostracié de I'afirmacié segiient:

(c5) Les representacions

7(Ad(pr)), Ad(nr)

s0n equivalents.

Per provar aquest fet, aplicarem cl criteri numeric de Jacquet-Shalika.

1.2. Lema. (Jacquet-Shalika) Siguin 71,72 dues representacions au-
tomorfes de GL(3,Ar). Aleshores, m =~ o si, i només si, la funcid
L(s,m1 X T3) té un pol en el punt s = 1. Aqui, 1 X T3 és la representacid
de GL(3,Ar) x GL(3, Ar) associada al producte tensorial.

En cl nostre cas, ens cal veure que la funcié L(s, Ad(np) x7(Ad(pr)))
té un pol a s = 1. De [et, n’hi ha prou de provar:

(c) Gairebé tots els factors locals de les funcions
L(s, Ad(mp) x T(Ad(pr))), L(s,m(Ad(pr)) x T(Ad(pF)))

s0n. iguals.

DEMOSTRACIO. Si v no descompon a E i és no ramificada per a E i per a pp,
els factors locals de les dues funcions L sén els associats a les representacions

complexes de dimensié 9 de Wr donades per

o~ o~

Ad(pr,) ® (Ad(pr,)) , Ad(pr,) ® (Ad(pF,))

Recordem que si U, respectivament V', sén representacions d’'un grup
G, respectivament d’un subgrup H, la férmula de reciprocitat de Frobenius
ens diu que
U ®Ind§ (V) ~ Ind§ (V @ Res$(U)).

Sabem que Ad(pr,) = Ind%; v (§). Recordem, tanmateix, que les ducs

representacions que volem comparar, prp, , py, tenen restriccions equivalents
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a Wg, . Per tant, en aplicar la férmula de Frobenius, obtenim que

o~ o~

Ad(pr,) ® (Adpr,) ~ Ad(pr,) ® Ad(pr,)

Veiem, doncs, que les dues representacions tenen els mateixos factors L. O

1.3. Questié. Per que les tres rectes de l'interior del tetraedre sén sufi-
cients per provar la conjectura d’Artin en els casos de les representacions de
tipus Ay, i cls cinc cubs que trobem a Uinterior del dodecaedre no ho sén
per provar la conjectura d’Artin en els casos de les representacions de tipus
Ax? Liltima fila de la taula de caracters del grup As correspon, també, a
una representacié de dimensié 5, induida per una representacié no trivial

de dimensié 1 de A4.
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El teorema de Tunnell

TERESA CRESPO SEsSIO 2A. DEL DIA 30 D’ABRIL DE 1997

Aquest capitol no ha estat redactat. El programa i la bibliografia reco-

manada sén els seglients:
El teorema de Tunnell

Prova de la conjectura d’Artin per a les representacions de dimensié 2 del

grup de Weil de Q, de tipus octaeédric.
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