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Introduccio

Aquestes notes contenen les exposicions sobre el tema: Problemes
d’immersié sobre cossos grans, del 98-99. SEMINARI DE TEORIA
DE NOMBRES (UB-UAB-UPC), 13¢. any, celebrat a Collbatd, del
24 al 28 de Gener de 1999.

L’objectiu d’aquest tema va ser fer-se carrcc de article de Flo-
rian Pop, Annals of Math. 144 (1996), on es prova que tot grup finit
es realitza com a grup de Galois sobre k(T"), on k és un cos gran.
Niria Vila va programar i coordinar les cinc exposicions segiients:

1. Geometria analitica rigida

Expositor: X. Xarles

2. 1/2 teorema d’existéncia de Riemann

Expositor: B. Plans

3. Algunes consideracions no-cstandard

Expositor: C. Infante

4. Realitzacions galoisianes sobre cossos grans

Expositor: M. Vela

5. Conjectura de Safarevi¢ semi-local

Expositor: N. Vila

Cada autor ha redactat i completat els continguts de la seva
exposicié que recollim en aquest volum de les Notes del Seminari de
Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC).

iii



Capitol 1

Breu introduccio a la
geometria analitica rigida

XAVIER XARLES

Introduccid

Objectiu

L’objectiu de la geometria rigida analitica és desenvolupar una “geo-
metria” sobre un cos complet respecte un valor absolut no arquimedia
de tal manera que:

1. Tota varietat algebraica V (o, més en general, tot esquema
localment de tipus finit) tingui una tinica varietat analitica V"
associada. A més, si V' és connexa (regular, reduida, separada,
etc.), la seva varietat analitica associada V" també és connexa
(regular, reduida, separada, etc.).

2. Donada la varietat analitica (A™)*", les funcions "regulars” si-
guin les series de potencies amb n variables i coeficients a K,
convergents a tot K™. A més, els “polidiscs” siguin oberts de

(An)an
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3. Donada una varietat projectiva V, les subvarietats analitiques
de V% siguin algebraiques (teorema de Chow), o, més en ge-
neral, tinguem un teorema GAGA (el mateix amb morfismes
finits).

Motivacid

La motivaci6 inicial (de J. Tate a 4) per a construir aquesta geometria
era la de donar un sentit geometric a ’afirmacié: donat ¢ € K* amb
lg| < 1, el grup K*/q* és el grup de K-racionals d'una corba elliptica
(amb reduccié multiplicativa split si el valor absolut de K és discret).
Fl resultat que un arriba és que la corba analitica rigida G,,/q% (que
sols té sentit en la geometria analitica) és isomorfa (analiticament) a
una corba elliptica.

La nostra motivacié serd: poder aplicar técniques de la geo-
metria analitica per a construir recobriments de Galois algebraics de
PL.

Problema

Posem-nos per comoditat al cas en que K = K. Aleshores Al hauria
de ser com a conjunt igual a K i podem considerar la topologia donada
pel valor absolut. Aleshores:

Problema 1 K és totalment disconnex. De fet dues boles obertes
B(a,r) = {z € K | |t —a| < r} o bé estan una dins de ’altra o bé
sén disjuntes.

Problema 2 Una funcié f de K hauria de ser analitica siinomés si ho
és en cada obert d’un recobriment de K. Pero tant les boles “obertes”
B(a,r) com les boles “tancades” B(a,r) sén obertes a K! Podem per
tant prendre el recobriment per oberts K = B(0,1)| |(K \ B(0,1)) i

considerar la funcié
[0 sifz|<1
f(x)“{ 1 silz|>1

que és localment analitica perd no globalment analitica (segons la
nostra definicié anterior).
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Idea naif

Seguim en el cas K = K. Direm obert admissible tant sols a la unié
disjunta de policilindres, o sigui d’oberts de la forma

(dits també oberts estandard), observant que la unié (no necessa-
riament disjunta) d’oberts admissibles no és (en general) admissible,
pero la interseccié finita si que ho és. Definim ara recobriment admis-
sible com un recobriment finit per oberts admissibles. Amb aquesta
definicié es pot provar que una funcié de K a K ¢s analitica (i.e. do-
nada per una serie de poténcies) si i només si és analitica localment
en cada obert d’un recobriment admissible.

Compte! Els oberts estandard sén base de la topologia de K.
Aix{ que el que volem és construir una mena de topologia on la unié
d’oberts no sigui necessariament un obert, pero on haguem de dir que
vol dir recobrir per oberts. Aixo és exactament el que fa el concepte
de topologia de Grothendieck.

El métode per a construir els espais analitics rigids és similar
al de la teoria d’esquemes: primer estudiarem les algebres de fun-
cions (anomenades afinoides), després els hi assignarem un conjunt
(varietats afinoides), després definirem obert (admissible) en aquest
conjunt i un feix d’anells estructural. Finalment els espais analitics
rigids seran els G-espais localment anellats tals que localment siguin
afinoides. Seguirem el metode explicat en el llibre 1.

1.1 Algebres afinoides

Comencem recordant la definicié de cos complet per un valor absolut
no arquimedia (o valor absolut ultrameétric).
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Definicié 1.1.1. Direm que un cos K té un valor absolut no arqui-
media si existeix una aplicacidé | | : K — R>q tal que

(a) |x| =0<=z=0.
(b) |zy| = |z| ly| per a tot x,y € K.

(c) |z +y| < max{|z|,|y|} per a tot x,y € K.

Direm que és complet respecte a | | si tota série de Cauchy a K és
convergent.

Exemples 1.1.2. Ezemples de cossos complets respecte a un valor

absolut son Qp,, C, := @p (la completacid de la clausura algebraica

de Q,),

oo
k() :={> ait'; NeZ, a; €k}
i>N
(el cos de séries de Laurent amb coeficients a un cos k qualsevol),
1 en general qualsevol cos de fraccions d’un anell de valoracié dis-
creta complet, les seves extensions finites i la completacio de la seva
clausura algebraica.

Per a la resta d’aquestes notes K sempre denotara un cos com-
plet respecte a un valor absolut no arquimedia.

Definicié 1.1.3. L’anell de séries estrictament convergents sobre K
amb n indeterminades (o dlgebra de Tate) és per definicié

T, = Ta(K) =K(X1,...,X,) =
{Z|1/|20 a/I/XV 5 Ay € K hm‘y‘_mo |aV| = 0}7

on hem fet servir la notaciéd X = (X1,...,Xp), v = (V1,...,Vp) €
ZV, vl =i+t 1 XY= X0 X

Observem que T, és el subanell de ’anell de series formals amb
coeficients a K format per les séries convergents a tota la bola unitat
B i={z € K" [z <1}, on [|(e1,. .., 20| := max{z}.

Definim, per a tot element f = > a, X" € T,, la seva norma
com a || f|| := max{a, }. Es una comprovacié immediata que ens déna
v

una norma no arquimediana a T, estenent el valor absolut de K.
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Propietats 1.1.4. (i) T, és una algebra de Banach (i.e. és com-
pleta).

(ii) T, és noetheria, factorial i Jacobson.

(iii) Tots els ideals de T, son tancats i tot homomorfisme de K-
algebres de T,, a T,, és continu.

Definirem ara el que seran els anells de funcions de les varietats
afinoides.

Definicié 1.1.5. Una K-dalgebra de Banach s’anomena afinoide si
existeiz un n € N i un epimorfisme de K-dlgebres (continu)
S : T, — A. En altres paraules, les K-dlgebres afinoides son els
quocients de T,, respecte a un ideal (tancat).

Propietats 1.1.6. (i) Tota K-dlgebra afinoide és noetheriana i
Jacobson.

(ii) Tot ideal d’una K -dalgebra afinoide és tancat i el seu quocient és
una K-dalgebra afinoide.

(iii) La suma directa de K-algebres afinoides és una K-algebra afi-
noide.

(iv) Si A i B son K-algebres afinoides, aleshores el completat del
producte tensorial, AQx B, també ho és.

Exemples 1.1.7. Sigui A una K-adlgebra afinoide.
(1) A(X) i A(X, XY son K-dlgebres afinoides per a X una inde-

terminada.

(2) Si denotem per f = (fi,.--,fm) 9= (91,---,9n) ON fi 1 g; son
elements de K, aleshores

és una K-algebra afinoide.

(8) Si tenim que fi,..., fm i g generen lideal total de A (i.e. no
tenen zeros en comi), aleshores

A<%,-..,f?m> = A(X1, ., X0 (9X1 = fi,o 09X — fn)

és una K-algebra afinoide.
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1.2 Varietats afinoides

De la mateixa manera que les varietats afins (classiques) sén, com
a conjunts, els espectres primers de les K-algebres de tipus finit, les
varietats afinoides sén com a conjunts els espectres maximals de les
K-algebres afinoides.

Podem comencar observant que si el cos K és algebraicament
tancat aleshores l’espectre maximal de T, esta en correspondencia
bijectiva de manera natural amb els punts de la bola unitat B™, i per
tant podem considerar T,, com a funcions de B™. Aquest resultat és
degut a un “teorema dels zeros de Hilbert” que en el nostre context
es dedueix del fet que T,, és Jacobson.

En general podem considerar T,, com a funcions sobre Max(T,,)
(que és isomorfa al quocient de B"(K) respecte a I’accié del grup de
Galois absolut de K) amb valors a K, definint, per a tot ideal maxi-
mal m i tota [ € T, f(m) com la imatge de [ en T,,/m, que és una

extensié algebraica finita de K.

Donada una algebra afinoide A denotarem per Sp(A) el seu
espectre maximal. Entendrem que nn morfisme entre Sp(A) i Sp(A4’)
és sempre el morfisme induit per un morfisme de K-algebres de A’ a
A (esta ben definit doncs A i A’ sén Jacobson!).

El segiient pas és definir queé entendrem per obert a Sp(A). Una
opcié que podem prendre és definir obert com a obert Zariski; perd
és clar que aquesta opcid no és la que ens interessa, doncs per a la
bola unitat de dimensié 1 sols obtindriem els complementaris dels
conjunts finits. La segona opcid ¢és definir-los via una certa propietat
universal.

Definicié 1.2.1. Un subdomini (o subconjunt) afinoide de Sp(A) és
el subconjunt imatge d’un morfisme injectiu ¢ : Sp(A’) — Sp(A) tal
que wverifica:  per a tota adlgebra afinoide ¢ tot morfisme
¥ : Sp(B) — Sp(A) amb imatge dins de l'imatge de ¢, existeix un
inic morfisme v’ : Sp(B) — Sp(4’) tal que ¢ = o)/,

¢
Sp(4’) < Sp(4)
N Y

At Sp(B).
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Exercici 1.2.2. Comproveu que l'andleg en la teoria d’esquemes a-
fins de la propietat universal de la definicio anterior ens caracteritza
els oberts afins d’un esquema aft.

Exemple 1.2.3. Sigui X = Sp(A) una varietal afinoide, i consi-

derem funcions g, f1,..., fn € A sense zeros comuns, i.e. generant
lideal total. Anomenarem
S f1 [ .
xhy=x( L, Iy s e x s 1@ <lg@) L i=1,. 0]
g g g
Els subconjunts de X d’aquesta forma els anomenarem dominis racio-
nals. Aleshores X (5) és la imatge del morfisme natural

Sp(A(L)) = Sp(A).

Exercici 1.2.4. Definiu els dominis de Laurent X (f,g~!) d’una ma-
nera analoga als dominis racionals i comproveu que son la imatge del
morfisme natural de SpA(f,g™') a SpA, i que verifiquen la propietat
universal. Finalment proveu que els dominis de Laurent sén dominis
racionals.

Propietats 1.2.5. (i) La interseccié de dos subdominis afinoides
(racionals) és un subdomini afinoide (racional), donat per

Sp(Bl) N Sp(BQ) = Sp(Bl@ABQ) s
Sp(B1) < Sp(4) <= Sp(By).

(ii) La unid disjunta de dos subdominis afinoides (racionals) és un
subdomini afinoide (racional), donat per Sp(Bi) Ll Sp(Bz) =
Sp(B1 @ By).

(i11) Si Sp(A”) — Sp(A’) i Sp(A’) — Sp(A) sén subdominis afinoi-
des (racionals), aleshores Sp(A") — Sp(A) donat per la com-
posicid també ho €s.

(iv) L’antiimatge d’un subdomini afinoide (racional) per un mor-
Jisme de varietats afinoides és un subdomini afinoide (racional).

De fet els subdominis racionals sén a la practica els subconjunts
afinoides que hem de considerar: tots els dominis afinoides sén unié
finita de dominis racionals (compte que no és cert que la unié finita
de racionals sigui sempre afinoide!).

Per acabar podem veure com a exemple el cas de la bola unitat:
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Exemple 1.2.6. Tot subconjunt afinoide de B és unid disjunta de
subconjunts de la forma

Bla, r)\(mB(ai,ri)):IB%l <XT_ a (X;C“)l e (X;la”yl) .

i=1

Com ja hem vist no és cert en general que la unié de subconjunts
afinoides (ni tant sols si és finita) és afinoide. El nostre objectiu
és definir una “topologia” on aquests siguin els oberts. Per aixo
necessitem el concepte de topologia de Grothendieck.

1.3 G-espais topologics

Definicié 1.3.1. Una topologia de Grothendieck (o G-topologia) en
un conjunt X consisteix a donar

(a) Un familia S de subconjunts de X, anomenats oberts admissibles.

(b) Per a cada U € S, un conjunt de recobriments Cov(U) de U per
elements de S anomenats recobriments admissibles (i.e.
U = (U;) € Cou(U) ha de satisfer que tots els U; sén de S i
que JU; =TU).

Aquestes dades han de satisfer que

(i) UVeS=UNVeS.
(ii) U e S = {U} € Cov(U).
(iis) Si U € Cov(U) i U,V € § ambV C U, aleshores U NV €
Cou(V).
(iv) Sil; € Cov(U;) i (U;) € Cov(U), aleshores | JU; € Cov(U).
He posat aqui sols la definici6 de topologia de Grothendieck on
els oberts sén subconjunts de X. Existeix una definicié molt més

general que no usarem pero que la majoria ja en coneixeu exemples
(la topologia étale, la topologia fpqc, etc.. sobre un esquema).

El concepte de topologia de Grothendieck csta perfectament
ajustat a poder definir que és un feix F; un functor que assigna a
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cada obert admissible un grup (anell, etc...) i que verifica una certa
propietat respecte els recobriments: Per a tot obert admissible U i
tot recobriment admissible {U;} de U el diagrama

FU) = [[Fw) = [ FUnyy)

2%
és exacte, on les fletxes sén les induides per les restriccions.

Direm ara que una parella (X,Ox), on X es un conjunt amb
una topologia de Grothendieck 1 Ox és un feix d’anells sobre X, és
un G-espai localment anellat si, per a tot z € X, 'anell

OX,:B = 1<£n O(X)v
U

on U recorre els oberts admissibles que contenen a z, és un anell local.
Definim la categoria de G-espais localment anellats com la categoria
per a la qual els morfismes sén parelles (¢, ) : (X,0x) — (Y,Oy),
on ¢ : X — Y és un morfisme continu de G-espais topologics i
¥ Oy = ¢.Ox és un morfisme de feixos d’anells sobre Y tal que el
morfisme induit

(L OY,f(x) — OX,:J:

és un morfisme local (i.e. envia I'ideal maximal a I'ideal maximal)
per a tot z € X. Recordem que el feix ¢,Ox &és el que envia a tot V
obert admissible de Y I’anell Ox(¢~(V)).

Donada una algebra afinoide A, definim ara la seglient G-
topologia a X = Sp(A): els oberts admissibles sén els subconjunts
afinoides; els recobriments admissibles sén els recobriments finits
formats per subconjunts afinoides. Aquesta topologia I'anomenarem
topologia debil de X. Una altra opcid, que és la seguida en el llibre 2,
és definir la topologia débil amb dominis racionals enlloc de dominis
afinoides; les topologies obtingudes sén perd equivalents.

Finalment, definim el pre-feix Ox com el que assigna a cada
obert afinoide Sp(A’) < Sp(A) I'algebra A'.

Teorema 1.3.2. (d’aciclicitat de Tate) Ox és un feiz.

Tenim aleshores
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Proposicié 1.3.3. Donada una k-algebra aofinoide A, la parella
(X = Sp(4), Ox) és un G-espai localment anellat. El functor que
assigna a cada k-algebra afinoide aquest G-espai localment anellat és
plenament fidel.

De fet la topologia debil que hem introduit no és “prou bona”
doncs no es comporta bé respecte recobriments: sabent la G-topologia
de cada obert d’un recobriment admissible no determinem la G-
topologia de ’espai total. Per a obtenir la G-topologia forta que
és a la practica la que utilitzarem necessitem engrandir lleugerament
la nostra G-topologia.

Direm que una G-topologia es comporta bé respecte els reco-
briments si verifica:

(GO) @1 X sén oberts admissibles de X.

(G1) Si V és un subconjunt d’un obert admissible U tal que existeix
un recobriment per oberts admissibles {U;} de U que verifiquen
que V NU; és admissible per a tot 7, aleshores V' és admissible.

(G2) Si {U;} és un recobriment d’un obert admissible U tal que tots
els U; s6n admissibles i hi ha un refinament admissible de {U;},
aleshores {U;} és admissible.

Aquestes condicions sén necessaries per assegurar que la G-
topologia en X ve determinada per la G-topologia d’un recobriment
admissible de X. Per aconseguir que la G-topologia de les varietats
afinoides verifiqui les condicions (G1) i (G2) utilitzem un procedi-
ment per “engrandir” G-topologies que ens déna una G-topologia
determinada per la debil i que anomenarem la G-topologia forta (o
G-topologia) de les varietats afinoides. Aquesta G-topologia és més
fina que la topologia debil, té com a base d’oberts els subdominis
afinoides i tots els seus recobriments admeten un refinament per re-
cobriments finits de subdominis afinoides. A més el feix Ox per a
la topologia debil cstén de manera unica a un feix per a la topologia
forta, que denotarem igualment per Ox. A més verifica:

Lema 1.3.4. (i) Sigui X una varietat afinoide. Aleshores tota
unid finita de subdominis afinoides és un obert admissible (per
a la G-lopologia forta), i tot recobriment finil per a subdominis
afinoides d’un subconjunt d’aquest tipus és admissible.
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(i) Per a tot element f € A, és admissible tota unié finita d’oberts
del tipus {x € X ; |f(z)| < 1}, {z € X ; [f(z)| > 1},
{reX; [f(z)] >0}

Com a conseqiiéncia podem veure que tot obert Zariski és un
obert admissible per a la G-topologia, i que tot recobriment per oberts
Zariski ¢s un recobriment admissible (recordem que les algebres afi-
noides sén noetherianes).

Ara, amb aquesta G-topologia s’ha d’anar molt en compte: per
exemple, si X = B!, les boles obertes i tancades i els seus comple-
mentaris sén oberts admissibles, pero no és cert que el recobriment
format per una bola oberta i el seu complementari sigui admissible.

Observem que amb aquesta topologia ja hem solucionat els dos
problemes mencionats al principi: els nostres espais ja no sén total-
ment disconexos: de fet tenim que una varietat afinoide és connexa
(respecte a la G-topologia) si ho és respecte a la topologia de Zariski.
I el teorema d’aciclicitat de Tate ens resol el problema, 2.

1.4 Varietats analitiques rigides

Podem ara imitar el que es fa amb la teoria d’esquemes definint una
varietat analitica rigida com un espai topologic (de Grothendieck)
localment anellat tal que localment és unié de varietats afinoides.

Definicié 1.4.1. Una varietat analiticarigida sobre K és un G-espai
localment anellat (X,Ox) sobre K tal que:

(1) La G-topologia de X wverifica (G0), (G1) i (G2).

(1) X admet un recobriment admissible {U;} tal que (U;, Oxy,) €és
una varietat afinoide per a tota 1.

Usant aquesta definicié tenim per exemple que podem construir
K-varietats analitiques enganxant varietats afinoides mitjan¢ant in-
terseccions prescrites (com en el cas dels esquemes), 1 podem definir
els morfismes analitics localment.

Proposicié 1.4.2. Donades X; varietats analitiques juntament amb
subvarietats obertes X;; C X; ¢ isomorfismes ¢;; + X5 ~ Xj;, verifi-
cant que
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(Z) Vij O Yy = Zd, Xi=X;1 PYii = id.

(it) El morfisme @;; indueiz morfismes g5 Xy N Xy = X5 N Xy
tal que piji = iji © Y-

existeiz una unica varietat analitica (fora d’isomorfisme) construida
enganzant les varietats X; via la idenlificacio de X;; amb Xj;.

Observem que la unicitat és deguda al fet que les nostres va-
rietats verifiquen (GO), (G1) i (G2) (aquest és el motiu principal pel
qual hem hagut d’“engrandir” la nostra topologia debil).

També tenim productes fibrats, feixos coherents, immersions
tancades, morfismes finits, morfismes separats, morfismes propis, etc.

Exemple 1.4.3. L’espal afi A™. La idea per “construir” l'espai afi
com a varietat afinoide és recobrir-lo per boles tancades centrades
en el zero amb radi creivent. Prenem m € K amb wvalor absolut
¢ = |m| > 1 i considerem A; la k-algebra de les séries convergents
en la bola de radi ¢ i centre 0 a K", i.e.

A= K{n ™ Xy,...,n'X,,)

Tenim una inclusio natural de Ajy1 dins A; que ens idenlifica Sp(A;)
com a subdomini afinoide de Sp(A;+1). Fem servir aquestes inclu-
stons per “enganzar” les varietats afinoides Sp(A;) ¢ lespai analitic
obtingut 'anomenarem (A™)*, o A" quan quedi clar que ens estem
referint a Uespai afi com a espai analitic.

Exemple 1.4.4. I’espaiprojectiu P". La idea és recobrir-lo per n+1
copies de la bola unitat B". Prenem

L 9
Koo (k(@)).

considerant (;/(; com a indeterminades si j # i i com al sij =1i.
Ara, per a tota i i j definim X;; com el subdomini racional de X; que
“inverteizr” (; /i, o sigui

v (@)

Idenlifiquemn X;; amb X;; a través de lisomorfisme natural, i engan-
xem les varietats X; mitjancant aquestes identificacions.
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Exemple 1.4.5. Els tors analitics. Sigui ¢ € K*, 0 < |q] < 1, 4
considerem el G-espai topologic quocient G2 /g%, on G el prenem
com. la subvarietat oberta Zariski de Al obtinguda traient-ne Uorigen,
i on ¢% denota el subgrup de K* generat per q i actuant a G, per
“multiplicacié”. Si considerem els subdominis racionals de B donats
per

Xii={oeB | ld <ol <lalt}, Xoi= {2 e B! | Jol* <lal <1},

podem veure facilment que el morfisme quocient ens els identifica amb
un recobriment per oberts admissibles de (G}‘f,?/qZ que son varietats afi-
notdes, i per tant ens el doten d’una estructura de varietat analitica.
Aquesta varietat és de fet 'analificacié d’una corba elliptica, la corba
de Tate. Nota historica: Uarticle original de Tate on es desenvolupa
Uanalisi rigida tenia com a objectiu donar un sentit “geométric” a

Gm/qz.

Utilitzant la mateixa idea que en el primer exemple podem
definir una estructura de varietat analftica a qualsevol varietat afi
(o en general tot K-esquema aff de tipus finit, i.e. I'espectre d’una
K-algebra finitament generada). Utilitzant després que els oberts
Zariski sén oberts admissibles per la G-topologia analitica podem
construir tota varietat algebraica ( o en general tot K-esquema local-
ment de tipus finit) com a varietat analitica recobrint-la per varietats
afins. Es pot veure facilment reduint-nos al cas de 'espai afi que
tot morfisme com a esquemes ens déna un morfisme com a varietats
analitiques. Aixi tenim que

Teorema 1.4.6. La correspondéncia X ~» X" descrita a dalt ens
dona un funclor

K- localment , oy L

esquemes jocanment 4 ., {K -varielals analitiques rigides} .
de tipus finit

A més és verifica que si un esquema localment de tipus finil és connex

(regular, reduit, separat, etc.), la seva analificacié és també connezxa

(reqular, reduida, separada, etc.).

Finalment, tenim també un teorema GAGA com en el cas de
la relacié entre varietats analitiques sobre C i varietats algebraiques.
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Teorema 1.4.7. (i) Sigui X wuna wvarietat projectiva 1 sigui
[ Z = X% un morfisme finit entre dues varietats analftiques.
Aleshores existeir una varietat projectiva Y 1 un morfisme finit
g:Y = X de manera que Y 2 7 ¢ g*" = f,

(ii) Siguin X 1Y dues varietats projectives i sigui f : X" — Yo"
un morfisme com a varietats analitiques. Aleshores existeiz un
morfisme d’esquemes g : X —'Y tal que g*" = f.

La demostracié d’aquest teorema (vegeu 3) ¢és analoga a la de-
mostracié del teorema GAGA donada per Serre. De fet també es certa
la versié de Grothendieck utilitzant esquemes propis enlloc d’esque-
mes projectius.

Com a consequencia tenim el teorema de Chow.

Corol.lari 1.4.8. Sigui X una varietal projectiva i sigui V. un sub-
conjunt analitic de X, i.e. el subconjunt format localment pels zeros

d’un ideal. Aleshores V' és Uanalificacié d’un subesquema tancat de
X.

Finalment mencionarem que hi ha una relacié molt estreta
(observada per primer cop per Raynaud) entre la geometria rigida
analitica i la geometria formal sobre ’anell de valoracié del cos K.
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Capitol 2

1/2 Teorema d’existéncia
de Riemann amb accio de
Galois

BERNAT PLANS

2.1 Introduccid

Convenim que tots els cossos que considerarem estan continguts en
un cos universal ) algebraicament tancat.

Donat un cos x i un conjunt tancat finit S C P:, notem U := PL\S
i U := U x, % Considerem una funcié racional ¢t € x(PL) tal que
k(PL) = k(t) i S no talla el pol de t. Mitjangant ¢, identificarem
PL(M) amb M U {cc}, per a qualsevol M C Q.

Es té una successié exacta
150 -0 %G, =1

on el grup fonamental IT;(U) es pot definir com Gal(k(U)®|k(U)),
amb x(U)% la maxima cxtensié de x(U) = #(t) no ramificada fora

de S (analogament IT; (U)). A més, es tracta d'una successié exacta

17
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split, donat que U(k) # @ (qualsevol sy € U(k) defineix una inclusié
x(U)* € &B((t — sg)), donant lloc a una seccié G, — I, (U) de py).

Quan k = C, el Teorema d’cxistencia de Riemann ens diu que el
grup fonamental algebraic II;(U) és isomorf a la complecié profinita
del grup fonamental topologic HtIOp (U). Concretament, es té:

Si S ={s1,...,8ns}, aleshores IT{ (U) és isomorf a

<GlyeovsOng s 91+ -Gng =1 >,

grup profinit lliure en ng — 1 generadors.

A més, podem triar aquest isomorfisme de manera que g; sigui ele-
ment d’incrcia en s;.

En canvi, lestructura de II; (U) és desconeguda. En general, no es
coneix tampoc Pestructura de IT; (U) relativa a la de Gy: sabem que

II; (U) és un producte semidirecte de II;(U) i G, perd no sabem
construir una seccié de py que ens permeti descriure ’accié.

Ens agradaria trobar quocients ” interessants” II; (U) — II que

donessin lloc a quocients

1 - IO - IHU) — G. — 1

4 b |
1 — II - G.xII - G, — 1

de manera que sabéssim descriure l'accié de G, en II (i, per tant,

coneguéssim l’estructura del quocient G, x II de ITy (U) en termes de
G, ill).

El nostre objectiu és demostrar un resultat de Pop ([Popl]) en
aquest sentit, sota certes hipotesis sobre x (i sobre 5).

2.2 Enunciat del resultat

Conservem els convenis 1 notacions de la Introduccié.

Sigui k£ un cos complet respecte una valoracié v de rang 1 (v també
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denotara la valoraci6 de g) tal que car(k) = car(kv), on kv és el cos
residual de v.

Conservarem aquestes hipotesis fins al final.

Comentari 2.2.1.

i) Per definicié, que v sigui de rang 1 vol dir que el grup de valors
v(k*) satisfa el postulat d’Arquimedes; aquesta condici6 equival
a que v(k*) s’'identifiqui amb un subgrup de (R, +). Aixi, podem
pensar que Kk és un cos complet respecte un valor absclut no
arquimedia.

ii) Fl resultat que volem demostrar és cert també per a cossos més
generals. Per exemple, del cas complet es pot deduir el resultat
per a x henselia respecte v, usant le teoria d’especialitzacié de
Grothendieck. Tampoc cal suposar que estem en el cas d’igual
caracteristica, pero en aquesta situacié el resultat es simplifica
lleugerament. Les nostres hipotesis inclouen la situacié en la
qual volem aplicar el resultat ([Pop2]).

Definicié 2.2.2. Direm que un conjunt tancat finit S C P és -
ajustat en parells si els punts de S es poden distribuir en n parells

pi = (zi,y;) tals que:
{G,{ permuta els p; (conservant l'ordre dins de cada parell)
v(x; —yi) >v(w —xjy), Vj#1i

En particular, S és un conjunt de cardinal parell 2n.

El resultat que volem demostrar és:

Teorema 2.2.3. (1/2 Teorema d’existéncia de Riemann amb accid
de Galois)

Si k €s un cos complel respecte una valoracié v de rang 1 4
S C PL és un conjunt tancat finit v-ajustat en parells, aleshores:

la successio exacta

1=>ILU) = (Us) - G — 1
admet de forma canonica el quocient

15N> G. xII—>G,—1



20 Bernat Plans

onT =< Ggp,-.. ,Gp, > €5 €l grup profinit lliure en n elements i el
producte semidirecte correspon a l'accié de G en T definida per:

(gp;)o = (ga_1pi)X(‘771), amb x : G, — 7* el caricter ci-
clotomic.

A més, gp, €s un element d’inércia en x; 1 y;, Vi.

Per a demostrar el Teorema realitzarem els processos segiients,
controlant la ramificacié i 'accié de GG, en cadascun d’ells:

e construccié de recobriments ciclics convenients de }P’}\, per a Ak
normal {inita prou gran (teories de Kummer i Artin-Schreier)

e per a cada m € Z~p i per a cada quocient finit (prou gran)
C de TI(™ =< Ip1s-++19pn 3 9p, " = 1 >, construccié d’un C-
recobriment de P}, per a A|x normal finita prou gran (enganxant
recobriments ciclics rigids i usant GAGA rigid)

e passos al limit primer respecte C' (amb m fixat) i després res-
pecte m (functorialitat dels processos anteriors)

Comentari 2.2.4. Usant les mateixes eines que Pop i controlant els
cossos de definicié dels recobriments, Liu ja havia demostrat ([Liu]):

si k és cos complet respecte un valor absolut no arqui-
media, aleshores tot grup finit G és quocient x-racional
de m((U), per algun S convenient; és a dir, la successié
exacta

1->T{U)-I{U)—>G. =1
admet un quocient
1-G—=-GxG,—>G,—>1
Equivalentment, tot grup finit G és isomorf al grup de

Galois d'una extensié regular de x(t).

Aquest resultat ja havia estat demostrat per Harbater ([Ha]) usant
geometria formal; essencialment, Liu interpreta la demostracié de
Harbater en termes de geometria analitica rigida.
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2.3 Construccio de recobriments ciclics

Conservem les hipotesis 1 notacions de ’apartat anterior.

En tot 'apartat (i en el segiient), suposarem m € Z-q fixat.

Per a simplificar, suposarem també car(x) = 0.

Obs.: en el cas de caracteristica positiva, a més de la
teoria de Kummer, caldria usar la teoria d’Artin-Schreier.

Sigui A|x una extensié de Galois finita per a la qual § C PL()) i
tm C A
K = k(1)
Notem < L := A(t)
G = Gal(\|k) = Gal(L|K)

Comentari 2.3.1. (Teoria de Kummer)
Es té un isomorfisme canonic de G-moduls:

§: L*/m(—1) S Xn(Gp) := Hom(Gr,Z/mZ)

Recordem que, si A és un G-modul de m-torsid, definim

Ar) = Ao puer sir >0
' A@ Hom(ul", Z/mZ), sit <0

entenent que G actua en u,, pel caracter ciclotomic.
Com a grups abelians A i A(r) sén isomorfs perd, fixat un isomor-
fisme, 'accié de G, en A(r) correspon a l’accié en A multiplicada per
la r-eéssima poteéncia del caracter ciclotomic.

Per a cada ¢ € {1,...,n}, considerem l’extensi6 ciclica L;|L
definida per x; := 5(%) i notem G; := Gal(L;|L).

Per definicié, G; = Z/mZ.
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Proposicié 2.3.2.

a) Yi, Uextensio Li|L és reqular sobre X (i.e. AN L; = X), ramifi-

b)

cada només en x; ©y; t totalment ramificada.
Notant Ly := [[, L, es té un isomorfisme canonic Gal(Lo|L) =
IL; Gi. A més, Lo|K és de Galois i, per tant, es té una successio

exacta canonica

1 = Gal(Ly|L) = Gal(Ly|K) - G =1

La successid exacta de b) defineiz (per conjugacid a Gal(Lg|K))
una Unica accio de G en Gal(Lo|L) = [, G;.

A més, existeizen generadors g,, de G; de manera que aquesta
accié ve donada per:

(gpi)o = (Qa—lpi)X(oil), on x : G — (Z/mZ)* és el cardacter
ciclotomic.

DEMOSTRACIO.

L’afirmacié sobre la ramificacié és conseqgeéncia directa de les
definicions. El fet que L;|L sigui totalment ramificada en x;
ens diu que L;|\ és regular.

Per a), les extensions {L;|L}; tenen ramificacié disjunta i Lg|L
no admet subextensions no ramificades (donat que Lg|\ és re-
gular). Per tant, Gal(Lo|L) =[], G;.

D’altra banda, S v-ajustat = Gk permuta els cossos {L;}; =
Lo|K de Galois.
La primera afirmacié és clara, per ser Gal(Lg|L) abelia.

De la teoria de Kummer deduim un isomorfisme canonic de
G-moduls

X (Gal(Lo|L)) =< X1, s Xn >= @, (p:iZ/m(—1))

on G actua en els {p; }; per op; := (o(x;),0(yi))-

Per tant, tenim un isomorfisme de G-moduls

Gal(Lo|L) = Xm (D, piZ/m(-1)).

Només cal agafar, per a cada ¢, gp, corresponent al caracter tal
que p; — d;;. O
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2.4 Enganxant recobriments ciclics
convenientment

Conservem les hipotesis i notacions dels apartats anteriors; en par-
ticular, recordem que hem fixat m € Zsg. Convenim, pero, que el
cos A no esta fixat; admetrem qualsevol cos satisfent les hipotesis de
Papartat anterior. Analitic sempre voldra dir rigid analitic.

Per a ¢ € {0,...,n}, sigui ¢; : X; — ]P’}\ la normalitzacié de ]P’}\
en L;|L.

Comentari 2.4.1. Per la proposicié anterior, X; és geometricament
integre (equival a L;|A regular) i tenim un isomorfisme candnic
Autpy (X;) =2 G{P; aixi, via el functor d’analitificacié, G;¥ és de ma-
nera canonica un grup de A-automorfismes analitics de X . Per a
simplificar les notacions, no distingirem entre un grup i el seu oposat;
decidim si es tracta d’un o de Paltre segons el context (és a dir, segons
els objectes sobre els quals actua).

Donat v := (71,... ,7m) € (v(\))", considerem el recobriment
admissible [ [, = {U}U{U;}; de (P1)®™ definit per:

U; : disc tancat de centre x; i radi ~;
U = (P1)*™\(U;UP), on UY és el disc obert corresponent

oU; =UnNU;
Notem { V; := ¢; ' (U;)
V; .= ¢7H(AU).

Proposicié 2.4.2. (ezxisténcia de recobriment admissible convenient)

Per a A\ prou gran, existeix v tal que H7 satisfa:

a) Els oberts U; son disjunts dos a dos, U; és inic obert del re-
cobriment on ¢ ramifica 1 V; és (obert admissible de X&)
connex i G;-invariant.

b) ¢7HPI\U?) és obert admissible Gy-invariant de X, A més,
és isomorf (com a A-espai analitic) a G; x (PA\U?), unié dis-
junta de m = 4§(G;) copies de PX\U?, amb Uaccid: gi(gl,(.)) =

(9igi» ()
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c)

d)
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El recobriment H7 és invariant per G, com a grup de k-auto-

morfismes analitics de (P)*". De fet, G permuta els {U;}; i
deiza invariant U.

FEzisteix una seccié ag : G — Gal(Lo|K) de la projeccié cano-
nica Gal(Lo|K) — G tal que, per a cada i:

3 0Vi. component conneza de 9V; invariant per Staby, () (L;).

DEMOSTRACIO.
Es clar que, per a \ prou gran, existeix v € (v(\))™ tal que:
Vi, wv(z,—yi) >y >v(z—xy),slj#i.

Redefinim v de manera que ; = y;, sempre que p; i p; siguin

(/x-conjugats.

a)

Que V; sigui connex és conseqiencia del fet que x; € U; és
totalment ramificat per ¢; 1 de la Gj-invariancia de V; (per tant,
¢; (x;) pertany a totes les components connexes de V;).

Sigui ¢; € A tal que v(c;) = ;.

Sl t—zi\—1 (t=ys _ Y (=% \—
Com a serie en (7)™, (t_—gi)l/m = (1 + =2(5H) 1y1/m
pertany a l'algebra de Tate de P\U? (per hipotesi sobre «;).
Tenint en compte que A conté les arrels m-essimes de la unitat,

obtenim l’isomorfisme desitjat.

Per ser S v-ajustat, G permuta els {x;};. Tal com hem agafat
v, és clar que G permuta els {U;};.

Sigui P la plaga k-racional de K corresponent al divisor de pols
de t i sigui P una plaga de K sobre P. Es té una successié
exacta split

1= I(P|P) = DPP) 2 ¢ = 1.

Si aep és una seccié de Ip 11 és la projeccié Gx — Gal(Lg| K),
aleshores Iy o ap defineix una seccié ag de Gal(Lo|K) — G
(sempre que A sigui prou gran).

Sigui H; := aal(Stabao(G)(Li)) i) = A, Com a grup de

Ai-automorfismes analitics de X, H; permuta les components
connexes de ¢; H(PI\U?).
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Aquesta accid es pot llegir en 'accié de H; en les solucions de
T™ = u,;. Pel Lema de Hensel, aquesta equacié té solucions a
Ai[[1/]] i, per tant, alguna de les components connexes ha de
ser H;-invariant. Fn particular, obtenim el resultat desitjat.

|

Comentari 2.4.3. Per Papartat b) de la Proposicié 2.4.2, 9V; és
obert admissible de X" (i de V;) Gj-invariant i isomorf a G; x 9U;.
A més, aquest isomorfisme defineix un recobriment admissible i G-
invariant de 9V}, on els oberts sén les components connexes de dV;
(totes elles isomorfes a 9U;).

Triant convenientment els {0V;.}; de l'apartat d) i notant
OVy, = 9:(0Vi¢), Pacci6 de G (via ag) en {9V;}; satisfa:

(V) = OVey,, Yo € G.

Teorema 2.4.4. ("enganzant”)

Sigui TIM) =< Gprs--- 1 9ps Gp, = 1 > el producte profinit
lliure dels {Gi}; 1 suposem X com a la Proposicid 2.4.2.
Si ™ B ¢ és un quocient finit tal que la projeccid candnica
™) = T, G; factoritza per ¢, aleshores:

existeir Lo|L extensio de Galois tal que:

a) Gal(Lo|L) 2 C i Lo|A és regular.
b) Lc|K és de Galois i la successio ezacta
1 = Gal(L¢|L) = Gal(L¢|K) - G = 1
€s canonicament isomorfa a
1-C—-6GxC—>G—=1

on el producte semidirecte correspon a laccid de G en C deter-
minada per l'accié en {G;}; de la proposicid 2.5.2.



26 Bernat Plans

DEMOSTRACIO.
La seccié canonica de la projeccié TT™ — G; determina una seccié

GiiCiCCdeI%Ci%C%Gi—)L
Aquesta seccid defineix una accié de C; en qualsevol G;-objecte.

Tenim una C-accioé en els A-espais analitics:

{U =CxU: kg ()= (hg, ()
Vi=[1(Ci x Vi) = h(hi, (1)) = (R}, gi(.))
C; tals que hh; = hlg].

amb h; e (, gg S

Definim Y*" com el A-espai analitic resultant d’enganxar U iV
per identificacié (via ¢;) de {h;} x OVy, amb {h;g;} x oU;.

Fet : Y% ¢s connex.

Enganxant de manera natural els morfismes analitics

{u idy U
TR § 7

an
obtenim nn recobriment analftic connex Yo 225 (P1)om.

Com que I'enganxament és compatible amb ’accié de C', tenim
un isomorfisme canonic C = Aut(]p%\)an (Yem).

Per GAGA, ¢%" és Tanalitificacié d’un recobriment de Ga-
lois Y i) }P’}\ de grup C, amb Y geometricament integre (per ser
Yo (X) # 0).

Sigui Le := A(Y)|L Vextensi6 de cossos de funcions correspo-
nent a ¢.

L’apartat a) és clar.

Demostrem b).

Recordem que, com a grup de x-automorfismes analitics, G
permuta els {V;}; i deixa invariant U; d’altra banda, ’accié de G en
1, Gi via o defineix accions en C' i en {C;};. Aixi, G actua

{en U: olg.()) = (“g.0())
enV: o(hy,(.)=("hi,o(.)).
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Fet: Pensant C' com a grup de sk-automorfismes ana-
litics de U, es tenen igualtats:

g=0g0t, VgeC,Voeq.

El mateix resultat també és cert a V.

En particular, el grup de k-automorfismes analitics d’U generat per C
i G és canonicament isomorfa Gx C'i el mateix val a V. Pel Comentari
2.4.3, Paccié de G també és compatible amb Penganxament fet; G
actua canonicament a Y% i la successié exacta

1 = Aut(pyon (V™) = Aut(pyyon (Y") = Aut(ptyon (PR)™) — 1
és canonicament isomorfa a
1-C->GxrxC—>G—1.
Per GAGA, aquesta successié és canonicament isomorfa a
1= Autp (V) = Autpy (Y) = Autpy (P}) — 1

i aixd demostra lapartat b). 0

2.5 Conclusio

Conservem les hipotesis i notacions dels apartats anteriors, pero ja
no suposem m fixat; indiquem la dependencia de m per als objectes
de Papartat anterior mitjancant superindexs.

Teorema 2.5.1. Sigui m € Z~q. 51 A™) és com en el teorema an-
tetor, aleshores existeix L(m)|L(m) extensio de Galois tal que:

a) Gal(L/™|Lm)) =~ 110m) LA™ ¢s regular, L(()m) c Lm
E(m)|L(()m) és no ramificada.
b) LU|K és de Galois i la successié ezacta
1 — Gal(L"™|L'™) = Gal(L'™|K) —» G™ =1
€s canonicament isomorfa a

1 -0 & gkt 5 gm0
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(g5™)o = (g o)

o~ lp;
amb x : G — (Z/mZ)* el caricter ciclotomic.

on G gctua en TI™ per

DEMOSTRACIO.

nm % ¢
o, comenel Teorema 2.4.41i tals que Ker(y') C

Siguin
nm % ¢

Ker(y).

por . . .
Notant H := Ker(C' "S° C), tenim un isomorfisme canonic

de A-espais analitics H\(Y")*" = (Y)*". Per GAGA, tenim un -
isomorfisme H\Y' 2 Y.

Aix{, tenim un recobriment Y’ YUY tal que ¢ = ¢ o Pgic.
Es satisfan:
LC C LC/

la projeccié canonica Gal(Lo/|L) — Gal(L¢|L) correspon a
wcre per Iisomorfisme del Teorema 2.4.4

¢cro és recobriment étale, donat que (d¢cio)™ és A-isomorfisme
local

Definint L™ := Ue Le, el resultat és conseqiiencia del Teorema

2.4.4.

|

Finalment, obtenim:

Corol.lari 2.5.2. (limit respecte m)

El Teorema 2.2.3 és cert.

DEMOSTRACIO.

Comencem observant que si m | m/ i A(™ c A(™) aleshores el dia-
grama commutatiu

1 = Ga@™\LM) = Gal(I™|K — ™) - 1

3 { \

1 = Gal(LM|LM) = Ga(L™MK — GM™ = 1
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és canonicament isomorf a

1 - 0™ o5 gy xam) 5 g 5o

3 \’ \’
1 - 0m 5 gp)xmam 5 ogm 5o

Aix{, obtenim el resultat desitjat com a limit respecte els m del Teo-
rema 2.5.1, observant que podem suposar | J,, A =& O
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Capitol 3

Algunas consideraciones
no-estandar

CARLOS INFANTE

FEstas notas tienen por objeto aclarar algunos de los conceptos sobre
anélisis no-estdndar utilizados por Pop en el articulo ” Embedding
Problems over Large Fields” ([5]). De particular intcrés son los
conceptos de ultrapotencia y existencialmente cerrado que es-
tan estrechamente relacionados con el de cuerpo grande.

3.1 Ultrafiltros y Ultrapotencias.

Definiciéon. Sea I un conjunto. Una familia D no vacia de subcon-
juntos de I es un filtro en I si:

(1) 0¢D

(2) A, BeD=ANBEeD

(3) AeDyACBCI=BEeD.
D se llama ultrafiltro si ademas,

(4) YACI:A€eDS6I\AeD.

33



34 Carlos Infante

Observemos que en este 1ltimo caso D satisface: AUB € D =
AeDoBeD

yaquesi A ¢ D, entonces [\A € D. Luego (AUB)N(I\A) € D.
Pero (AU B)N (I\A) = BN (I\A) C B lo que implica que B € D.

Ejemplos.

a) La familia de subconjuntos de I con complemento finito es
un filtro en 1.

b) Paraa € I, D, = {A C I|la € A} es un ultrafiltro en [
llamado principal.

Tenemos la siguiente caracterizacion para los ultrafiltros en 1.

Proposicién 1.Sea D un filtro en I. D es un ultrafiltro <
D es un elemento maximal en la clase de filtros sobre I.

Demostracién: Sea D un ultrafiltro en I. Supongamos que
existe D’ un filtro en I tal que D C D’ (contencién propia). Sea
A € D'\D, como D es un ultrafiltro se tiene I\A € D. Luego
0 =ANI\AcD"

Inversamente, sean D maximal y A C I. Asumamos que I\ A ¢
D. Sea D' la familia que resulta de unir a DU {A} todos los subcon-
juntos que contienen intersecciones finitas de elementos de D U {A}.
Aseguramos que D’ es un filtro en I. Por la manera en que se ha defi-
nido, D’ satisface las condiciones (2) y (3). Para verificar la condicién
(1) basta ver que CN A # () con C € D. Si C N A = (), entonces
C' C I\A. Pero por la propiedad (2) aplicada al filtro D se tiene
I\ A € D! Finalmente, por la maximilidad de D, tenemos D = D’ y
por tanto A € D.0O

Decimos que una familia Dy de subconjuntos de I satisface
la propiedad de intersecciéon finita si Aq,..., A4, € Dy implica
ﬂzlzl Ai 7é Q)

Corolario 2. Toda familia Dy de subconjuntos de I que satis-

face la propiedad de interscccion finita cstd contenida en un ultrafil-
tro.

Demostracién: Afiadiendo a Dy todos los conjuntos B C I que
contienen intersecciones finitas ﬂ?:l A; de elementos de Dj obtene-
mos un filtro D1 sobre I. Por lema de Zorn, existe un filtro maximal
D en I que contiene a Dy y por la proposicion anterior D es un ul-
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trafiltro. O

Antes de pasar al concepto de ultrapotencia debemos acla-
rar algunas cuestiones relativas al 7 lenguaje de primer orden” (ver
[1]). Sea K un cuerpo en abstracto, es decir, un conjunto con dos
operaciones "+” (adicién) y ”-” (multiplicacién) que satisface los
axiomas de la teoria de cuerpos. Construyamos un lenguaje so-
bre K, que denotaremos por L{K), a partir de los simbolos de las
variables X7, X2, X3,... (un ntimero numerable), las constantes
c € K, el simbolo de igualdad =, las funciones +, - y los simbolos
de negacién —, conjuncién A, existencial 3, paréntesis ( ) y
corchetes [ ].

Sucesiones finitas de estos simbolos formardn las palabras de
nuestro lenguaje L(K). Dentro de éstas sélo nos interesarin aque-
llas que tienen un cierto significado matemadtico y que llamaremos
7férmulas”. Primero necesitamos definir lo que es un ”término” y
una "férmula atémica”.

La menor colcccién de palabras que contiene todas las variables
X;, todas las constantes ¢ € K y todas las palabras t1 + to, t1 - {2
donde los t;’s son términos previamente definidos, forma la coleccién
de términos de L(K). Asi, un término no es mas que un elemento
de K[Xjy,...,X,] para algin n € N. Una férmula atémica es una
palabra del tipo: ¢t = #’ para cada par de términos (¢,t’). Finalmente,
el conjunto de férmulas en L£(K) es la menor coleccién de palabras
que contiene todas las férmulas atomicas y satisface:

(La)—[p] es una férmula, si ¢ lo es;
(2a)p1 A @2 es una férmula, si @1 y @2 lo son; y
(3a)(3X))[¢] es una férmula, si ¢ loesy I € N.

Por definicién toda ocurrencia de una variable X en una fér-
mula atomica es libre. Si la ocurrencia de X en una férmula ¢ es
libre, v % es una férmula arbitraria, entonces su ocurrencia es libre
en -], p Ay (3Y)[p] para Y distinta de X. Cualquier variable
X que tenga una ocurrencia libre en una férmula ¢ se dice que es
una variable libre de ¢. Escribiremos ¢(X1, ..., X,,) para indicar que
X1, ..., X, incluye todas las variables libres de ¢. Una férmula sin
variables libres es una sentencia.

Sean a = (a1, as9,....) € K una sucesién de elementos en K
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v o(Xiys ..., X, ) una férmula. Decimos que a satisface ¢ en K, en
simbolos K |= ¢(a), si la sucesién a;,, ..., a;, satisface ¢ en K bajo la
asignacion X;, — a;;,Vj € {1,...,n}.

Sea I un conjunto y P un ultrafiltro sobre I. Sea K¥ := L K
el producto cartesiano de tantas copias de K como elementos en I.

Consideremos la relacién de equivalencia en K7 definida por
a~b & {iellai)=b(i)}eD

La reflexividad y simetria son claras. Para la transitividad observe-
mos que

{i € Ila(d) = b(i)} N {i € I|b(i) = c(d)} C {i € I|a(i) = c(3)}

Definicién.El conjunto de clases de equivalencia de K1 médu-
lo esta relacién se denomina la ultrapotencia de K médulo D y se
denota por K'/D. La clase de a € K se denota por a/D.

Nuestro siguiente objetivo es interpretar las férmulas del len-
guaje L(K) en K'/D. Por la manera en que se han construido las
férmulas, basta con interpretar los términos y las formulas atémicas.

Para las constantes ¢ € K el mapeo:
j: K - K!'/D
c— 3(c) =a./D

donde a.(i) = ¢,Vi € I nos da una inyeccién canénica de K en K!/D.
Ya que j(c) ~ 3(c') & {i € Ila.(i) = a~ (i)} € D que es distinto del
vacio y por tanto ¢ = .

Sea R; una relacién de rango n en K,V: € I. Definimos una
relacién R del mismo rango en K'/D por la condicién:

(a1/D,...,an/D) € R < {i€Il{ai(i),...,an(i)) € R} € D

Similarmente, podemos definir las operaciones a; /D + a2/D,
a1/D - az/D como la clase de equivalencia de la funcién i — a;(i) +
ag(i), al(i) . ag(i).

Sea ¢ una férmula en el lenguaje L(K) y a = (a1, az,...) una
sucesién de elementos en K1, Denotemos a/D = (a1/D,az/D,...) y

a(i) = (a1(2), az(i), ...).
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Teorema 3.Sea D un ultrafiltro sobre I. Entonces

K'/DE¢(a/D) & {i€llK [Ep(ali))}eD.

Demostracion: Se prueba haciendo induccién sobre la longitud de la
férmula. Para férmulas atémicas el teorema se sigue de la definicién
de ultrapotencia. Si el teorema es vilido para ¢, se procede por
induccién sobre la estructura de las férmulas (incisos (1a), (2a), (3a))
y las propiedades del ultrafiltro (ver [4]).

Observacion. Dado que K satisface los axiomas de cuerpo,
el teorema 3 nos dice que K'/D es un cuerpo y que la j-inyeccién
candnica es una inyeccién a nivel de cuerpos. Mas aun, el teorema
3 nos dice que j es una inmersién elemental de K en K'/D: si
a € K%, j(a) := (g(a1), ..., 3(an), ...) y ¢ es cualquier férmula, entonces

Kl pla) < K'/DE o(ia).

3.2 Cuerpos grandes y extensiones de cuer-
pos existencialmente cerradas

Definicién. Decimos que K es un cuerpo grande (large, ample) si
tiene la siguiente propiedad:

Toda curva lisa sobre K que tiene un punto K-racional, tiene
una infinidad de puntos K-racionales.

Ejemplos.

(1)Cuerpos Pseudo Algebraicamente Cerrados (PAC):
Toda variedad absolutamente irreducible sobre K tiene un punto K-
racional (recordemos que una variedad X es absolutamente irreduci-
ble sobre K si permanece irreducible cuando es vista sobre cualquier
extension de K). Todo cuerpo algebraicamente cerrado es PAC.

(2) Cuerpos Pseudo Realmente Cerrados (PRC): Toda
variedad absolutamente irreducible sobre K tiene un punto K-ra-
cional, siempre que tenga un F-punto racional no singular en toda
clausura real F' de F.

(3) Cuerpos de nimeros totalmente reales, totalmente
p-adicos, y mas generalmente, extensiones algebraicas del cuerpo de
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elementos totalmente &-ddicos K€ de un cuerpo global K, donde &
es un conjunto finito de lugares de K y K es la maxima extensién
separable de K en la cual todo P € & descompone completamente
([5])-

Definicidn.Sea IA(|K una extension de cuerpos. Decimos que
K es existencialmente cerrado en K , 8i para toda férmula libre
de cuantificadores (X1, ..., X,,) del lenguaje L(K), la existencia de
bi,...,b, € K tales que K = (b1, ...,by) implica la existencia de
ai,...,an € K tales que K = ¢(ay, ..., an).

Proposicién 4.Sea K|K una cxtension de cuerpos. Son equi-
valentes:

(a) K es existencialmente cerrado en K.

(b) Todo sistema de ecuaciones sobre K que tiene soluciones
en K, tiene soluciones en K.

(c) Existe una K-inmersién de K en una ultrapotencia de K.

Demostracién: (a) = (b). Se sigue del hecho de que toda
ecuacion sobre K representa una férmula libre de cuantificadores en
L(K) y de que el ideal generado en K [T por el sistema de ecuaciones
sobre K es finitamente generado. Usando el simbolo de conjuncién
obtenemos una férmula libre de cuantificadores en L(K).

(b) = (a). Se sigue de la estructura de los términos y de
las férmulas atémicas del lenguaje £(K). Observando que en una
férmula libre de cuantificadores solo intervienen los pasos (la) y (2a)
de la construccién de las férmulas.

(a) = (c). Bien ordenemos los elementos de K en una su-
cesion b = {by|a < v} con v un ordinal. Sea T el conjunto de todas
las férmulas libres de cnantificadores del lenguaje £(K) tales que el
conjunto de variables que aparecen en ellas son escogidas a partir
de la sucesion {aja < v}. Recordemos que K = ¢(b) con ¢ € T
significa que ¢ es satisfecha en K por la sucesion by, , ..., by, donde
Xags -y Xa, es lasucesién de variables libres que aparecen en ¢.

Sea I = {¢ € T|K |= ¢(b)}. Para ¢ € I, sean Xg,5..0, X, las
variables libres de ¢ para las cuales bg, , ..., bz, € K ysean X,,,...,Xq,,
el resto de las variables libres en ¢. Observemos que el elemento
Y Xars oy Xam) = ©(bs,5 0,05,y Xay» -y Xa,,) Pertene a I y por tan-
to existe una sucesién aj, = {a;, la < 7} de elementos en K tal que



Consideraciones no-cstandar 39

K = 9(ay). Luego, a, := {agala <7} con agp, = bg,,Vj € {1,..., s}
Y Gpa = GZpa para todas las demds a’s nos define una sucesién de
elementos en K tal que K = ¢(ay).

Para ¢ € I, sea J, = {p € IIK = ¢(a,)}. Sea
F = {J,l¢ € I}. Aseguramos que F tiene la propiedad de inter-
seccion finita: si J,,, ..., J,, € F, entonces o1 A« A, € Midy,.
Aplicando el corolario 2, existe un ultrafiltro D que contiene a F.

Definamos el mapeo:
XK — KD
bo — A(by) = ao/D

donde a4 (p) = Gy, Yoo < 7. Ademds X restringida a K coincide con
la j-inyeccién canénica de K en K1/D. Ya que si by, = a € K se tiene
{ € I|an(¢) = ba} € D, por tanto a,/D ~ a,/D = j(a). Para ver
que A es inyectiva, recordemos que

ao/D ~ap/D & {p€llaa(p)=ag(p)} €D

y que J, = {p € I|K = ¢(a,)} € D; de donde X es una K-inmersién
de K en KT/D (ver [4]).

(¢) = (a). Si p(Xy,...,X,) es una férmula libre de cuantifica-
dores en L£(K) con solucién en K, entonces también es solucién en
K!/D. Por el teorema 3, esta férmula es satisfecha en K.

Observacién. K existencialmente cerrado en K implica K | K
regular. Pues si z € K N K, sea f(X) =irred(z, X,K) € K[X].
Luego, f(X) = 0 tiene una solucién en K por ser una férmula libre
de cnantificadores en L(K). Dado que f(X) es irreducible en K[X]
se tiene f(X)=X —z € K[X]. Asf, KNK = K.

Por tcoria de Galois: G = Gal(K?* - I?\I?), de donde la pro-
yeccion candnica G = Gk es sobreyectiva.

Antes de pasar a la siguiente proposicién recordemos algunos
conceptos. Un cuerpo valuado K se llama Henseliano si toda ex-
tensién algebraica de K admite una tinica valoracién que extiende
la dada en K. Esto es equivalente al "Lema de Hensel”: Sea
f(X) € O[X] y a € O tal que su clase residual es un cero simple de
la imégen de f(X) en el cuerpo residual. Entonces existe t € K tal
que f(t) =0y v(t—a)>0.
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Todo cuerpo valuado K admite una tinica extension, llamada
la Henselianizacién de K y denotada por K", tal que: K" es Hen-
seliano y dada cualquier extensién L|K con L Henseliano existe un
tinico K-isomorfismo como cuerpos valuados de K" en L.

Proposicién 5.5ea K cuerpo y X /K una variedad. Denotemos
por X(K) el conjunto de todos los K-puntos racionales de X. Son
equivalentes:

(1) K es grande.

(2) Para toda variedad X entera y lisa sobre K: X(K) #
implica X (K) es denso-Zariski.

(3) Para todo K|K cuerpo de funciones en una variable: K
tiene una valoracién K -racional implica K tiene una infinidad de va-
loraciones K -racionales.

(4) K es existencialmente cerrado en la Hensclianizacion K (u)®
de K (u) con respecto a la u-valoracion.

(5) K es existencialmente cerrado en el cuerpo de series de
Laurent K = K((u)).

Demostracién: (1) < (2) Se sigue del hecho de que el conjunto
de curvas lisas sobre K a través de un K-punto liso dado en una
variedad entera X /K es denso-Zariski en X. Luego, si K es grande,
el conjunto de K-puntos racionales de cualquiera de tales curvas es
denso-Zariski en la curva. Por tanto X(K) es denso-Zariski en X
([5])-

(1) < (3) Se sigue de la correspondencia entre K| K los cuerpos
de funciones en una variable sobre K y las curvas lisas C sobre K.
Recordando que si P € C, entonces Op es un anillo de valoracién dis-
creta y la valoracién asociada vp es una valoracion sobre K. Estamos
considerando que vp es K-racional & P € C(K).

(3) & (4) Es una reformulacién.

(4) & (5) Obsérvese que K ((u)) es la completacién de K(u) y
K (u)" respecto a la u-valoracién sobre K(u) dada por el ideal (u).
Tenemos que K ((u))|K(u)? es regular y que K(u)® es existencial-
mente cerrado en K((u)) (ver [2]). Asi, utilizando el inciso (b) de la
proposicién 4, todo sistema de ecuaciones sobre K con solucién en
K((u)) tiene solucién en K (u)" y por hipétesis en K. Por tanto K
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es existencialmente cerrado en K ((u)).

(5) = (4) Dada la contencién de K (u)"* en K((u)), todo sis-
tema de ecuaciones sobre K con soluciones en K (u)" tiene soluciones
en K((u)). Por hipétesis tiene solucién en K y por tanto K es exis-
tencialmente cerrado en K (u)*. O

Proposicién 6.5i K es un cuerpo grande y L es una extension
algebraica de K, entonces L es grande.

Demostracién: Si X es una curva lisa sobre L con X (L) # 0,
entonces existe una subextensién finita L'| K de L| K y una curva lisa
X' sobre L' con X'(L") # 0 y X obtenida a partir de X’ por cambio
de base I’ — L. Asi, podemos suponer que L|K es finita y, mds
aun, que X es afin. Sea V la restriccién de Weil de X a K (ver [6],
Apéndice 2). Entonces V' es una K-variedad lisa con V(K) = X(L)
funtorialmente. Como V(K) # 0, se tiene que es infinito. Por tanto
X(L) es infinito. O
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Capitol 4

Realitzacions galoisianes
sobre cossos grans

MONTSERRAT VELA

Introduccid

L’objectiu d’aquest capitol és estudiar la primera part de ’ar-
ticle [Po 96], especialment els teoremes: Main Theorem A i Main
Theorem B.

L’enunciat d’aquests teoremes és el segiient:

Teorema A: Sigui k un cos gran.

Tot problema d’immersid finit i split sobre k té solucions regu-
lars i propies. En particular, tot grup finit és realitzable com a grup
de Galois sobre k(t).

Els preliminars per entendre I'enunciat d’aquest teorema sén:
- Cossos grans: definicié i les seves propietats.
- Problemes d’immersié i solucions regulars.
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Els ingredients que es fan servir per la demostracié del teo-
rema son:
- 1/2 Teorema d’existencia de Riemann (Bernat Plans)
- Arguments de tipus no-estandard: ultrapoteéncies, existencialment
tancat,... (Carlos Infante).

Amb el teorema anterior tenim solucions al problema d’im-
mersié com a extensions del cos x(t). Per passar a una solucié sobre
x fem servir el

Teorema B: Sigui k un cos gran hilbertia.

Tot problema d’immersid finit © split sobre Kk té solucions propies.

Els preliminars d’aquest teorema sén els cossos hilbertians i
les seves propietats.

En aquests teoremes resolem els problemes d’immersié que sén
split. El seglient resultat, que tamb¢ demostrarem, ens canvia aques-
ta hipotesi per una altra sobre el cos.

Teorema: Sigui k un cos gran i hilbertia amb dimensié co-
homologica 1. Tot problema d’immersié finit per G té solucions
propies.

L’estructura de 'exposicié sera la segiient:

1. Cossos grans i propietats

2. Problemes d’immersio:
2.1 Plantejament i solucions propies i impropies
2.2 Solucions regulars
2.3 Problema invers regular

2.4 Problemes d’immersié dominants

3. Teorema A:
3.1 Lema 1
3.2 Lema 2

3.3 Conclusions. Final de la demostracié



Realitzacions galoisianes sobre cossos grans 47

4. Teorema B:
4.1 Cossos hilbertians i propietats

4.2 Demostracié del Teorema B

5. Un darrer resultat

4.1 Cossos grans

Definicié 4.1.1. Un cos k és gran si tota corba llisa sobre k que té
un punt k-racional en té infinits.

Els cossos de nombres totalment reals i totalment p-adics sén
cossos grans. Més exemples de cossos grans veurem al segiient capitol.
A més:

Proposicié 4.1.2. Tota extensid algebraica d’un cos gran €s gran.
Donarem ara propietats equivalents, per un cos, a ser gran.
Comencarem definint la nocié d’existencialment tancat:

Definicié 4.1.3. Sigui i/k una extensid de cossos. Direm que K €s
existencialment tancat en K si cada senténcia existencial amb parad-
metres en Kk que sigut certa per & €s certa per K.

Tenim, equivalentment, les segiients caracteritzacions:

Proposicié 4.1.4. Sigui k/k una extensié de cossos. Sén equiva-
lents:

- Kk és existencialment tancat en &.

- Tot sistema d’equacions a coeficients en k que tingui solucions a R,
té solucions a k.

- Hi ha una k-immersié de k en alguna ultrapoténcia de .

A més, en aquest cas, k/k és una extensid reqular (i.e. KNKE = K) 1,
per tant, la projeccié canonica G — G €s exhaustiva.
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La segiient proposicié ens déna condicions equivalents a que un
cos sigui gran:

Proposicié 4.1.5. Sigui k un cos ¢ X — k una varietat. Denotem
per X (k) el congunt de punts k-racionals de X. Son equivalents:

1. Kk és un cos gran.

2. Si X és una varietat integra 1 llisa sobre k tal que X (k) # 0,
llavors X (k) és infinit.

3. Tot cos de funcions en una variable K/k que té una placa k-
ractonal, en té infiniles.

4. k és existencialement tancat en la henselianitzacié k(u)® de
k(u) respecte de la valoracid u-adica.

5. Kk és existencialment tancat en el cos de séries de Laurent

R = K((u)-

4.2 Problemes d’immersio

Sigui k un cos i G, el seu grup de Galois absolut.

4.2.1 Plantejament. Solucions propies i impropies
El plantejament classic del problema d’immersié té per dades:

- El cos k 1 una extensi6 de Galois L/k amb grup Gal(L/k) ~ A.
- Una successié exacta de grups
1o ker(a)=C—-B3 A1,

( o, equivalentment, un homomorfisme exhaustiu de grups
a:B— A).

Amb aquestes dades, una solucié al problema d’immersié és un cos
M tal que:

M/ L és una extensi6 de Galois amb grup Gal(M/L) ~ C,
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M/k és una extensi6 de Galois amb grup Gal(M/k) ~ B,
M

i« és el morfisme de restriccié, és a dir, el diagrama:
B — A
i i
Gal(M/k) —— Gal(L/K)
o — oL

és commutatiu.

Héchsmann, en 1962, formula equivalentment el problema a
partir de les dades

- Fl cos k i1 un epimorfisme v : G, — A en un cert grup A.
El subcos de la clausura separable x° fix pel ker(y) és el cos
L = (k%)% dada del problema classic.

- Una successié exacta de grups
1= ker(a)=C—=>B% A1,

( o, equivalentment, un homomorfisme exhaustiu de grups
a: B — A).

En aquets cas, una solucié és un morfisme 8 : G, — B tal que
v =aof, és a dir, tal que commuta el diagrama:

G,
v L

1 - ¢ - B 3% A — 1.
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- Si B és exhaustiu, es diu que la solucié és propia. El subcos de & fix
pel ker(f3), (k°)*"() = M és un cos solucié en el sentit anterior,
és a dir Gal(M/k) ~ B.

- Si B no és exhaustiu, 'extensié (£°)%<"(®) /x té com a grup de Galois

un subgrup de B. (Hasse, en 1948, a partir d’aquest cos, construeix
unes algebres galoisianes, que tenen com a grup de Galois B).

Definicié 4.2.1. 1. El problema d’immersié es diu finit si B €s
un grup finit.

2. El problema d’immersié es diu split s1 Uepimorfisme o té una
seccio.

Notacié: Per plantejar un problema d’immersio, essencialment
hem de donar dos homomorfismes exhaustius de grups. Notarem

EP=(v:G, = A,a: B—=A)=(y,a)

si els grups estan clars. A més, posarem kKpp = (ns)k”(”, el cos fix
pel ker(y) (i.e. el cos dada del problema classic). Observem que, per
definicié, Gal(kgpp/K) ~ A.

4.2.2 Solucions regulars. Problema invers regular

Sigui K = k(t) i T : Gxg — G, la projeccié candnica. Cada problema
d’immersi6 sobre k, EP = (v,a), déna lloc (via II) a un problema
d’immersié sobre K, EPx = (71, «).

Si B és una solucié de E Pk, denotem per Kg = (Ks)k”(ﬁ) el
subcos de la clausura separable de K fix pel ker(3) (és a dir, una
solucié o el cos nucli de I'algebra solucié al problema EPg) i per
Kg = K g N k5.

Definicié 4.2.2. Una solucid regular (propia) de EP és una solucid
(propia) de EPk, diguem-li §, tal que kg = Kgp (€és a dir, per cal-
cular la solucié Kg només afegim ” coses” que tenen t i no afegim
elements algebraics sobre k).

Aquestes solucions sén un cas particular de les solucions para-
metriques definides per [Ma-Ma 94].
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El problema invers regular de la teoria de Galois sobre &
consisteix en realitzar grups finits com a grups de Galois d’extensions
de Galois L/k(t) tals que L/x sigui una extensié regular (és a dir,
LNE=k).

En el llenguatge del problema d’immersié:

Sigui B un grup finit i considerem A = {1} i el problema

Gy
et
B 5% A=1{1},

on v i « sén els morfismes trivials.
El problema EP = (v, ) és finit i split.

L’existencia d'una solucié regular i propia de EP és equivalent
a una realitzacié regular de B sobre k.

4.2.3 Problemes d’immersié dominants

Sigui G un grup profinit qualsevol. Fn general, nosaltres pensarem
en el grup de Galois absolut d’un cos k.

Sigui EP = (v : G — A,a: B — A) un problema d’immersié.
La idea és que un problema d’immersié dominant és un altre problema
que esta "per sobre” i tal que, a partir d’una solucié d’aquest podem
trobar-ne una del problema inicial.

Sigui EP' = (¥ : G —» A',d’ : B® — A’) un altre problema
d’immersié per a G.

Definicié 4.2.3. Direm que EP’' domina EP si existeizen morfis-
mes exhaustius de grups vo: A’ — A i By : B’ — B tals que

i) v ="7"
ii) afy =o' (és a dir, commuta el diagrama).

i11) Bo(ker(a')) = ker(a).
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G
|
1 —— ker(d) B~ A 1
| 50 | 50 B
1 —— ker(a) B %+ A 1.

Tenim:

1. Si 8/ : G — B’ és una solucié (propia) de EP’, llavors 8 = By’
és una solucié (propia) de EP. Aixd és clar perque si 3’ és
exhaustiva, també ho és j3.

2. Considerem G = G;. Si 8’ és una solucié regular de EP’, llavors
B = Bof és una solucié regular de EP (perque (K*)*er(®) ¢
(Ks)ker(ﬁ’))‘

Sigui EP = (v : G = A,a : B — A) un problema d’immersié
(split) per a G. Explicarem ara tres maneres de construir problemes
d’immersi6 (split) EP’ que dominen EP i que es fan servir després
en les demostracions del teoremes.

A) Producte fibrat:

Sigui A’ un grup amb 4’ : G — A’ un morfisme exhaustiu 1 tal
que ker(y') C ker(v). Considerem

v : A” = A la projeccié canonica,
B’ = B x 4 A’ el producte fibrat de B i A’ sobre A i

Bo: B — B, d : B — A’ els morfismes estructurals.

o

B =BxsA -2 &

lﬁo l’yo

B -2 5 A
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Recordem que aquest producte fibrat té la segiient propietat
universal: Si H és un altre grup i tenim morfismes f; : H — A’ i
fo: H — B, existeix un 1inic morfisme 6 : H — B tal que o’6 = f1 i

Bob = fo.

Proposicié 4.2.4. El problema d’immersid
EP =+ :G—-A,d:B = 4
domina EP.

Proposicié 4.2.5. Cada seccid & de o, dona lloc, functorialment, a
una seccid o de .

Demostracié. Tenim aquesta scccié o per la propietat universal del

producte fibrat. Considerem f1 = Id, f2 = A B_A % B. Llavors,
tenim un homomorfisme o’ : A’ = B’ tal que o’ oo/ = Idy. O

B) Producte fibrat a partir d’una solucié:

Suposem ara que el problema EP té solucid, diguem S8 a una
de les solucions. Posem A" = 3(G). Considerem, com abans, B’ =
B x A Al

’

B'=BxasA —— A
J{,Bo J{’YO
B —2 5 A
Proposicié 4.2.6. El problema
EP=(=8:G—= A,d:B - A)

és un problema d’immersio split que domina EP.

Demostracié. Clarament EP’ domina EP. A mds o’ té una
seccid, de manera semblant a l’anterior, per la propietat universal
del producte fibrat, considerant H = A’, f1 = Id, [, la inclusié
A'=B(G) C B, llavors o : A’ = B’ és tal que o’ o/ = Idy. O
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C) Producte semidirecte:

Sigui que E'P és un problema d’immersié split i denotem per
@ : A — B una scccié.

Volem trobar un problema d’immersié que domini EP. La idea
del diagrama és:

G
lv
1 — ker(@) —— AxF —24 A 1
|7 ||
1 —— ker(a) —— B A 1.

Hem de definir qui és el grup F i donar una accié de A en F
per poder definir el producte semidirecte. Després hem de definir els
morfismes & i @.

1. Definicié del grup F

Siguin ¥ = (Cg), una familia finita de subgrups ciclics de
C' = Ker(a) que generen C' i my, el minim comd miltiple dels ordres
dels C;, Vk.

Per a cada o € A i cada k, considerem un grup isomorf a Cy, denotat
per Cp , i I'isomorfisme ¢y, : Cx o — Ci. Si gi € C, denotem per
Gho = Lo (gk)-

Posem ¥ = (Cko )k, la familia dels grups i definim F' com el producte
lliure profinit dels subgrups de ..

Existeix una accié natural per la dreta de A en F definida per:
acrp: A — Aut(F)
T —acp(r): F —=F Vo, k
ko — (gk,U)T =9k 7110

Sigui A x F' el producte semidirecte de F per A. Identifiquem
Ax1ilx F coma AiF respectivament, dins de A x F.

( Recordem que el producte semidirecte de dos grups té com a
elements els parells del producte directe perd que el seu producte ve
modificat, en la segona component, per 'accié definida. )
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2. Definicié de o

Definim com & : A x FF — A com el morfisme estructural del
producte semidirecte. Observem que ker(a) ~ F.

3. Definicié de ¢

Comencem definint una accié de A en C. Fixem una seccié
@: A— Bde«a. Via @ definim una accié de A en C a partir de la
conjugacié en B:

acc: A — Aut(C)
T —=acc(r): C =C
g —gr=g"") =a(r)ti(g)alr)

on considerem ’element ¢(g) com la imatge de g en B per la inclusié.
Afirmacié 1: L’accio acc esta ben definida, és a dir, gr € C si
geCirteA.

Demostracid: Tenim que g™ € C' = ker(a) < a(g®™7) = 14.

Per provar-ho, calculem

a(g® ™) = a(alr) ti(g)a(r)) = 7 La(ilg))r = 7 (1a)T = 14.0

Definim ara un morfisme canonic exhaustiu ¢ de F en C:

p:F —C

ko — (gr)o™t

= a(o)i(a)alo) ™

Afirmacid 2: ¢ és compatible amb l'accio de A en F i C.

Demostracto: Hem de comprovar la commutativitat del segiient
diagrama:

F acp(T) F

0| |¢

¢ —— C
ace(T)
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Seguint la imatge d’un element qualsevol, tenim:

acp(T)
9k,o — (gk,U)T =Gkr1o
wl lw
-1 acc(T)

(gr)o™" ——= (gu)o™'7 = (gu)(77 o) 7,

i, per tant, el diagrama commuta. O
Aixi p indueix canonicament, un homomorfisme de grups:
p:Ax F — B
(1,9) — a(7)e(g).

Afirmacid 3: ¢ és un morfisme de grups.

Demostracié: Hem de provar que
95((73 gk,a)v (Tlvgk’,U’)) = QZ(T, gk,a)(wz(Tlvgk’,a’)-

Calculant els dos costats de la igualtat, tenim

o (1, 9k0)> (7', g1 o)) = P77, ack (T)(Gh 0 ) Ghr 07) =
a(r7) @9k (r1)10) P (9k 01)
i 90(7-7 gk,a)cp(’rlv gk’,a’) = a(’r)(p(gk,a)a('rl)so(gk’,o")-

Llavors:

que és certa per la definicié de I'accié. O

Observem que Vo € A tenim que ¢(o,1p) = @(o). A més ¢
aplica cada C, isomorficament en @(c)Cyai(o)~!. Per tant, ¢ i &
son exhaustius.

Proposicié 4.2.7. El problema d’immersié EP = (v,&) és un pro-
blema d’itmmersio per G que, per construccid, domina EP.
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Demostracié. Tenim la seglient situacié:

G
lv
1 — s ker(@)~F —— AxF —%5 4 1
|7 ||
1 ——  ker(a) —— B 5 A 1.

Per demostrar que el problema és dominant, hem de comprovar les
tres propietats de la definicié 4.2.3.

i) La primera ¢s clara.

ii) Hem de veure que oo ¢ = a.

Per (7, g1rs) € A X F, tenim que:

® a(T,gry) =T i
o a(B(7,9k,0) = a(@(7)(gr,0)) = a(al(r)alo)i(gr)a(o) ™t =
roa(gr)o! = rool = 1, perque g € ker(a).
iii) Hem de veure que g(ker(@)) = g(lg X F') = ker(a). Mirarem
les dues inclusions:
C (L 9k0) = a(La)p(gre) = 1B9(gk0) € ker(a).
B) Si g € ker(a), considerem gy, € Cy,, llavors, (14, 9r1,) =
P(gr,14) = i(gk) = gr- O
Proposicié 4.2.8. Si EP’ és un problema d’immersié finit per a G
obtingut pel producte fibrat (cas A) anterior), llavors, denotant per

Y Uantiimatge de ¥ per Bo, tenim que el problema d’immersié EP’
domina canonicament EP.

4.3 Teorema A

Teorema A: Sigui k un cos gran. Tot problema d’tmmersié finit i
split sobre k té solucions regulars i propies.

En particular, tot grup finil G és realitzable regularment com a
grup de Galois sobre k(t).
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Idea: La idea de la demostracié és fer-la en dos passos:

1. Resoldre el problema en el cas de que el cos sigui el de les scrics
de Laurent (Lema 1) fent servir el 1/2 teorema d’existéncia de
Riemann. Recordem que el cos de les scries de Laurent en una
variable sobre un cos k és:

K((u)) = {Z ait'; N €Z,a; € K} = k.
i>N

2. Reduir després el cas general a aquest cas. Per aixo farem servir
I’analisi no-estandard.
4.3.1 Primer Lema

Lema 1: Sigui & el cos de séries de Laurenit en una variable sobre
un cos donat k. Tot problema d’immersid [inil split per & té solucions
requlars i propies.

De fet tenim:

Lema 1’: Amb les notacions de la seccio anterior, sigui EP = (v, @)
un problema d’immersié [inil © split sobre & 1 EP el problema domi-
nant construit mitjancant el producte semidirecte en C) de la seccid
anterior. El problema EP sobre k, té solucions regulars i propies.

Tenim la segiient situacié:

G
lv

1 — s ker(@)~F —— AxF —% 4 1
|7 ||

1 ——  ker(e) —— B 5 A 1

Com EP domina EP, si el problema EP té solucions regulars
i propies, EP t¢ solucions regulars i propies. Per tant, Lema 1 =
Lema 1’. Demostrarem doncs, el Lema 1°.
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Demostracié del Lema 1°’: Farem servir les notacions de la
seccié anterior. Recordem que my és el minim comi multiple dels
ordres del grups de X.

Afirmacid 1: Podem suposar que les arrels de la unitat d’ordre
my estan contingudes a Rgp = (/%s)k”(” que és el subcos de la
clausura separable de &° fix pel ker(y).

Demostracid: Si no fos aixi, considerem Ay /4 una extensio de
Galois que contingui ~gp i les arrels de la unitat d’ordre my. Posem
A" = Gal(ks/k) 1 fent la construccié de A) de la seccié anterior,
considerem el corresponent producte fibrat B’ = B x4 A" — A’ iel
problema d’immersié associat EP' = (v : G — A,/ : B’ = A').
Tenim my, = myy 1 kgpr = ky perque A’ = Gal(Rs/k).

El problema EP' = (v, /) domina EP de manera canonica. I cada
soluci6 regular i propia de EP’ déna lloc a una solucié regular i propia
de EP. Per tant, podem suposar que tenim les arrels de la unitat. O

Volem trobar una solucié de FP a partir de les successions
exactes de grups del 1/2 Teorema d’existéncia de Riemann. Per aix0
construim ara tots els ingredients que necessitem per aquest teorema:

Pel Teorema de la base normal [La 93, Teor. VI, 13.1] sabem
que existeix un element r € Agp de manera que el conjunt {z, },ca
(on z, = o(zx)) és una base de kgp/k ja que Gal(kpp/k) = A.

e El conjunt S del 1/2 Teorema d’existéncia de Riemann és un
conjunt de punts tancats de P}; que anem a definir:
Triem elements a, € A tals que zp, = a2, Vo, k siguin diferents.
Prenem també, per cada k, elements by # ap de i (suficientment
propers a a;, per la topologia de la valoracié) i posem y, » = by,
Sigui S C }P’}t el conjunt finit de punts tancats definit per 23, i Yo
(Vk,o). Llavors, el canvi de base de S a la clausura algebraica de &

2

€es
S = SX,;E: {l‘k’g,yk’g |Vk‘,0} CP% .

[N
n

A més, si els by sén suficientment propers a ag, tenim que S
ajustat en parells, és a dir, S es pot organitzar en parells Py ,
(k.0 Yk,o) VK, 0, amb unes certes propietats vistes al capitol 2.

e El conjunt U =P\ SiU =U x; &
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e El grup II és el grup profinit generat per:

II:=< gﬂ«“k,mhykﬁ | gwk,ahyk,ﬂ =1, Vk,o >

i dotat amb la (Gz-accié per la dreta definida per:
(92..)T = (92, T—la)X(ﬂ’ on 7 € Gy, 7 és la seva imatge en el grup
Gal(kpp/k) = A1 x és el caracter ciclotomic.

Llavors, amb aquest elements, tenim una successié exacta split
de grups fonamentals:

1—-mU)—=mU)—= Gy — 1.

Pel 1/2 teorema d’cxisténcia de Riemann, de manera canonica,
tenim el quocient:

1 —— W](U) —_— 7T1(U) G,g 1

|

1 —

on les fletxes verticals sén exhaustives 1 G X Il estd considerat res-
pecte de 'accid canonica per la dreta de G en II.

A partir d’aquesta segona successié exacta, volem construir una
soluci6 al problema EP. Tenim:

Gr
|

1 —— I —— GipxII G 1
[ |

1 — s F=ker(@d) —— AxF —%5 A 1.

Definirem ara un homomorfisme j : II — F i, a partir d’ell, el mor-
fisme de la part central de la successié exacta.
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Definim: .
j:01 — F
ey 7 (gk,a)_XEP(a)
on Yep és el caracter ciclotomic de A.
Afirmacié 2: j és compatible amb Uaccié de G en Il i en F
vig Y

(Aix0 es prova fent servir que Agp conté les arrels my-esimes
de la unitat i, per tant, d’ordre my, per a tot k.)

Tenim, per tant, un diagrama commutatiu de successions exac-

tes:
1 — i — Gpx 1T G 1
N
] — F=ker(@ — AxF —%5 A 1,
i el diagrama total:
Gr
|
1 —— mO0) —— m(U) G 1
| | [
1 —— I —— G xII Gr 1
s o b
1 — s F=ker(@d) —— AxF —%5 A 1.

Podem veure 71 (U) com el grup de Galois de la maxima ex-
tensié de x(¢) no ramificada fora de S. Per tant, tenim un homomor-
fisme exhaustiu G ) — m1(U).

Afirmacidé 3: El morfisme
B: Gy = Th(U) > Gex TS Ax F

és una solucié regular i propia de EP.
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Demostracio: La solucid és clarament propia perque, per cons-
truccié tots els morfismes sén exhaustius.

Es regular perque el nucli de la successié exacta dels grups

fonamentals és w1 (U).

|

4.3.2 Segon Lema

Lema 2: Sigui k/k una extensié de cossos amb k existencialment
tancat en K 111 : Gy — Gy la projeccio canonica.

Siguin EP = (v,a) un problema d’immersié finit sobre k i
EP = (711, a) el corresponent problema d’immersié per k.

Llavors, si EP té solucions regulars i propies, EP té solucions
requlars i propies.

Demostracié del Lema 2:

Per a la demostracié d’aquest lema es fan servir arguments de
tipus no-estandard.

Com k és existencialment tancat en &, per 4.1.4 existeix una
ultrapoténcia de &, * = &/ /D i una k-immersié 4 —*x.
Tenim, per tant, la projeccié canonica *II : G+, — Gy, 1, a partir del
problema d’immersié EP = (v,«), podem considerar el problema
*EP = (v11, «).

Afirmacié 4: 55 f : Giy—»B — B €s una solucic regular i
propia de EAP, llavors "B+ Gogpy “ Gr) g B és solucid reqular
propia de *EP.

Per tant, si EP té solucions requlars i propies, llavors *EP té
solucions requlars ¢ propies.

Demostracio:

- La soluci6 és regular perque, amb les notacions anteriors,

ey =" kkg ="Kk gp = KKEP = K:EP.
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- Per veure que la solucié és propia, només cal veure que 'homo-
morfisme can és exhaustiu. Notem que la clausura algebraica de *k
és linealment disjunta amb la clausura algebraica de &(t) sobre la
clausura algebraica de £. O

Com estem suposant que EP té solucions regulars i propies,
llavors *E'P té solucions regulars i propies. Sigui *8 una d’aques-
tes solucions i posem L = ([*(t)]*)*" (¥, és a dir, un cos solucié
de *EP. Podem veure el cos L =* x(t)(Xy,...,X,). Considerem
It =* k(t)(X1(i),..., Xn(i)), i € I els representants locals de L.
Aquests representants locals els tenim definits en [Po 88] (i, de fet, a
partir del teorema d’il.lusié sobre lestructura de les férmules

-exposicié de C. Infante-).

Afirmacié 5: Els cossos L' /k(t) son extensions de Galois que
donen lloc a solucions regulars i propies de EP.

La demostracié esta, de fet, en [Po 88].

4.3.3 Conclusions. Final de la demostracié del Teo-
rema

Sigui EP = (v, @) un problema d’immersié sobre x finit i split.
Sigui & el cos de scrics de Laurent sobre k. El cos « és existencialment
tancat en # perqué s és gran (proposicié 4.1.5). Sigui EP = (411, @)
el corresponent problema d’immersié.

Pel Lema 1, el problema EP = (’yf[, a) té solucions regulars i
propies.

Pel Lema 2, el problema EP = (v, ) té solucions regulars i
propies. O

4.4 Teorema B

Teorema B: Sigui k un cos gran hilbertia.

Tot problema d’immersid [inil i split sobre k té solucions regu-
lars i propies.
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Observem que a ’afegir al cos la hipotesi de hilbertia, podem
passar de solucions regulars a solucions propies.

4.4.1 Cossos hilbertians

En poques paraules, podem dir que un cos ¢és hilbertia si compleix
el teorema d’irreductibilitat de Hilbert. Recordem que diu aquest
teorema:

Teorema d’irreductibilitat de Hilbert: Sigui k un cos de
nombres i sigui F' € k[T, ... Ty; X1, ... Xg|rs>1 un polinomi irreduc-
tible. Aleshores existeizen infiniles r-tuples (t1,...t,) € Z" de tal
manera que el polinomi F(t1,...,t,; X1,...Xs) € w[X1,...,X] és
també irreductible.

De manera més precisa, donem la definicié de cos hilbertia que

es troba a [La 83, Ch. 9].

Siguin Kk un cos i T' = (1y,..., 1), X = (X1,...,X,) dos con-
junts de variables. Siguin f1(T,X),..., fm(T,X) € &(T)[X] polino-
mis irreductibles. Sigui g € k[T amb g # 0.

Definicié 4.4.1. El conjunt

Hilf15-- - fmig) ={a€x"|gla) #0, fia, X) € x[X]

estan definits i son irreductibles }
€s un conjunt hilbertia.

Definicié 4.4.2. El cos k es diu hilbertia si tots els conjunis hilber-
tians son no buits.

En un cos hilbertia tots els conjunts hilbertians sén no buits i
infinits. En particular tot cos hilbertia és infinit.

Exemples de cossos hilbertians sén: Q, tots els cossos de nom-
bres, Q2.
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Propietats dels cossos hilbertians:

1. 5% k és un cos hilbertia, qualsevol extensid separable finitament
generada L de k és hilbertia.

2. En el cas anterior, tot conjunt hilbertia de L conté elements de
K.

3. Siguin k un cos hilbertia i« K = k(t) ont és una variable. Obser-
vem que l’anell d’enters de K és k[t]. Sigui L/K una extensid
de Galois [inila.

Sia € k considerem lideal p = (t — a). Fl cos residual de K és

K[t]/p ~ k. o
Sigui B lanell d’enters de L i denotem L, = B/p el seu cos
residual.

Llavors, existeixen infinits valors a € K pels quals

Gal(L/K) ~ Gal(Ly, s[t]/p) = Gal(Ly, ).

Observem que, com p és inert,

Gal(L/K) ~ Gal(Ly, &[l]/p) = Dy/I, ~ Dy.

4.4.2 Demostracié del Teorema B

Sigui EP = (v : G, = A,a: B — A) un problema d’immersi6 finit i
split sobre k. Denotem K = s(t), kpp = (s%)*" ) i Kpp = kgp(t).
Tenim el diagrama:

I
!

~

(B) 1 —— C = ker(a) B % A 1.

Sigui 8 : Gx — B una soluci6 regular i propia, que existeix pel
Teorema A i denotem per L = (K*)*" (%) amb I N k* = kgp, un cos
solucié.
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A nivell de grups de Galois, la successié exacta (E) queda:

1 — Gal(L/Kgp) — Gal(L/K) — Gal(Kgp/K) — 1.

Com « és hilbertia, per les propietats anteriors, el cos extensio
kEp ¢s hilbertia i tot conjunt hilbertia de kgp conté elements de k.
Sigui a € & i considerem l'ideal p = (¢ — a) de manera que

Gal(L/Kgp) =~ GQI(E/HEP),
Gal(L/K) =~ Gal(Ly/k),
Gal(Kpp/K) =~ Gal(kgp/kK).

Sabem que existeixen infinits valors de a € k pels quals tenim els
isomorfismes anteriors, per les propietats dels cossos hilbertians.
Aix{, per una d’aquestes especialitzacions en a la successié exacta (E)
queda

1 — Gal(Ly/kEp) = Gal(Ly/k) — Gal(kpp/K) — 1.

Per tant, el cos L, extensié de & és una solucié propia de EP.

4.5 Un darrer resultat

En aquesta seccié demostrarem el segilient resultat:

Teorema 4.5.1. Sigui k un cos gran i hilbertia. Si Kk té dimensid
cohomologica 1, llavors, tot problema d’immersid [inil per G, té so-
lucions propies.

Observem que, en aquest cas en que el cos té dimensié coho-
mologica 1, es resolen tots els problemes d’immersié finits. De fet,
que la dimensié cohomologica sigui 1 ens assegura l’existeéncia de so-
lucions que poden ser impropies. Aplicant els resultats anteriors, en
trobarem una de propia.

Demostracié. El cos « té dimensié cohomologica 1 si el grup G té
dimensié cohomologica 1. En aquest cas, el grup G és projectiu, és
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a dir, per a qualssevol successié exacta (E) i morfisme v : G, — A,

(B) 1 —— C =ker(a) B 25 A 1

existeix un morfisme 8 : G, — B. Les propietats dels grups amb
dimensié cohomologica 1, estan, per exemple en [Se 94].

Sigui EP = (v,a) un problema d’immersié per G,. Com G,
té dimensié cohomologica 1, existeix un morfisme 8 com ’anterior,
que és una solucié al problema d’immersi6é (que pot ser no propia).
Anem a construir un problema d’immersié a partir d’aquest que ens
en doni una de propia.

Sigui EP’ el problema d’immersié que domina EP pel procés
B), és a dir, considerem A’ = 8(G,) i el problema

Gr

! J(ﬂ

B =Bxgd —2s A

lﬁo l’yo

B -2 5 A

El problema EP’ = (3,a’) domina EP i és split (per la propie-
tat universal del producte fibrat).

Pel Teorema B, el problema EP’ té solucions propies i, per
tant, EP té solucions propies. O

Podriem aplicar un argument similar sobre un cos gran hilbertia
sempre que poguem assegurar ['existéncia d’una solucié encara que
no sigui propia, per passar a una de propia. Aquest resultat és una
"generalitzacié” del teorema de Ikeda que assegura que, si el nucli C
és abelia, a partir d’una solucié impropia, podem construir una de
propia.
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Capitol 5

Conjectura de Safarevic
semi-local

NURIA VILA

L’objectiu d’aquesta part és presentar els resultats que, a més dels
estudiats fins ara en els capitols anteriors, obté F. Pop en I'article
[Po 96]. Aquests volen contribuir al coneixement de ’estructura del
grup de Galois absolut d’'un cos. Més concretament, els resultats
s’emmarquen en el context de ’'anomenada conjectura de Safarevic.
Voldria, doncs, donar una visié de com els resultats estudiats en els
capitols anteriors incideixen en el coneixement de [Pestructura del
grup de Galois absolut d’una amplia familia de cossos, els que satis-
fan un principi local-global universal per I'existencia de punts racio-
nals sobre varietats. Aquests cossos constitueixen, a més, exemples
interessants de cossos grans.

5.1 La conjectura de Safarevié¢

La qiiestié plantejada originalment per Safarevié és que el grup de
Galois absolut de Q?P, la maxima cxtensié abeliana de Q, ha de ser
un grup profinit lliure. Del fet que, Q*® = Q% la conjectura de

71
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Safarevi¢ es formula:

Conjectura de Safarevié (SC). Fl grup de Galois absolut G geya de
K ]a maxima cxtensié ciclotdmica d’un cos global K, és profinit
lliure.

Resultats que en donen evidéncia:

1. Un teorema d’Iwasawa [Iw 53] que afirma que el grup de Galois
de la maxima extensié resoluble de K sobre K,
Gal(K®°'/ K, és proresoluble lliure, amb un nombre nume-
rable de generadors lliures.

2. Un resultat de Tate (cf. [Se 94]) que ens diu que el grup de
Galois absolut de K té dimensi6é cohomologica 1, i per tant
G eya €8 un grup projectiu.

Si K és un cos global de caracteristica positiva, es té que
K =TF,(t) KV =T, (1),

es parla de la conjectura de Safarevi¢ geometrica:

Geometric (SC). Sigui K/k un cos de funcions en una variable
sobre un cos algebraicament tancat k. Aleshores el grup de Galois
absolut de K és profinit lliure.

La conjectura de Safarevi¢ geomeétrica és certa. Es un resul-
tat classic, consequiéncia del teorema d’cxistencia de Riemann, per
k = C; via el principi de Lefschetz s’obté per k& de caracteristica
zero (cf. [Do 64]). Per caracteristica positiva, esta relacionada amb
la conjectura de Abhyankar i, fou provada per D. Harbater [Hb 95]
utilitzant patching formal i per F. Pop [Po 95] utilitzant geometria
rigida.

Presentacié dels resultats
En Particle [Po 96] es proven els teoremes segiients:

Teorema 1. Sigui k un cos numerable, PAC, hilbertia. Ales-
hores GG, és profinit lliure.
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Cal tenir en compte que

1. Per caracteristica zero va ser provat per Fried i Voélklein [Fr-Vo
92], utilitzant el teorema d’existéncia de Riemann classic.

2. Frey [Fre 73] prova que Q2" no és PAC.

Fl segon teorema déna una resposta afirmativa al que anomena
conjectura de Safarevi¢ semi-local:

Sigui K un cos global i & un conjunt finit de valoracions de K.
Denotem per K, el completat de K en p € &, i per C, el completat
de Fp. Un element a € K s’anomena totalment p-adic si per a tota
K-immersi6 ¢ : K < C, és 1(a) € K.

Considerem K© el maxim subcos de K totalment &-adic, és a
dir, format per elements totalment p-adics, per a tot p € &. Remar-
quem que aquesta ¢s la generalitzacié natural de cos totalment real i
de cos totalment p-adic.

Denotem per K¢l Pextensié ciclotomica maximal de K.

Teorema 2 (conjectura de Safarevié semi-local). FI grup
de Galois absolut de K% és profinit lliure.

Val a dir que podem pensar que els cossos K€Y aproximen,
per sobre, K | quan el conjunt finit de primers & es va engrandint.
Dit amb una mica més de precisid, és clar que

KCK®cK

ique K€ = K si & = (). Si engrandim el conjunt finit de primes &,
fem més petit el cos K€, relativament a K. D’altra banda,

Kcycl C KG,Cycl C F

La conjectura de Safarevi¢ (SC) prediu que el grup de Galois absolut
G geya és profinit lliure, el teorema 2 diu que G s cya és profinit lliure.
Ara, Gge.cya C Gieya. En conseqiiencia, la conjectura de Safarevié
semi-local déna evidencia de la conjectura de Safarevié.

En el treball es prova un tercer teorema que és un teorema
d’estructura del grup Gge i que nosaltres, aqui, només enunciarem.
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Sip € 6, sigui X, el conjunt d’extensions de p a KS. X,
és un espai compacte, totalment disconnex, en el que Gal(K®/K)
hi actua continuament, transitivament i fidelment. Per tant, X,
és homeomorf a I’espai topologic subjacent de Gal(K®/K). Sigui
G, = Gal(K,/Kp), on K, és el completat de K a p. Es defineix
I'c, x,, producte lliure profinit generalitzat de Gy en l'espai X i es
prova

Teorema 3.
Gre ~*pes I'a,.x,-

Remarquem que:

1. En el cas en que & conté només valoracions reals el resultat
fou provat per Fried-Haran-Volklein [Fr-Ha-Vo 93], utilitzant
d’altres metodes.

2. A [Po 96] es proven els teoremes 2 1 3 en un context una mica
mds general. El cos global K és substituit per x cos numerable,
hilbertid i & per un conjunt finit de valoracions de s de tipus
local, aix0 és, xp és un cos localment compacte, separablement
generat sobre k.

A continuacié intentarem donar una visié i analitzar els ingre-
dients fonamentals per obtenir una prova dels teoremes 1 1 2.

5.2 Freiheitssatz de Iwasawa

Abans de res donem un teorema vital per comprendre els lligams
entre els resultats obtinguts fins ara, en particular els del Capitol 4, i
els que volem obtenir. El teorema de la llibertat de Iwasawa [Iw 53],
th. 4.

Teorema 5.2.1. (Freiheitssatz) Sigui G un grup profinit de rang nu-
merable (infinit). La condicié necessdaria i suficient perque el grup G
sigui profinit lliure és que tot problema d’tmmersio finit per G tingusi
solucions propies.

De fet aquest teorema és cert per una classe C de subgrups, és a
dir una classe de subgrups finits tancada per subgrups, quocients per
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subgrups normals i per producte directe de subgrups. Com exemples
de classes C de subgrups interessants destaquem: els grups finits; els
p-grups; els grups resolubles; els grups abelians; els grups nilpotents;
els grups ciclics. Aixi, el Freiheitssatz de Iwasawa diu que la condicié
necessaria i suficient per que el grup profinit G de rang numerable
sigui pro-C-grup lliure és que tot C-problema d’immersié per G tingui
solucions propies.

Una demostracié clara d’aquest resultat i del background que
involucra es troba en les notes de L. Ribes [Ri 70].

Es prova primer un lema tcecnic:

Lema 5.2.2. Sigui G un grup profinit, és equivalent

(i) G satisfa Uazioma de la numerabilitat

(ii) G es pot generar per un conjunt numerable A convergent a 1,
és a dir, un entorn obert de 1 conté quasi tot element de A. O

En particular, un grup profinit G de rang numerable admet una
base numerable de subgrups oberts normals de G tals que
Ui 2U22---2U0; 2.

Demostracié. (Freiheitssatz) Si G és un grup lliure sobre el conjunt
{o1,092,03,...}, considerem el problema d’immersié:

G

|o

1 C B -1 4 1

I

1
El grup A esta generat pels ¢(o;). A més, existeix un k tal que
¢(o;) = 1 per a tot ¢ > k. Escollim elements h; € B tals que: (1)
generen B; (2) h; = 1, per quasi tot #; (3) j(h;) = ¢(o;). Definim
¥ : G — B com 9(0;) = hy, per a tot 7. Es clar que 9 és epijectiu,
per construccid, i que jo ¥ = ¢.

Reciprocament, sigui F' un grup profinit lliure amb una base
numerable. Sigui
FOFD>---DF,D---
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base de subgrups oberts i normals de F'. Sigui
GDG{D--DG,D---

base de subgrups oberts i normals de G.

Volem construir noves bases de subgrups oberts i normals de
F i de G, a partir de les anteriors: FF D F{ D --- D F, D «-+;
GDOG|D2:--2G] D+, de manera que els sistemes projectius

{F/FY 1 {G/Gik
siguin isomorfs. Aixo ens donara isomorfismes en els limits projectius
i en consequencia I'isomorfisme G ~ F.
Construirem els nous subgrups per induccié sobre i:

Siguin F{ = F1 = F, G} = G1 = G; suposem que tenim construits
F!i G peri=1,2,...,n, tals que:

i) F! CF;, G, CG;

i) FOF DF,>---DF)

G2OG 2GLD--- DG,

iii) Els diagrames

FE 2 o
| |
F/F_, —— G/G!_,
commuten.
Anem a construir F, ;i G}, ;. Siguin
O =F N Fp,
I'=G, NGy,

i¢: G — F/® una solucié al problema d’'immersié:

G

|

F/® —— F/F, ~G/G, —— 1.
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Siguin A = ker(¢)NT'i 6 : F — G/A una solucié al problema
d’immersié:

F

|

G/A —— F/®? —— 1

Sigui A = ker(d) C ®, § indueix un isomorfisme F//A ~ G/A. Prenem
ne1=Ai1G] | = A, que clarament satisfan les condicions volgudes.
a

Com a conseqiieéncia d’aquest teorema i del Teorema 4.5.1 ob-
tingut al Capitol 4 es té:

Corol.lari 5.2.3. Sigui k un cos hilbertia, numerable, gran amb di-
mensié cohomologica 1. Aleshores G, és un grup profinit lliure de
rang numerable.

5.3 Cossos satisfent un principi local-global
universal

Anem ara a definir el que entendrem per cossos satisfent un principi
local-global universal i a provar que sén cossos grans. A més veurem
que els cossos PAC, PRC i PpC en s6n, de fet, casos particulars.

Sigui k un cos qualsevol 1 x® una clausura separable de «.
Definicié 5.3.1. Unalocalitat de k és una extensic A/k algebraica

1 separable tal que €s o bé real tancada o bé henseliana respecte de
una valoracié de k no trivial.

Per exemple Q, N Q és una localitat de Q.

Definicié 5.3.2. Sigui L un conjunt de localitats de k. FEs diu que
el cos k salisfa un principi local-global universal respecte el
conjunt L, si per a tota varietat X sobre w llisa, geométricament
integra €s té:

Si X(A)#£0, peratot AeL és X(r) # 0.
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Casos particulars:

e Si £ = (), un cos s satisfa un principi local-global universal
respecte el conjunt £ si X (k) # @, per a tota varietat X/« llisa i
geometricament integra. Els cossos satisfent aquesta propietat s’ano-
menen PAC (pseudo-algebraicament tancats)

o Si L ={ totes les clausures reals de x}, un cos s que satisfa un
principi local-global universal respecte el conjunt £ s’anomena PRC
(pseudo-realment tancat)

e Si £ ={ totes les clausures p-adiques de s}, un cos x que
satisfa un principi local-global universal respecte el conjunt £ s’ano-
mena PpC (pseudo-p-adicament tancat)

e Més generalment, si £ ={ totes les K clausures de k}, on K és
un conjunt finit de cossos classics, és a dir, cossos localment compac-
tes de caracteristica zero. Un cos k s’anomena pseudo-classicament
tancat si satisfa un principi local-global universal respecte el conjunt

L.

Teorema 5.3.3. Sigui xk un cos satisfent un principi local-global uni-
versal respecte un conjunt de localitats L aleshores k €s un cos gran.

Demostracié. Sigui X una corba llisa sobre x tal que X (k) # 0.
Podem suposar que X és geometricament integra, prenent la com-
ponent connexa amb punts k-racionals. Volem provar que X (k) és
infinit. Aixo és equivalent a dir que per a tot obert aff U de X és
U(k) # 0. Si L = 0, aleshores x és PAC, per tant U(x) # 0, per
definicid. Si £ # (), sigui A € L, aleshores X(A) és Zariski dens, per
tant U(k) # 0, per a tot U obert afi. Donat que k satisfa un principi
local-global universal respecte el conjunt £ es té U(x) # 0. O

Ara podem provar el teorema 1

Teorema 5.3.4. Sigui k numerable, PAC i hilbertia, aleshores G
és profinil lliure de rang numerable.

Demostracié. Un teorema de Ax [Ax 68] (cf. [Se 94] ) ens diu que si
k és PAC, aleshores la dimensié cohomologica de G, és < 1. D’altra
banda, pel teorema anterior tot cos k PAC és un cos gran. Aplicant
el Corol-lari 5.2.3 s’obté el teorema. O
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5.4 Topologies étale i estricta. Conjunts de
tipus local

Sigui k un cos qualsevol 1 £° una clausura separable de k. En el
conjunt de tots els k-subcossos A’ de k® podem considerar la topologia
étale i la topologia estricta. Aquestes sén, per definicid, les que tenen
com a base d’entorns conjunts de la forma:

étale: U, ={A:ANXC A'NA}, onk CA, XC &® recorren el
conjunt de totes les subextensions.

estricte: U3, = {A': ANX= A'NA}, onk CA, XA C &® recorren
el conjunt de totes les subextensions Galois finites.

Sigui G un grup profinit, en el conjunt de tots els subgrups
tancats TV de G (per la topologia profinita) podem considerar la to-
pologia étale i la topologia estricta. Aquestes sén, per definicid, les
que tenen com a base d’entorns conjunts de la forma:

étale: Z/{f‘fN ={I": NI" € NT'}, on T, N recorren el conjunt de
subgrups tancats de G.

estricte: Uy, = {I": NI' = NT}, on T, N recorren el conjunt
de subgrups oberts i normals de G.

Sigui G, = Gal(k®/k) el grup de Galois absolut de . Es clar,
per construccid, que la correspondencia del teorema fonamental de
la teoria de Galois entre els subgrups tancats I' C G, i els subcossos
A C % és un homomorfisme per les topologies étale i estricta.

Definicié 5.4.1. Un conjunt de localitats L de k (cf. 5.3.1) es diu
de tipus local si é€s tancat per laccid del grup G, i es pot escriure
com L = Lo ULy, on Lo 1 Ly 860 tancats per la topologia estricta i
satisfan:

1. Tot A € L, té grup de Galois absolut G ~ Gg.

2. Tot A € L, té grup de Galois absolut G isomorf al grup de
Galois absolut d’algun cos no-arquimedia localment compacte.

La definicio corresponent per a subgrups tancats d’un grup pro-
finit G és:
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Definicié 5.4.2. Un conjunt de subgrups tancats G de G es diu de
tipus local si és tancat per la conjugacio interna, @ es pot escriure
com G = G UG, on G i G, son tancats per la topologia estricta i
satisfan:

1. Tot T € G és isomor| al grup de Galois absolut dels reals Gp.

2. Tot ' € G, és isomorf al grup de Galois absolut d’algun cos
no-arquimedia localment compacte.

5.5 Grups relativament projectius

Sigui G un grup profinit i G un conjunt de subgrups tancats, quasi-
compacte per la topologia étale.

Un problema d’immersié finit per G relatiu a G és:
EPg = (77 a7 B)’

on EP=(v, «) és un problema d’immersié per G i B és un conjunt
de subgrups tancats tals que per a tot I' € G el problema d’immersié
local EPr = (4r, ar), on 4r =~ i

ar : o Hy(I)) S y(I),

té solucions fr tals que Br(T") € con(B). Denotem per con(B) el més
petit conjunt de subgrups tancats de G contenint G, G-invariant i
tancat per subgrups.

Una solucié de EPg és un morfisme 5 : G — B tal que v = « 3,
és a dir una solucié de EP.

Una solucié forta de EPg és un morfisme § : G — B tal que

v=af1iB(9) < con(B)

Definicié 5.5.1. Un grup G es diu que és G-projectiv (resp. forla-
ment) si tot G-problema d’immersid per G té solucions (resp. fortes).

Cal tenir en compte que es pot provar

Teorema 5.5.2. Sigui G un grup profinit ¢ G un conjunt de tipus
local de subgrups tancats de G. S1 tot G-problema d’immersié per G
té solucions (propies), aleshores tot G-problema d’immersié per G té
solucions fortes (propies).
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Un resultat important pels nostres proposits és

Teorema 5.5.3. Sigui xk un cos satisfent un principt local-global uni-
versal respecte d’un conjunt L de localitats, G-tnvariant ¢ quasi-
compacte per la topologia étale. Constderem G, amb el conjunt de
subgrups tancats Gp = {Gp : A € L}. Aleshores G, és Gp-projectiu.

En particular, G, té dimensié cohomologica < 1 si i només si
totes les localitats A € L tenen dimensié cohomologica < 1.

Una idea de la demostracié és a [Po 96]. Nosaltres, de fet,
utilitzarem la darrera part que permet provar que G, té dimensié
cohomologica < 1 si la dimensié cohomologica de totes les localitats
A € L és < 1, sempre que k satisfaci un principi local-global universal
respecte d’'un conjunt £ de localitats GG-invariant i quasi-compacte
per la topologia étale.

5.6 Cossos totalment &-adics

Sigui k un cos i kK° una clausura separable de k.

Definicié 5.6.1. Una valoracidé p de k es diu de tipus local si el
completat Ky de K en p é€s un cos localment compacte ¢ separablement
generat sobre K.

Definicié 5.6.2. Sigui p una valoracio de tipus local de x, 1 Cy el
completat d’una clausura algebraica de ky. Diem que un element
a € K és totalment p-adic si per a tota x-immersio L : K —= Cp es
té u(a) € Ky.

Notem que la nocié d’element totalment p-adic generalitza, de
manera natural, la nocié de nombre algebraic totalment real o total-
ment p-adic.

Definicié 5.6.3. Sigui & un conjunt finit de valoracions de k de
tipus local. Un element algebraic a sobre k és totalment G-adic si
a és totalment p-adic per a tot p € S.

Denotem per k€ el conjunt de tots els elements de & totalment
G-adics, ¢és a dir, format per elements totalment p-adics, per a tot
p € G, on & és un conjunt finit de valoracions de & de tipus local.
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Observem que l'extensié £€/x és de Galois. Denotem per LP
el conjunt de cossos de descomposicié de totes les extensions de p a
k% i per £ la reunié dels £P, per a tot p € S.

Sén facils de provar els fets segiients:

e Lcxtensié £ /k és de Galois.

e x5 és la interseccié de totes les localitats A € LP.

e Bl grup de Galois absolut G, s de x© és el subgrup tancat
de G, generat pels grups de descomposicié de totes les extensions de
peGack’

e £P amb la topologia étale és homeomorf a espai quocient
Gy /Dy, on Dy és el grup de descomposicié d’alguna cxtensié de p a

K5,

e [P és compacte amb la topologia étale.
e £5 és compacte amb la topologia étale.

e £ és un conjunt de localitats de x de tipus local.

Teorema 5.6.4. (S) Sigui A\ una extensio algebraica de k®. Sigui
L ={AMA € LS} el conjunt de les extensions de LC a \. Aleshores
A satisfa un principi local-global universal respecte de L.

Aquest resultat és una generalitzacié del principi local-global
de Rumely. La seva prova és dificil. Una idea d’aquesta prova es
troba en un apeéndix de P’article de Pop [Po 96], la prova csta en [Gr-
Ma-Po 95]. Involucra la restriccié de Weil i arguments tipus Bertini,
entre d’altres.

En particular i en conseqiiencia, els cossos d’elements algebraics
totalment reals o els totalment p-adics sén cossos PRC o PpC. A més,
sitot A\ € L és separablement tancat, A és PAC. En particular, x5!
és un cos PAC.

Finalment, estem en condicions de provar el teorema 2. De
fet donarem la prova d’un teorema en les condicions mdés generals
d’aquest paragraf, per obtenir, aixi, una prova del teorema 2.

Teorema 5.6.5. Sigui k un cos numerable i hilbertia. Sigui & un
conjunt finil de valoracions de k de tipus local. Aleshores G.e,cyer €s
profinit lliure.



Conjectura de Safarevi¢ semi-local 83

S,cycl

Demostracié. Sigui A =« , es té que:

1. X és un cos gran: \ és una extensié algebraica de k€, pel

Teorema & satisfa un principi local-global universal, en con-
seqiiencia, pel Teorema 5.3.3, A és un cos gran.

2. X ¢és un cos hilbertia: Sigui S # @ un conjunt de nombres
primers i k%(ug) el cos obtingut al adjuntar a &% totes les
arrels de la unitat amb ordre divisible només pels primers de
S. Els cossos £ (us) sén una extensié de x® isi i T sén dos
conjunts de nombres primers no comparables per la rclacié de
inclusid, els cossos £°(ug) i &% (ur) tampoc ho sén. Escollim
conjunts S 1T de nombres primes no comparables per la inclusié
tals que la seva reunid és el conjunt de tots els nombres primes.
Fl cossos k(ug) i «%(ur) sén extensions de Galois del cos &,
que per hipotesi és hilbertia, i el seu compositum és A, aleshores
A és hilbertia (cf. [Ha-Ja 91]).

3. X té dimensié cohomologica 1: £ = {AX|A € L5} és el conjunt
de les extensions de £% a . Pel Teorema &, X satisfa un
principi local-global respecte de £. Pel Teorema 5.5.3 n’hi ha
prou en veure que AN € L té dimensié cohomologica 1. Ara
A%l = AN, té dimensié cohomologica 1.

D’altra banda, A és numerable, i aplicant el Corol-lari 5.2.3
obtenim el resultat. O
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