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La conjectura de Birch 1 Swinnerton-
Dyer

ANGELA ARENAS!

En aquestes notes es tracta d’enunciar el contingut d’aquesta conjectura
aixi com també de fer una breu exposicié dels fets més rellevants que s’han
produit fins ara.

§1. Origen i desenvolupament de la conjectura

Es considera ’equacié polinomica en dues variables:

flz,y) =0 ()

amb coeficients racionals. Si f(z,y) és una forma quadratica, el teorema
de Hasse-Minkowski ens assegura que () té solucions racionals no trivials
si 1 només si (%) té solucions no trivials a Q,, per a tot p, inclés p = oo.
El teorema de Minkowski-Siegel déna una expressié quantitativa del resultat
precedent. Concretament, Siegel prova que la densitat de punts racionals en
una quadrica n—dimensional es pot expressar en termes de densitats de punts
p-adics i aquests ultims valors depenen directament del nombre de solucions
de l'equacio corresponent modul p. De fet per a tot primer p, llevat d’un
nombre finit, es té que essencialment aquests valors son p~'N,, on

N, = card{(xl,...,xn) €F, | f(zy,...,2,) =0 (modp)}.

Si f(x,y) és ara el polinomi que defineix un corba el-liptica £/Q definida
sobre Q, el teorema de Mordell, el qual va ser conjecturat per Poincaré,
diu que el grup E(Q) dels punts Q-racionals de F és finit-generat: E(Q) =

!Conferencia impartida el 23 de gener de 1999. Amb el suport parcial de la
DGES: PB96-0166.



Z" ® E(Q)tors » ™ =rang (E(Q)), r > 0. El calcul del subgrup de torsié és
efectiu tan teoricament com a la practica. De fet, el subgrup de torsi6 és un
dels 15 grups segiients ([Mazl], [Maz2]):

E(Q) _ Z/nZ, 1<n<10 6 n=12,
1S T\ Z/2Z x /22, 1<n<A4.

En general, pel rang r es poden trobar fites superiors per descens i fites
inferiors si es té la sort de trobar solucions independents. El nombre de
solucions racionals de (x) és finit si i només si r = 0.

Part de la demostracié del teorema de Mordell consisteix en provar que
existeix una forma quadratica definida positiva que s’anomena altura (és
tinica)

h:EQ®R-—R
amb h(P) —log max{|num z(P)|, denz(P)|} afitat, on P = (x(P), y(P)) és
una solucié racional de (x). Si

N(A) = card{P e Q| f(P)=0, num z(P)| < A, |den z(P)| < A},

aleshores N(A) ~ C(log A)"/? (A — o) on r = rang(E(Q)) i C > 0 és una
constant donada per
. 7Tr/2 # (E(Q)tors)
(r/2)! VR

on R = R(E/Q) = det((P;, Pj)r)i<ij<r, o0 Pi,...,P. és una base de
E(Q)/E(Q)tors 1 (,) denota I'aparellament de Néron-Tate. R(E/Q) s’ano-
mena el regulador el-liptic de E/Q i és el volum d’un domini fonamental de la
xarxa de RQ E(Q), E(Q)/E(Q)iors, calculat utilitzant la forma quadratica h.
Si r = 0, per conveni escrivim R = 1.

Exemples (Zagier)

D y?=423 =27, 1 =0, C = # (E(Q)tos) = 3.

)yt —y=a*—z, r=1, #(F(Q)ors) =1, C = 8.8464916 ...

3) 42 = 42 — 282 + 25, 7 = 3, #(E(Q)rors) = 1, C = 6.48553546 . ..

Birch i Swinnerton-Dyer (1963-65) varen formular una conjectura que
determina r i en certa manera C. La idea és que una corba el-liptica amb r
molt gran (o bé, donat r, amb C molt gran) té un nombre de punts racionals
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molt gran i per tant hauria de tenir en promig un nombre relativament gran
de solucions modul p, quan tots els primers p varien. Més concretament, si

N, = card{P = (z,y) € ]Ff, | f(z,y) = O(modp)},

la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer (BSD) diu que hauria d’haver una
férmula assimptotica

N, +1
[] =— ~Cilog t)" (t— ).
p<t p
Per a una formulacié més precisa de la conjectura de Birch i Swinnerton-
Dyer és convenient treballar amb la serie L de Hasse-Weil associada a la

corba el-liptica. Sigui £/Q una corba el-liptica i sigui
v+ a1y + as = 2° + aux® + aux + ag

a; € Z, una equacié de Wierstrass global-minimal per a F/Q i denotem per
A el seu discriminant minimal. Per a cada primer p sigui A, el nombre de
punts de la corba reduida E mddul p (cal incloure el punt de 'infinit); i sigui
t,=14+p—A,.

La serie L associada a F/Q ve definida pel segiient producte d’Euler:

L(E/Q,s) = H(l —t, p )" H (1=t p " +p )7,

plA pfA

el qual és convergent per a Re(s) > 3/2. Es conjectura que L(E/Q,s) té
continuacié analitica a tot el pla complex. Es cert per a corbes el-liptiques
amb multiplicacié complexa i per a corbes el-liptiques modulars. Si aquest
és el cas, considerem el desenvolupament de Taylor:

LIE/Qs)=cy+ci(s—1) 4+ ...+ cn(ls—1)™+...

al voltant de s = 1.
Es defineix el rang analitic p de E/Q per p := min{i | ¢; # 0}. Es a dir:
p=0 LE/Q1) 0

p=m>1& LE/Q1) =0, LE/Q1)=0,i<m, L' (E/Q1)#0.

La conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer (cf. [B-Swl]) diu:
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L(E/Qs) _ R(E/Q

= - 5
oD Ty (B(@es )|

on R(E/Q) és el regulador el-liptic de E/Q definit abans; Q és el producte

dels factors de Tamagawa. Més concretament, si w = m és la forma

diferencial holomorfa associada amb un model global-minimal de E/Q (que

és tinica llevat del signe) es té

Q=0 []9,

p

O = / 1w,
E(R)

on E(R) és el grup de R-punts racionals de E. F(R) és un grup de Lie real
compacte de dimensié 1, amb 1 6 2 components connexes segons que A < 0
6 A > 0. De fet, Q és el periode real positiu de w si F(R) és connex, o bé
és el doble del periode real positiu de w si E(R) té 2 components connexes.

és el nombre de components connexes del model de Néron de E/Q,.

Si E' té bona reduccié a p, aleshores €2, = 1. Es possible expressar els
factors de Tamagawa €,, via mesures de Haar, com a valors d’integrals p-
adiques molt semblants a la integral arquimediana que defineix 2.

S és un enter quadrat que se suposa que és ’ordre del grup de Shafarevich-
Tate [[] (E/Q) de la corba el-liptica E/Q. Quan es va formular aquesta
conjectura no es coneixia l’existéncia de cap [[[(E/Q) finit. []](E/Q)
és un grup de torsié i és “facil” calcular la seva 2-component i la seva 3-
component. Cassels [Cal] va provar que si [[] (E/Q) és finit aleshores el seu
ordre és un quadrat. Tate prova el mateix resultat per a una corba el-liptica
E/K definida sobre un cos de nombres K.

Rubin (1987) és el primer que déna exemples concrets de corbes el-lipti-
ques F/Q amb grup de Shafarevich-Tate finit:

E/Q:y?=2%+ 17z, [1[(E/Q) = Z/22.& 7./27,
E/Q:y? =2 — 25352, [[[(E/Q) = Z/3Z & Z/3Z
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i la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer és certa per a aquestes corbes
el-liptiques.

Podem ara escriure la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer sota la
forma:

1) p=r.
LEQS) o 11 o BE/Q #I11(E/Q

s—1 (s—1)" TR0 : P [# <E(Q)tors):|2

§2. Fets a favor de la conjectura

(i) Evidéncia numerica

En els articles ([B-Swl], [B-Sw2|) s’estudia la conjectura per a corbes el-lip-
tiques Ep/Q amb equacié: y? = z* — Du.

Aquestes corbes el-liptiques sén amb multiplicacié complexa per Z[i] i en
conseqiiéncia

L*(Ep/Qs) =) [ &' L(Ep/Q s)

és essencialment una serie L de Hecke i Birch i Swinnerton-Dyer donen una
expressio finita de L*(Ep/Q, 1). De fet computen

1= [# (BQun)] L(E0/Q1),

per a 1348 valors de D. Per a cada un d’aquests valors tracten de computar
el rang del grup de Mordell E(Q), juntament amb l'ordre de J[](2) i ho
aconsegueixen en prop de 200 casos. Per a aquests casos un hauria de tenir
d’acord amb la conjectura (BSD):

e vy=0,s r>0
e v= #111(E/Q). si r=0.

En cadascun dels més de 1000 casos on es calcula r, la maquina va trobar
v =20, sir >0;ique v és un quadrat de manera que la seva 2-component



coincideix amb 'ordre de []](2), si r = 0. De fet, fins i tot en els casos en
que el seu programa no determina el valor de r ni de JJ](2), es té que ~
sempre és un quadrat. Concretament, si r = 0 els valors que surten per a 7y
i.e. pel nombre que se suposa és #][][] (F/Q) son: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49 i
81.

Stephens [Ste] déna evidéncia numerica per a corbes el-liptiques definides
per

24y =D.

Déna evidencia per a centenars de casos amb r =0 o amb r = 1, també per
a 4 casos amb r = 2 i per a un cas amb r = 3.

(ii) Consisténcia per isogénies

Dues corbes el-liptiques F/Q i E'/Q, Q-isogenes tenen el mateix nombre de
punts modul p, per a tot p, i, per tant, tenen la mateixa serie L. Aleshores,
si la conjectura (BSD) és certa, la quantitat

[11 (E/Q) R(E/Q)
% 11 % S E @t

ha d’ésser invariant per isogenies suposant que #[[] (E/Q) < oo . Aleshores,
Cassels (1965) prova que, per a corbes el-liptiques sobre Q, (k%) és un in-
variant per isogenies.

Els termes del valor (x) un a un no sén invariants per isogenies!

(%)

(iii) Teorema de Coates-Wiles [Co-W]|

Sigui K un cos quadratic imaginari de discriminant D, amb nombre de classes
h(D) igual a 1. Sigui F una corba el-liptica definida sobre F', on F és Q o
bé el propi K, amb multiplicacié complexa per K (i.e. End(E) = O, O anell
d’enters de K).

Aleshores, si L(E/F,1) # 0, es té que E(F') és un grup finit.

(iv) Teorema de Greenberg (1983)

Sigui F/Q una corba el-liptica amb multiplicaci6 complexa. Suposem que
L(E,s) té un zero en s = 1 amb multiplicitat p > 1. Aleshores r > 1 o bé el



grup de Shafarevich-Tate conté una copia del grup divisible Q,/Z, per a tot
primer p # 2,3 on F té bona reduccié ordinaria.

(v) Formula de Gross-Zagier [Gr-Z]

Sigui £/Q una corba el-liptica modular tal que L(E/Q, 1) = 0. La formula
de Gross-Zagier relaciona el valor de L'(E/Q, 1) amb la altura canonica d’un
punt de Heegner P € F(Q). En particular proven:

1) Si L(E/Q, 1) =0, aleshores, L'(E/Q, 1) # 0 < P € E(Q) té ordre infinit.
2) Si L(E/Q,1) = 0irang E(Q) = 1, aleshores, L'(E/Q, 1) és un miltiple
racional de Q R(F/Q) i de vegades es pot provar que és un quadrat.

3) La corba el-liptica £/Q de conductor 5077 donada per

—139y? = 2 4+ 102* — 20z + 8,

satisfa p=r =3.

El primer que utilitza els “punts de Heegner” per a produir punts racionals
en corbes el-liptiques és el propi Heegner (1952) en l'article en el qual prova
que el nombre de classes h(D) d’un cos quadratic imaginari és 1 només per
a un nombre finit de D’s:

D=-3-4,-7,-8 —11,-12,-16, 19, —27, —28, —43, —67, —163.

Birch ([Bi], [Bi-Ste]) déna un algorisme inspirat en el treball de Heegner per
construir punts racionals d’ordre infinit en certes corbes el-liptiques. Birch
defineix els punts de Heegner que van ésser extensament estudiats, des del
punt de vista numeric, per Birch i Stephens. De fet, ells van conjecturar
expressions equivalents a la formula de Gross-Zagier. Baker i Stark proven
que h(D) = 2 per a un nombre finit de discriminants. Goldfeld (1975) va
provar que si existeix una serie I amb propietats analitiques apropiades i amb
un zero d’ordre suficientment gran en el punt de simetria de la seva equacio
funcional, aquesta funcié L donaria una fita inferior efectiva de h(D). La
L-serie de la corba el-liptica : —139y? = 2* + 1022 — 20z + 8, [Bu-Gr-Z] té
totes les propietats demanades per Goldfeld.

Amb la qual cosa I'equacié h(D) = n, n fix té un nombre finit de solu-
cions. La ultima fita que s’obté és

hD)>C ] (1-%) log |D|,

p|D



on C' és una constant que és computable efectivament.

(vi) Teoremes de Kolyvagin (1988) ([Kol], [Ko2])

a) Sigui £//Q una corba el-liptica modular amb L(E/Q, 1) # 0. Aleshores,
el grup de Mordell E(Q) és finit i el grup de Shafarevich-Tate [ [ [ (E/Q)
també és finit.

Aquest resultat també esta provat per Kato (1977) sense utilitzar el
cos quadratic auxiliar ni punts de Heegner.

b) Sigui E/Q una corba el-liptica modular. Si L(E/Q,1) = 0, pero
L'(E/Q,1) # 0, aleshores rang E(Q) = 1 i el grup de Shafarevich-
Tate és finit.

Anem a donar una idea de la demostraci6 del segon teorema de Kolyvagin,
que consta de tres pasos importants:

1. Lema de no anul-lacié.

Es tria un cos quadratic imaginari K/Q de discriminant D amb les
seglients condicions:

e Si p és un factor primer del conductor de E/Q, aleshores p de-
scompon en K.

e La serie L(E/K,s) té un zero simple en s = 1, amb la qual
cosa, com que L(E/K,s) = L(E/Q,s) L(E®P)/Q,s) on E®)/Q
és la torcada de E/Q pel caracter de K; es té, en particular,
L(E™) /Q, 1) # 0. L'existencia de K ve assegurada per un teore-
ma de Waldspurger (1985) sobre la no anul-lacié dels valors de les
series L automorfes torcades.

2. Férmula de Gross-Zagier.

A partir de la férmula de Gross-Zagier pel cas de E/K i Px punt de
Heegner de E(K):

ffE((C) w /\E iL

L'(E/K,1) = /D (Pk),



es troba que el punt de Heegner Px € E(K) és d’ordre infinit, d’on
rang F(K) > 1. Més precisament, estudiant 1'accié de la conjugacié
complexa sobre Pk es veu que en aquest cas, Px € E(Q)/(E(Q)tors)s
d’on rang (E(Q)) > 1.

3. Descens de Kolyvagin.

Utilitzant els sistemes d'Euler, Kolyvagin prova que rang E(K) és exac-
tament 11 que [[[ (E/K) és finit. Per tant, rang F(Q) = 1. Considera
la successi6 exacta

0 — kerp — [I1(E/Q) —= [1I(E/K)
i prova que ker ¢ C H! <GK/@, E(K)) on aquest grup de cohomologia
és finit. En particular [[] (E/Q) és finit.

§3. La conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer
per a varietats abelianes

Sigui A/K una varietat abeliana de dimensié d definida sobre un cos de
nombres K. Sigui O 'anell d’enters de K, O, l'anell local en una de les
valoracions discretes, i k(v) el cos residual. Suposem que A té bona reduccié
en v. Sigui GG, un grup de descomposicio, posem

Nv = #k(v); .

Fr, = element de Frobenius de G,, actuant a A(k(v)).

Sigui N el model de Néron de A sobre O i sigui N° el model de Néron
connex. Sigui v finit, escrivim 4, = N®o k(v), A) = N°®¢ k(v). Aleshores
A, és un esquema de grups commutatiu sobre k(v) i A% és la component
connexa de 'origen en A,. Es defineix

() = e = (Au(k(0))  A2k(0)))

Aleshores ¢, és un enter, gairebé sempre igual a 1, igual a I'index del subgrup
de punts del cos residual de la component connexa de la fibra especial, en
el grup de tots els punts k(v)-racionals de tota la fibra del model de Néron.
Aleshores, es defineix

CrA)=1]] -

v finit



Sigui G el grup de Galois Gal (Q/K) i sigui I, el subgrup d’inércia de G,,
que indueix la identitat en I’extensié del cos residual donada per v. Sigui
Fr, ’element de Frobenius de G,/I,. Sigui ¢ € Z un primer, ¢ # car k(v), i
consideri’s el modul de Tate

T(4) = lim A@) [¢"],

on A(Q) [¢"] és el nucli de la multiplicacié per £ en el grup de punts algebrics
de A. Ty(A) és un Z,-modul lliure de rang 2d. Es defineix el factor local de
la L-serie en v, per a tot v, incloent els de mala reduccio per la férmula:

-1
L,(A/K, s) := det (id — Nv~* Fr;'| Homg, (Ty(A), Zg)“) .

El super index I, indica el submodul dels elements fixos per tots els elements
del grup d’inercia I,. Aleshores, es defineix la serie L associada a la varietat
abeliana A/K pel producte d'Euler:

L(A/K,s) = [] L.(A/K,s),

v finit

i es conjectura que aquesta funcié L té prolongacié analitica a tot el pla
complex i que satisfa una equaci6 funcional senzilla, (cf. [Gro]).

Sigui Wy el O-modul projectiu de les diferencials invariants al model de
Néron N. Aleshores, rang(Wy) = d i, per tant, AWy és un O-submodul
de rang 1 de H°(A/K,Q%). Sigui {wi,...,wq} una K-base de H°(A/K,Q})
i sigui = Aw,. Aleshores

AN Wy =n a, en H°(A/K, Qd),

on a, és un ideal fraccionari de K.
Si v és una plaga complexa de K i 0 : K — C una immersi6 que indueix
ven K. Sigui H= H{(A%(C),Z) la homologia entera de A?. Aleshores, H

és un Z-modul lliure de rang 2d. Sigui {7, ..., Y24} una base de H, i definim

co(Am) = ‘det <(/7 ”i’/7i5j>)‘

:/ v—=1nAT7.
A(C)
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El determinant de la 2d x 2d matriu és diferent de zero i només depen de 7
iv.

Si v és una placa real de K corresponent a l'immersio o : K — R
Sigui H* el submodul de Hy(A%(C),Z) que és fix per conjugacié complexa.
Aleshores, H" és lliure de rang d. Sigui {«y,...,aq} una base i definim

= (20w wr) [ae ([ )
_ / ol

Aqui també el determinant és diferent de zero i només depen de 7 i de v.
Sigui dg el valor absolut del discriminant de K sobre Q. El producte

Coo(A) = [T eo(Asn) N ay/|dic|"?

v|oo

és independent de 1’elecci6 de 7.
Finalment, es defineix

C = C(A) = C(A) - C4(A).

Aleshores C'(A) és un nombre real positiu.
Suposant que L(A/K, s) té continuacié analitica a tot el pla complex, es
té:
Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer
1. Sigui r = rang A(K). Aleshores, L(A/K, s) té un zero d’ordre r en s = 1.

1o _ # 1 (A/K) R(A/K) C(A/K) ,

2. o LV (A/K,1) = 7 (AE) o) 2A () on [[](A/K) és el
grup de Shafarevich-Tate de la varietat abeliana A, [[[(A/K) =
ker(H'(G, A) — 11, H'(G,, A) ).

Es conjectura que [[] (A/K) és finit; i sota aquesta hipotesis es té que
els grups [JJ(A/K) i [[](A'/K), on A" denota la varietat abeliana dual de
A, sén duals 'un de laltre (Cassels-Tate).

R(A/K) s’anomena el regulador de la varietat abeliana A/K i es defineix:

R(A/K) = | det(P;, Pj)|,

7y
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on {Py,...,P.} és una base de A(K)/A(K)tors 1 {P],..., P/} és una base de
AN (K) AT (K )iors, 1 .
(P,P"y:=h(P, P,

és el corresponent aparellament de Néron-Tate.

Observacions. 1) En el cas d’una corba el-liptica E/Q definida sobre Q
recuperem els resultats del paragraf anterior.

2) En el denominador del segon apartat de la conjectura (BSD) cal introduir
# [A'(K)iors] Per a que tot el valor sigui invariant per isogenies (provat per
Tate [Tal).

3) La conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer per a varietats abelianes també
es pot donar en termes de nombres de Tamagawa.

Bloch [BI] conjectura que el nombre de Tamagawa 7(A) corresponent a
una varietat abeliana A/K amb grup de Mordell-Tate A(K) finit és:

_ # PiC(A)tors
AR §§ [FEY

i en Particle esmentat anteriorment prova que si (x % x) és certa aleshores
també la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer ho és.

(* * *)
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Corbes el liptiques amb multiplicacié complexa

Jordi Guardia

1  Multiplicacié complexa 1 teoria de cossos de
classes

Definicié 1 Sigui E una corba el-liptica definida sobre C. Diem que E té multi-
plicacions complezes si Ende(FE) ~ R és un ordre d’'un cos de nombres quadratic
imaginari K/Q.

La xarxa de periodes d’una corba el-liptica amb multiplicacions complexes de R
és un R-modul projectiu de rang 1. Nosaltres assumirem sempre que Ende(E) ~ Ok
és 'anell d’enters de K. En aquest cas, la xarxa de periodes de E és de la forma

AE = QC(,

on 2 € Ciaés un ideal fraccionari de CI(K'). Denotarem per E, la corba el-liptica
C/a, i per j(a) el seu invariant j. Tenim que:

a) La classe de a en CI(K) determina la classe de Q-isomorfisme de la corba
el-liptica C/a. !

b) Si o € Aut(C), la corba el-liptica C/oa també té multiplicacié complexa per
O[{.

Es dedueix d’aixo que j(a) és un nombre algebraic. De fet:

Teorema 2
1) El polinomi f(X) = [],c CI(K)(X — j(a)) és irreductible sobre Q.

2) El cos de descomposicid del polinomi f(X) sobre K s’obté adjuntant un valor
qualsevol j(a), a € CI(K).

I'Remarquem que es tracta de la classe de Q-isomorfisme. Aixi, per exemple, totes les corbes
Y2 = X3 — DX tenen multiplicacions complexes de Z[i], sén Q(v/D)-isomorfes a Y? = X3 — X,
pero I'isomorfisme no es pot definir sobre Q.



3) L’estensid abeliana no ramificada mazimal de K (el Hilbert ray class field de
K) és justament aquest cos H = K(j(a)).

A més a més, podem assegurar que

Proposicié 3 El minim cos de definicid de la corba el-liptica C/a és Q(j(a)). Les
multiplicacions complezes d’aquesta corba estan definides sobre el cos H = K(j(a)).
2 Incis: Ideles i caracters

En aquesta seccid recordarem les nocions basiques referents a les ideles i els caracters,
1 fixarem la definicié de Grossencharakter. Les referencies basiques son els llibres
[Ne 86], [Ca-Fr 65].

Donat un cos de nombres F', denotarem per Jr el seu grup d’ideals, 1 per Pr el

subgrup dels ideals principals. El grup de classes d’ideals de F' és C1(F') := Jp/Pp.
Definicié 4 L’anell de les adeles de F és

Ap :={(z,), € HF” |z, € O, ¢q.p.t. v}.

El grup de les ideles de F ¢és

Els elements de F* s’injecten canonicament en [r mitjancant el morfisme diag-
onal. El quocient Cp := Iy /F* s’anomena grup de classes d’ideles de F.

Denotarem per S (resp. Sy) el conjunt de les places arquimedianes (resp. no
arquimedianes) de F. Hi ha una aplicacié natural del grup d’ideles en el grup
d’ideals, donada per:

Ir = Jp
—_— Hvesf pz(l’v)7
(p, primer associat a v).

El nucli d’aquesta aplicacié és I, := ker(u) = [[,cq. Fy ¥ Huesf O;,1rep el nom
de grup de les ideles infinites. Evidentment, Ir/Ip . ~ Jp, pero a més

Proposicié 5



El grup de les ideles Ip és pot proveir d'una topologia natural, de forma que
esdevé un grup topologic. Només cal prendre com a entorns basics de la unitat
els conjunts de la forma Hpes Wy x Hpes Uy, on S és un conjunt finit de places
arquimedianes que F' que inclou les places arquimedianes, W, és un entorn basic de
1€ Fy,1U, =2 € Fylvp(z) = 0. En introduir la topologia en el grup de les ideles,
podem estudiar la teoria de cossos de classes des del punt de vista analitic.

Definicié 6 Un Grossencharakter de F' és un homomorfisme continu
x:Ilp—C
tal que Y(F*) =1.

Donat un Grossencharakter , podem considerar els seus components locals, que
no soén més que les restriccions a cada factor local del productori que defineix el grup
d’ideles. Interpretem aquests components com a morfismes sobre el grup d’ideals:

Xo: B — Jp
Xol2) = x(1,1,... 2, 1,..0).

En la tesi de Tate (cf. [Ca-Fr 65]) s’estudia com poden ser aquests components
locals:

1) En una plaga arquimediana v amb e, = [F, : R] cal que

x n
v€ S ule) = () el

E

per a certs n € Z,s € C.

2) En una plaga finita v el component local corresponent ha de descompondre
com

Xo() = Xon(@)]2]},
ambn € N y,,: U,/(1 +7") — S* un caracter local.

A partir dels exponents dels components locals dels Grossencharakters es defineix
el seu conductor:

Definicié 7 El conductor de x €s f:= Huesf ne,

Usualment, els components locals infinits 1 els components locals finits d’un
Grossencharakter s’agrupen donant lloc a dos morfismes:

Xoo : I — C

_fv
Vool(wohves) = oes. ()l

3

Sy
v




Y Jgr— C
X =Xxou,
de manera que tenim la descomposicié natural

X(7) = X(u(@)) Xoo((%0)vesa. )-

Observem que, per als elements o € F*

Ju
. vy .
x(a)=1= x(aOF) = H <|a ev> [

VESeo

Tenint en compte tot aixo, veiem que els caracters d’ordre finit son els que tenen
tots els exponents f, = 01 s, = 0 en les places arquimedianes. En aquest cas,
X(Iroo) =11 Imy C oo, 1 x és un caracter de Dirichlet. Els caracters de Dirichlet
van lligats a les extensions finites de F'. Si volem tractar les extensions infinites de
F haurem de considerar els Grossencharakters d’ordre infinit. Weil proposa 1'estudi
d’'un tipus particular de Grossencharakters, que si bé tenen ordre infinit, prenen
valors algebraics:

Definicié 8 (Weil) Un Grissencharakter €s de tipus A si tots els s, € Q. Un
Grossencharakter és de tipus Ag st tots els s, € Z, és a dir, si existeizen enters
y, b, tals que, per a cada o € F*:

Wa0p) = £ [] oprat.

VESeo
Proposicié 9
a) Els valors que pren un Gréssencharakter de tipus A son algebraics.

b) Els valors que pren un Gréssencharakter de tipus Ao cauen tots dins d'una
extensio finita de Q.

A més a més, hom pot definir la serie L associada a un Grossencharakter de
tipus Ag, que resulta tenir unes propietats immillorables:

Proposicié 10 (Hecke, Tate) La série L dels Griossencharakters de tipus Ay sa-
tisfa una equacio funcional, que permet extendre-la a una funcio analitica en tot el
pla complez.



3 El treball de Deuring

Sigui v una placa de F en la qual E té bona reduccié. Denotem per F'(v) el cos
residual, i per E, la reduccio d’E. Mitjancant els moduls de Tate es prova que els
homorfismes de reduccié:

Endy(E) — Endp(,(Ey)
Endp(E) ® Q — Endp(,)(E,) © Q

son injectius. Aixo dona lloc a una injeccio
K 2% Endp)(E,) © Q.

L’algebra d’endomorfismes EndF(U)(EU) ® Q pot ser un cos quadratic imaginari o
una algebra de quaternions, pero en qualsevol cas, el seu centre és justament 6,(K).
En particular 'endomorfisme de Frobenius 7, pertany a la imatge de 8,. Es a dir:

A o, € K| 0,(ay) = .

Aixo ens dona una correspondencia v — «,, entre les places de F'iels elements de K.
Deuring ([De 53-57]) demostra que aquesta correspondencia és un Grossencharakter,
la qual cosa permet provar, a posteriori, la conjectura de Hasse-Weil per a les corbes
el-liptiques amb multiplicacions complexes d’un cos de nombres quadratic imaginari:

Teorema 11 La corba el-liptica E;p, amb multiplicacions compleres del cos K =
Q(V—D) C F determina un inic cardcter continu:

¢E Iy — IX’*,
que queda caracteritzat per les propietats seguents:
a) Sia={a}, és una idele principal, Yp(a) = Np/x(a).

b) Sia={av}t, €s una idele tal que a, =1 (mod v) en totes les places de mala
reduccio d’F, llavors

vp(a) = H ayl).

v de bona reduccid

¢) ker(vg) és un subgrup obert de Ip.

Els conductors de x 1 E estan lligats per la relacio Ng = NiE.



Donat un primer racional ¢ € Z, considerem el twist (-adic de ¢ g:

xe:Ip — Kj
a — Yg(a)/Np,r,(ar).

Per definicid, y¢(F*) = 1, i com que K és totalment disconnex, x, ha de ser trivial
sobre el component connex de la identitat I% en Ip. A través de l'isomorfisme
d’Artin, y, defineix un caracter de Gal(F/F)®, que indueix un caracter de Galois

xe: Gal(F/F) — K.

Proposicié 12 El caracter y, €s el caracter associat a la representacid (-adica de

Gal(F/F) determinada per E.

En les places infinites, podem fer una construccié analoga. L’homomorfisme

Xoo : IF — K7,
a — 77Z)E‘(a)/‘Z\/vF‘oo/I(oo(a00)7

també és trivial sobre F*. Ell 1 el seu conjugat complex sén dos Grossencharakters
de tipus Ap, que denotarem yp 1 Yg.

Teorema 13 (Deuring, [De 53-57]) K C F

1) Xg 1 XE son dos Grossencharakters de tipus Ag.

2) L(E/F,S) = L(XE?‘S)L(X_Ev‘S)

3) Si E estd definida sobre Q llavors, L(E/Q, s) = L(xg, s) llevat d’un nombre finit
de factors d’FEuler.

4) Les corbes el-liptiques amb multiplicacions complezes d’un cos quadratic imaginari
satisfan la conjectura de Hasse-Weil.

4 El teorema de Coates-Wiles

Teorema 14 (Coates-Wiles, [Co-Wi 77]) Sigui Kun cos quadratic imaginari
amb nombre de classes h(K) = 1. Sigui E una corba el-liptica definida sobre ' = K
o sobre F' = Q, amb multiplicacions complezes de Ok. SirgE(F) > 1, llavors la
série L(E/F,s) s’anul-la en s = 1.

Aquest teorema pot aplicar-se, en particular, a les corbes el-liptiques Y2 = X3 —
DX estudiades originalment per Birch 1 Swinnerton-Dyer.

En realitat, aquest enunciat és una mica restrictiu: nomeés hi ha 9 cossos quadra-
tics imaginaris amb nombre de classes 1: sén els cossos Q(v/—D), amb D € {3,4,7,
8,11,19,43,67,163}. Els propis Coates i Wiles admeten que la restriccié h(K) =1
només es deu a raons tecniques, 1 anuncien que N. Arthaud ha aconseguit superar-la.
En [Ar 78-2] apareix el teorema segiient:



Teorema 15 En les mateizes hipotesis que el teorema anterior, (en particular
h(K)=1), si F és una extensid abeliana de K i E és una corba el-liptica definida
sobre F tal que rgE(F) > 1, llavors la série L(E/F,s) s’anul-la en s = 1.

Arthaud anuncia una segona part del seu article, en la qual prova una generalit-
zacio del teorema de Coates-Wiles

- Sense la restriccié sobre el nombre de classes;
- Per a una extensi6 abeliana F//K tal que F(E {,,4)/ K sigui abeliana.

Aquest paper pero, no ha estat publicat. Se suposa que deu apareixer a la seva

tesi ([Ar 78-1]). Si més no, Rubin ([Ru 81]) el déna per valid.

5 El treball de Rubin

En les mateixes hipotesis del final de la seccié 4, Rubin prova una versié més forta
dels resultats anteriors, en la qual fita 'ordre d’anul-laci6 de la serie L.

A partir de la corba el-liptica E definida sobre F', Rubin considera la restriccio
d’escalars a K, B = Resp/x(FE). Com que suposem que F(E 4¢)/K és una ex-
tensio abeliana, resulta que és una K-corba, és a dir, és isogena a totes les seves
K-conjugades. Es té que:

Proposicié 16 La varietat abeliana B és isogena sobre K a un producte [[;_, B
de varietats abelianes simples sobre K, de tipus CM, és a dir:

T, = End]X(B,) @OK K
és un CM-cos i dim B; = [T; : K]. En particular >._ [T, : K] = dim B = [F : K].

Sigui M una extensié abeliana de K que conté F, amb grup de Galois G =

Gal(M/K). Notem que G actua sobre
Bi(M)r, = Bi(M) ®z Q = B:(M) OEnd (8 T;.

La descomposicié en components irreductibles d’aquesta representacié permet fitar

lordre d’anul-laci6 en s = 1 de la serie L(E/M, s):
Teorema 17 (Rubin, [Ru 81]) Sigui B;j(M)r, ~ &'_\V;" la descomposicid de
B,(M)r, en T;|G]-representacions irreductibles. Es té que

!
ords=1 L(E/M,s) > 2 Z deg V.

=1



Observacié 18 Es pot provar que rgy (E(M) = dimr,(B;(M)7,), de manera que
la prediccid de la conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer és que ord,—1 L(E/M,s) =
!

Rubin ha seguit treballant en la versio completa de conjectura. Ha obtingut
resultats parcials a partir dels seus treballs en les conjectures principals de la teoria
d’Iwasawa ([Ru 91]). Aixi mateix, en una de les tesis dirigides per ell es demostra:

Proposicié 19 (Gonzalez-Avilés, [Go 97]) La versié completa de la conjectura
de BSD per a les corbes elliptiques definides sobre Q(v/—7) amb multiplicacions
complezes per aquest cos © amb L(E/Q(\/—T7)) # 0 és certa.

Com a consequencia d’aquest resultat, es prova la versié completa de la conjec-
tura per a una familia de corbes el-liptiques:

Corollari 20 (Gonzalez-Avilés, [Go 97]) Les corbes
E;:Y?=X?421dX? +11d*X,
que tenen multiplicacié complexa per
Z[(1+ V=),
satisfan la versié completa de la conjectura BSD si L(E;/Q(v/=T7)) # 0.

6 Altres resultats

Greenberg demostra una aproximacié al reciproc del teorema de Coates-Wiles, a
favor de la conjectura:

Teorema 21 (Greenberg, [Gr 83]) Sigui E una corba el-liptica definida sobre Q
amb multiplicacions complexes d’un cos quadrdatic imaginari K. Si L(E/Q, s) té un
zero d’ordre senar en s = 1, llavors o bé tgE(Q) > 1 o b€ el subgrup p-primari
del grup de Tate-Safarevic €s infinit per a tots els primers p > 3 de bona reduccio
ordinaria.

7 Idees sobre la demostracido del teorema de Coa-
tes-Wiles

7.1 Cossos de punts de torsio

Sigui p un primer de bona reduccié de E, que descompon totalment en K, amb p =

pp. Denotem per ¢g el Grossencharakter de E, i sigui m = ¢g(p) € O = End(E).

8



Per definicio, m és I'inic endormorfisme de E que reduit modul p déna el Frobenius
de E  (mod p). De fet, [p|p = [7|g[7]&.

El fet que 'invariant j de la corba el-liptica F sigui un enter algebraic, combinat
amb el criteri de Néron-Ogg-Safarevic, permet determinar una extensio en la qual
la corba té bona reduccié a tot arreu:

Teorema 22 La corba el-liptica E té bona reduccié sobre el cos Fy := K(E,).

Utilitzant bé la relacié explicita entre les multiplicacions complexes de E 1 els
simbols d’Artin, es prova el segtient

Lema 23 Sigui f = (f) = conductor de ¢g.

1) H := K(Ey) és lextensid mazimal abeliana no ramificada fora de § de K.

2) El conductor de F,, := K(Em+1)/K és f, := fp"t'.

3) El Hilbert ray class field de K modul §, és el cos R,, .= HF,,, i HNF, = K.

7.2 Unitats el-liptiques

Definicié 24 Sigui L = QOy la zarza de periodes de la funcid p de Weierstrass de
la corba el-liptica E. Donat un ideal enter a de K definim:

AW A
6(27 Cl) - A(C‘_IL) leal_llL/L (p(z) - p(l))67

on A denota el discriminant, @ l'index del productori recorre un sistema de repre-
sentants no nuls de a™'L modul L.

Sigui S = {2,3} U{ primers de mala reducci6 de E}.
Proposicié 25 (Roberts, [Ro 73]) Sigui p,, un punt de §,-torsid de L.
a) Sia és un ideal enter de K coprimer amb S i amb p, llavors O(p,,a) € R,.

b) Sib és un ideal enter de K coprimer amb f,, llavors
O (p, @) F/) = O(p(b)pn, ).
c) Sig=1[; a;lj és un ideal fraccionart de K tal que 3 n;(N(a;) —1) = 0,
llavors ©(pp, @) := [[ O(pn.a;)™ € R} (és una unitat elliptica).

Denotarem per C,, el subgrup format per les unitats el-liptiques descrites a 1'altim
apartat de la proposicié anterior. Denotarem per C,, el subgrup de F,, format per
les normes de R,, a F,, dels elements de C,:

Cy = {Q(pnvg)}gv

El grup C, té un molt bon comportament galoisia. Resumim les seves propietats:

9



Proposicié 26

a) C, és estable per Uaccid de G, = Gal(F,/K), i és independent del punt de
fn-torsio p, € L escollit.

b) Els elements de C,, son =1 (mod p,,).
¢) Per a cada m > n, Ng, 5, (Cp) = Ch.

Prenem com a p,, el valor p := Q/f. Fixem un conjunt B d’ideals enters de K,
coprimers amb fo = fp de forma que

Gal(Ro/Fy) = {(b,Ro/K)|b € B}.
Per a cada ideal enter de K coprimer amb S i p, considerem la funcié
Az, a) := H O(z + ¢(b),a).
beB
Després d’'una serie de calculs més o menys elementals pero llargs es prova que:

Lema 27 La funcié A(z,a) és una funcié racional de p(z) i p'(2), amb coeficients

en el cos K. A més:
[o@)

d
i log A(z,a) = kz:; cx(a)z,
on

ap(a) = 12(=1)" " fFO(N(a) — x5 (a)) L(XE", k).
Corol-lar1 28
QO *L(xE" k) € K.

7.3 Calculs locals

L’estudi del grup formal de Lubin-Tate associat a la corba el-liptica E ens déna la
segient informacio local:

Proposicié 29 L’extensic ¢, = Ky(Em+)/K, €és totalment ramificada de grau
pip—1).

Introduim les notacions segiients:
G, = Gal(¢,/K,) ~ (Og /7" Ok)*.

p, := maximal de O, = primer de F,, sobre p.

10



Uy={2 €04, =1 (modp,)}.
U, = {x € Un| Nojxy@)=1}
C,, =clausura de C,, respecte la topologia p,-adica.

Notem que C, C U’ i que U’ /C,, és un G,-modul. Denotarem per y el caracter
que déna 'accié de Gy en E,. Identificant el grup de les arrels (p — 1)-esimes de la
unitat de Z,, p,, amb la seva reduccié modul p, assumim que Y pren valors en f, 1:

X:Go — pp-1 CZ,
o — xl(o):o(u)=x(o)u Vuée E,.

Donat un Z,[Gol-modul A, denotarem per A®) el submodul d’A on Gy actua via
Y*. Aix{ tenim una descomposicié

A=agh AW,

L’estudi d’aquesta descomposici6 per als Z,[Go]-moduls U’ /C,, és una part basica
de la demostracié del teorema de Coates-Wiles. Per exemple, el modul U /Cy esta
relacionat amb els valors modul p dels valors de les series L dels caracters x%. Aixo
es demostra utilitzant novament el grup formal de la corba el-liptica.

Definicié 30 Direm que un primer p € Z és anormal per o E si m+7 =1 (la traga
del Frobenius modul p és 1).

Teorema 31 Sigut p > 5 un primer no anormal ni de mala reduccid, que descompon
en K, p=pp. Perak=1,...,p—2:

(Us/Co) # 0 <= Q7 L(\p, k) =0 (mod p).

El problema és que els grups (U5/Co)* no tenen una interpretacié galoisiana
clara. Jugant amb el grup d’unitats el-liptiques 1 una mica de teoria d’Iwasawa,
Coates 1 Wiles proven que

Teorema 32 Perak=1,...,p—2,
(U1/Co)® £0 < 3n > 0 t.q. (U,/C)™ £ 0.

Els grups (U)/C,)%* Coates i Wiles si que els poden tractar des del punt de
vista galoisia, ates que ja havien demostrat el resultat segiient:

11



Teorema 33 (Coates-Wiles 76, [Co-Wi T6]) Sigui M, la p—extensid abeliana
mazimal no ramificada fora de p,, de F,. Sigui L, la p—extensio abeliana mazimal
no ramificada de F,,. Finalment, considerem Foo = Uy>oF, 1 By :={2 € O, |z =1
(mod p,,)}, i denotem per E, la clausura de E, en U..

L aplicacio d’Artin estableix un isomorfisme de G,,-moduls

Gal(M,/LoFo) ~ U /E,.

La importancia d’aquest resultat per a nosaltres rau en el fet que C,, C E,, C U},
de manera que si conseguim veure que el quocient U /F,, # 0 tindrem que U}, /C,, #

0.

7.4 Demostracid del teorema de Coates-Wiles

En aquesta secci6 repassarem la demostracié propiament dita del teorema de Coates-
Wiles. La hipotesi del teorema és que tenim un punt d’ordre infinit P € E(K).

Sigui S" := S U {5} U {primers anormals per a E}. Escollim un primer p ¢ 5’
que descompongui en K, p = pp. Triem un punt Q,, € E(K) tal que 7"*1(Q,) = P
i considerem 'extensié H,, := F,(Q,). Tenim que:

Lema 34
1) H,/F, és ciclica i [H, : F,]|p"*".
2) H, és no ramificada fora de p,,.
3) L’accid de Gy per conjugacié sobre Gal(H,/F,) ve donada per

7 =x(o)r Vee Gal(H,/F,),0 € Go. (1)

4) ¥n>>0, H,F/Fs és no trivial i ramificada.

L iltim apartat del lema anterior ens diu en particular que, per a n prou gran,
Vextensié H,L,F./L,Fy no és trivial. Ates que H,L,F., C M,, obtenim que el
grup de Galois Gal(M,, /L, F) no és trivial, i ara el teorema 33 ens permet afirmar
que

Up/Ea #0.

Com que coneixem 'accié de Gy sobre Gal(H,/F,) (apartat 3 del lema anterior),
podem assegurar més concretament que (U’/E,)") # 0. Ja hem dit abans que
C, C E,, de manera que

(U,/C)M) # 0.
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Ara el corol-lari 32 ens diu que per a n prou gran
(U3/Co)M £ 0.
Si apliquem el teorema 31 obtenim que
Pl L(XE, 1).

Tenim aquesta condicié de divisibilitat per als primers p > que descomponen en K,
son de bona reduccié 1 no anormals per a E. El teorema de la progressio aritmetica
de Dirichlet permet provar que hi ha una infinitat de primers que satisfan aquestes
condicions, per la qual cosa podem assegurar que

L(\g,1)=0.

Aixo prova el teorema de Coates-Wiles, ja que, tal com hem vist en el teorema
13,81 F =K L(E/F,s) = Lixg,1)L{(Xg,1)isi F = Q L(E/F,s) = L(xg, 1) llevat

d’un nombre finit de factors d’Euler.
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1 Introduccid

El principal teorema d’aquest article, relacionat amb la conjectura de Birch i
Swinnerton-Dyer, proporciona una relacié entre les altures de classes de divisors
de Heegner de la jacobiana de la corba modular de X, (V) i els valors de la primera
derivada en s = 1 de L-series de certes formes modulars. Aquest teorema s’aplica
després a una corba elli ptica modular F definida sobre Q tal que la seva L-serie
té un zero simple, obtenint-se que F té un punt racional d’ordre infinit i una
certa expressié de L'(E, 1).

L’article publicat en I'Inventiones té una extensié d’unes 100 pagines. Un
avang dels resultats obtinguts en aquest article, que van ser publicats en la revista
Comptes Rendues, contenen alguns errors que els mateixos autors assenyalen
posteriorment en ’article de I'Inventiones. Aquest treball dona resultats relatius
a formes paraboliques de pes 2k > 2 i una bona quantitat de férmules intermitges
que no mencionarem en aquest resum.



2 La corba modular Xy(N)/C

A B
C D
Denotem per H el semipla superior de Poincaré. La corba Xo(N)/C és la superfi
cie de Riemann compacte que s’obté quan dotem l’espai topologic I'o(N)\H U
P'(Q) d’unes cartes locals tals que el cos de les funcions meromorfes C(X,(N)) =
C(j,jn), on j és la funcié modular elli ptica i jy(7) = j(NT). Denotem per
Yo (V) Pobert de Xo(N) que correspon a I'g(N)\H i per F un domini fonamental
de Y3(N). Les puntes sén els punts de I'o(N)\P!(Q). Podem descriure els punts
de Y5(N)(C) de les maneres segiients:

Siguin un enter N > 11 [\(N) = {( > € SLy(Z) : C = 0 (mod N)}.

e Mitjancant els punts 7 € F.

e Pels parells de coordenades (j(7),jn(7)) amb 7 € F. Ullll, punts diferents
de Yy(IV) poden tenir el mateix parell de coordenades, ja que el model
obtingut mitjancant el polinomi modular ®x(X,Y’) té singularitats.

e Interpretacié de moduli. Sigui k un subcos de C. Els punts de Y (V) (k)
s’interpreten de la manera segiient:

reYy(N)k)+<x=¢:E— E,

on E i E' sén corbes elli ptiques definides sobre k i ¢ una isogenia ci clica
de grau N definida sobre k. Notem que ker¢ en k és isomorf a Z/NZ. El
lligam amb anterior descripcié és que (j(z), jn(z)) = ((E),j(£")) (també
es pot triar la identificacié amb el punt (j(x),jn(z)) = (F(E'),j(E))). Les
puntes sén els punts x € Xo(NV) tals que j(z) = jy(r) = oo. Ogg va
determinar les puntes que sén racionals i, en particular, 0,00 € Xy(N)(Q)
per a tot V.

e En els cas complex, les classes de isomorfia de corbes el'li ptiques complexes
venen donades per les superfi cies de Riemann compactes C/A on A és
una ret (wy,ws) de C. Agafarem les rets orientades, és a dir w;/wy € H.
Aleshores, j(C/A) = j(w;/ws). Dues corbes elli ptiques donades per les
rets A, A’ s6n isogenes (resp. isomorfes ) sii existeix o € C* tal que aA C A’
(resp. A = A') i la isogenia (resp. 'isomorfisme) ve donat per:

[a] :C/A = C/N', z—az.
Els punts de Y5(N)(C) poden ser descrits com segueix:
z € Yy(N)(C) > z=1d:C/A = C/N\,

on Id és la identitat i A" = (wy, ws/N) C A.



3 Involucions i correspondéncies

Involucions. La involucié candnica (de Fricke o d’Atkin) wy ve donada, en
les diferents descripcions, per:

e wy: Xo(N) = Xo(N),7— —1/(N1) (mod T'y(N)).
o (j(7),in(7)) = (in(7),5(7)).
e En la interpretacié de moduli: z = ¢ : E — E' — wy(x) = a: E'—- FE.

e r =1Id: C/{w,wy) - C/{wy,ws/N) — wy(x) = [N]: C/{w1,ws/N) —
C/{wy,ws).

Pels divisors d|N tals que (d, N/d) = 1 tenim les involucions d’Atkin-Lehner
Wq-

€ F s wy(r) = (Ar + B)/(Cr+ D) (mod Ty(N)), amb v = (é g) €
GLy(Z), dety =d, A,D =0 (mod d), C =0 (mod N).

v =(§(7),in (7)) = wa(x) = (Ja(7), jv/a(7))-

Amb la interpretacié de moduli:

v=¢:E— E — wy(t) = ¢q: E/ker¢ N E[d] — E'/ker¢ N E'[d] .

z =1d : C/{w,wy) — C/{wi,ws/N) — wy(xz) = [N] : C/{w1,wa/d) —
C/(wl/d,wg/N>.

Designarem per W el grup d’aquestes involucions. Si N té s factors primers
diferents, aleshores |W| = 2° i la llei de composicié ve donada per

Wq Wqr = Wgqrr ond' = dd,/(d, dl)2 .

Correspondeéncies. Per a cada enter m > 1 la correspondencia de Hecke T},
esta definida sobre Xy(N) com segueix:

r=¢:E—EwTy(x)=) (xc), zc=¢c:E/C— E[$(C),

on C' recorre tots els subgrups d’ordre m que tallen trivialment a kerg i ¢¢ és
la isogenia induida per ¢ entre E/C i E'/¢(C). El corresponent endomorfisme
en la jacobiana de Xy(NN), que denotarem per .J, esta definit sobre Q. Denotem
per T la Q-algebra dels operadors de Hecke que és la sub-algebra commutativa
de Endg(J) generada pels T,,.



Obtencié de formes paraboliques de pes 2 a partir de T. Com sempre
S5(To(N)) denota el C-espai vectorial de les formes paraboliques de pes 2 per
a I'y(N). Donada una forma g = > . b,¢" € S2(I'g(N)), posarem a;(g) =
b;. Notem que donada una aplicacié Q-lineal o : T — C, aleshores la funcié
Y1 UT)g™ € So(To(N)). Aquest resultat, que sera utilitzat posteriorment,
s’obté a partir del fet que 'aplicacié segiient:

p:T x 52(F0(N))Q = Q, BT, f)=a(T(f)),

és un aparellament perfecte. Aqui S3(Iy(N))q denota les formes amb desenvolu-
paments de Fourier racionals (recordem que C ® Sy(I'o(N))q = S2(T'o(V)). En
particular, T és una Q-algebra de dimensié el génere de Xy(N).

Notem que si k és un subcos de C, aleshores

J(k) ~ Div®(Xo(N))x/Divp(Xo(N))g
Div®(Xo(N))x = {c € Div®Xo(N) : c = c per a tot o € Gal(k/k)},

Divp(Xo(N))y, = {c € Div®(Xo(N)); : 3f € C(Xo(N)) amb div f = ¢} .

Aixi, si K és un cos de nombres i H/K és una extensi6 galoisiana finita amb
grup de galois G i x € Xo(N)(H) aleshores ) _.("z) — |G|(o0) € J(K). En el
nostre cas K sera un cos quadratic imaginari i H el seu cos de classes de Hilbert.

4 Corbes el'li ptiques amb CM i punts de Heeg-
ner de Xy(N)

Donada una corba elli ptica E/C, I'anell End(E) és Z o un ordre O d’un cos
quadratic imaginari K. En aquest darrer cas es diu que F té CM per O, i la
condicié Q ® End(F) = K equival al fet que j(F) = j(7), amb 7 € H, implica
que Q(7) = K (el rec/’/i proc també és cert). Si E té CM, aleshores j(E) és
enter algebraic.

Per a tota c. e. E definida sobre qualsevol cos algebraicament tancat, 1’anell
End(FE) és un invariant de la classe d’isomorfia de E, mentre que el cos Q®End(E)
és un invariant de la classe d’isogenia de E. Quan ens limitem a corbes el'li ptiques
complexes, si E té CM pel cos K = Q ® End(FE), aquest cos determina la classe
d’isogenia de E (aquest fenomen coincideix amb el que passa quan treballem amb
c.e. definides sobre una clausura algebraica d’un cos finit).

Els ordres dels cossos quadratics queden individualitzats pels seus discrimi-
nants. Donem una descripcié d’aquesta relacié en el cas imaginari. El discrimi-
nant d’un ordre d’un cos quadratic imaginari K és un enter negatiu D € Z tal
que D = 0,1 (mod 4). Reciprocament, per a cada enter negatiu D € Z tal que
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D =0,1 (mod 4) existeix un tinic ordre O© d’un cos quadratic que té discrimant
D i aquest ordre ve donat per O = (1, (D ++/D)/2)z. Si Dg denota el discri-
minant de K, aleshores D = f?Dg amb f € Z; aquest enter f > 0 s’anomena el
conductor de 'ordre O.

Donat un ordre O d’un cos quadratic imaginari K, denotem per C1(O) el grup
de classes d’ideals fraccionaris invertibles (propis) de O, per Ay, ... A, les seves
classes i per per h = h(O) el seu cardinal. Siguin ay,--- , a; ideals fraccionaris i
invertibles de O tals que a; € A; ([a;] = A;). Aleshores les classes d’isomorfia de
les corbes e
lgem 1 ptiques

C/ay,...,C/a,

sén diferents i descriuen totes les c.e. que tenen CM per O (en particular tot
ordre O és I'anell d’endomorfismes d’una c.e. amb CM). El cos H = K(j(a;)) és
el cos de classes de 'anell O, és a dir H és la maxima extensié abeliana de K no
ramificada fora de f i tal que Cl(QO) ~ Gal(H/K). En particular, [H : K| = h,
[T, (X — j(a;)) € Z[X] e$ Q-irreductible i i I'isomorfisme C1(O) ~ Gal(H/K)
que ve donat pel si mbol d’Artin s’expressa per

A=1[a] € Cl(O) — o4 € Gal(H/K) : H— H,j(b) — j(ab).

Punts de Heegner. Un punt x = ¢ : E — E’' € Yy(N) es diu de Heegner si
E i E' tenen CM pel mateix ordre @. Com abans, D denota el discrimant de
O. Ens limitem als casos en que (D, N) = 1. Tenim que X,(N) té punts de
Heegner d’ordre O amb (D, N) = 1 sii Jy € Z tal que D = y* (mod 4N). El
motiu d’aquesta caracteritzacio és el segiient:

Siz=¢:FE — E'és un punt de Heegner, aleshores existeixen dues rets A, A’
de C que sén O-moduls de rang 1 tals que E = C/A i E' = C/A’. Modificant
A’ per una ret homotetica, podem suposar que A C A’ i que ¢ és la identitat.
En aquest cas A i A’ sén ideals fraccionaris i propis de O i n = A(A’)™! és un
ideal enter i primitiu (n no és divisible per cap natural > 1) que té norma N (
O/m ~ Z/NZ). Aquesta condici6 equival a que existeixi una forma quadratica
primitiva definida positiva i de discriminant D tal que N es respresentable per
aquesta forma quadratica i, per tant, D és congriient a un quadrat modul 4N.

En cas d’existir punts de Heegner d’ordre O, aquets punts es descriuen pels
parells:

(A,m) amb A € CI(O) i n és un ideal enter i primitiu de O de norma N .

Donat un tal parell, s’agafa a € Aix =1Id : C/a — C/an"! és un punt de
Heegner de Xy(IV).

El nimero de punts de Heegner relatius a O és h.2° (quan n’existeixen), on
recordem que s és el nombre de factors primers que divideix N. Aquest fet és
degut a que podem triar h classes diferents en CI(O) i 2° ideals enters primitius
diferents de norma N (tot primer p|N descompon completament en K).
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El grup Gal(H/K) x W actua transitivament sobre els punts de Heegner i
el seu cardinal coincideix amn el nimero de punts de Heegner. Posem G =
Gal(H/K) i a continuacié describim les accions de la conjugacié complexa i de
G x W sobre els punts de Heegner:

e La conjugacié complexa: (A, n) — (A7) = (A4, On1).
e El grup G: o4 : (A4, n) — (AA, n).

e El grup W: wg € W : (A,mn) — (A[D],n’) on 0 és I'ideal med de (d) i n
i n’ és l'ideal obtingut de n canviant els ideals primers que divideixen n i
(d) pels seus conjugats (n’ =ndo ).

Els punts de Heegner sén H-racionals. Fixat un punt de Heegner = € X,(V),
denotarem per ¢,d € J(H) els divisors ¢ = (z) — (00), d = (z) — (0). Donat un
caracter y : G — C*, posem

(Div° Xo(N) )X = {m € Div°Xo(N) iz @ C : “m = x(0)m per a tot o € G},

on el grup G actua només sobre els punts de la corba. Aixi obtenim que
J(H)X = (Div° Xo(N) g )X/ (DivpXo(N) )X i que:

—ZX )ece J(H)X.

Notacio. A partir d’ara, K és un cos quadratic imaginari de discrimant D amb
(D,N)=1iD =1 (mod 4), O denota el seu anell d’enters, ¢ : (Z/DZ)* — {£1}
denota el caracter associat al cos quadratic K, u = #0*/2, H el cos de classes
de Hilbert de K, G = Gal(H/K) i x : G — C* un caracter del grup de classes.
Notem que si x és quadratic (només agafa els valors +1), aleshores x és un
caracter del genere i correspon a un caracter xp,.p,, on D = Dy.Dy i Dy, Dy sén
discriminants de cossos quadratics (un real i Paltre imaginari); 'accié d’aquest
caracter en els ideals enters a de O que s6n primers amb D ve donada per:

XDI-D2(a) = €D (N(a))gDz (N(a)) :

5 L-series

En aquesta seccié no suposem que hi hagin punts de Heegner a Xo(N) d’ordre
O. Sigui Sy(T'g(N)) el conjunt de formes paraboliques de pes 2 per a I'((/V). En
S9(To(N)) tenim definit el producte de Petersson:

——dxdy .
(f,9) = // 9(z:)—5 z=z+iy,
Do(N )




on la integral s’efectua en un domini fonamental de Xo(N). EL C-espai vectorial
S5(To(N) s’identifica amb el de les diferencials regulars de Xo(N), mitjangant

f=wp=2mif(z)dz =q ' f(q)dq.

Llevat una constant multiplicativa, el producte de Petersson es llegeix en les
diferencials regulars de Xo(N):

(w17w2):/ wy A twg
Xo(N)(C)

on |jwy|| = 87%(f, f). Sigui, ara, f = > ., a,q" una forma nova de pes 2 per a
[o(N). Recordem que aleshores (f, g) = 0 per a tota forma vella g € S(Ty(N)) i
que els operadors T, € T, m [N operan de manera autoadjunta amb el producte

de Petersson.
Com sempre la L-serie associada a f és
Lifs) =Y 2.

n>1

La funcié L(f, s) convergeix absolutament per a Re(s) > 3/2, admet prolongacié
holomorfa a tot el pla complex i satisfa ’equacié funcional:

L*(f,s) := (2n)°*T(s)L(f,s) = —N'"°L*(f|lwy,2 — 5), per a tot s € C.

Si flwy = f, aleshores L(f,s) té un zero en s = 11isi L(f,s) té un zero simple
en s = 1, aleshores flwy = f.
Fixem A € Clg. D’una banda, tenim la theta-serie:

@A(z) = _u + Z e??rizN(a) — Z TA(n)QQWinz :

AcA,a enter n>0

que és una forma modular (no parabolica) de pes 1 per a I'o(|D|) i amb caracter
e. Notem que per a n > 0, r4(n) és el nombre d’ideals enters de A amb norma
n.
Posem
L(f,s):= Z 5(n)n1’252anr,4(n)n’s.
n>1,(n,DN)=1 n>1
Si f és un vector propi normalitzat de tots els operadors de Hecke i xy un caracter
de classes, posem:
L(f,x,8) = Y X(A)La(f,s).
AeClg
Aquesta L-serie quan x = Id esta relacionada amb la L-serie de f mitjancant la
igualtat:

L(f,s)L:(f,s) = L(f,1d, ),
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on Lc(f,s) = 3,5, e(n)an/n’.
NOTA: Quan f sigui la L-serie d’'una c.e modular F definida sobre Q, aleshores
L(f,1d, s) sera la L-serie de E sobre K.

Els resultats principals estan continugunts en les segiients proposicions.

Proposicié 5.1 Les funcions La(f,s) i L(f, x,s) tenen prolongacid holomorfa
a tot el pla complex. Les funcid L(f,s) satisfa l'equacid funcional

Li(f,s) i= (27) 2 N*[DI'T(s)2La(f, 5) = —=(N)L3(£,2 — s).

L’equacid funcional per o L(f,x,s) és idéntica. En particular, si e(N) = 1,
aleshores Lo(f,1) =014 La(f,x,1) =0.

Teorema 5.1 Si e(N) = 1, aleshores existeir una forma modular ®4(z) =
zmzl Um,Aq™" € So (TCo(N)) tal que:

S (f, ®4) per a tota forma nova f € Sy(Ty(N)).

L) = 2

2. Els coeficients am, 4 venen donats per:

h N|D L
_ Z a'y(n)ra(m|D| —nN)+ ETA(m) (log47r|27r|z — 2y 4+ 23(1, 5))

1<n<m|D|/N

2nN h 1
+lims_o ( 2ZO'A n)ra(m|D| +nN)Qs(1 + TD|) — u—jm(m)—)
n>1

¢

hk
—|—§ o1 (m) log +2Z —i-2+2C

L m
(2) — 2f(1, N+ dlog—

on

v és el factor de Fuler
. L(s e) =Yt 5
3 = [t + V2 — Leoshu) " ™du amb t > 1, s > —1 (Funcid de

Legendre de segona classe).
o g1(m) =>4 d;
o k=—12/N]J[, y(L+<(p)/p),
o o4(n) = D dinyd>0 ea(n, d),
® 04 =2 gnasoEa(n, d)log(n(d?),

o c4(n,d) = {0 si (d,n/d,D) # 1

NOTA: Quan en Xy(N) existeixen punts de Heegner d’ordre O, aleshores £(p) =
1 per a tot primer p|N i, en particular, e(N) = 1.
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6 Altures locals i globals

Per a cada placa v de H, denotem per H, el completat de H per v i definim
’homomorfisme de valoracié ||, : H; — R per:

aa = |a|*> si H,~C
|C¥|U = —v(a) . , . Sy e JORT .
Qv si H, és no arquimedia i ¢, és ’ordre del cos residual

Per a cada o € H* tenim la formula producte: [[, ||, = 1.

La teoria de Néron proporciona un unic si mbol (a,b), amb valors a R, que
esta definit sobre els divisors de grau zero de X(/V) que son relativament primers
entre si i definits sobre H,. Aquest simbol satisfa les condicions:

e Es bilineal,
e simetric,

e continu: (a,>_;m;y;) és conti nua sobre S\|a| (S compacte) amb relaci6
cada y;,

o (a,b), =) mylog|f(x)|, quan a =Y m,(x) i b= div(f).

Es poden obtenir formules pel si mbol local utilitzant la teoria del potencial quan
v és arquimediana i la teoria d’interseccié quan v no és arquimediana. Si a i b
son relativament primers entre si i definits sobre H aleshores es pot definir:

(a,8) = 3 {a.b),.

v

ja que només un numero finit és no nul. El si mbol depen només de les imatges
de a i ben J(H) i defineixen un aparellament a valors reals en J(H) @ R. Es
denota per B(a) = (a,a) que és la altura canonica de Néron-Tate asssociada a la
classe del divisor (20). Ja que O és simetric i positiu, h és una forma quadratica
definida positiva sobre J(H) ® R i pot ser extessa a una forma hermi tica sobre
J(H)® C. Notem que la forma en .J(H) només s’anulla sobre els punts de torsi6
de J(H).

Suposem, ara, que x € Xy(V) és punt de Heegner d’ordre O i fixem o € G.
Sigui A € Clg tal que via el si mbol d’Artin proporciona o. Gross-Zagier calculen
el valors dels 1 mbols (¢, T}, “¢), per tal d’identificar la forma g4 de Sa(To(N))
que obtenen a partir de I’aplicacio lineal

a:T—-C, o, = (T,"c).
Com que d — ¢ = (0) — (00) és de torsio, (¢, T,,7d), = (¢, T,7¢c),. Realitzen el

calcul del si mbol (¢, T,,7d),, per evitar la repeticié de oo en els dos divisors de
I’aparellament. Primer calculen el valor en les places arquimedianes (funcions de
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Green) i denoten per (¢, T,,”d)s la seva suma. Després ho fan en les places no
arquimedianes aprupades per primers enters

(¢, T,,°d), = Z(c, T’ d)p -
Plr

Es un pal. Han de distingir quan r4(m) és zero i diferent de zero, ja que segons
sigui un cas o l'altre els divisors de I'aparellament sén primers entre si o no. A
més, en el cas de les places no arquimedianes, s’ha de distingir quan p decompon
completament, ramifica o és inert en K.

Aquets calculs els hi permeten provar que:

(¢, T,n7c) = u’ama pera (m,N)=1.

Per tant, g4 i u?® 4 difereixen en una forma vella i tenen el mateix producte de
Petersson per a tota forma nova.

D’altre banda, els elements de ’algebra T actuen com endomorfismes lineals
de I'espai vectorial V' = C® J(H). La seva acci6 és autoadjunta respecte (—, —),
la Q-algebra T esta definida sobre Q i T conmuta amb 'accié de G. Aixi , si
agafen una base {g} de Sy(I'o(/V) amb coeficients reals i que contingui una base
de formes noves normalitzades es té que V = @,V (si g és nova el subespai
Vy queda determinat per ser ’espai dels vectors propis de tots els T}, amb els
mateixos valors propis que g). Per tant, ¢, = Zg Cx,g amb ¢, , € VX, Finalment,
s’obté la proposicié segii ent:

Proposicio 6.1

82 lwrll” » [lwrll? >

_ h(c = hx(c .
hUZ\/ﬁ hu2\/5 (va) u2\/5 K( X:f)

D’aquesta proposicio surten els corollaris segiients:

L'(f,x1) = hex)(f. f) =

Corol-lari 6.1 Si f € S3(I'o(N)) és una forma nova i x un caracter de classes
de K, aleshores L'(f, x,1) > 0.

Corol'lari 6.2 Si f € S(T'o(N)) és una forma nova i x un caracter de classes
de K, aleshores totes les conjugades L("f,"x,s) (T € Gal(Q/Q)) tenen un zero
simple en s =1 o tenen un zero d’ordre > 3.

El motiu és ben simple ¢, ; € J(H) ® C s’anulla si i només s’anullen els seus
conjugats i aquets son els que surten en eles formules.

Corol‘lari 6.3 Si f € S3([y(N)) és una forma nova i ™ f una conjugada de f,
aleshores

o ords_1 L(f,1) =0< ords—1 L(" f,s) = 0,

10



o ords—1 L(f,1) =1< ords— L(" f,s) = 1,
e ords_1L(f,1) >2 < ords1 L("f,s) > 2,

e ords_1L(f,1) >3 < ords—1 L("f,s) > 3.

7 Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer

Sigui f la forma nova normalitzatda d’una corba elli ptica modular E definida so-
bre Q de conductor N. Sigui 7 : Xo(N) — E amb 7(c0) = O una parametritzacié
modular de E. Sigui w linvariant diferencial de E. Sabem que 7*(w) = awy,
amb a € Z (a es pot agafar > 0) i podem suposar que E és la parametritzacié
forta de Weil, ja que la funcié L(FE, s) no varia per Q-isogenies i coincideix amb
L(f,s) (en aquest cas a és la cosntant de Manin que conjecturalment és 1).

Sigui € Xo(N) un punt de Heegner i posem Pg = > . 7(’z) € E(K) (la
suma ¢és la de E). Si identifiquem E ~ Pic®(E), P — (P) — (O), podem obtenir
Pg com imatge d'un punt de J(H) per 7, : J — Pic®(E). En efectem, notem
que (Px) — (O) = m.(crq) = m«(cra,r). Es comproba que

h(Pk) = h(c,s)deg(n), [lw]|* = a®[|w;|*/deg(r),

on les altures en E i J sén agafades ara sobre K (notem que hy(a) = hhi(a)).
Gross-Zagier diuen que, llevat d’un signe, el punt Px és independent de 1’elleccié
del punt de Heegner z(fixat O). El motiu crec que és el segiient. El canvi de
un punt de Heegner x per un altre, proporciona un nou divisor cig,y que pot ser
obtingut de I'anterior per alguna wqy € W il’accié de w, en el subespai V; és la
de multiplicar per 1 (el valor propi de f per wy).

Sustituint en la proposicié 6.1, s’obté:

Teorema 7.1 L'(E/K,1) = w.

a2u2|D|1/?

Si constrastem aquest teroema amb la conjectura B & S-D pera L(E/K, 1), te-
nim que si ords,—1 L(E /K, s) = 1, aleshores rankE(K) > lisiords-1 L(F/K,s) =
rank(E/K) =1, aleshores L'(E /K, 1) satisfa B & S-D, modul quadrats racionals.

Per a la serie L(E/Q, s) s’obté:

Teorema 7.2 Suposem que L(E,1) = 0. Aleshores existeixz un punt racional
P e E(Q) tal que L'(E,1) = aS(P, P) amb o € Q* En particular,

1. Si L'(E,1) # 0, aleshores E(Q) conté un punt d’ordre infinit.

2. 81 L'(E,1) # 0 i rankE(Q) = 1, aleshores L'(E,1) = ofQR és certa per
algun nombre racional o.
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La idea és la segiient. Si L'(E,1) = 0 és trivial, s’agafa P = O. Suposem
L'(E,1) # 0. En aquest cas, degut a l'equacié funcional de L(f,s), s’obté que
flwy = f. Per un teorema de Walspurger, podem triar un cos K com els que
estem gastant ((D,N) =1, D =1 (mod 4) i amb existéncia de punts de Heegner
d’ordre O) tal que L.(s,1) # 0. Tenim que

L(f7 S)LE(f7 S) = L(f7[d778)7 LI(f? 1)L5(f71) - Ll(f7Id71) :

Si E:y? = 23+ Az + B, aleshores posem E' : Dy? = 23 + Az + B i tenim
que L.(f,s) = L(E",s). Per la teoria de si mbols modulars de Mazur (Mazur &
S-D), es té L(E’, 1) = o/, on ' és un periode fonamental real de la diferencial

w'=w/y/|D|ia € Q. Daltre banda,
[lwl?

VIDI

= [E(R): E(R)"].Q.0".

Per tant,

~

hie(P)[B(R) : BRI

a?ula!

L'(E/Q,1) =

Gross-Zagier agafen P = Px + Px € E(Q) sense justificar que P # O. Crec que

el fet que f|,, = f implica que Px = Py i, per tant, Px € E(Q). Al aplicar
aquestes relacions i el teorema 7.1, s’obté que:

L'(E,1) = aQhg(P),
amb a € Q (hq(P) = hx(P)/2.
Per concloure, notem que si la conjectura B & S-D és certa i 'ordre de L(E, s)

en s =1 és > 1 aleshores els punts de Heegner proporcionen punts de torsi6 a F
i perden la seva utilitat per obtenir punts racionals sense torsio de E.

12



Varietats abelianes modulars

P. BAYEr!

Aquesta exposicié és introductoria a ’article de Shouwu Zhang [Zh 98], en
el qual autor estudia la conjectura de Birch 1 Swinnerton-Dyer en el con-
text de les varietats abelianes associades a formes modulars de Hilbert. Les
varietats en questié s’obtenen com a quocient de jacobianes de corbes de
Shimura, associades a algebres de quaternions. Els resultats obtinguts per
Zhang generalitzen els que obtingueren Gross-Zagier [Gr-Za 86] i Koly-
vagin [Ko 90], el seu dia, arran de l'estudi de la conjectura de Birch i
Swinnerton-Dyer en el context de les corbes el-liptiques modulars. Les
técniques desenvolupades per Zhang li permeten descriure el comportament

aritmetic de certs punts de multiplicacié complexa de corbes de Shimura.

§1. Corbes de Shimura

Siguin 7= 11Z,, @ = Z@Q , @X, I’anell de les adeles finites enteres; ’anell
de les adeles finites racionals, 1 el grup multiplicatiu de les ideles finites
racionals, respectivament. Donat un grup abelia M, denotarem M = ZoM

la seva adelitzacid.

Sigui F' un cos de nombres totalment real, de grau d > 1, i d’anell
d’enters Or. Donada una plaga p de F', sigui F}, el completat de F' en
p1siguin i @ F — R les diferents places reals de F'. Denotarem per
Ap, respectivament A%, I’anell d’adeles de F, respectivament el seu grup

d’ideles. Notem que F és Panell de les adeles finites, 1 que F* és el grup de

IConferéncia impartida el 27 de gener de 1999. Amb el suport parcial de la
DGES: PB96-0166.



les 1deles finites.

Suposarem donada una algebra de quaternions H de centre F'. Per a
cada plaga p de [, considerem la Fy-algebra Hy, := F, @ p H. Recordem que
I’algebra H es diu que és ramificada en p quan H; és el cos no commutatiu
de rang 4 sobre Fy; ’algebra H es diu que descompon en p quan H, és
I'algebra de matrius M(2, F,). Suposarem que H descompon en una plaga
arquimediana 7 1 que ramifica en la resta d’aquestes places. Considerarem
fixat un isomorfisme H;, ~ M(2,R). Recordem que el discriminant reduit
de H coincideix amb el producte de tots els ideals primers de Op on H

ramifica. El denotarem per 9.

Comencarem per donar una definicié del pla complex intrinsecament
associada a la F-algebra H. Per a tal fi, considerem el tor de dimensié 2

sobre R obtingut per restriccié de Weil del grup multiplicatiu sobre C:
S = Res¢/r G-

Els seus punts reals sén donats per S(R) = (C @g R)* = C*. Consi-
derem el grup algebric sobre Q obtingut per restriccié d’escalars del grup

multiplicatiu H* | entés com a grup algebric sobre F":
G := Respjg H”.
Els seus punts reals sén donats per:
G(R)= (HogR)* = GL(2,R) x (H*)*"!

on H denota el cos dels quaternions de Hamilton.

Si F=0QiH=M(2,0),aleshores G(R) = GL(2,R). Aquesta és la

situacié de la qual es parteix en 'estudi de les corbes modulars.

Sigui T = Resp/q Gm,r 1 designem per v : G — T el morfisme de

grups algebrics definit per la norma reduida. Sigui
h:S—=>Ggr=R®¢pG
el morfisme de grups algébrics del qual prové 'lhomomorfisme de grups
h: C* —  GL(2,R) x (HX* )4t

-1
x+iy o ([_xy i] 1,1,



Aleshores, la classe de G(R)-conjugacié de h s’identifica amb dues copies

del semipla superior de Poincaré H (cf.[Ca 86]).

Sigui n C Op un ideal no nul. Denotarem per O(d, n) un ordre de H

de nivell n, i per O := O(0, 1), un ordre maximal de H que el contingui:
O@,n) CO00®,1) =On.

El producte on coincideix amb el discriminant reduit de Q(2,n). Cal tenir
present, perd, que els ideals 0, n no individuen ni ’ordre ni la seva classe de

conjugacio.

Considerem el grup discret aritmetic

(o, n):= 0, n)*,

format pels elements invertibles de I’anell O(9,n). Escriurem I' = T'(9, n),
quan convingui. Es clar que ' CH*.

Notem que el grup Hy dels elements de H* de norma reduida total-
ment positiva opera en H.
1.1. Teorema. (cf.[Sh67], [De71]) Sigui I'=O(d,n)*.

i) Fl conjunt de classes dobles
X(I)(C) := Hy\H x H " JF*T U {puntes}

s’identifica amb els punts d’una superficie de Riemann compacta.

i1) La corba projectiva associada a X (T')(C) posseeiz un model candnic,
X(T), definit sobre el cos F'. La corba X (T') és llisa, connexa, pero no
geométricament connexa; els seus components conneros geometrics

estan definits sobre certs cossos de classes de F.

iit) Si J(X(T)) és el subgrup component connex del grup Pic(X(T)),
aleshores,

J(X (D)) = Res g, Pic (X(I)/F),

on I denota Uextensié abeliana de F que correspon al subgrup d’ideles
F+(ﬁx)2(5§, per mitya de la teoria de cossos de classes, 1 Fy és el

grup multiplicatiu dels elements de I totalment positius.



La corba X(T') s’anomena la corba de Shimura associada a T'. El

conjunt de puntes és buit, llevat dels casos F' =Q, 2 = (1).

1.2. Observaci6. Lasuperficie de Riemann X (T')(C) és unié de superficies

de Riemann compactes 1 connexes
X; = H/T; U{puntes}.

Si O;(d,n) designen representants de les diferents classes de conjugacié
d’ordres de H de nivell n, aleshores es pot prendre I'; = O;(?, n)*NSL(2,R).

1.3. Definicié. Sigui m C Op un ideal sense factors en comd amb n.
Considerem el subconjunt (5(0,11)(111) C @(D,n) format pels elements el
determinant dels quals genera I’ideal m. La correspondéncia de Hecke T'(m)

de X(T')(C) es defineix per

T(m)z = [(z,97)], = €X(I)(C),

~

on (z,9) € H x H és un representant de x, [(z, ¢)] és la seva projeccié en
X (T)(C), i el sumatori s’estén a totes les classes v € (5(0, n)(m)/f

§2. Interpretacié modular de corbes de Shimura

Quan d = [F : Q] > 1, les corbes de Shimura introduides a §1 no admeten,
en general, cap descripcié en termes d’espais de moduls de varietats abe-
lianes. Per veéncer aquesta dificultat, cal modificar-ne la definicié. Per a
tal fi, considerarem un grup algebric, G’, que tindra el mateix grup derivat
que el grup G = Resp/g H*, i un grup aritmétic prou gran, I, que també

actuara en el semipla superior de Poincaré.

Siguin D < 0 un nombre racional lliure de quadrats i F' := F(v/ D)
I’extensidé quadratica, totalment imaginaria, que defineix. Considerem 1’al-

gebra de quaternions de centre F’ que resulta per extensié d’escalars:

H = F @r H.
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Sigui £ — £ la involucié de segona espécie de H' obtinguda en fer el producte
tensorial de la conjugacié de F’ per la involucié canonica de H. La dimensid

del Q-espai vectorial V' associat a H' és donada per

La multiplicacié per D'esquerra dota V' d’una estructura d’espai vectorial
quaternidnic sobre H'. Sigui € H' un element invertible i simétric (§ =
d). En H', definim una altra involucié de segona espécie per la férmula
0* = §~105. D’aquesta manera, el Q-espai vectorial V posseeix una forma

bilineal alternada 1 no degenerada:

Y(v, w) = trp oo tra g (véw™)),
on l’element o € F' és no nul i imaginari (& = —«). El parell (V| ) esdevé
un espai simpléctic sobre . A més,

Y(lv,w) = ¢Y(v,£*w), per atot £ € H'.

Sigui G’ := Sp2.44(Q, ¥) el grup algebric sobre @ de les semblances sim-
pléctiques de (V,4). Els punts racionals £ € G'(Q) s’identifiquen amb les

matrius
E: fh € (F/)X X px H>< g (H/)><

tals que ffl/(h) =: p és un nombre racional. Quan aixo sigui aixi, tindrem
que Y (lv, tw) = pip(v, w).

Siguin O’ C H' un ordre maximal que contingui Op: x O(0,1),1 T’
un subgrup aritmétic de O, prou gran, que contingui I' (cf. [Zh 98]).

Considerarem el functor Fr: que associa a un F’—esquema S el con-
junt Fr:(S) format per les classes d’isomorfia d’objectes A = [4, p, 8, 8] que

satisfan les condicions segiients:

e A és S—esquema abelia dotat d’una multiplicacié quaternionica

p: OH/ — EndS (A)

e Per a cada element £ € Oy, se satisfa la igualtat

tr(p(¢) : Lie(A)) = tr(¢: Co V/F°(Ve)),



on el subespai F°(V) és relatiu a una estructura de Hodge que prové

del morfisme de grups algebrics A’ : S — Gf, deduit de h.

f és la classe d’un divisor de A que defineix una polaritzacié
0:A— AY,

la involucié de Rosati de la qual aplica p(£) en p(€*).

¢ és una I"-classe d’isomorfismes ¢, simpléctics respecte de 1Zi Omi-
lineals,

$: 20V = T(A) = [[T:(A),
on Ty(A) denota el modul de Tate ¢-adic dotat de I"aparellament de
Weil.

El teorema seglient resumeix resultats obtinguts a [Sh67], [Ca 86] i

[Ka-Ma 85].

2.1. Teorema.

1)

ii)

iit)

Sempre que T' sigui prou petit, existeir un model canonic X (I)

definit sobre el cos F' que representa grollerament el functor Fr:.

Stguin p un primer tal que (2) = 1, plp un primer de Op, p'|p
un primer de Op:. FEristeir unpfunctor Fri pr definit sobre els OF:,, -
esquemes Sy que estén naturalment la restriccic del functor Fri als
Fyi—esquemes.

Existeir un model local enter Xy, ('), sobre Oy = Oy, que representa
el functor Fri . St T és prou petit respecte de yp', Uesquema Xy (T7),
de dimensid 2, €s reqular sobre Spec Oy

D

St | — ] = 1 en un congunt de primers p prou ampli, la corba de

P
Shimura X (T'(0,n)) posseeiz un model enter global, X (T'), que €és regu-

lar sobre Spec O, sempre que I sigui suficientment petit.

Siguin K /F una extensié quadratica totalment imaginaria i

€= @pep : FP\AR — {£1}

el caracter, sobre les classes d’ideles de F', que la defineix. Suposarem que

se satisfan les hipotesis seguents:



1. L’extensié K/F és ramificada.

2. L’extensié K/F és no ramificada en tots els primers p de F' de carac-

teristica residual igual a 2.
3. L’extensié K/F és no ramificada en els primers que divideixen on.
4. g(on) = (=)%Y ond=[F:Q].

5. Per a tot ideal primer pjonde F', I’Algebra de quaternions H ramifica

en p si, i només si, £(p) = —1.

6. El grau d = [F : Q] és senar, o bé v,(dn) és senar en algun ideal

primer p de Op.

7. Existeix una immersié de F-algebres A : K < H tal que
AMOk) C O(0,n),
on Ok és 'anell d’enters de K.

Sigui N l'ideal de Ok definit per la igualtat
O(D, n) = /\(OK) + N Oxn.

Sigui A un ideal de Of tal que Ng = lesz("(N), on pglp. Sigui
K' = F'K, i denotem per Ng/, respectivament N, un aixecament de

N, respectivament N, a un ideal de Qp:, respectivament O:.

El lema segiient precisa la interpretacié modular dels punts de les

corbes de Shimura, quan se’n considera el model definit sobre el cos F”.

2.2. Lema. Fl functor Fr: €és equivalent al functor F que a cada F'-
esquema S li fa correspondre un parell d’objectes [A,C], on A €s un es-
quema abelia sobre S dotat d’una multiplicacié per On (que satisfa totes
les propietats esmentades més amunt) i C' €s un Og/-submodul de A[Nk/]

generat per una base de Drinfeld d’ordre Ng:. Es a dir,

C = ANp] = Z [az].

aEOH/N

Posarem

Endo,,, ([4,C]) :={¢ € Endo,,, (A) : ¢(C) C C}.
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2.3. Definicié. Siguin x € X(I')(F) = X(T')(F') i [A, C] un objecte repre-
sentat per x. Direm que x és un punt de multiplicacié complexa per K, en
el sentit de Zhang [Zh 98], si, i només si,

Q© Endo,, (A) ~ K'.

En aquest cas, existeix un [’-isomorfisme, tnic, p : K’ = Q @ Endo,,, (4),

tal que tr(u(a) : Lie(A)) = 2(a — @+ trgg(a)), per a tot a € K'. Posarem
End(z) :={a € K : p(a) € Endo,,, ([4, C])}.

Es clar que End(z) és un ordre del cos K. L’ideal ¢ de Op definit per la
igualtat
End(l‘) = OK,c = 0p + Ok

s’anomena el conductor de z.

2.4. Proposicid.

i) En el model canonic de X(T') sobre I, els punts de multiplicacié
complexa per K de conductor ¢ tenen les seves coordenades en el cos
de classes H, de K.

i) Sigui X. el subesquema de X (T) associat als punts de multiplicacié
complera per K de conductor ¢ (orientats positivament). L’esquema

X, és definit sobre K 1 existeir una bijeccio

X (C) = X (H,) +— KX\K’X/@;C.

2.5. Definicié. Anomenarem punts de Heegner de X(T'), en el sentit de
Zhang [Zh 98], els punts de multiplicacié complexa per K de conductor
c=1.

§3. Formes modulars de Hilbert

Aquesta és una seccié de contingut analitic. Siguin k& un enter positiu,

n C Op un ideal, i ¥ = @, : F*\Aj — C* un caracter finit. Suposem
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que el conductor de ¢ divideix n i que ¥, (—1) = (=1)*~1, per a tota plaga

arquimediana 7 del cos F. Considerem el grup de congruéncia
Ty(n) := { [i Z] c GL(?,@F) :e=0 (mod ﬁ)} )

Sigui I'eg C [];¢jcq GL(2, F},) el subgrup compacte format per les matrius
de la forma

r(0) = (r(0;,)) € GL(2,R®q F),
on, per a f = (0;) € R4 és

r(6;) = [ cos2ml;  sin270; |

—sin 276; cos2w6; |’

és a dir,
T'w= [] SO2 F.), Fr, =R, peratoti.
1<i<d

Denotem per Z el centre de GL(2, —), com a grup algébric. La férmula
z 0f|a b ik,
vllo Sl glr@)=v T1 vela) -ITe
ordy (n)>0 i
permet estendre ¢ a un caracter de Z(Ap )To(n)Ts.
3.1. Definicié. Una forma modular sobre F' @ GL(2, —) de tipus (n, k, )

és una funcid

¢:GL(2,Ap) = C
que satisfa les condicions segiients:
i) ¢(vg) = ¢lg), peratot y € GL(2,F).
i) p(gk) = o(g)v(k), peratotk € Z(Ap)lo(n)lw.

iii) Per a cada plaga arquimediana 7; és

k k
Npo=—-[1—-= ,
e=2(1-%)s

on A; denota l'operador de Laplace-Beltrami de GL(2, F,).
iv) La funcié ¢ creix lentament.

Si, a més, satisfa la condicié
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1
/ go([o {f]g) de=0, q.pt. g€ GL(2F),

la forma modular ¢ s’anomena cuspidal.

Denotarem per A(n, k, 1) el C-espai vectorial de les formes modulars
de tipus (n, k,¢), 1 per S(n, k) = ®S(n, k,¢) el Gespai vectorial de les

formes cuspidals. Denotarem per @ = 1 el caracter trivial.

3.2. Lema. Sigui e : F\Ap — C el caracter additiu definit per

e(z) = exp[2mi(tr oo — tray)].
Tot caracter additiu compler de F\Ap és de la forma x — e(x), per a un
certé € F.

Recordem que tenim fixada una immersié r : ' — R.

3.3. Proposicié. Donada una forma modular ¢ sobre F @ GL(2,—), exis-
teir una funcid, que denotem per a, definida en el conjunt dels ideals de

Op, tal que
14 ([‘g ﬂ) = ()" al€yr E)e(Cr + Eyeoi),
£>0

on y € Ay €s tal que yoo >0, € Ap, 1 € és Uinvers de l'ideal diferent de
F:
¢ t={xcF:tr(xOFp) CZ}.

3.4. DefiniciS. Suposem que ¢ és una forma modular cuspidal de caracter

trivial. Ateés que tot element del quocient
GL(2, F)\GL(2, Ar)/Z(Ar)To(n)T

admet un representant de la forma [g f] ,ony €AY Yoo >0, € Ap, la

funcié a de la proposicié anterior determina ¢ univocament. Donat un ideal

m de Op, direm que a(m) = a(p, m) és el coeficient m-ésim de . Escriurem

f= Z a(m)g™.
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3.5. Definicié. Sigui m C Op un ideal no nul. Considerem el subconjunt

~

de GL(2, F):

H(m) :{[i Z] EM(2,08): (d,n)=1,c€ET, (ad—bc)@F:ﬁ}.

En Pespai vectorial complex S(n, &, 1) de les formes modulars cuspidals res-
pecte de T'g(n), de pes k i caracter trivial, es defineix I'operador de Hecke

T(m) per la férmula

(T(m)g)(g) = N (m)"/2~ /H  planan,

on dh és una mesura de Haar del grup localment compacte GL(2, fAW), nor-
malitzada de manera que el volum de T'y(n) sigui igual a 1. Denotem per
T(n, k,1) C Endg(S(n, k, 1)) lasubalgebra generada pels operadors de Hecke
T'(m) tals que I'ideal m sigui sense factors en comi amb n. Els coeficients

de Fourier de T(m)y sén donats per la férmula

a(T(m)e,) = 3 N(a)a(p, mi/a”)

alm, [

El teorema seguient fa palés que en el context de les formes modulars
de Hilbert és valida la teoria d’Atkin-Lehner.

3.6. Teorema. Siguin p;, i = 1,2, dues formes noves de pes k, de nivells
ny, g, respectivament, i de caracter trivial. Si a(p1,p) = a(pa,p) per a

quast tols els ideals primers p de Op, aleshores Ny = na, 1 o1 = P2

3.7. Corol-lari.

i) L’algebra T(n, k, 1) opera fidelment a lespai
Sk, 1) = GppnS™ o (0, &, 1).
i) Fristeir una forma bilineal no degenerada T(n, k, 1) @¢S(n, k, 1) —

C tal que
(T(m), p) = alp, m),

per a tot ideal m sense factors en comiu amb n.
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ii1) Per a tota aplicacié lineal o : T(n,k,1) — C, eristeir una dnica

forma cuspidal ¢ € S(n, k, 1) tal que
a(T(m)) = a(p, m),

per a tot ideal m sense factors en comiu amb n.

§4. Varietats abelianes associades a formes modulars

de Hilbert

Retornem a la corba de Shimura X (T'(2,n)). Sigui ara m C Op un ideal
sense factors en comu amb dn. A l’espai vectorial complex de les formes
diferencials holomorfes I'(X (T')(C), Q2') hi actuen els operadors de Hecke

T(mw = Z v w,

on el sumatori s’estén a totes les classes v € (5(0, n)(m)/f

El teorema segient posa de manifest un resultat clau. Relaciona
certes formes modulars de Hilbert de pes 2 1 caracter trivial amb diferencials

holomorfes sobre les corbes de Shimura.

4.1. Teorema. Sigui ¢ € S(0n,2,1) una forma nova. Aleshores, exis-
teir una forma diferencial holomorfa w € T(X(T)(C),QY), dnica llevat de
productes per escalars 1 vector propi dels operadors de Hecke, tal que ¢ 1w
comparteizen els mateiros valors propis sota l’accio dels respectius operadors

de Hecke T'(m), per a m i on ideals de Op sense factors en comd.

DEMOSTRACIG. El punt més delicat de la demostracié prové de la teoria de
les formes noves sobre X (T'). La demostracié donada a [Zh 98] utilitza fets
especifics de la teoria de Jacquet-Langlands (cf. [Ba-Tr 97]), i un teorema
de Waldspurger [Wa 91]. Zhang agraeix en aquest punt I’ajut de Jacquet.
(I

Sigui X'(T') el model regular de la corba de Shimura que hem con-

siderat a § 2. L’operador de Hecke T'(m) proporciona una correspondéncia
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sobre X' (T'); per tant, té sentit considerar-ne la reduccié en les places de
Op. El teorema segiient ens diu que en les corbes de Shimura sén valides

les congruencies d’Eichler-Shimura.

4.2. Teorema. ([Sh67]) Sigui p {on un ideal primer de Op. Siguin
Frob, la correspondéncia de Frobenius de la fibra especial X(T'), ¢ Frob; la

seva dual. Aleshores,
T(p)p = Froby, + Froby,

on T'(p);, denota la reduccié mod p de T'(p).

A partir dels dos teoremes anteriors es demostra el teorema que

segueix:

4.3. Teorema. Sigui f =) a(m)q¢™ una forma modular de Hilbert respecte
del grup To(on). Suposem que [ és de pes 2, de caracter trivial, i nova.
Sigut Oy la Z-dlgebra, de rang finit, generada pels coeficients a(m) de f

quan els ideals m 1 On no tenen factors en comu. Aleshores,

i) Eristeiz una varietat abeliana Ay definida sobre el cos F, de dimensid
[0 : Z], tal que
L(Ap,s)~ [ L(#.s).
0:0;—=C
Aqui, el signe ~ indica que la igualtat entre les dues funcions L és

llevat de factors d’Euler sobre els divisors primers de dn.

ii) La varietat abeliana Ay s’obté com a quocient de la varietat jacobiana
J(X(T)) d’una corba de Shimura X (T') associada a un grup d’unitats
I'=0(0,n)* d’un ordre de nivell n contingut en lalgebra de quater-
nions sobre F' de discriminant 0. Aquesta dalgebra de quaternions és
no ramificada en una plagca arquimediana ¢ ramificada en la resta de

places arquimedianes.

DEMOSTRACIS. Sigui T la (-subalgebra de Endg(J(X(I'))) generada pels
operadors de Hecke T'(m), per a m i On sense factors en comi. L’algebra
T opera fidelment a H'(J(X(I')),Z). Aquesta representacié de ’algebra
de Hecke permet associar a cada T'(m) el seu polinomi caracteristic, que és

monic 1 de coeficients enters.
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Com en el cas modular, la varietat A; es construeix de manera que

el seu espai cotangent en el zero és donat per

Lie(A;)" = > Cf°.

0:0;—=C
En tot primer p 1 0n, la varietat A és de bona reduccié.

La congruéncia d’Eichler-Shimura proporciona la descripcid segiient

de la funcié zeta local de A;:
Zp(t) == det(1 —tFrob, | H'(Af, Q) =
No, jz(1 = a(p)t + N(p)t*).

5. Divisors de Heegner-Arakelov

Abans que res, ens cal definir una aplicacié d’Abel-Jacobi:
¢ X(T) - Qe JX(T)).

Per a tal fi, escrivim X (T')(C) = UX;, on X; sén superficies de Riemann

compactes i connexes. Considerem el divisor de @ ® Pic(X;) donat per

dx dy
v

1 1
&= ([95)+ X (1— o) + founees] | /5 [
Up 27 Jx

PEX; :
En la férmula anterior, per a cada punt p € X;, u, denota ’ordre de grup
d’isotropia sota 1’accié de I' d’una antiimatge de p en H. L’aplicacié ¢
considerada per Zhang associa a cada punt x € X; la classe del divisor

l‘—fi.

5.1. Definicid. Recordem que [K : F] = 2, K és un cos totalment imaginari
1 disposem d’una immersié K < H. Sigui H; el cos de classes de Hilbert
del cos K. Sigui # € X(T')(H1) un punt de Heegner amb multiplicacié
complexa per K. Considerem la classe del divisor

Ci=— > 4% € Qo J(XD)(K).

Uy
c€Gal(H1/K)
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Per a cada forma nova f € S(on, 2, 1), denotarem per (¢ la imatge de ¢ per
la projeccid

Qe J(X(T) - Qe A;.

5.2. Lema. Donat un punt € J(X(I'(2,1)))(F), existeir una winica forma
fe € Zb’n’|bn Sreu(@'n!, 2, 1) tal que el valor (&, T(m)x), que correspon a
Uaparellament de Néron-Tate associat a les altures, és el coeficient m-ésim
del desenvolupament de Fourier de f; a Umnfinit, per a tot ideal m C Op

sense factors en comu amb n.

En particular, si ¢ € Q@ J(X(T))(K) és un divisor de Heegner, la
suma formal

D (G T(m)Og™

m
és part del desenvolupament d’una forma modular cuspidal de pes 2, nivell

un divisor de dm, i caracter trivial. Denotarem aquesta forma per ¥ = U,

Tot seguit ens limitarem a descriure ’estratégia seguida per Zhang

en el calcul de la forma ¥, € S7°(d'n’,2,1). Els passos sén els seglients:

e Cal disposar d’un model X(f), regular sobre Spec Op, que garan-

teixi que l'esquema O @ X (T') és, també, regular. Siguin

T Ko X(T)—> KeX(T)
la projeccié corresponent 1 51& antiimatge de  en aquest model. Aleshores,

(¢, T(m)¢) = ({, T(m)()/ deg 7.

e Cal reconvertir el valor de 'aparellament de Néron-Tate <5, T(m)@

en una interseccié d’Arakelov de divisors aritmeétics sobre Og @ X' (T'). Més

concretament

~

(€. T(m)C) = —(C, T(m)C)

on el darrer paréntesi correspon a una interseccié aritmética, i ¢ denota un

divisor aritmeétic de O ® X(T'), que té curvatura zero en la superficie de

Riemann X (T")(C), i que té grau zero en cada component irreductible de les

fibres especials del model Og @ X' (T).
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e A fi de calcular T(m)a cal reescriure, de manera convenient,
C=n—hé+ 7
1 aprendre a calcular ’efecte dels operadors de Hecke en cada sumand. El
divisor 7} prové dels punts de Heegner; el divisor gprové del divisor canonic;

h és un nombre de classes escaient; Z és un divisor vertical que s’ajusta

de manera que el divisor ¢ sigui de grau zero en cada fibra especial de

O ® X(F)

Comencarem per explicar com s’obté el divisor 7j. Donat un ideal

B K

xr

¢ € Op, sigui

on u, denota el nombre d’elements de QX /O 1 el sumatori s’estén a tots
els punts de multiplicacié complexa per K de conductor ¢ (convenientment

orientats). Siguin 7 = 7, i 7 la seva antiimatge a K ® X(f) Denotem per
77 la clausura de Zariski de 7 a Og ® X(f) Per a cada placa arquimediana
7 de F, considerem la superficie de Riemann compacta X, (I')(C). Sigui du
la forma de volum sobre XK(f)(C) tal que cadascun dels seus components
irreductibles )~(Z té volum 11 tal que la seva antiimatge a H és proporcional a
la métrica dedy/y*. A X, (I')(C), considerem la funcié de Green g definida

per:
— g =4, —deg(n|z )dp.
0 = 8, — deg(il. )
Aleshores, 7 := (7, g).

Sigui ¢ la classe en Q@ ® Pic(X(T')) que en cada component geometri-
cament connex hi té el component &;. Sigui g la antiimatge de £ a Xg (f)

Aleshores, gés la classe del fibrat Qﬁ((f) (puntes). Escollim F’ com abans.

Sigui X'(T") un model enter de la corba de Shimura sobre Ops. Canviant, si
cal, el subgrup r per un altre de més petit, es pot suposar que sobre X’(f)
hi és definida una varietat abeliana universal A. Considerem el fibrat de
linia w = det(Lie.A)Y. La teoria de Kodaira-Spencer permet afirmar que
el fibrat [w]/degw coincideix amb el fibrat canonic, g’, definit, com abans,
sobre la fibra genérica. Donat un punt € X, (T')(C) que representi una

varietat abeliana A, i donada una seccié a € w = T'(A, Qig), es té que

ol = (=" [ ana
A
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Es defineix g:: (w, || ||}/ degw. Aleshores, 7j — hE és de curvatura zero.

Un cop metritzats els divisors de Heegner, es pot procedir al calcul
de la forma ¥ = W,. El calcul dels coeficients de ¥ és la part més dificil de
tot el treball; ocupa unes 30 pagines de ’article de Zhang [98].

Ens limitarem a descriure les funcions que intervenen en el calcul de
les interseccions arquimedianes (¢, 7(m)¢),. Sigui X, = Uj)?iyj la part de
X(f) que es projecta en X;. Donat un nombre complex s € C, Re(s) > 1,

considerem la funcié de Legendre

Qs—1(u) :/ (u 4+ Vu?—1cosht)*dt.
0

Sigui
o2
Gs(z’w) =—Qs_1 (1 + w) )

2ImzImw

Aleshores, la funcié definida en )?i,j X )?iyj\diagonal
gsi(z,0) =D Gy(z,9w)
¥

és convergent i té un pol simple a s = 1 de residu 1/x; ;, on x;; denota
la caracteristica d’Euler-Poincaré del component connex )?m'. El calcul de

(¢, T(m)¢); utilitza, en cada component )?m', la funcié

: 1
gm'(z,w) = }1_13 (gs,i(z,w) — 5(7) .

s —1)xij

En les fibres no arquimedianes, el calcul de (¢, T(m)(), es basa en la
teoria de Honda-Tate.

6. L-series

Els resultats d’aquesta seccié sén tots de natura analitica. Siguin, com
abans, K/F una extensié quadratica totalment imaginaria, ¢ el caracter
que la defineix, i f el conductor de K/F. Sigui f € S(n,2,1) una forma

nova. Per canvi de base, es defineix la funcié L (f, s) per la férmula:

Lg(f,s) = L(f,s)Le (£, 5).
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Per a tot ideal n C Op, sigui ¢(n) := [[y(1) : Te(n)]. Considerem, com
d’habitud,

Ag(f,s) = [(I;E:))s] N(fn@*) Lx (f, s).

El teorema seglient conté el resultat més important.
6.1. Teorema. ([Zh98]) Suposem que e(n) = (=1)4"1 ¢ sigui f €
S(n,2,1) una forma nova.
i) La funcié Ag admet una prolongacié analitica a tot el pla complex i
satisfa equacid funcional

Ak (f.5) = (W) (1) Ak (£,2 - 5).

i1) Fl valor de la seva derivada en el punt s = 1 és donat per

(87%)¢

dpd)!?

L (f,1) = b(n) (f, @),

on ® € S(n,2,1), (—,—) denota el producte escalar de Petersson, i

dp,dg denoten el discriminant de F, K, respectivament.
DEMOSTRACIG. Per donar una idea sobre la demostracié del teorema, caldra
que parlem una mica de séries d’Eisenstein 1 del méetode de Rankin-Selberg.

Comengarem per observar que tota adele ¢ € GL(2, Ap) descompon

en la forma

g:[g Z]kr(ﬁ), keTo(l), r(0) €Tw.

Per a cada divisor n'|n, considerem

HY =

5

I { |ad = [**12e(a)e(k)e(0), k€ To(fn),

0, altrament.

A partir de 'expressié anterior, formem la série:

E¥(g) == L(2s + 1,¢) > H%(vg),  Re(s) > 1,
YEB(F)\GL(2,F)
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on B denota el subgrup de Borel. La série anterior és absolutament conver-
gent per a Re(s) > 1; defineix una série d’Eisenstein no holomorfa de nivell

fn’, pes 1, 1 caracter . La serie

N(j¢)
f.=+——F R -1
me 0 R >
és holomorfa. Si escrivim 6 = ) o(m)q™, els coeficients de Fourier sén
donats per
L(1,¢), sim=0,
= 27)4
o(m) lR(m), sim#£ 0,
N(je)

on R(m) denota el nombre d’ideals de Og de norma m.

Calculs semblants a d’altres realitzats per Rankin-Selberg i Gross-

Zagier proporcionen la férmula

(4)*+! ] )
M+ 1)) N(+re

A partir de la férmula anterior, 1 si treballem una mica més, podrem obtenir

una férmula per a L% (f,1). Considerem
NEPRMIVEITE S G I
Eyn = N(n) > ¥ B

) 1+42s
T V()

1 les funcions
@7 (9) := (EoEs n)(gyw), WIf,
0

Ty

on'yn/:(l,...,<

exactament a les places que divideixen . En prendre en consideracié les

_01) y.ooy 1) € GL(2, Ap) té components no trivials

series 1
. nsan
@(9) = SEITT > > N)er,
~YEDL(n)/To(nf) n/[f

-~  N(Ge) 1 0

Y= e N Bl
s’obté la férmula
; _ )M L=
L (f,1) = W(ﬁ ).
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La forma ® no és una forma modular de Hilbert holomorfa. Per projeccid
holomorfa en resulta una forma cuspidal holomorfa ® € S(n,2,1). Atés que
la diferéncia & — @ s’expressa com a suma de séries d’Eisenstein 1 altres

funcions ortogonals a f, es té que

(f.®) = (f,9),

amb la qual cosa conclou la demostracié del teorema. O

§7. El teorema de Zhang

Recordem que 1,0 sén ideals de Op, i que f € S*°%(on,2,1) és una forma
nova tal que la varietat A; és de dimensié g. La varietat A; és quocient
de J(X(T'(9,n))). Recordem, també, que la forma ¥ ~ > ({, T(m)()¢™
és la forma cuspidal de Hilbert definida a partir d’interseccions d’Arakelov
associades al divisor de Heegner (, que és un punt de multiplicacié complexa
per K. La forma & és la forma cuspidal de Hilbert obtinguda pel meétode

de Rankin-Selberg, 1 és la que intervé en la férmula de L% (f, 1).

7.1. Teorema. Per a tota forma nova f respecte de To(0n), de pes 2, i

caracter trivial, se satisfa la tqualtat

L) = ST som (1,061 )

F

DEMOSTRACIG. El calcul explicit dels coeficients de la forma

® =) a(m)q™ € S(on,2,1)

i posterior comparacié amb els coeficients de la forma ¥ € S(on,2,1) pro-

porciona una congruéncia
=T (modX),

on Y denota el subespai de formes velles. Per tant,

Leth, ) = S viamr ),
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La férmula de 'enunciat s’obté a partir d’aquesta sense dificultat. O
El resultat principal del treball que comentem és el

7.2. Teorema. ([Zh98]) 57 L(Af/F,s) no s’anul-la en s =1, o bé té en

aquest punt un zero d’ordre g, aleshores:
i) tg Ay (F) = ord,=1 L(Af/F, 5).
ii) El grup de Tate-Shafarevich de Ay és finit.

DEMOSTRACIO. La demostracié del teorema quan la funcié L(Af/F,s) no
s’anul-la en s = 1 és similar a la del cas elliptic; n’ometrem el detall.
D’altra banda, el mateix argument que I’esgrimit a [Gr-Za 86] fa palesa
I'equivaléncia de la condicié ord,—1 L(A;/F,s) = g amb les condicions
ords=1 L(f?,s) = 1, per a tota immersié ¢ : O — C. Per tant, sota
la hipotesi de zero d’ordre g, 1 escollint prou bé el cos K, la férmula del teo-
rema anterior implica que ((f-,(so) # 0, per a tot 0. Més concretament, cal
triar el cos K de manera que ord;=; Lr(f,s) =1 (cf.[Wa91]). Aleshores,
det((Croi, Cpoi)) = [[(Croi  Cpo) # 0.

Veiem, doncs, que
rg A (F) > g = dim A;.

Per acabar la demostracié de i) i provar ii), Zhang suposa el lector
familiaritzat amb el metode emprat per Kolyvagin per provar la finitud
del grup de Tate-Shafarevich en altres situacions. Zhang es limita a dir-nos
com cal prendre un cert sistema d’Euler-Kolyvagin de punts de multiplicacié
complexa. Es consideren ideals m € Op, lliures de quadrats i sense factors
en comu amb nf. Se suposa que cada divisor primer [ de m és inert en
K. Sigui Hy, el cos de classes de K de I’anell de conductor m. Per a cada
m’ s’escull un punt de multiplicacié complexa y: tal que x4/ s’inclogui en
T(Dam si m’ = [m. Sigui u, el cardinal del grup OF /0. Aleshores, se
satisfa la 1dentitat

1 1
—T(Oem=— >  q,

(2 Um|
mw ™ oeGal(Hpt/Hm)

amb la qual cosa (#n) és un sistema d’Euler-Kolyvagin. O
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Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer p-adica.

Primera part: Enunciat




Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer:

Sigui E/Q una corba el'liptica. Aleshores

ords—=1 L(E/Q,s) =

R(E/Q)

L") = |u(E/Q)| - ([192) - 2

IE(@tors]?
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Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer p-adica:
(Mazur-Tate-Teitelbaum, Inv. Math. 86)

Siguin £/Q una corba elliptica modular i p un primer de reduccio ordinaria.
Aleshores

Ords=1 Hﬁﬁm\@g mv s — r+1, mult. split,
T, altrament.
R,(E/Q) (Lp(E/Qp), mult. split,
_mm@v 2 ([Ime) - (1 - wvmq bona,
el 2, mult. no split.

.qu.o = |lw(E/Q)| -

\




Si E(Q) és finit i p no té reduccié multiplicativa split és equivalent (per
construccio de Ly) a la conjectura geneérica.

Si E(Q) és finit i p té reduccié multiplicativa split és equivalent a la
conjectura generica (Greenberg-Stevens, Inv. Math. 93).

Resultats per corbes amb multiplicacié complexa: Rubin, Inv. Math. 92

Generalitzacions a corbes modulars considerant L(E/K, s) amb K quadratic
a la Gross-Zagier-Kolyvagin (Perrin-Riou, Inv. Math. 87, Bertolini-
Darmon, Inv. Math. 96 i 98)
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Nous invariants:

En el cas de reduccié multiplicativa split sigui ¢ = q(jg) € Qp, amb
j=q 14+ 744+ 196884q + .
el periode multiplicatiu p-adic tal que (Tate)

E(Qp) ~ Q}/q”

Es defineix
_ 109,(9)

£
. ordy q

En el cas de bona reduccido a € Qp, és I'arrel amb ordp(a) = O del polinomi

X? — apX +p, ap=1-+p— Np.
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Altures p-adiques |

Siguin z,y coordenades d'un model minimal global, w = dz/(2y + a1z + a3)
i t = —a/y. Existeix una tnica funcio parell o2 € t2(1 + tZp[[t]]) tal que

d, d
—~(Zloge?®)=2z+a, a€ L
ww

De fet, aguesta equacié permet calcular de manera recurrent els seus coefi-
cients (Mazur-Tate).

L'aplicacio

a(P)
enz(P)’
extén a una forma quadratica hp sobre E(Q) ® Qp.

P e E(Q) N E1(Qp)

T%AMUV A _O@ﬁQ

El regulador és el seu determinant sobre una base de E(Q) modul torsio.




S 5 L LLLLLLLLLHLLLLLLLHHLHLLHLLLLLLLLLLLLLLHLLHL L

Segona part: L-series p-adiques de formes modulars




Siguic 4% =il QS_:mv. Per exemple

Z

pt = lIM(Z/p"MZ) = im(1/p"M)Z/Z ~ (Z/MZ) x Zyp

que té per base d'entorns de z les boles D(z,n) =« + p"MZ, )y, 0 tambe

Nm,ﬁ o _@AN\@:ENV* ~ AN\NSNV* X Nm
Una distribucio a T amb valors a un grup abelia V és (defs. equiv.)
e una familia py : Tn — V compatible: pn(z) = X yyq tnt1(y)

e una aplicacio u : {oberts compactes} — V additiva

e un morfisme de grups Step(7,Z) —V, f— [p fdu
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Exemple: distribucions de Dirac per z € T

i3, reU

Gl 0 % e U,

Exemple: distribucions de Bernoulli a Zj, ps

pp rla+p"MZy, pp) = p k=1 B, (a/p" M), a eV, leaep M

on By és el k-esim polinomi de Bernoulli determinat per la identitat

te®t e Ly 0 (zt)k e £k
=SB U RE = > Bi(z)—-.

(o pel fet que la formula anterior €s una distribucio per algun p)

Per k = 0 es té la distribucio de Haar |

n

BHaar(a + E:ENFiv =p .




Considerem distribucions p-adiques: V és un K-espai de Banach de dimensic
finita amb [K : Qp] < o0 0 bé K = C, i denotem O I'anell d’enters de K.

Una mesura p-adica és una distribucio p-adica fitada:

w(U) < B < oo, per tot obert compacte U.

Teorema 1 Sigui p una mesura p-adica. Per tota funcio continua f €
C(T,K) la integral definida com a limit de sumes de Riemann

fdu= lim Y f(@)u(D(z,n))

zeD(xz,n)
esta bén definida; és a dir, el limit existeix i no depen dels punts escollits.

L’aplicacio f > [p fdu: C(X,K) — V és un homomorfisme fitat d’'espais de
Banach (amb | [+ f du| < BJ|f|| on B = sup{u(U)} €s el suprem de la mesura
dels oberts compactes) i tot homomorfisme fitat com aquest és la integracio
per alguna mesura p-adica.

10
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Un caracter p-adic modul M és un morfisme continu x : Z; ,, — C5. Els
caracters de Dirichlet ¢ : Z/p"M7Z — C; proporcionen caracters p-adics.

X = Hom(Z; 5, Cp)
Es té la descomposicio
Z v ~ (ZJMZ) x Ly ~ (Z/aMZ)* x (1 + qZp), g=40p

La projeccié = — (x) € 14 qZyp és un caracter. Si s € O es defineix el caracter

6. @)

Xslw) = (o= exp(alngydr)) = D o
i B

% (10g,(z))"

Sigui p una mesura p-adica a Z, ,,. La seva L-serie p-adica (o transformada

de Mellin p-adica) és defineix com

Fw?,xvn\* X dp, s A=W 1
2

i, per s € O, es defineix

Lp(p, x,8) = Lp(p, Xxs) = \N* x(z)® dp
p,M

R R g

\
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Com que, topoldogicament, 1+ qZy ~ Zp i Hom(1 + qZp, C) pot identificar-se
amb la bola U = {z € Cp| ord(z — 1) > 0}, X té una estructura analitica.

Teorema 2 La funcio L p-adica associada a una distribucio e€s localment
analitica

[©. @]
Ep(it, %, 8) =3 ons", on'€ Cp.

n={)
Si 1y és un caracter de Dirichlet de conductor p" M,

cO .w\wo

Lo(p,ys) = D> — >, v(a) logy(x)" dp

!
r=0""a mod p"M D(a;n)

A més, la funcié L p-adica queda completament determinada pels seus valors
en els caracters d'ordre finit (caracters de Dirichlet). L'objectiu és interpolar
els valors especials de les torcades d'una L-serie per caracters de Dirichlet:

Lp(¢) = ¢y L(9, 1).
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R g g g g R g ey

Sigui So el C-espai vectorial de les formes paraboliques de pes 2 per subgrups
de congruéncia. Les matrius de GLo(Q)™T hi operen via

e az-th LE
OE 2ol e R D A |

Sigui So(N) = P, S>(N,e). Si f € Sy(IN) es defineix el simbol modular

y.w?;v “Ma.\ooo%ﬁﬂl_l&wv&u ﬁmQ\N

que és C-lineal respecte la f i compleix la identitat

Mg (1) = Ap(Ar) — Xp(Aco).

El modul dels valors Ly €s el sub-Z-modul de C generat pels A¢(r), que €s
finitament generat.




Si f(z) = ¥ ang" € S2(N),

2mw)8 oo dt
L(f,s) = apn™ ° = A_A_Mv : EE%M.
En particular, per s= 1,
Hi \083.3 dt = A ;(0).

Per tot caracter de Dirichlet ¢ : (Z/mZ)* — C*,

1 b a
M Qmavxﬁmu_ummv

ﬂ?@ a mod m
I els valors especials de la L-série corresponent venen donats per

(f@YP)(2) =) anp(n)q" =

LIPS Sy R Dinsiiebl @y
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L'espai So(N,e) és tancat per I'accié de I'algebra generada pels operadors
de Hecke
p—1 .
s i n g
=4y
Proposicio 1 Si f € S5(N,¢e), per tot primer p

r -+
p

p—1
Alg, = 2. Ap(——) +e(p)As(pr)
i=0

Corollari 1 Sigui f € S2(N,e) un vector propi per Ty, de valor propi ap. Si «
és una arrel no nulla del polinomi X2 — apX + e(p)p aleshores

A(a/p" M) Ap(a/p" )

o antl

t.ﬁQAUAQ“ 3vv e

és una distribucic p-adica a Zy ,; que pren valors a Vi = Cp ®g QL. En cas
que ordp(a) = 0 €s una mesura p-adica.

15




La L-série p-adica associada a la forma modular f és la funcio localment
analitica definida per caracters p-adics de conductor M com

Lp(f,x) = \ X At f o

*

p,M

Observacio: Considerant mesures no fitades perd “admisibles” s’aconsegueix
una teoria d'integracié per funcions localment analitiques a Z; ,, i definir L-
series.

Per tota forma parabolica de pes k > 2 per ['1(IN) vector propi de T, amb
valor propi ap i arrel a de X? — apX + e(p)p*~! admisible (o sigui, amb
orda < k — 1) es generalitza la construccié anterior obtenint-se una dis-
tribucio admisible i una L-série p-adica (Manin-Vishik, Amice-Velu, Mazur-
Tate-Teitelbaum).
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Per tot caracter de Dirichlet 9 de conductor m es defineix el multiplicador

p-adic
i % T | @.@%& h : gv

81 (87

Aleshores

S e e e

r() 187

: A

Es a dir, la L-seérie p-adica interpola valors especials de les L-séries de f
torcades per caracters de Dirichlet. El multiplicador p-adic intervé en I'anul-
lacio.

noamnﬁ:.‘m. 1

ords—1 L(f ® @“ 5); mﬁﬁ\@v = 0,

O_\Qm”O H\ﬁﬁﬂwﬁ.q ﬁ\\q,wv = 14 OWQm””_. .N\A.‘.‘ ®@umvg mﬁﬁﬁbv )

1\

R R e LT R S B
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Sigui E/Q una corba el'liptica modular amb forma modular associada f. Sigui
o Q wly € Hi(E(C),Z)} C 20} + Zio5
5

la ret de periodes de Néron, amb D@_. = W.,bw%ve. Gracies al Teoremesde
Manin-Drinfeld (els divisors amb suport a les puntes sén de torsio),

yiénma \08\.,? +E&H o\qe HE+bM+EJDm
amb [r] = [r]T i [r]™ racionals.

Sigui p un primer de reducci6 ordinaria. L'aplicacio r — [r] : Q/Z — Q és un
simbol modular Q C @,-valorat, se li asocia per tant una mesura Qp-valorada
pp 1 li correspon una L-serie p-adica

Lp(E/Q,5) = [ () dup € Qplls]

N%

P
Perque el punt critic sigui s = 1 es pot fer un desplacament i definir
Lp(E/Q,s) com la integral de la funcié (z)5—1.

18
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Tercera part: La conjectura refinada

(formulacié: Mazur-Tate 88, resultats: Darmon 91-93...)

19




Sigui E/Q una corba el'liptica modular de rang r i S un productg de primers
de bona reduccié ordinaria. Sigui Gg = (Z/SZ)*/{£1}. Si R és un anell
sigui Ig C R[Gg] I'ideal d’augmentaci6. Considerem G dins de Ig/I§ via

Q.Q_lvqgln_..

L'element modular és

Isie= ) ik o oul8 ) o’ oq & 2, T = (S/T)~! (mod T).

Tot caracter de Dirichlet parell ¢ de conductor f | S s'extén a un morfisme
d'anells Z[Gg] — C* i es té

L(E/Q,%,1)
ga

e = nwlé

20
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Sigui

0— Bg(Q)— E(Q) —®p|s E(Fp) X E/Eo—J5—0

Mazur- Tate defineixen un aparellament

(, )g: E(Q) x Eg(Q) = Gs
i un regulador Rg(E/Q) € I%/Ig™

La conjectura refinada de Mazur-Tate (versié simplificada de Darmon) és

6g € Ig

fg = c- |m(E/Q)|Rg(E/Q)Jg € I5/IGT!
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