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Presentacio

Passejar pels camins que han obert alguns dels matematics més importants
dels darrers tres segles és una aventura que provoca sensacions d’euforia i
de respecte alhora. En les latituds de la Teoria de la Multiplicacié Com-
plexa hi trobem paratges recondits i raconets quiescents on podem gaudir
de panoramiques matematiques d’cxtraordinaria bellesa. Camins i dreceres
per a tots els gustos: alguns de ben explorats, d’altres que sén rutes verges
en espera d’expedicions molt ben equipades i plenes de coratge.

Cent anys després que David Hilbert deixés la seva motxilla plena de
queviures i deures per a les generacions futures, el Seminari de Teoria de
Nombres de Barcelona (UB-UAB-UPC) ha volgut fer una revisié modesta
del Problema 12 de Hilbert.

Queé podem dir avui sobre la realitzacié geometrica de les extensions
abelianes d’un cos de nombres fixat? Els origens del problema es remunten,
com sempre, a Gauss. Perd també Jacobi, Abel, Eisenstein, Klein,... hi tenen
molt a veure. Després dels resultats classics de Kronecker, Weber, Deuring,
Hasse i altres per al cas racional, als anys 1960’s es van conjuntar la valentia
de Taniyama, la destresa de Shimura i el savoir-faire de André Weil, per
assentar les bases de la multiplicacié complexa en dimensié superior.



2 Presentacio

Les notes que segueixen corresponen a les sessions del 14¢ any del Semi-
nari de Teoria de Nombres de Barcelona. La reunid va tenir lloc del 29 de
gener al 4 de febrer del 2000 a EADA (Collbaté). Els expositors van tenir
la gentilesa de redactar els continguts de la seva exposicié, fent possible aixi
I'aparicié d’aquest nou volum de les Notes del STNB.

Volem remarcar que aquest volum és una recopilacié de notes sobre la
Teoria de la Multiplicacié Complexa, sense voluntat de convertir-se en llibre
de text i encara menys d’abastar tot el panorama que compren aquesta teo-
ria. Es més aviat un petit llibre de ruta per a no iniciats en ’alta muntanya
de la CM.

Com sol passar en aquest ofici nostre, a cada frase que escriviem ens
venien al cap més i més preguntes. Algunes respostes deuen ser conegudes
pels experts, d’altres segurament no encara. Al cap i a la fi, el Problema
12 de Hilbert nomdés té cent anys i tot un mil-eni nou per endavant. Bona
passejada.

Jordi Guardia Joan-C. Lario

Barcelona, 28 de desembre de 2000
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El problema 12 de Hilbert

P. BAYER!

Dept. d’Algebrai Geometria
Universitat de Barcelona

Gran Via de les Corts Catalanes 585
E-08007 Barcelona

Introduccié

L’any 1900, D. Hilbert (1862-1943) presenta a 1’International Congress of
Mathematicians, celebrat a Paris, una llista de 23 problemes oberts. Els
problemes de Hilbert han exercit una notable influéncia en la recerca ma-
tematica del segle XX. El Problema 12, titulat FEztension of Kronecker’s
theorem on abelian fields to any algebraic realm of rationality, proposa la
generalitzacié de ’avui anomenat teorema de Kronecker-Weber a qualsevol
cos de nombres.

El teorema de Kronecker-Weber afirma que totes les extensions abelianes
de @ s6n ciclotomiques; ¢és a dir, generables per mitja de valors especials de
la funcié exponencial. Hilbert [Hil76] observa que, en particular, aquest
resultat permet determinar el nombre d’extensions de Q de grup de Galois
un grup abelid donat i de discriminant donat.

Hilbert [Hil76] demana estendre el resultat anterior al cas, immediata-
ment més senzill, en que la base és un cos quadratic imaginari. Segons
Hilbert, les extensions abelianes dels cossos quadratics imaginaris s’han
de poden generar mitjancant els valors especials de les funcions modulars

! Amb el suport parcial de la DGES: PB 96-0166.
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4 P. Bayer

el-liptiques, obtinguts en avaluar aquestes funcions en els moduls singulars.
Hilbert mostra la seva conviccié que la teoria de la multiplicacié complexa
de H. Weber (1843-1913) permetra tancar aquest cas.

Hilbert [Hil76] deixa en clar que la resolucié del problema 12 requerira
trobar generalitzacions escaients de les funcions modulars el-liptiques:

It will be seen that in the problem just sketched the three fun-
damental branches of mathematics, number theory, algebra and
Junclion theory, come into closets touch with one another, and
I am certain that the theory of analytical functions of several
variables in particular would be notably enriched if one should
succeed in finding and discussing those functions which play the
part for any algebraic number field corresponding to that of the
exponential function in the field of rational numbers and of the
elliptic modular functions in the imaginary quadratic number fi-
eld.

El problema 12 de Hilbert explicita el «Somni de Joventut> (Jugend-
traum) de L. Kronecker (1823-1891). Kronecker en fa referéncia en una carta
adrecada a R.Dedekind (1831-1916) el 15 de marg de 1880 [Kro68]:

Meinen besten Dank flir Ihre freundlichen Zeilen vom 12.c.! Ich
glaube darin einen willkommenen Anlaf$ finden zu sollen, Ihnen
mitzutheilen, daf ich heute die letzte von vielen Schwierigkeiten
besiegt zu haben glaube, die dem Abschlufle einer Untersuchung,
mil der ich mich in den letzten Monaten wieder eingehender
beschdftigt habe, noch entgegenstanden. FEs handelt sich um mei-
nen liebsten Jugendtraum, ndamlich um den Nachweis, daff die
Abel’schen Gleichungen mit Quadratwurzeln rationaler Zahlen
durch die Transformations-Gleichungen elliptischer Functionen
mit singuldren Moduln grade so erschépft werden, wie die ganz-
zahligen Abel’schen Gleichungen durch Kreistheilungsgleichun-
gen.

En el simposi sobre els problemes de Hilbert, celebrat 'any 1976,
R.P. Langlands [Lan76] posava de manifest la poca atencié dedicada fins
aleshores al problema 12. Feia excepcio, deia, el treball de G. Shimura, ex-
posat de manera diafana per P. Deligne:

Whether justly or not, the twelfth problem has received very little
attention. [...] The bulk of this research is due to Shimura. |...]
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1t is very likely that Shimura varieties admit a reciprocity law in

this sense. [...] The work of Shimura has been exposed in a re-
markably clear fashion by Deligne, who also added improvements
of his own.

Si bé, en 'aspecte efectiu, no podem dir tampoc que el problema 12
de Hilbert hagi progressat gaire, en el seu vessant teoric, constituit per la
teoria de cossos de classes, no ha deixat d’avancar al llarg del segle. Els
textos de H. Hasse, H. Hecke, E. Artin, M. Deuring, C. Chevalley, T. Takagi,
G. Hochschild, J. Tate, A. Weil, T. Nakayama, J-P. Serre, S. Lang, D. A. Cox
i J. Neukirch, entre altres, han fet possible que la teoria de cossos de classes
s’estudil avui amb comoditat.

Tot seguit farem un resum dels principals resultats de la teoria de cossos
de classes, en la formulacié local-global.

1.1 Teoria local de cossos de classes

En aquesta seccié, K denotara un cos local; és a dir, un cos valorat i complet
respecte d’una valoracié discreta, vy, de cos residual finit. Sigui p un nombre
primer. Tot cos local és extensié finita d'un cos @, de nombres p-adics o bé
d’un cos F,((t)) de seéries formals sobre un cos finit de p elements.

L’anell de la valoracié de K,

Og ={ae€ K*: vig(a) >0},

és un anell de valoracié discreta. Denotarem per p el seu ideal maximal i
per 7 un generador: p = (7).
El grup de les unitats de K,

Uk ={a € K*: vg(a) =0},
admet una filtracié
Uk =U 20 U ..

en la qual
Ul((n) =1+4+p", peran>0.

Donada una extensié finita i de Galois, L|K, el seu grup de Galois,
Gal(L|K), admet una filtracié

Gal(LlK) == G_1 2 Go 2 G1 2
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donada pels grups de ramificacié de Hilbert:
Gi(LIK)={o € Gal(LIK): vr(c(a) —a) >i+1, per atot a € Or}.

Els subgrups G_1, G sén isomorfs als grups de descomposicié i d’inércia en
B, respectivament, on P denota l'ideal maximal de Oy,

Per formular d’'una manera elegant els resultats de la teoria local de cos-
sos de classes, conv¢ canviar la numeracié inferior dels grups de ramificacié
per la numeracié superior, introduida per J. Herbrand [Her31].

Considerem les funcions

[ dx o
nrk(s) = /0 G G VLK =

Aleshores, els grups G*(L|K) := Gy, x (i) (LK) proporcionen la filtracié
Cal(L|K) = G™Y(L|K) 2 G*(LIK) D GYHLIK) D ...
Més endavant necessitarem el resultat segiient:

Teorema 1.1.1 (Hasse-Arf). Donada una extensid finila i abeliana L|K
de cossos locals, els salts de la filtracio {G*(L|K)}i>_1 sdn nombres enters.

1.1.1 La llei local de reciprocitat

Donada una extensié finita L|K, denotem per N ks ITrpx la norma i la
traca, respectivament.

Enunciem tot seguit el resultat fonamental de la teoria local de cossos
de classes:

Teorema 1.1.2 (llei local de reciprocitat). Sigui L|K una extensio [i-
nita 1 abeliana de cossos locals. Aleshores,

i) Ewmisteir un isomorfisme canonic
rik : Gal(L|K) — K*/NpgL*,
anomenat de reciprocitat.

ii) L’isomorfisme invers de ri|x
(,LIK): K*/NpgL* — Gal(L|K)

defineix el simbol local de residus normics.
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iii) L’isomorfisme 7k transforma la filtracio {UI(;)/NL|KU2Z}(1‘)}7;ZQ, del
grup de les unitats, en la filtracié del grup d’inércia {G'(L|K)};>0,
donada pels grups de ramificacid proveits de la numeracid superior.

Corollari 1.1.8. Sigui ¢ Uenter més gran tal que G.(LIK) # 1, i sigus
J = n(c) + 1. Aleshores, Ul((f) C NpygL* i [ és Uenter més pelit amb
aquesta propietat. L’ideal

frix == P%)
s’anomena el conductor de l'extensié abeliana local LK.

Quan K = Q,, es té que

NQp(pmy) = (p) x UG,

Si L|Qp ¢és una cxtensié finita i abeliana, existeixen enters [ i n tals que

(p") x US) € Npjg, L* = (07) x Ug,) 0 ((p) x US).

Per tant,
L g Qp(u(pf—]_)p")a

ates que el conductor de I'extensié Qp(pepn))|Qp és (p)".
D’aci en resulta el teorema segiient:

Teorema 1.1.4 (Kronecker-Weber).
i) Tota extensid finita i abeliana L|Q, és ciclotomica.

ii) Tota extensid finita i abeliana L|Q és ciclotomica.

1.1.2 FEl simbol de Hilbert

Sigui n un nombre natural primer amb la caractcristica de K. Suposem ara
que el cos K conté les arrels n-ésimes de la unitat. Si I = K(/K*), ales-
hores Ny, xL* = K*. La teoria de Kummer i Iisomorfisme de reciprocitat
proporcionen un aparellament bilineal no degenerat

(g) KY /K™ x K*JK*™ — up,
anomenat simbol de Hilbert.

La proposicié que segueix té cura del lligam entre el simbol local de
residus normics i el simbol de Hilbert.
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Proposicié 1.1.5. Donats a,b € K*, se salisfa que

(a, K(V/b)/K) Vb= (‘:b> Vb,

Quan K = Q,, podem precisar una mica més.
Proposicié 1.1.6. Sigui a = up®»® e Qp, ptu.

i) SiC e @p és una arrel primitiva m-ésima de la unitat i pt m, aleshores

(a,@p(0)/Qp)C = ¢,

il) Si¢ e @p €s una arrel primitiva p"-esima de la unitat, aleshores

1

(@, Qp(€)/Qp)C=C" .

1.2 Teoria global de cossos de classes

Sigui K un cos de nombres; és a dir, una extensio finita de @. Un placa p de
K és, per definicid, una classe d’equivaléencia de valoracions de K. Les places
definides per valoracions no arquimedianes s’anomenen places finites; estan
en correspondéncia bijectiva amb els ideals primers de K (de I’anell d’enters
Ok). Les places definides per valoracions arquimedianes s’anomenen places
de l'infinit (o places infinites); es corresponen amb les 1 immersions reals
K — Riamb les ry parelles d’'immersions complexes, no reals, K — C. Es
clar que [K : Q] = ry + 2rs.

Per a cada placa p de K i cada enter ny, > 0, on se suposa que n, € {0, 1}

si p|oo, volem definir subgrups Ué"p). Sigui, doncs:

1+pny, sing >0,

Uk,, sin,=0,pfoo,

Uy? =< R, sipésrealing, =0,
R, sipésrealing =1,
(G si p és complex.

Denotem per Ix el grup dels ideals fraccionaris de K, per Pgx el subgrup
dels ideals fraccionaris principals i per

Clg = Ix/Px

el grup de les classes d’ideals. Recordem que aquest darrer és un grup abelia
finit.
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Teoremes fonamentals de la teoria de cossos de classes, obtinguts pre-
viament per T.Takagi [Tak90] i completats per E. Artin [Art65], varen ser
interpretats en els anys 1940 per C.Chevalley [Che40] per mitja del llen-
guatge de les ideles.

Segons A. Weil [Wei80], el nom idele prové d’élément idéal, que en ale-
many déna ideales Element i, a partir d’aqui, Chevalley forma la paraula
idele. Fl nom adele, que és posterior, respon a la versié additiva, adéle, del
concepte d’idele .

Donat un cos K de nombres, recordem les definicions del seu anell d’a-
deles, Ay, del sen grup d’ideles, Ix, i dels seus grups de S’—ideles,]l}q(, on S
denota un conjunt finit de places de K:

Ag ={(y) € HK,, t oy € Op g.pt.},
p

I = Ak = {(ap) € [[ K} ap €Uy apt},

p
1% =[] &; x [[ Ve Ix = JIE-
pes pegs S
L’anell Agx és un anell topologic. El grup Ix és un grup topologic lo-
calment compacte. Notem que [x = GL(1,Ag). El grup multiplicatiu K*
s’identifica amb un subgrup discret i tancat de I, dit de les ideles principals.
El grup topologic quocient

Clg :=1Ix/K*

és el grup de les classes d’ideles de K. L’aplicacié natural que a cada idele
li assigna un ideal fraccionari,

I = I, o= (op) = (a) = [ 7,
pfoo

és un epimorfisme de grups que té per nucli el subgrup ]Iffo de les ideles
finites. Considerem Clgx com a grup topologic, per la topologia quocient de
la topologia del grup d’ideles. Al contrari del grup de classes d’ideals, el
grup de classes d’ideles és un grup abclia infinit.

Proposicié 1.2.1.

i) El grup de les classes d’ideals és un quocient del grup de les classes
d’ideles:
Clg /(I3 K*/K*) ~ I /T3 K* ~ Clg.
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il) Si .S és un conjunt de places de K prou gran, aleshores
Clg ~ I3 K*/K*.

En la teoria global de cossos de classes, veurem que el grup de les classes
d’ideles té un paper semblant al del grup multiplicatiu del cos en la teoria
local. Per comencar, veurem que Clg admet una xarxa de subgrups analoga
a la filtracié del grup de les unitats locals.

Definicié 1.2.2. Sigui m = Hp)(oo p™r un ideal enter de K. Considerem el

subgrup d’ideles
=T ui™.
p

Denotem per I el grup dels ideals fraccionaris de K primers amb m. Con-
siderem el subgrup dels ideals fraccionaris principals

Pp ={(a) € Pk : a=1(modm), a totalment positiu}.

El grup quocient
Clg(m) = Ig/Pg

s’anomena el grup radial de les classes d’ideals modul m.
El subgrup de classes d’ideles

CIT = INK*/K*

s’anomena el subgrup de congruéncia modul m.
El grup quocient
(CIK(m) == CIK/(CI%

s’anomena el grup radial de les classes d’ideles modul m.

Proposicié 1.2.3. Un subgrup H C Clg és tancat 1 d’index finit si, i només
si, existeir un ideal enter m tal que H O Cl%.

Proposicié 1.2.4. L’homomorfisme natural Iy — I indueiz un isomor-
fisme entre el grup radial de classes d’ideles i el grup radial de classes d’ideals
d’un mateiz modul

(CIK(m) ~ Cl%
Corollari 1.2.5. Si K = Q im = (m), aleshores

Clg(m) ~ Clg(m) ~ (Z/mZ)".
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Ho tenim tot a punt per formular el resultat fonamental de la teoria
global de cossos de classes:

Teorema 1.2.6 (llei de reciprocitat d’Artin). Sigui L|K una extensio
finita abeliana de cossos de nombres.

i) Existeir un isomorfisme canonic
rik : Gal(L|K) — Clg /Ny xClp,
anomenat de reciprocitat.
il) L’isomorfisme invers de TLIK
(,LIK):Clg /Ny kClp — Gal(L|K)
defineix el simbol global de residus normics.

Denoti Ly el completat de L respecte d'una plaga PB|p. En considerar
I’homomorfisme natural

v: Ky = Clg, ap (oo, 1,1 1a,1,1,1,..0),

les lleis de reciprocitats local i global es relacionen per mitja del diagrama
commutatiu segiient:

Ky LB Gain, Ky)
Clx M GalLK).

Donada un idele & = (ap), s’obté que
(o, LK) = [ [ (cp, Lyl Kp),
p

és a dir, el simbol global de residus normics és producte del simbols locals.

Teorema 1.2.7 (d’existéncia). L’aplicacid L — N7, = NpxCly estableix
una bijeccid entre el conjunt de les extensions abelianes i finites de K i el
conjunt dels subgrups de Clg tancats 1 d’index finit. Se salisfa que

L1 C Ly <:>NL1 QNsz NL]LZZNIﬂmNLZ’ NL10L2:NL1NL2‘
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Definicié 1.2.8. 5i H és un subgrup tancat © d’indez finit de Cly, Uextensio
abeliana L|K que li correspon en la bijeccié anterior s’anomena el cos de
classes de H. Si H = CI} és el subgrup de congruéncia modul m, aleshores
el cos K™ que li correspon s’anomena el cos de classes radial modul m. Per
tant,

Gal(K™ K) ~ Clg(m).

El cos de classes radial modul (1) és el cos de classes de Hilbert KV, Coin-
cideiz amb 'extensid abeliana no ramificada maximal de K i satisfa que

Gal(KW/K) ~ 1Y)

Definicié 1.2.9. Tota extensio finita i abeliana L d’un cos de nombres K
esta continguda en un cos de classes radial K™ de K; l’ideal enter m s’a-
nomena un modul de definicié de ’extensic L|K. El conductor frx és el
mazxim comi divisor de tots els moduls de definicid de LK. Per tant, és el
modul més petit per al qual K C L C KF.

La proposicié seglient caracteritza el conductor d'una extensié abeliana
en termes de la ramificacié.

Proposicié 1.2.10. Si L|K és una extensid finita i abeliana i fy denota el
conductor de Ly|K,, aleshores

frix = pr,
p

on el producte s’estén a totes les places finites de K. Per tant, un primer
finit p de K ramifica en L st, i només si, divideix el conductor.

Exercici 1.2.11. Si K = Q i m = (m), aleshores el cos de classes radial
Q™ és el subcos totalment real Q((m + ¢.1) del cos de les arrels m-ésimes
de la unitat. El cos Q((,) és el cos de classes radial modul mpe., esteses
les definicions de manera obvia.

Quan es formula la llei global de reciprocitat en termes de classes d’ideals
en compte de classes d’ideles, el simbol de residus normics déna lloc al simbol
d’Artin. Ho expliquem tot seguit.

Si L|K és un cxtensié de cossos de nombres no ramificada en un primer
finit p de K, el grup de descomposicié

Gal(Lg|K,) C Gal(L|K)
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és ciclic. Aquest grup té un generador distingit, ’automorfisme de Frobe-
nius, ¢y, que es caracteritza per la congruencia

pp(a) = a?(mod’P), peratotaceOp,
on g = #(Ok /p).

Si L|K és una extensié abeliana, posarem

LIK
pp = (mp, Lp| Kp) = (|T> :

La férmula seglient defineix aleshores el simbol d’Artin d’un ideal a = [] p*»
de Ok no divisible per cap ideal primer ramificat

(F8)-m()"

S’obté d’aquesta manera el diagrama commutatiu segiient:

1 —— NyxCly, ——  Clx 25 qaln)k) —— 1

| | Jie
(=)
1 —— H"/PR} —— Clg(m) —= Gal(L|K) —— 1,
on H™ := (NL|KI}\?)P}“2
El teorema segiient proporciona la llei de descomposicié dels ideals pri-
mers en les extensions abelianes.

Teorema 1.2.12 (llei de descomposicid). Siguin L|K una extensid abe-
liana de grau n © p un ideal primer de K no ramifical en L. Sigui m un
modul de definicié de ’extensid LK. Suposem que p{ m. Si f és l’enter
més petit per al qual

p/ € (NyxID)PR,

aleshores pOp, = Py --- Py, on g = n/f, i el grau residual de cada ideal
primer B|p és igual a f.

Del teorema ens resulten conseqiiencies remarcables:

Corol-lari 1.2.13. Un ideal primer p de K descompon completament en el
cos de classes de Hilbert KV si, i només si, és principal en K.

Teorema 1.2.14 (dels ideals principals). Tot ideal de K esdevé princi-
pal en el cos de classes de Hilbert KV de K.
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La llei de reciprocitat d’Artin permet reduir la demostracié del teorema
del ideals principals, conjecturat per Hilbert, a la proposicié de teoria de
grups que enunciem a continuacio.

Proposicié 1.2.15 (Furtwangler). Siguin G un grup finitament generat
1 G’ el seu grup derivat. L’homomorfisme transferidor

G/G' = G'/G"
€s trivial.
El teorema segiient generalitza la llei de reciprocitat quadratica de Gauss.

Teorema 1.2.16 (férmula del producte). Sigui K un cos de nombres
que contingui les arrels n-ésimes de la unitat, n > 2. Per a tot parell
d’elements a,b € K* se salisfa que

() -+

p

1.3 Funcions L de Hecke

Els caracters de Hecke poden definir-se sobre els grups d’ideals o bé sobre
els grups d’ideles. En imposar certes condicions sobre l'infinit, s’obtenen
els Grifiencharaktere. Un cas particulars d’aquests son els caracters de
Dirichlet.

Definicié 1.3.1. Donat un cos de nombres K de graun = r1 + 2rs, escriu-

rem
_ mr1+2r
7 = 7 2’

R = er-l-rz‘

1.3.1 Caracters de Hecke

Definicié 1.3.2. Siguim C Ok un ideal enter. Un caracter de Hecke modul
m €s un homomorfisme continu

x: ™= St={zeC:|z| =1}
A tot caracter de Hecke li podem associar la série L

L(x,s) =

x(a@) _ 1
N(a)* 1;[ L= x(P)N(p)~*’

Re(s) > 1,
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on el sumatori s’estén a tots els ideals enters i el producte a tots els ideals pri-
mers de K. Entenem que x(a) =0 quan mecd(a,m) # 1. N(a) = #(Ok/a)
denota la norma absoluta.

Si es vol que aquestes funcions admetin una prolongacié analitica i sa-
tisfacin equacions funcionals, cal imposar certes restriccions als caracters.
Sorgeixen aleshores els Grdfiencharaktere.

Definicié 1.3.3. Un cardcter de Hecke modul m, x : I™ — S, s’anomena
un Gréfencharakter si existeizen dos homomorfismes continus

xi: (O/m)* = 8t oo i R* = SY

tals que
x((a)) = xt{a)xso(a)

per a tota € O, (a) € I™.

Aleshores, existeizen nombres p = (p;) € Z, pr € {0,1} si 7 és una
placa real © prpr = 0 st 7 é€s una placa complexa, i ¢ € R, univocament
determinats, tals que

Xoo() = N (aP]x|7P+1).

El caracter s’anomena de tipus (p,q). El modul de definicic més petit s’a-
nomena el conductor del Grofiencharakter.

Definicié 1.3.4. Un cardcter de Dirichlet modul m és un homomorfisme
x : Clg(m) = IR /PR - S
del grup radial de classes d’ideals modul m en la circuinferéncia unitat.
Remarca 1.3.5. Tot caracter de Dirichlet modul m,
x:I®/P2 - St

déna lloc a un cardacter de Hecke x : I — St tal que x(P®) = 1. Defineix
un Gréfencharakler de tipus (p,0), ja que salisfa la igualtat

x((a)) = x¢((a)) N (a’[a]™P),
per a un cert caracter xr de (O/m)*.
Proposicié 1.3.6.

i) Els caracters de Dirichlet x modul m son, ezactament, els Gréfencka-
raktere modul m de tipus (p,0).
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il) Els cardacters del grup de les classes d’ideals Clg son els Griflencka-
raktere mod (1) per als quals xoo = 1.

Definicié 1.3.7. Donat un Grifencharakter x = (Xt Xoo) modul m, la
suma de Gauss associada a Xf és donada per la férmula

Xf y Z Xf 27rzTr zy)

per a toty € m™1D L, on lideal © denota la diferent de K|Q, i el sumatori
s’estén a un sistema de representants de (O/m)*.

Els homomorfismes continus x : I /K* — S* que factoritzen en homo-
morfismes

x : Cl{m) = I /TRK* — S*

s’anomenen caracters de Hecke sobre les classes d’ideles, de modul de defi-
nicié m. En considerar la composicié

™ —° 5 Cl(m) —2— S,
on ¢ denota I’homomorfisme natural, tot caracter de Hecke sobre les classes
d’ideles déna lloc a un Gréfiencharakter del mateix modul.

Proposicié 1.3.8. L’aplicacid x — x o ¢ estableixz una correspondéncia bi-
jectiva entre els cardcters de Hecke modul m definits sobre les classes d’ideles
i els Griflencharckler modul m definils sobre les classes d’ideals.

1.3.2 Equacié funcional de les series L. de Hecke

E. Hecke [Hec70] demostra l’equacié funcional de les seéries L associades a
Grdflencharaktere per mitja de "is de funcions theta. La tesi de J. Tate
[Tat67], dirigida per E. Artin, permet donar-ne una demostracié alternativa,
basada en 1’analisi de Fourier sobre els grups multiplicatius dels cossos p-
adics i els grups de les ideles. Amb aquest metode, les equacions funcionals
locals s6n relativament senzilles d’obtenir; les equacions funcionals globals
en resulten de férmules de sumaci6é de Poisson.

Sigui K un cos de nombres. Donats un Groflencharakter x, primitiu de
modul m, i una classe d’ideals A € I /P, es defineix la seric L parcial
relativa a la classe A,

a
L(A,x,s) Z Xas, per a Re(s) > 1,
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on el sumatori s’cstén a tots els ideals enters continguts a la classe A. La
serie L associada a x descompon aleshores en una suma finita de series L
parcials

L(x,s) = Z L(A,x, s),
A

on A recorre el conjunt de les classes d’ideals de K. Convé ara que com-
pletem les series L parcials mitjancant factors d’Euler a I'infinit. Definim la
serie I de Hecke parcial completa

A(4,x:8) = (ldi| N (m))** Loo (x, ) L(A, X, 5),

on Loo(X, ) = LR L, i Lr(s) = n=*/*T(s/2), Lc(s) = 2(2r) *T(s), i dk
denota el discriminant de K.

Teorema 1.3.9. Siguin A una classes d’ideals de K i x un Gréfiencharak-
ter primitiv modul m, de tipus (p,q).

i) La série A(A, x,s) admet una prolongacid analitica a tot C i satisfd
Pequacid funcional

A(A7X7 S) = W(X)A(AI7Y7 1- 8)7

on AA" = [md] i W(x) és la suma de Gauss normalitzada

. -1
_ <Tr(p md P T(X)
woo= o () )] vy

amb [W(x)| = 1.

i) La funcié A(A, x,s) és holomorfa llevat, com a molt, d’un pol simple
a
s=Tr(-p+iq), s=1+Tr(p+1iq).

iii) Sim#1 0 bép+#0, aleshores la funcié A(A, x,s) €s entera.
Corollari 1.8.10. La série A(x,s) admet una prolongacid analitica a
C\{Tr(—p+ig)/n, 1+ Tr(p +iq)/n}
1 satisfa equacid funcional
Alx,s) = WHOAX, 1 — 5).

Sim # 1 o bé p # 0, aleshores admet una prolongacié analitica en una
Juncio entera.
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1.3.3 Valors especials

Els valors sobre els enters negatius de les séries L de Dirichlet associades a
un cos de nombres totalment real sén remarcables.

Teorema 1.3.11. Suposem que K €s un cos de nombres totalment real.
Siguin (g la seva funcio zeta de Dedekind i x un caracter de Dirichlet.
Donada una classe d’ideals A de K, se satisfan les igualtats segiients.

e _ Bi(A;i,z
el k) = N@' Y [t Y B
i=1 2E€R(AC;)
per a k> 1.
e _ Bi(A;,z
Lol - B =Y w@N@ Y [p Y Bl
i=1 2€R(AC;)
on Br(A, X) denota el k-ésim polinomi de Bernoulli generalitzat.

Corol-lari 1.3.12 (Siegel). Donat un cos de nombres K totalment real,
els valors (x(A;1—k), k > 1, son racionals. Per a tot caracter de Dirichlet
X, els valors L(x,1 — k), k > 1, pertanyen al cos Q(xy).

El fet anterior és el punt de partida de la construccié de les funcions L
p-adiques, en la teoria d’Iwasawa i Leopoldt.

1.4 Series L d’Artin
Siguin L| K una extensi6 finita i de Galois de cossos de nombres i
p:G=Gal(LK)— Aut(V) = GL(n,C)

una representacio lineal del seu grup de Galois en els automorfismes d’un
C-espai vectorial complex, V', de dimensié n. Denotem per

Xp:G—=C, x,(s)="Trp(s),
el caracter de p. Per a cada ideal primer 3 de L, dividint un ideal primer p

de K, sigui Iy = Gp o el grup d’inércia en ‘B i denoti VIn el subespai de V
fix per la inercia.
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Definicié 1.4.1. La série L d’Artin associada a la representacid p és do-
nada pel producte d’Euler

1
EE ) = L e = om M v

per a Re(s) > 1.

Denotem per 1 el caracter de la representacio trivial. La serie £ d’Artin
associada al cardcter trivial coincideix amb la funcié zeta de Dedekind del
cos K,

L(L|K,1,s)=(x(s).

Conjectura 1.4.2 (Artin). Per a tota representacid de Galois irreductible
p: Gal(LIK) = GL(n,C),

en qué x # 1, la série L(L|K, x,,s) admet una prolongacid analitica en una

Juncio entera del pla.

Com veurem, la validesa de la conjectura d’Artin en dimensié n = 1
equival a la teoria global de cossos de classes. En els darrers mesos, hi
ha hagut avencos notables en la demostracié de la conjectura d’Artin en
dimensié 2.

A partir de la descomposicié del caracter 7 de la representacié regular
de G = Gal(L|K) com a suma de caracters irreductibles,

ra =Y x(1)x,

s’obté el resultat que segueix.
Corol-lari 1.4.3. Per a tota extensio de Galois de cossos de nombres és
¢o(s) = Cx(s) [[ £(LIK, x, )X,
Xx#1

on el producte s’estén a tots els caracters irreductibles de Gal(L|K) no tri-
vials.

1.4.1 Conductor d’Artin d’un caracter

A tot caracter irreductible x de G = Gal(L|K) 1i volem associar un ideal
enter de K, (), anomenat el seu conductor. De fet, el conductor global és
producte de conductors locals:

00 = T (0,

pfoo
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on els conductors locals sén de la forma

fo(x) = pfe 0,

Per tant, la definicié prové d’associar a tot caracter x 1 a tot ideal primer p
de K un enter, f,(x), anomenat ’exponent del conductor.

Definicié 1.4.4. Sigui x el caracter d’una representacié irreductible de
Gal(L|K). Siguin P un ideal primer de L i p = PN Ok. Siguin G;(L|K)
els grups de ramificacié en un primer P de L. Aleshores,
g . .
fox) =) 2 dim(V/VE),
i>0 9o

on g; = #Gi(L|K).

A partir del teorema de Hasse-Arf i de les propietats de la representacié

d’Artin s’obté el teorema segiient:

Teorema 1.4.5. Per a tot caracter x d’una representacié de Gal(L|K), ¢
per a tot ideal primer p de K, els nombres fp(X) son enters > 0.

Proposicié 1.4.6. Six és un caracter de grau 1 de Gal(Ly|K,) z'L?f3 denota
el cos fix per al nucli de x, aleshores Uideal pfo00 és el conductor de Uextensid

ciclica L?fG|Kp, en el sentit de la teoria local de cossos de classes.

En tenir present les propietats dels conductors locals, s’obté la descom-
posicié del discriminant d’una cxtensié de Galois en producte de conductors
locals.

Teorema 1.4.7 (Fihrerdiskriminantenproduktformel). Per a tota extensié
de Galois de cossos de nombres se salisfa la igualtat

ok = [ 100X,
X

on el producte s’estén a tots els caracters irreductibles de Gal(L|K).

1.5 Reformulacié de la teoria global de cossos de
classes

En aquesta scccié resumim el fet que els teoremes de la teoria global de
cossos de classes equivalen a la verificacié de la conjectura d’Artin en el
cas abclid. Equivalentment, les serics L d’Artin associades a caracters de
grau 1 es poden interpretar com a series L de Hecke associades a certs
Gréflencharaktere.
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1.5.1 Equacié funcional de les série L d’Artin abelianes

Sigui L|K una cxtensié finita i abeliana de cossos de nombres de conductor
f = fr|k- Sabem que 'aplicacié

I}./Pl = Gal(LIK), a(mod P)f —s (LITK>

és un isomorfisme. Per composicié amb el simbol d’Artin, a tot caracter
irreductible de Gal(L|K), necessariament de grau 1,

x : Gal(LIK) —» C*¥,
li podem associar el Grofiencharakter segiient:
X : ]IfK — I;( — C".

Teorema 1.5.1. Siguin L|K una extensid abeliana de cossos de nombres,
frix el seu conductor, x # 1 un caracter de Gal(L|K) irreductible i X el
Graofsencharakter modul §rx associal. Aleshores,

1 ~
L(L|IK,x,s) = p]gq NG L(X,s), Re(s)>1,

on S = {p|fL|K : x(Ip) = 1} i pp denota Uelement de Frobenius de

A la vista d’aquest resultat, s’'imposa completar les series L d’Artin amb
factors gamma. Sigui x un caracter de Gal(L|K), L|K una cxtensié no

necessariament abeliana.
Definicié 1.5.2. Definim
Lc(S)X(l), st p és complex,
Ly(L|IK = _
p(LIK X, 8) { Le(s)" Lp(s+1)"", sip és real,

x(D+x{ep) n- — x(1)—x{ep)

onnt = 5 ,nT = 5 . Com abans,

Le(s) = 77%/?T(s/2), Lc(s) = 2(2n)~°T(s).

Definicié 1.5.3. Donat un caracter x de Gal(L|K), la série L d’Artin com-
pleta es defineiz per

ALIK, x,8) = ¢(LIK,X)**Loo(LIK, X, ) L(LIK, X, 5), Re(s) > 1,
on

‘COO(L|K7X7 S) = H ‘CP(L|K7X7S)7 C(L’Ka X) = |dK|X(1)N(fL|K(X))

ploo



22 P. Bayer

Proposicié 1.5.4. Si x és un cardcter de grau 1, aleshores les séries d’Ar-
tin ¢ de Hecke completes, associades a Y, coincideizen:

A(LIK, x, s) = A(X; 5)-

A partir dels resultats obtinguts fins ara i del teorema de Brauer de la
teoria de caracters, segons el qual tot caracter irreductible d’un grup finit és
combinacié lineal amb coeficients enters dels caracters induits pels subgrups
elementals, resulta el teorema seglient:

Teorema 1.5.5. Sigui L|K una extensid finita i de Galois de cossos de
nombres. Aleshores,

i) Per a tot caracter x de Gal(L|K), la série L d’Artin A(L|K, x,s) ad-
met una prolongacié analitica en una funcié meromorfa de C i satisfa
Pequacid funcional

A(L|K7X7 8) = W(X)A(L|K7 X I S)a
on la constant W (x) és un nombre complex de modul 1.
i) Si lextensid L|K és resoluble i x # 1, la funcié d’Artin A(L|K, x,s)

és entera.

1.6 El teorema de densitat de Chebotarev

Mantenim les notacions de la scccié precedent. El teorema que segueix Gs
clau en la prova dels teoremes de densitat.

Teorema 1.6.1 (Coronidis loco). Sigui x : IR/PR — C* un caracter de
Hecke no trivial © irreductible; és a dir, de grau 1. Per a la série I. de Hecke

1
oo =]11= XN (p)~

on x(p) = 0 si p|m, se satisfa que

L(x,1) #0.

Demostracid: Sigui K™ el cos de classes radial modm. Aleshores tenim un
isomorfisme Gal(K™|K) ~ Clg(m), i x pot ser interpretat com a un caracter
de Galois. Llevat d’un nombre finit de factors d’Euler, les séries L(x,s) de
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Hecke i £L(x, s) d’Artin coincideixen i cap de les dues no té un pol en s = 1.
A partir de la igualtat

CKm (8) = CK(S) H ‘C(Km|K7 X S)X(l)v
x#1
i atés que les dues funcions zeta de Dedekind tenen un pol simple en s = 1,

se segueix que L(K™|K, x,1) # 0, per a tot x # 1. Per tant, L(x,1) # 0.
d

Arribem ara a una de les aplicacions de més utilitat de la teoria.

Definicié 1.6.2. Donats un cos de nombres K 1 un subconjunt M C Ix
d’ideals fraccionaris, la densitat de Dirichlet §(M) es defineiz per la igualtat

N —8
§(M)= lim Lpen NP ,
s—1+40 logﬁ

sempre que el limit existeixi.

Teorema 1.6.3 (Chebotarev). Siguin L|K una extensid finita i de Ga-
lois. Donada una transformacié o € Gal(L|K), sigui

Pt {o- (%) = o n v

P
El conjunt Pp k(o) té densitat de Dirichlet donada per la formula
#(o)
0(Pr g =——r

on (o) = {ror™ : 7 € Gal(L|K)} és la classe de conjugacid de o.

El resultats que segueixen sén conseqiiéncia del teorema de densitat de
Chebotarev. Permeten interpretar les extensions de Galois dels cossos de
nombres com a veritables maquines distribuidores d’ideals primers.

Teorema 1.6.4 (Bauer). Siguin L|K una extensid finita de cossos de
nombres, Pi(L|K) el conjunt de tots els ideals primers de K divisibles per
un diwisor primer P de L de grau 1, i P(L|K) el conjunt de tots els ideals
primers de K que descomponen completament en L. Aleshores,

i) L’extensio L|K és de Galois si, i només si P(L|K) = Pi(L|K).
i) Si L|K és de Galois i M/K és una extensid arbitraria, se salisfa que

P(L|K) 2 P(M|K) < L C M.
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1.7 El somni de Noether-Artin-Hasse

Possibles generalitzacions de la teoria de cossos de classes cap a una teoria de
cossos de classes no abeliana han estat cercades per diversos autors. A. Weil
[Wei80] ens ho recorda:

E. Noether, E. Artin and H. Hasse had hoped in vain that their
theory of simple algebras would lead to a non-abelian theory but
that by 1947 Artin confided that he was no longer sure that such
theory eristed.

L’any 1947 la tesi de Harish-Chandra, dirigida per P.Dirac (un dels
pares de la mecanica quantica relativista), dona un fort impuls a Pestudi
dels espais de funcions L?(G), on G denota un grup algebric reductiu definit
sobre un cos de nombres. Les representacions automorfes de G(Ag), aix{
com les seves funcions L associades, formarien part del corpus inherent a la
filosofia de Langlands.
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Introduccié

L’objectiu d’aquesta exposicié és donar una visié general dels conceptes
basics de varietats abelianes que es necessiten per a entendre la teoria de
multiplicacié complexa que es desenvolupa en la resta de les exposicions d’a-
quest volum. Ni de bon tros pretén donar un tractament exhaustiu d’aquest
tema. La bibliografia que hem utilitzat és [Mu 74|, [Mu 83], [Lg 92], [Sh 98]
i [La 83].

2.1 Varietats abelianes i polaritzacions

Definicié 2.1.1. Una varietat abeliana definida sobre un cos k és una
varietal algebraica completa A definida sobre k juntament amb un punt
k—racional o € A(k) i morfismes definils sobre k

m:AxXA—= A
1:A—= A

27
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salisfent les propietats habituals de grup.

Propietats 2.1.2. La completitud de A forca la llei de grup ser abeliana.
A més, A és no singular, per homogeneitat.

2.1.1 Divisors de Welil 1 feixos invertibles

Definicié 2.1.3. Un divisor de Weil en A és una suma formal

D=> "nyY,

amb ny € Z 1Y subvarietats irreductibles de codimensio 1. Escrivim
CHY(A) = {Divisors de Weil en A}/{Divisors principals en A},
el primer grup de Chow.

Definicié 2.1.4. Un feix invertible en A és un feix L localment lliure de
rang 1 en A. El conjunt Pic(A) de classes d’isomorfisme de feizos invertibles
en A té una estructura natural de grup amb el producte tensorial de feixos i
amb Oy, el feix estructural de A, com a element neutre.

Com A és no singular,
CHY(A) ~ Pic(A)

i per tant és equivalent parlar de feixos invertibles i de divisors de Weil en A.
Si D és un divisor de Weil en A, notem L = O4(D) el feix invertible
associat.

2.1.2 Feixos invertibles i morfismes en 1’espai projectiu

Per a L € Pic(A), sigui H°(A, L) el k—espai vectorial de les seccions globals.
Si L = O4(D), aleshores

HO(A,L) ~{f € k(A)*,div(f) + D >0} U {0}.

L indueix un morfisme

¢L A — Pn_l
a = {si(a),....sn(a)}’

on HO(A,L) =< 81,..., 85 >}
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Definicié 2.1.5. Les seccions globals s € H°(A,L) es diuen les funcions
theta de A respecte la polaritzacid L.

Definicié 2.1.6. Diem gue L és un feix invertible molt ample si @, indueix
una immersié tancada. Diem que L és un feix ample o una polaritzacio si
L®" és molt ample per algun n > 1.

Teorema 2.1.7 (Lefschetz). Si A és una varietat abeliana i L és ample,
aleshores L™ és molt ample per a n > 3.
De les mateixes definicions es desprén que una varietat algebraica és projec-

tiva st i només si existeir una polaritzacio.

Exemples 2.1.8. 57 C' és una corba algebraica, un divisor D és ample si, i
només si deg(D) > 0. Si C no és una corba hiperel-liptica, el divisor candnic
K¢ és un divisor molt ample. La immersioé tancada que indueiz s’anomena
Uaplicacié canonica.

2.2 Varietats abelianes sobre C
Si A és una varietat abeliana complexa de dimensié g, aleshores

A~CI/U,

on U ¢és una xarxa completa de C9. Reciprocament, no &és cert que tot
tor complex C9/U sigui algebraic, és a dir, sigui una varietat abeliana. La
pregunta natural és dones: Quan un tor complex és una varietat abeliana?
Ja hem vist que existeix una immersié tancada

¢:CIU = PN
T

existeix una polaritzacio, ¢és a dir, un feix invertible o fibrat de linia ample.

Teorema 2.2.1 (Chow). Si M C PN(C) és una varietat compleza, ales-
hores €s algebraica.

Per tant, combinant aquests fets amb el GAGA obtenim que A = C9/U
és una varietat abeliana si i només si existeix una polaritzacié L en A.
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2.2.1 La primera classe de Chern

La primera classe de Chern ¢;(L) d’un feix L € Pic(A) pot interpretar-se
com una forma hermftica

ef(L)=H:CIxCI—C

tal que ImH(U x U) C Z. O equivalentment, com una forma Z-bilineal
alternada
ImH=E:UxU—>7Z

tal que 'extensid
EoR:CIxCI—=R

satisfa
E(iz,iy) = E(z,y) Vo,y € CY.

Observacié 2.2.2. FEl teorema d’Apple-Humbert precisa quina és la relacié
entre els feixos invertibles L en A i les formes hermitiques H en C9. Més
endavant, quan disposem dels elements necessaris, en donarem l'enunciat
concret.

Teorema 2.2.3 (Lefschetz). L és una polaritzacic si i només si H =
c1(L) és definida positiva. En aquest cas,

dimg HY(A, L) = v/det(E).
Definicié 2.2.4. FEs defineix el grau de la polaritzacid com

deg(L) = \/det(E).

La polaritzacio es diu principal si deg(L) = 1. Una varietat abeliana junta-
ment amb una polaritzacid (principal) es diu una varietat abeliana (princi-
palment) polaritzada.

Com a conseqiieéncia dels teoremes de Chow, Lefschetz i Apple-Humbert
obtenim el

Teorema 2.2.5. CI/U és una varietat abeliana si i només si existeir una
forma hermitica i definida positiva H en C9 tal que la restriccid de ImH a
la zarza U pren valors enters. O equivalentment, si existeix una forma de
Riemann: una forma Z-bilineal alternada

ImH=F:UxU-—>7
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tal que ’extensio
EQR:CIxCI—=R

satisfa
E(iz,iy) = E(x,y) Vax,y e CI.

i la forma hermitica en C9 donada per E(izx,y) és definida positiva.

Exemples.
1. Corbes el-liptiques.

Sigui A, = C/U;, Uy = 7Z. & Z7, Im(7) > 0 un tor complex de dimensié
complexa 1. A continuacié veurem que sempre sén algebraics, és a dir, tots
els tors complexos de dimensié 1 sén corbes el-liptiques. Considerem la
forma hermitica

H.:CxC — C
(1,1) — 1/Im(r)

Pel teorema anterior és senzill comprovar que és la primera classe de Chern
d’una polaritzacié principal en A. Deduim que tot tor complex és una
corba el-liptica principalment polaritzada. De fet admet una tinica forma
de Riemann F per a cada grau. Considerant la polaritzacié principal H,
donada, sabem que

dim¢e H(A, H,) = 1

La teoria classica de les funcions theta ens déna un generador d’aquest espai
vectorial:
V- (2) := Z exp(min?t + 2mwinz).
nez

Diem que ¢, és una funcié theta de A, respecte H,. Es a dir,
HO(AT, H,)=Cv¢,

Tal com hem vist, pel teorema de Lefschetz podem assegurar que per [ > 2,
IH, és un feix molt ample en A,. Aix0 vol dir que indueix una immersié
tancada que en aquest cas és coneguda explicitament i estd donada per una
base de les funcions theta de A, respecte I2L(H), on L és un feix molt
ample amb classe de Chern ¢1(L) = H. El teorema d’Apple-Humnbert ens
diu que sempre existeix un cert L, tot 1 que no és tnic. Aquesta base de
HY(A,L) es construeix mitjancant traslladats de la funcié theta classica
donada anteriorment.
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2. La jacobiana d’una corba.

Si €' és una corba regular irreductible de génere g sobre un cos k, aleshores
Pic%(C ) s6n els punts k-racionals d’una varietat abeliana, la jacobiana de C'.
T¢ una polaritzacié principal natural:

0 = {D e Pic’(C), h°(Oc(D)) = £(D) > 0}

és un divisor de Weil ample principal de Pic(C).

3. Superficies abelianes amb multiplicacio quaternionica.

Sigui H una algebra de quaternions sobre Q tal que H @ R ~ M3(R). Sigui
O C H un ordre d’enters maximal. Com a exemples podem considerar:

O = My(Z) C M2(Q)

it itij o
%c@+@z+@y+@w

amb 72 = —1, 52 = 23,ij = —ji. Fixat 7 € C , Im(7) > 0, podem construir

O=7+Zi+Zj+7

el tor complex de dimensié 2

A, =C¥U, U, =0 (;)

T ) . .,
1) € C2? via la inclusié natural

de O en M»(R). Els tors complexos A, sén superficies abelianes amb la
forma de Riemann

on els elements de @ actuen en el vector (

E:0x0O — Z
(z,y) = tr(pxy),

onpu€O,u?+D=0,iD=1,46 respectivament. En el primer cas obtenim
la superficie
A, =E, x E; € X(1) =larecta j

i en el segon cas obtenim una superficie abeliana
A, € X(46,1),

la corba de Shimura de nivell 1 i discriminant 2-23. Una equacid per a
aquesta corba és (22 — 45)% + 23 + 24?2 = 0 (Kurihara).
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2.2.2 La matriu de periodes

Fixem A = V/U,E : U x U — Z una varietat abeliana polaritzada. A
continuacié expliquem com li podem associar una matriu de periodes €2 € A,.
Primer, busquem una 7 - base simplectica de la xarxa U respecte E. Aixd
és una base Ay, ..., Ag, i1, ..., ttg on E té I'expressié matricial

0 D
-D 0
amb D = diag(dy,...,dy),d; € N, d; | dix1. D’aqui podem llegir el grau de la

polaritzacio:
deg(E) =dy - ...  dg.

L’expressié de A;, y; en la C - base de V' donada per e; = p;/d; és
M= (92,D),
on £ € fiy, : ) és simetrica i la seva part imaginaria és definida positiva.

Definicié 2.2.6. Aixi construida, Q) s’anomena la matriu de periodes de A
respecte la polaritzacio E.

Observem que en el cas de la corba el-liptica E.,
Q=7€h

és un element del semipla superior de Poincaré. Reciprocament, donada
1 € hy, retrobem
Aq =CY9/29 + Q75

H = D(ImQ)~*

polaritzacié del tipus D = diag(d;). En particular, H = (ImQ)~! és prin-
cipal. D’aquesta manera, a {) € by li podem associar una varietat abeliana
principalment polaritzada. De manera analoga al cas el-liptic, tornem a
tenir

deg(H) =1 = H%(Aq, Hq) = C¥,
on
V21, .ey 29) 1= Z exp(min® - Q- n + 2mint - 2)
nezd

és la funci6 theta de Riemann generalitzada. De nou, translacions de la
funcié theta generalitzada ens donen una base de lespai de les seccions
globals d'una polaritzacié molt ampla I2L(H),l > 2 i per tant una immersié
tancada de A en }P’(lég_l.
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2.3 La varietat abeliana dual

Sigui A una varietat abeliana definida sobre un cos k qualsevol.

Definicié 2.3.1. Si D € CHY(A) és un divisor de Weil i x € A(k), definim
D, =D+=x

el divisor en A traslladat per x. Definim

Pic’(A)(k) = {D € CHY(A)(k), D, — D és un divisor principal Yo € A(k)}.

Teorema 2.3.2 (Grothendieck). FEs satisfa que Pic%(A)(k) son els punts

k-racionals d’una varietat abeliana definida sobre k. L’anomenem la varietat
abeliana dual de A i la notem A.

2.3.1 El cas dels nombres complexos £k =C

Si A =V/U és una varietat abeliana complexa, aleshores
A=V*/U*
on

V*:={w:V — C antilineals:w(v; + v2) = w(vy) + w(ve), w(Av) = Iv}

U*={weV ,wlU)cZ).

Mitjancant la forma R-bilineal simétrica i no-degenerada de V = C9:

<v,w >= Z (v;W; + Byw;)
i=1,....,9

podem identificar V* amb CY9. Amb aquesta identificacié,
U'={wel <Uw>CL}.

Aix{ obtenim que en el cas complex, la varietat abeliana dual de C9/U la
identifiquem amb CY/U*.
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2.3.2 Morfisme entre 4 i A definit per un feix invertible

Tornem al cas d’'un cos k qualsevol. Sigui L = O4(D) € Pic(A) un feix
invertible. L indueix un morfisme entre la varietat abeliana A i la seva

dual A: .
@L A — A
T — D,—D.

El teorema del quadrat ens assegura que és un morfisme de grups. De
nou, en el cas complex, aquest morfisme es pot explicar d’'una manera més
senzilla. Notem A = V/U 1 H = ¢;(L) la forma hermitica associada a L
via la primera classe de Chern. Aleshores, ®, tan sols depeén de H i es pot
expressar aixi:
P H: A — A
v —  H(v,-).

Identificant V* amb C9 tal com hem fet abans, obtenim

Bp:CIU — CIJU*
v = Pp(v)

on ®r(v) € CY esta determinat per H(v,w) =< &g (v),w > Vw € CI.

Observacié 2.3.3. Triem Z—bases de les zarzes U = Zleq, ...,ez4] i U* =
Zluy, ..., uzg] tals que < e;,u; >= 0;;. Aleshores la representacio matricial
de laccié de @1 en aquestes bases coincideiz amb la matriu de E = ImH
en la base {e;}.

2.3.3 El grup de Néron-Severi

Mitjancant la construccié anterior, a un feix invertible I en una varietat
abeliana A 1i sabem associar un morfisme ®; : A — A. Obtenim doncs de
manera natural el segiient morfisme de grups:

® : Pic(A) — Hom(A4, A)
L — @L.

Observem que de la mateixa definicié obtenim que
Pic’(A4) = Ker®
induint per tant la inclusié

~

Pic(A)/ Pic®(A) ¢ Hom(4, A).
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Definicié 2.3.4. NS(A) := Pic(4)/Pic’(4) € Hom(A, A) és el grup de
Néron-Severi de A.

En el cas complex k& = C, la primera classe de Chern ¢;(L) d’un feix in-
vertible L en A = C9/U es pot identificar amb una forma hermitica H. El
seglient teorema d’Apple-Humbert, esmentat anteriorment sense donar-ne
I’enunciat, ens aclareix la relacié entre els feixos invertibles L en A i les
formes hermitiques H en C¥:

Teorema 2.3.5 (Apple-Humbert). Sigui A = C9/U una varietat abeli-
ana complexa. Tenim una successio exacta de grups

0 — Pic%(A4) — Pic(4) 3 {H forma hermitica - ImH(U x U) C Z} — 0.

Observacié 2.3.6. Com a consegiiéncia del teorema d’Apple-Humbert ob-
tenim aquesta caracteritzacio important del grup de Néron-Severi d’una va-
rietat abeliana compleza A = C9/U:

NS(A) = {Hforma hermitica de C9 : ImH(U x U) C Z}

Definicié 2.3.7. Fs diu que L = O4(D) € Pic(A) un feix invertible és no
degenerat si ®r €s una isogenia, €s a dir, si el nucli

K(L):=Ker®;, ={z € A, D, — D =0}
és finit.

Observacié 2.3.8. En k = C, L és no degenerat si i només si H = ¢1(L)
és una forma hermitica no degenerada, tal i com es desprén de les maleizes
definicions.

Proposicié 2.3.9. Si L és una polaritzacid, aleshores L és un feix invertible
no degenerat:
$;: A — A és una isogénia.

El grau de la isogénia és
deg(®r) = del(E)

on E és la forma de Riemann associada a L. En particular, si A admet una
polaritzacio principal, aleshores

@L:AZA.
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Observacié 2.3.10. En el cas complex k = C , hem vist que L és una
polaritzacid <= H = c1(L) és definida positiva i es pot comprovar que L
és un feix no degenerat <= H = c¢1(L) és no degenerada. Per tant, la
proposicid anterior é€s trivial quan k = C.

Ezxemple: La jacobiana J(C) d’una corba C' coincideix amb la seva dual
perque el divisor © és principal. En el cas complex k& = C, I'isomorfisme entre
la varietat jacobiana d’una corba i la seva varietat dual és un isomorfisme
classic:

HY(C,Q5)"/Hi(C, ) = HY(C,0¢)/HN(C, L).

2.4 Anell d’endomorfismes i representacions

Definicié 2.4.1. Sigui A una varietat abeliana de dimensié g definida so-
bre un cos k. Notem End(A) Uanell d’endomorfismes de A, Endi(A) ’a-
nell d’endomorfismes definits sobre k, End’(A) = End(A) ® Q, End)(A) =
Endi(A) @ Q.

Definicié 2.4.2. En k= C , sigui A =V/U onV és un C-espai vectorial
de dimensio g i U és una Z-zarza completa. Considerem II € Mgy o(C) la
matriu de periodes de A respecte unes bases fizades de V i U. Tenim dues
representactons naturals:

pe : End(A) — End(A4) = M,(C)
f — Af

la representacid analitica 1

pr : End(A) — End(U) = My,(Z)
f = Ry

la representacid racional.

Corollari 2.4.3. Se satisfo que rang; End(A4) < 4¢% < 400 per a una
varietal abeliona complexa A.

Observacié 2.4.4. La representacié racional és isomorfa a la suma directa
de la representacio analitica i la seva conjugada:

Pr = paDpa-
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Si k ¢és un cos qualsevol, no disposem de les representacions racional i
analitica. Introduirem les representacions ¢-adiques, que sén en molts sentits
analogues a la representacié racional. En particular permeten generalitzar
el corol-lari anterior al cas d’un cos k qualsevol.

Definicio 2.4.5.

Ty(A) = lim A[f"] = 72 Vi # p = car(k)

és el modul de Tate f-adic de A. Andlogament al cas compler tenim la
representacio £-adica de End(A):

pe: End(A) — End(Ty(A)) = May(Zsay)
f - pe(f)

que s’obté en prendre el limit directe de ['accid dels endomorfismes de A
sobre la torsid A[€"].

Proposicié 2.4.6.
P End(A) ® Z¢ — MZg(ZZ)

€s una injeccid, V€ # p.

Com a corol-lari (no obvi) s’obté de nou el resultat segiient:
Corol-lari 2.4.7. End(A) és Z- finit generat, de rang < 4g°.

Observacié 2.4.8. 51 A esta definida sobre un cos k, les conjectures de
Tate diuen que tenim un isomorfisme

pe El’ldk(A) & Ze — EndGal(E/k) (TZ(A))

Aquestes conjectures estan provades per a cossos finits (Tate) i cossos de
nombres (Faltings).

2.5 Estructura de End’(A)

L’objectiu d’aquesta seccié és coneixer amb més detall com és la (Q-algebra
associativa de rang finit End’(A4). El segiient teorema és el punt de partida.

Teorema 2.5.1 (Poincaré). Sigui A una varietat abeliana sobre un cos k.
Aleshores:
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i) Si A és k-simple aleshores End2(A)és una Q-dlgebra de divisid, és a
dir, EndY(A) és un cos, no necessiriament commutatiu.

i) A és k-isogena a un producte de varietats abelianes simples: A ~ LA
per certes A;/k varietats abelianes simples no k-isogenes entre elles,
n; > 1. En aquest cas, EndY(A) & @M, (D;), on D; = End%(A;) son
dlgebres de divisid. En particular obtenim que Endg(A) €s una dalgebra
assoctativa semisimple.

En ’algebra semisimple Endg (A) disposem de la seglient norma i traga:

Definicié 2.5.2. La norma de End{(A) és

N :End2(4) — Q
F e deg(f)=detp(f) TP

La traca de End}(A) és

T:End’(4) — Q

f = trpg(f) veE P

Observacié 2.5.3. Sabem que per € # p,pi(f) € Mag(Qp) @ per tant cal
Juslificar que les definicions de norma ¢ traca son coherents. Pot comprovar-
se que el polinomi caracteristic P(py(f)) € Q[X] i no depen de £ # p. Aizd es
deu a qué els coeficients d’aquests polinomis caracteristics poden interpretar-
se com a productes d’interseccio de cicles algebraics.

També disposem de manera natural d’una (anti)involucié en 1'algebra
End{(A):

Definicié 2.5.4 (La involucié de Rosati). Sigui A/k una varietat abe-
liana i L una polaritzacid en A. Sigui

@L:A — A
T — D.,—D

la isogénia induida per la polaritzacid. Aleshores la involucié de Rosati
de End{(A) associada a L és
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Proposicié 2.5.5. La involucié de Rosali €s una involucié positiva de
End{(A) respecte la traca T:

End)(A4) x End)(4) — Q

és definida positiva.

Corol-lari 2.5.6. Sigui K el centre de End)(A). Aleshores K és un cos
totalment real o bé un cos de multiplicacio compleza (CM): una extensid
quadratica imaginaria d’un cos totalment real.

Teorema 2.5.7. (classificacié sobre cossos algebraicament tancats)
Sigui (A, L) una wvarietal abeliana polaritzada i simple sobre k = k.
Notem per F = End®(A) ldlgebra de divisid dels endomorfismes (©Q) de A i
sequim notant K = Z(F). Sigui Ko = {f € K, f = f'}, subcos totalment
real de K, on ’ és la involucid de Rosati associada a L. Sigui e = [K : Q),
eo = [Ko : Q], d*> = [F : K]. Aleshores només es poden donar les segiients
quatre possibilitats:

I) F=K =Ky 1’ = Idr. En aquest cas, necessariament e | g.

II) K = K\ és un cos totalment real. F és una dlgebra de quaternions
sobre K, és a dir, d = 2, tal que Vo : K — R automorfisme sobre Q,
tenim F @, R =2 My(R). En aquest cas, necessariament 2e | g.

III) K = Ky és un cos totalment real. F és una algebra de quaternions
sobre K tal queVo : K — R aulomorfisme sobre Q, tenim FR,R = H,
els quaternions de Hamilton. En aquest cas, necessariament 2e | g si
cark=0;e|g sicark=p>0.

IV) K és un cos CM, extensié quadratica de Ky, un cos totalment real.
F és una dlgebra de divisic sobre K. En aquest cas, necessariament
eod? | g si cark =0; eod | g si cark =p > 0.

Ezemples: Si A és una corba el liptica sobre C, aleshores End’(A) és isomorfa
a Q o bé a un cos quadratic imaginari. Si A és una corba el-liptica sobre un
cos k algebraicament tancat de caractcristica positiva, aleshores End®(A4) és
isomorfa a @, a un cos quadratic imaginari, o bé una algebra de quaternions
ramificada en p i en oo.
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2.6 Cossos de moduli

Definicié 2.6.1. Sigui A una varietat abeliana definida sobre un cosk C C.
Aleshores ko C k és cos de moduli de A <= Vo € Gal(C/kg), A7 = ¢ A.
Andalogament, si (A, L) és una varietat abeliana polaritzada definida sobre k,
aleshores ko €s cos de moduli de (A, L) <= Vo € Gal(C/kg), (A7, L%) = /¢
(A,L). Si A és una varietal abeliana definida sobre k i v : R — End;(A)
és una tmmersié d’anells, aleshores ko és cos de moduli del parell (A,1)

<= Vo € Gal(C/ko), (A7,17) =c (4A,1).

Proposicié 2.6.2. Si A (i andlogament per a (A,L), (A,¢), ...) esta de-
finida sobre un cos de nombres k amb k/Q extensié de Galois, aleshores

ko =k, on H = {0 € Gal(k/Q)/A” =,c A}.

Observacié 2.6.3. Si A esta definida sobre un cos k, aleshores clarament
ko C k. En canvi, no és cert que sempre existeizi A’ definida sobre ky amb
Az, A

Eremples:

1. Si A és una corba el-liptica definida sobre un cos k, aleshores el cos de
moduli kp de A és el minim cos de definicié de la corba.

2. La corba de Shimura X (6, 1) de discriminant 6 i nivell 1 té genere 0. Una
equacié del model candnic sobre Q la va trobar Kurihara: 22 4+ y? +3 = 0.
Sigui Sg la corba definida sobre @Q definida per aquesta equacié. Segons el
treball de Shimura, la corba Sg té la segiient interpretacié modular:

So(ko) «+— {(A4,¢, L), ko com a cos de moduli}

on A és una superficie abeliana, ¢ : H(6) — End’(A4) una immersié de
I’algebra de quaternions de discriminant D = 6, L una polaritzacié principal.
Cal afegir una condicié de compatibilitat entre la immersié ¢ i la involucié de
Rosati donada per L que obviem. Breument, les corbes de Shimura parame-
tritzen superficies abelianes de multiplicacié quaternionica. Observem que
(v/=7,2) € So(Q(v/~T7)). Per la interpretacié modular, deduim que exis-
teix una superficie abeliana principalment polaritzada i amb multiplicacié
quaternionica (A, ¢, L) amb Q(+/—7) com a cos de moduli. En canvi, no pot
existir cap model de (4, ¢, L) sobre Q(v/—7) perque aquest cos no escindeix
I’algebra de quaternions H(6)!
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Capitol 3

Corbes el-liptiques amb CM i
teoria de cossos de classes

A. TrAVESA!

Dept. d’Algebra i Geometria
Universitat de Barcelona

Gran Via de les Corts Catalanes 585
E-08007 Barcelona

El contingut d’aquest capitol és, basicament, el de la conferéncia im-
partida el dia 1 de febrer de 2000 a EADA, Collbaté, dins del Seminari de
Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC). L’objectiu principal és demostrar el

teorema segiient.

Teorema 3.0.1. Siguin O un ordre d’un cos quadratic imaginari K i a un
O-ideal fraccionari invertible de K. Llavors, Uinvariant j de a, j(a), és un
nombre enter algebraic i el cos de classes de l'ordre O és el cos K(j(a)).

La versid escrita de la conferéncia conté detalls que no van ésser desen-
volupats en exposicié oral i estd basada, essencialment, en el text [Co 89].
Per a la seccié tercera, que tracta dels polinomis modulars, hem reproduit
una part del text d'una conferencia impartida ’any 1990 en el Seminari de
Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC), del qual hem suprimit la majoria de
les demostracions.

Comencem ’exposicié amb l'estudi dels conceptes que apareixen a l'e-
nunciat. A la seccié primera, recordem les propietats principals dels ordres

! Amb el suport parcial de la DGES: PB 96-0166.
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dels cossos quadratics, dels seus ideals, dels grups de classes, i la rclacié d’a-
quests conceptes amb les formes quadratiques binaries enteres. A la seccid
segona, repassem la definicié i les propietats de la funcié j per a relacionar-la
amb les corbes el-liptiques amb multiplicacié complexa. A la seccié tercera,
introduim els polinomis modulars, establim les congruencies de Kronecker i
relacionem els polinomis modulars amb les isogenies cicliques entre corbes
el-liptiques. A la seccié quarta, recordem algunes qiiestions relatives a la
teoria de cossos de classes; essencialment, el teorema de densitat de Txebo-
tarev, la caracteritzacié de les inclusions entre extensions de Galois de cossos
de nombres en funcié dels primers que hi descomponen completament, i la
definicié i les propietats basiques del cos de classes associat a un ordre d’un
cos quadratic.

La demostracié del teorema 0.1 ocupa tota la seccié cinquena. A la
sceci6 sisena, enunciem algunes conseqiiencies del teorema i alguns altres re-
sultats relacionats, especialment, amb la llei de reciprocitat. I, finalment, a
la scccid setena, estudiem 1’equacié de les classes i la factoritzacié dels poli-
nomis modulars; hi incloem la discussié d’una afirmaci6 erronea de [Co 89].

3.1 Ordres iideals dels cossos quadratics imagina-
ris

Encara que moltes coses que direm sén valides per a tots els cossos de
nombres, i algunes sén valides per a tots els cossos quadratics, ens centrarem
principalment en els cossos quadratics imaginaris.

Recordem que un ordre d’un cos de nombres K és un subanell O C K
que, com a grup abelia, és lliure de dimensié n := [K : Q]. Equivalentment,
un ordre de K és un subanell O C K que, com a grup abelid, és finitament
generat 1 conté¢ una (Q-base de K. En particular, un ordre O és un domini
d’integritat de cos de fraccions K.

L’anell dels enters algebraics de K, que denotarem per Og, és un ordre
de K. El fet que tot ordre O de K és finitament generat com a grup abelia
implica que tots els elements de O sén enters algebraics de K; en particular,
O C Ok i, en conseqiiencia, Ok és 'ordre maxim de K. A més a més, com
que O i Ok sén grups abelians lliures de la mateixa dimensié finita, O és
un subgrup d’index finit de Og-.

Definicié 3.1.1. S’anomena conductor de Ok en O Uindex f = [Of : O]
de O en Og.

Com a conseqiiéncia, obtenim que fOx C O, de manera que se satisfa
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la inclusié Z + fOx C O. El cas dels ordres dels cossos quadratics és par-
ticularment senzill, i hi val la igualtat. El resultat segiient ens proporciona
una bona descripcié dels ordres dels cossos quadratics.

Proposicié 3.1.2. Suposem que K és un cos quadratic 1 sigui d € Z, d #

0,1, i d lliure de quadrats, tal que K = Q(\/d). Posem D :=d, sid =1

D++D
2

(mod 4), D :=4d, si d=2,3 (mod 4), ¢ sigui wp := . Llavors:

a O =7Z.® Zwp.

b Per a tot nombre enter [ > 1 hi ha un i només un ordre de conductor [
en Ok; és l'ordre Opgr :=Z ® Zfwp =Z + fOk. O

Notem que K = Q(v/d) = Q(v/D) = Q(wp) = Q(fwp) i que Ox = Op.

Observacié 3.1.3. Tal com hem definit D a partir de d, el discriminant de
Ok és exactament D 1 el discriminant de Opy2 €s ezactament Df?. Aidi,
els ordres dels cossos quadratics sén determinats univocament pel seu dis-
criminant, que pot ser qualsevol nombre enter no quadrat A = 0,1 (mod 4).

Siguin K un cos de nombres, @ C K un ordre de K i a C O un ideal no
nul. Com que a conté una Q-base de K, a també és un grup abelia lliure de
dimensié n = [K : QJ; en particular, Panell quocient O/a és finit. La norma
de a relativa a 'ordre O és, per definicid, el cardinal de anell quocient O/a;
és a dir, N(a) := #(O/a).

Com que tot domini d’integritat finit és un cos, tot ideal primer no nul
de O ¢és maximal i O és un domini de dimensié 1. D’altra banda, O és
noetheria, perque, donat un ideal no nul, a € O, P'anell quocient només
té una quantitat finita d’ideals, de manera que totes les cadenes d’ideals
ag:=aCay C---C O estacionen.

Un ordre @ C K no és, en general, un subanell integrament tancat de
K; de fet, i per definicid, només és integrament tancat 'ordre maxim. En
particular, els ordres no sén anells de Dedekind i no disposem, a priori, d’una
bona teoria multiplicativa d’ideals; per exemple, no podem suposar que
disposem de factoritzacié inica dels ideals com a producte d’ideals primers.
Pero ens interessa parlar dels ordres dels cossos quadratics i dels seus grups
de classes d’ideals. A fi de posar en evidéncia algunes particularitats dels
ordres i dels ideals, comengarem amb un exemple.

Exemple. Considerem el cos quadratic K := Q(y/—3); el seu ordre
maxim és Ox = Z[(1++/—3)/2], de discriminant —3. D’altra banda, ’anell
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O :=Z[v-3] és Vordre de K de discriminant —12; el conductor de O en
O és 2. Considerem el O-ideal a C O generat per 21 1+4+/—3. Les igualtats

1 N/ —
+ HV=8 iy 3en

1+\/_ (1+\/_) =—1+/-3=-2+(1+V/-3)€a

1
iel fet que 1, Eh generen O com a grup abelia, ens diuen que a

també és un Og-ideal. D’altra banda, i com a conseqliéncia, tenim que
a =20k + (1 +V-3)Or = 20k, la darrera igualtat en virtut del fet que

1++v/-3=2- Lt \/_ 20k.

Fn particular, velem que un O-ideal pot ser, també, un Og-ideal; dit
d’una altra manera, un Og-ideal pot estar inclos en algun subordre propi i
ésser, per tant, un O-ideal.

Recordem la definicié d’ideal fraccionari en el cas general.

Definicié 3.1.4. Siguin K un cos de nombres 1 O C K un ordre de K. Un
O-ideal fraccionari de K és un O-submodul de K no nul i finitament generat.
De manera equivalent, un O-ideal fraccionari de K és un O-submodul de K
de la forma aa, per a algun element o € K, o« # 0, 4 algun ideal no nul
aCO.

Els ideals a C O son O-ideals fraccionaris de K ; se’ls anomena O-ideals
enters. S1 un O-ideal fraccionari a C K és de la forma a = aO, per a algun
element no nul o € K, es diu que a és un O-ideal fraccionari principal. En
particular, tot O-ideal fraccionari és un grup abelia lliure de dimensié finita

n=[K:Q).

Proposicié 3.1.5. Siguin O un ordre d’un cos de nombres K i a C K un
O-ideal [raccionari. Llavors, 'anell de multiplicadors de a,

Oa):={a e K: aa Ca},
és un ordre de K que conté O com a subordre. O

Definicié 3.1.6. Un O-ideal [raccionari a C K s’anomena propi st O =
O(a); és a dir, si O és Uanell de mulliplicadors de a.

Per exemple, ’anell de multiplicadors del O-ideal de 'exemple anterior
és 'ordre maxim, de manera que a és un O-ideal que no és propi; en canvi,
a és un Og-ideal propi.
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Proposicié 3.1.7. Sigui O C K un ordre d’un cos de nombres. Tot O-ideal
fraccionari principal de K €s propi. O

Observacié 3.1.8. Donat un O-ideal fraccionari a C K, se satisfa que
O C O(a); pero, en general, no se salisfa la igualtat. En qualsevol cas, el
mateir conjunt a també és un O(a)-ideal fraccionari; i sempre és un O(a)-
ideal fraccionari propi. St O = Ok, tot O-ideal fraccionari és propi.

Recordem que un O-ideal fraccionari a C K s’anomena invertible si
existeix un (O-ideal fraccionari b C K tal que ab = O, on el producte ab
designa el O-ideal fraccionari generat pels productes af, on o € a, 8 € b.

A fi de disposar d’una bona teoria multiplicativa d’ideals en el cas dels
ordres dels cossos quadratics, una primera restriccié als ideals consisteix
a prendre els ideals fraccionaris propis. En efecte, en el cas dels cossos
quadratics, no necessariament imaginaris, els ideals fraccionaris propis i els
ideals fraccionaris invertibles coincideixen. Per a veure-ho, és1itil el resultat
seglient, que ens proporciona ordres i ideals fraccionaris propis a partir de
qualsevol nombre algebraic quadratic.

Lema 3.1.9. Siguin 7 un nombre algebraic quadratic, K := Q(1) el cos
quadratic generat per T, i aX? + bX + ¢ € Z[X], a,b,c € Z, a > 0,
mcd(a,b,c) =1, el polinomi minimal de T de coeficients enters. Llavors:

a) O :=7Z+ Zar =Z & Zat és un ordre de K.
b) a:=7Z & Zr és un O-ideal fraccionari propi de K. O

Proposicié 3.1.10. Siguin K un cos quadratic, © C K un ordre de K i
a C K un O-ideal fraccionari de K. Llavors, a és propi si, i només si, a €s
invertible. O

Per als O-ideals fraccionaris de K, encara no és suficient demanar que
siguin propis per a disposar de factoritzacié uinica, ni tan sols en el cas

dels cossos quadratics imaginaris. Pero ja podem definir el grup de classes
d’ideals.

Definicié 3.1.11. Siguin K un cos quadratic ¢ O C K un ordre de K.
Escriurem 1(O) per a denotar el conjunt dels O-ideals [raccionaris propis
i P(O) per a denotar el conjunt dels O-ideals fraccionaris principals. En
virtut de la proposicio anterior, I(O) és un grup commutativ amb el producte
d’ideals fraccionaris i P(O) C I(O) n’és un subgrup. S’anomena grup de
classes d’ideals de O el grup quocient C1(O) :=I(0)/P(0O).
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En el cas en quée O = Ok ¢és ordre maxim, aquesta definicié coincideix
amb la definicié usual del grup de classes d’ideals de O ja que, per a l'ordre
maxim, tots els ideals fraccionaris sén propis. En aquest cas, indicarem per
Ik, Pk els grups I(Ok), P(Ok), respectivament.

Ens interessa una altra descripcio del grup de classes d’ideals d’un ordre
(. Per a aix0, ens caldra utilitzar propietats de la norma d’ideals fraccionaris
en el cas d’ordres de cossos quadratics imaginaris. Recordem que només hem
definit la nocié de norma per als ideals enters a C O; per tant, cal definir-la,
també, per als ideals fraccionaris. El resultat segiient permet fer-ho.

Lema 3.1.12. Siguin K un cos quadratic imaginari, O C K un ordre,
a,b C O ideals enters propis, o, € O, «,8 # 0, elements no nuls, i
indiquem per v — x' l'automorfisme no trivial de K. Llavors:

a) N(aO) = N(a).
b) N(aa) = N(a) N(a).

c) Si a, B és una Z-base de a, i si posem T = s iaX?+bX + ¢ € Z[X],
o
a,b,c € Z, a > 0, med(a,b,c) = 1, el polinomi minimal de T de coeficients
N
enters, tenim que a = Za & 75 i que N(a) = ﬂ.
a
d) ad’ = N(a)O.

e) N(ab) = N(a)N(b). O

Notem que demanem que els ideals siguin, a més a més d’enters, propis,
i que utilitzem el simbol N tant per a la norma d’un element, cas en el qual
és N(a) = ad/, com per a la norma d’un ideal.

Ara, podem definir la norma d’un O-ideal fraccionari propi, no neces-
sariament enter, de la manera segiient. Donat un O-ideal fraccionari propi
a C K, existeixen @ € K, a #£ 0, 1 b C O un O-ideal enter propi, tals
que a = ab. Com que el producte N(a)N(b) no depeén de la representacié
particular elegida a = ab, amb a € K, a # 0, b C O, podem definir la
norma del O-ideal fraccionari propi a com N(a) := N(a) N(b).

L’argument d’escriure els ideals fraccionaris en la forma aa, amb o € K,
a # 0,1 a C O un ideal enter, ens permet resoldre de manera senzilla
Pexercici seglient, que ens proporciona les propietats principals de la norma
per als O-ideals fraccionaris propis de K.

Exercici. Siguin K un cos quadratic imaginari, © C K un ordre, a,b C
K O-ideals fraccionaris propis de K, i o € K, o # 0. Llavors:

a) N(aO) = N(a).
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b) N(ab) = N(a) N(b).

c) ad’ = N(a)O.

Observem que la norma pren valors en Q-q, de la mateixa manera que ho
fa la norma sobre els elements de K, que ens proporciona una aplicacid
N:K—Q.

A fi d’aplicar la teoria de cossos de classes, cal relacionar els O-ideals
fraccionaris propis de K amb els Og-ideals fraccionaris de K, on Ok ¢és
Pordre maxim d’un cos quadratic imaginari K; per a aix0, i per a obtenir la
finitud del grup de classes d’ideals, per exemple, és 1itil relacionar-los amb
les formes quadratiques binaries enteres.

Teorema 3.1.13. Siguin K un cos quadratic imaginari, O C K un ordre
de K © D < 0 el discriminant de O.

a) Sigui f(X,Y) = aX? +bXY +cY?, a,b,c € Z, una forma quadratica
binaria entera primitiva definida positiva i de discriminant D. Llavors,

—b++/D
2

Zad Z és un O-ideal enter propi de K.

—b D
b) L’aplicacio que envia la forma f(X,Y) a lideal Za@ZJFT\/» indueix

un isomorfisme entre el grup Cl(D), de classes de SL(2,Z)-equivaléncia de

formes quadratiques binaries enteres primitives definides positives de discri-
minant D, i el grup de classes d’ideals C1(O).

c) Un nombre enter m. és representat per una forma f(X,Y) si, i només si,
en la classe de C1(O) que correspon a la classe de la forma f(X,Y) existeix
algun O-ideal enter propi a C O tal que N(a) = m.

d) Un nombre enter m és representat primitivament per una forma f(X,Y)
st, 1 només si, en la classe de Cl(Q) que correspon a la classe de la forma
F(X,Y) existeiz algun O-ideal enter propi i primitiu a C O tal que N(a) = m
(per ala definicid i les propietats dels ideals primitius, cf. 1.27, 1.28, 1.29).
O

Corol-lari 3.1.14. Siguin K un cos quadratic imaginari 1 O C K un ordre
qualsevol. Donat un nombre enter M # 0, cada classe d’ideals de Cl(QO)
conté un O-ideal enter propi a C O tal que med(N(a),M)=1. O

Ara estem en disposicié de relacionar els O-ideals fraccionaris propis de
K amb els Og-ideals fraccionaris de K, on Ok és 'ordre maxim d’un cos
quadratic imaginari K.
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Definicié 3.1.15. Siguin K un cos quadratic, O C K [ordre mazim,
O C K un ordre de K, i a C O un O-ideal enter no nul. Sigui f el
conductor de Ok en O. Es diu que a és primer amb [ sia+ fO=0. A
més a més, sim € Z és un nombre enter no nul 1 a C O és un Ok -ideal
enter no nul, es diu que a és primer amb m si a+mQOg = Ok.

Proposicié 3.1.16. Siguin K un cos quadratic, f > 1 un nombre enter,
Ox C K Pordre maxim, 1 O C K lordre de K de conductor f. Llavors:

a) Un O-ideal enter no nul a C O és primer amb f si, 1 només si, la seva
norma no té factors comuns amb f; és a dir, si med(N(a), f) = 1.

a’) Un Og-ideal enter no nul a C Ok és primer amb un nombre enter no
nul qualsevol m si, ¢ només si, med(N(a),m) = 1.

b) Tot O-ideal enter primer amb [ és un O-ideal propi. O

Com a conseqiencia d’aquest resultat, tots els O-ideals enters primers
amb el conductor pertanyen a I(O); a més a més, com que per a O-ideals
propis es té que N(ab) = N(a)N(b), si a,b C O sén O-ideals enters primers
amb f, també ho és el producte ab; és a dir, el conjunt dels O-ideals enters
primers amb el conductor és un submonoide multiplicatiu de I(O).

Definicié 3.1.17. Denotarem el subgrup de 1(Q) generat pels O-ideals en-
ters primers amb f per 1(O, f) C I(O); i el subgrup generat pels O-ideals
principals a0, a € O, a # 0, tals gue med(N(a), f) = 1, per P(O, f) C
IO, f).

El resultat seglient identifica el grup de classes d’ideals Cl(©) amb el
grup quocient I(O, f)/P(O, f).

Proposicié 3.1.18. Siguin K un cos quadratic, f > 1 un nombre enter
i O Vordre de K de conductor f. La inclusié I(O, f) C I(O) indueiz un
isomorfisme
10, f)  1O)
PO, f)  P(O)

= C1(0). O

Definicié 3.1.19. Siguin K un cos quadratic imaginari, Ox C K [ordre
mazim de K i m € Z, m # 0 un nombre enter. Escriurem Ix(m) per a
indicar el subgrup de L generat pels Ok -ideals enters primers amb m.

La relacié entre els O-ideals enters primers amb el conductor de O i els
ideals de Ok és donada en la proposicié seglient.
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Proposicié 3.1.20. Siguin K un cos quadrdatic imaginari, O C K ordre
maxim de K, f > 1 un nombre enter, 1 O C O ordre de K de conductor
S

a) Sta C Ok és un Ok -ideal primer amb [, llavors an® C O és un O-ideal
enter primer amb [ de la mateixa norma que a.

b) Sia C O és un O-ideal enter primer amb f, llavors aOg C Ok és un
O -ideal enter primer amb f de la mateixa norma que a.

¢) Laplicacié a — anN O indueiz un isomorfisme Ix(f)@Q > ~ >> 1(O, f),
amb invers donat per Uassignacié a — aQg. O

Corol-lari 3.1.21. Siguin K un cos quadratic imaginari, O C K Uordre
mazim de K, f > 1 un nombre enter, O C Ok lordre de K de conductor
f ia C O un O-ideal enter primer amb f. Llavors, a admet descomposicid
Unica com a producte de O-ideals enters primers que son primers amb f. O

Teorema 3.1.22. Siguin K un cos quadratic imaginari, O C K [ordre
maxim de K, f > 1 un nombre enter 1 O C Ok ordre de K de conductor
J. Designem per Py z(f) el subgrup de Ix(f) generat pels Ok -ideals enters
principals de la forma aOk, on o € Ok és tal que o« = a (mod f), per
a algun nombre enter a € 7. tal que mecd(a, f) = 1. Llavors, existeizen
isomorfismes naturals

L O ) Ik(f)
- PO,f)  Pralf)

Recordem que el simbol de Kronecker és [’extensié del simbol de Legendre
definida per

C1(0)

0, si 2 divideix d;
<C§l> =41, sid=1 (mod 8);
-1, sid=5 (mod 8).
El simbol de Kronecker permet escriure comodament una relacié entre els

nombres de classes de diferents ordres. Posarem h(QO) per a denotar 'ordre
de Cl(0O), per a tot ordre quadratic imaginari O.

Teorema 3.1.23. Siguin K un cos quadratic imaginari, Og C K [anell
dels enters de K, O C Qg lordre d’index  en O, i di el discriminant
de Ok . Llavors, h(O) és un multiple enter de h(Ok) i se satisfa la igualtat

101 = o (1 (5);) 0

plf
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Corol'lari 3.1.24. Siguin D < 0 un nombre enter no quadrat ¢ tal que D =
0,1 (mod 4), 7 f > 1 un nombre enter qualsevol. Siguin O := Op, O :=
Opye2, els ordres de K := Q(VD) de discriminants D i D f2, respectivament.

Liavors, WD) = % H <1 B (%)i) i

Per a acabar P'estudi dels ordres dels cossos quadratics imaginaris i els
seus ideals, ens cal establir dos resultats que usarem a la demostracié del
teorema 0.1.

Definicié 3.1.25. Siguin K un cos quadratic imaginari, O C K un ordre
de K 1a C O un O-ideal enter propi. Es diu que a és un O-ideal primitiu
sia no és de la formaa=db, ambd e Z,d>1, 16 C O un O-ideal enter
propi. Un element o € O, a # 0, s’anomena primitiu st no és de la forma
a=dB, ond e Z,d>1, 183 € O; equivalentment, si el O-ideal O C O és
primitiu.

Proposicié 3.1.26. Siguin K un cos quadratic imaginari, O C K un ordre
de K, a C O un O-ideal enter propi, i b C K un O-ideal fraccionari propi.
Llavors:

a) ab C b és un subgrup d’index N(a).

b) Com a grups abelians, el grup quocient pra €s ciclic st, 1 només si, a €s
un O-ideal primitiv. O
Corol-lari 3.1.27. Siguin K un cos quadratic imaginari, O C K un ordre

de K, b C K un O-ideal fraccionari propi, i « € O, a # 0, un element
qualsevol. Llavors:

a) ab C b és un subgrup d’index N(«).

. . b L .
b) Com a grups abelians, el grup quocient b és ciclic si, i només st, o €s

un element primitiu de O. O

3.2 Corbes el-liptiques i multiplicacions complexes

Recordem que una Z-xarxa de C és, per definicié, un subgrup additiu . C C
generat per una R-base de C. En altres paraules, una xarxa és un subgrup
L C C de la forma L = Zw; ® Zws, on wi,ws € C sén R-linealment in-
dependents. Fn particular, una xarxa és un grup abelia lliure de dimensié
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2. Per exemple, tot ordre @ d’un cos quadratic imaginari K i tot O-ideal
fraccionari de K son xarxes.

D’altra banda, una corba el-liptica complexa és un grup abelia quocient
C/L, on L C C és una Z-xarxa. Les funcions de Weierstrass ens propor-
cionen coordenades per a les corbes el-liptiques complexes i ens permeten
obtenir-ne equacions algebraiques.

Definicié 3.2.1. Sigui L. C C una zarza fixa. Una funcio el-liptica per a L
és una funcié meromorfa f : C — C tal que per a tot z € C i tot w € L és
fz+w) = [f(2).

Si wi,ws és una Z-base de L, la condicié que per atot z € Citot w € L
sigui f(z + w) = f(z) és equivalent a la condici6 que per a tot z € C siguin
fz+w) = f(2)1 f(z4+wy) = f(z). Dit d’'una altra manera, una funcié
el-liptica per a L és una funcié meromorfa i doblement periodica f : C — C;
o, si es vol, una funcié meromorfa complexa del tor complex C/L. Les
funcions el-liptiques per a una xarxa L formen un cos, que s’anomena el cos
de les funcions el-liptiques per a L.

Definicié 3.2.2. Donada una zarza L C C, sigus

p(z; L) :=z—12+ > (ﬁ—%)

weL—{0}
La série p(z; L) s’anomena la série p de Weterstrass associada a L.

Resumim les propietats fonamentals de la serie o de Weierstrass, de la
funcié que defineix, i de la seva derivada, en ’enunciat segiient.

Proposicié 3.2.3. Siguin L C C una zarza i p(z; L) la série de Weierstrass
associada a L. Llavors:

a) La série p(z; L) és absolutament i uniformement convergent en tots els
compactes de C — L. Per tant, defineix una funcio holomorfa en C — L.

b) La funcié p(z; L) té un pol doble en cada punt w € L. Per tant, la funcié
©(z; L) definida per la série és una funcid meromorfa de C.

c) Peratotze€ C— L, p(—z; L) = p(z;L); és a dir, p(z; L) és una funcié
parella.

d) La funcid p(z; L) és doblement periodica de grup de periodes L. Per tant,
la funcié p(z; L) és una funcid el-liptica per a L, les singularitats de la qual
sén exactament pols dobles en els punts de L. Notem que podem recuperar
L com el conjunt format pels pols de la funcié p(z; L).
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e) La funcid ¢'(z;L), derivada de p(z;L), és una funcid elliptica per a
L. A més a més, és una funcié senar; és a dir, per a tot z € C— L és
(=2 L) = —¢(z 1)

f)PerazeC, z¢ L, és ¢'(2;L) —QZ
Z_

Proposicié 3.2.4. Sigui L. C C una zarza. Llavors:

a) El cos de les funcions el-liptiques per a L és el cos C(p(z; L), 9'(z; L)),
generat sobre C per les funcions p 1 g’ de Weierstrass.

b) Les funcions el-liptiques parelles per a L formen un subcds del cos de les
funcions el-liptiques; és el cos C(p(z; L)), generat sobre C per la funcid g
de Weierstrass associada a la zarza L. O

A fi d’obtenir el desenvolupament en seric de Laurent de la funcié p(z; L)

1
considerem, per a tot r > 2, la serie G, (L) := Z —.

weL—{0} '
Proposicié 3.2.5. Sigui L. C C una rarza. Llavors:
a) Per ar > 2, la série G,(L) és absolutament convergent.
b) En un cert entorn de lorigen, se satisfa la igualtat

1
p(5L) = 5+ > (20 + 1)Graa(L)2™.
n>1

c) Si posem go(L) := 60G4(L) i g3(L) := 140Gg(L), per a la funcié p(z; L)

se satisfa equacio diferencial
¢'(2;L)* = 4p( L)® = g2(L)p(#; L) — ga(L).
d) Siguin z,w € C, z,w ¢ L. Llavors, p(z;L) = p(w;L) si, i només si,
z+we L.
e) Size€C, z¢ L, llavors ' (z; L) = 0 si, 1 només si, 2z € L.

f) Se satisfa la llei d’addicid segiient: siz,w € C son tals que z,w, z+w ¢ L,
llavors

o (z L) — p’(w;m)z

e+ wi L)+ pla )+ olwid) -  (SEP =L
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g) Se salisfa la llei de duplicacio segiient: si z € C és tal que 2,2z ¢ L,
llavors ., 5
L) = 20(s D)4 L (£AEL)
©(22; L) = —2p(z; L) + 1 <p’(z;L)> .

Observacié 3.2.6. Considerem la corba el-liptica C/L; si a cada punt z €
C/L Ui fem correspondre les coordenades de Weierstrass (p(z; L), ¢ (z; L)),
Uequacio de (c) és lequacid d’una corba plana afi, de manera que, efecli-
vament, una corba el-liptica complexa no només és un grup abelia, siné que
també és una corba. D’altra banda, (f) i (g) ens proporcionen equacions
algebraiques, en les coordenades de Weierstrass, per a la suma de punts i
per a la duplicacid de punts de la corba el-liptica C/L. Doncs, una corba
el-liptica és una varietat abeliana de dimensio 1.

Un cop establertes les primeres propietats fonamentals de les funcions
el-liptiques, ens proposem definir la funcié j, que ens permetra classificar les
corbes el-liptiques modul isomorfisme.

Definicié 3.2.7. Siguin L,L' C C dues zarzes. FEs diu que L 1 L' sén
homoteétiques si existeiz un nombre complex no nul A € C tal que L' = A\L.

Clarament, aquesta nocié és una rclacié d’equivaléncia i classifica les
xarxes en classes de xarxes homotetiques. Per exemple, si O C K és un
ordre d’un cos quadratic imaginari i a,b € K sén (O-ideals fraccionaris
propis de K tals que b = «a, per a algun element o € K, o # 0, les xarxes
a, b sén homotetiques; aixi, tots els O-ideals de la mateixa classe defineixen
la mateixa classe de xarxes homotetiques de C.

Lema 3.2.8. Siguin L C C una zarza 1 L' := AL, amb A € C, A # 0.
a) Si f(z) és una funcid el-liptica per a L, llavors z — f(z/A) és una funcié
el-liptica per a L.

b) Les funcions @ i ¢ de Weierstrass per a L i L' estan relacionades per
p(AHAL) = A2p(z5 L), o/ (A5 AL) = A3/ (25 L). O

Per a tota xarxa L C C, escriurem A(L) := go(L)® —27g3(L)?, on g2(L),
g3(L) son els nombres definits a la proposicié 2.5, (c); el nombre A(L)
s’anomena Uinvariant A de la xarxa L, o de la corba el-liptica C/L.

Observacié 3.2.9. Notem que si anomenem eq,es,es les arrels del poli-
nomi 4X3 — go(L)X —g3(L), llavors A(L) = 16(e1 —e2)?(e1 —e3)*(ea —e3)?,
de manera que el discriminant del polinomi 4X3 — g2 X — g3 és 16A(L).



56 A. Travesa

El resultat segiient es pot obtenir com a corol-lari de la proposicié 2.5,
(e).
Corol-lari 3.2.10. Sigui L. C C una zarza. Llavors, A(L) # 0. O

Observacié 3.2.11. D’aqui es dedueiz que tota corba el-liplica complexa
és, en particular, una corba no singular.

Definicié 3.2.12. Sigui L. C C una zrarza. FEs defineir linvariant j de la
zarza L, i de la corba el-liptica C/L, com

el (D)
2@ — 2L UAD)

3
F(L) := 1728

Teorema 3.2.13. Siguin L,IL' C C zarzes. Les warzes L i L' sén ho-
motétiques si, 1 només si, j(L) = j(L'). Equivalentment, les corbes el-lipti-
ques C/L 1 C/L' son isomorfes si, 1 només si, j(L) = j(L'). O

Observacié 3.2.14. Si tenim en compte la formula de duplicacid per a la
Juncid p de Weierstrass i l'equacid diferencial que relaciona ¢ 1 @', obtenim
la formula

(12p(2; L)? — g2(L))?
16(4p(z; L) — ga(L)p(2; L) — g3(L))’

de manera que p(2z;L) és una funcié racional de p(z;L). De fet, es pot
demostrar per induccié que, per a tot n € Z, n > 1, la funcié p(nz; L) és
una funcié racional de p(z; L).

Aizi, tots els endomorfismes z — «z, o € Z, del grup abelia C/L son
endomorfismes de la corba el-liptica C/L; el teorema segiient caracteritza
els nombres complexos o € C tals que p(az; L) és una funcid racional de
o(z; L); o sigui, tals que lassignacid z — az defineiz un endomorfisme de
la corba.

©(22;L) = —2p(z; L) +

Teorema 3.2.15. Siguin L. C C una zarra i o« € C, o« ¢ Z. Les tres
propietats seguients son equivalents.

a) p(az; L) és una funcid racional de p(z; L).
b) al C L.
¢) Ezisteiz un ordre O en un cos quadratic imaginari K tal que o € O i L

€s una zarza homotetica a un O-ideal [raccionari propi de K.
A més a més, en aquest cas, la funcié p(az; L) es pot escriure en la forma
Alp(z; L))

plaz L) = ma
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on A(X),B(X) € C[X] sdn polinomis primers entre si per als graus dels
quals se satisfan les igualtats

gr(A(X))=gr(B(X))+1=[L:al]=N(a). O

Aquest teorema ens diu que 'anell de multiplicadors d’una xarxa L C C,
O(L) :={a € C: al. C L}, o equivalentment, I’anell d’endomorfismes de la
corba el-liptica C/L, és, 0 bé Z, o bé un ordre O C K d’un cert cos quadratic
imaginari K. A mdés a més, en aquest cas, existeix un nombre complex no
nul A € C tal que AL C K i AL és un O-ideal fraccionari propi de K.

Corol-lari 3.2.16. Siguin K un cos quadratic imaginari + O C K un ordre
de K. Erxisteir una correspondéncia bijectiva entre el grup de classes d’ideals
Cl(O) i el conjunt de classes d’homotecia de zarzes que tenen O com a
anell complet de multiplicacions complezes; si es vol, amb el conjunt de les
classes d’isomorfisme de corbes el-liptiques complexes que tenen O com a
anell d’endomorfismes de la corba. O

Aixi, les corbes el-liptiques complexes que tenen multiplicacié complexa
per un ordre O d’un cos quadratic imaginari K sén les corbes isomorfes a les
corbes C/a, on a és qualsevol O-ideal fraccionari propi de K; els correspon
Vinvariant j(a).

Observem que tota xarxa és homoteéticament equivalent a una xarxa del
tipus Z. & Z7, on 7 € C és tal que I(7) > 0; com que la funcié j és invariant
per a les classes d’homotecia de xarxes, podem definir la funcié j, més que
com una funcié de xarxes, com una funcié d’una variable complexa.

Definicié 3.2.17. Sigui H := {z € C: (z) > 0} el semipla superior de
Poincaré. Donat un element qualsevol T € H, considerem la xarra L, =

7.® Zr C C i definim j(7) := j(L;).

Analogament, definim G.(7) := Gp(L:), g2(7) = g2(L:), g3(r) =
93(L:), 1 A(7) := A(L;). Aixi, tenim que

1
92(1) = 60G4(7) =603, nyezz—{(0,0)} tm+ )
1
93(1) = 140Ge(T) = 1403, yez2— (0.0} tm + )

A1) = ga(1) — 27g3(7)?,

. B g2(7)?
i) =118

Podem resumir les propietats de la funcié j en el teorema segiient.
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Teorema 3.2.18.  a) La funcié j: H — C és una funcié holomorfa.

b) Sir,7 € H, llavors j(t) = j{7') si, i només si, existeiz una maltriv
b
= [a Z] € SL(2,Z) tal que 7' = y7 := Z:j——d'

funcié j és invariant per a l'accié del grup SL(2,7Z) en H.

En particular, la

¢) L’aplicacié j : M — C és exhaustiva.

d) Per a v € H, és j'(1) # 0, excepte per als casos (d1) T = ~i,

v € SL(2,Z), en qué j'(1) = 0, pero j'(7) # 0; (d2) 7 = 7p,
14/

p = %3, iy € SL(2,Z), en que és j'(1) = j"(7) = 0, pero
J(7) 0. 0

Corol-lari 3.2.19. Siguin g, g3 € C nombres arbitraris tals que 93—27932, %
0. Llavors, existeiz una zarra L C C tal que go(L) = g2 @ g3(L) = g3. O

La invariancia de la funcié j per a ’accié del grup SL(2,Z), ens ensenya
que la funcié j és periodica de perfode 1 (ja que 7y := [(1) H € SL(2,7)
actua sobre z € H en la forma v(z) = z+ 1). Per tant, el canvi de variables
q := €*™ ens diu que j(q) és una funcié holomorfa de la corona 0 < |q| < 1.
A més a més, j(¢) admet una expressié en seric de Laurent

= chqna

nez

cn € C. L’expressi6 de la funcié j(g) com a serie de Laurent de poténcies de
q és donada en la forma segiient.
Considerem les series de potencies de ¢

co(q) =1+2403, >1 U3(”)qn Z[q]],
Cg(Q) =1-504 Zn>1 U5<n> [[q]]v
5(q) =ca(q)® - 03( )? € [[Q]],

jlg) = 1728ca(q)%/5(q) € Q((9)),

on o.(n) := Zdr és la funci6 suma de les poteéncies r-esimes dels divisors
din
positius de n.
1
Lema 3.2.20. j(q) € —Z[[q]]*; és a dir, j(q) és el producte de 1/q per una
q

série de poténcies invertible de coeficients enters. O
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Observacié 3.2.21. Una mica de calcul ens permetria donar alguns coefi-
cients de la série j(q):

1
7(q) = = + 744 + 196884q + 21493760¢% + 864299970¢° + - - -
q

Lema 3.2.22. Per a tot 7 € H i tot r > 1 se satisfa que

(2mi)?"

GQT(T) == 2C(2T) -+ QW T; 0-27"—1(71)627”.’”7-’

on ((7) designa la funcié zeta de Riemann. O

Si ara tenim en compte els valors de la funcié zeta

7t 70
4) = — -
(W=7 6= o
obtenim que
27 12 TET T 27 12 TET
A = BT eaferminyt — ey(ermny) = BT (e

i, d’aqui, obtenim que, si ¢ = €*™7, llavors, per a 7 € H és j(7) = j(q).
Recordem que una funcié modular de pes zero és una funcié meromorfa
J : H — C invariant per a lacci6é de SL(2,Z) i que admet una g-expansio,
on q := €*™%; és a dir, una funcié meromorfa tal que foa = f per a tota
matriu o € SL(2,7Z) i tal que f(z) = Z cnq", no € Z, ¢, € C. Acabem de
n>ng
veure que la funcié j és una funcié modular de pes zero; no només aixo.

Proposicié 3.2.23. Siguin [ : H — C una funcid modular holomorfa en T
i fq):= Z cng™, ng > 0, la seva g-expansid, i posem C 1= Z Zc, C C.
n>ng nzng
Llavors, f(q) € C[j(q)]; és a dir, f(q) és un polinomi en j(q) de coeficients

en el grup abelia generat pels coeficients ¢,. O

Corol-lari 3.2.24. El cos de les funcions modulars de pes zero €s el cos

C(y), generat per la funcié j. O

3.3 Els polinomis modulars

Un cop definida la funcié j i estudiades les seves propietats principals, anem
a definir els polinomis modulars.
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Sigui M3 (Z) := {a = [(Cl 2] ta,b,e,d € Z,detar > 0}. Llavors,
M; (Z) = L—lj A, on A, = {a € M5 (Z) : deta = n}.
n>1
Donada o = [a b
c d
a, b, ¢ i d sén primers entre si; és a dir, si med(a,b,¢c,d) = 1. Per a tot
n > 1, posarem A} := {a € A,, : « és primitiva}.

] € M3 (Z), direm que « és primitiva si els coeficients

Observacié 3.3.1. A = Ay =T'(1) := SLo(Z). Més generalment, sin és
un nombre enter lliure de quadrals, aleshores A} = A,,.

El grup T'(1) actua per Pesquerra en el conjunt A* de manera natural.
En efecte, siy € I'(1) i @ € A}, aleshores ya € A,, i és primitiva, ja que, en
cas contrari, la matriu « no seria primitiva.

Proposicié 3.3.2. El conjunt C(n) formal per les matrius [8 Z] tals que
a > 1, aln, ad = n, mcd(a,b,d) = 130 < b < d, és un sistema de

representants de les orbites I'(1)a, a € A}, O

Observacié 3.3.3. Andlogament, podem pensar en un sistema de repre-

0] amb a,d > 0, mcd(a,c,d) = 1,

sentants format per les matrius d

0<c¢c<atad=n.

Si transposem totes les matrius, obtenim el resultat segiient.
Proposicié 3.3.4. El grup I'(1) actua per la dreta en A}, de manera natu-
ral, © el conjunt formal per les matrius [g 2] tals quea > 1, aln, d = n/a,

mcd(a,b,d) =140 <b < a, és un sistema de representants de les orbites

al'(1), a € AY. També ho és el conjunt format per les matrius [Z ] amb

a,d >0, med(a,c,d)=1,0<c<diad=n. O

Les accions de I'(1) en A}, per 'esquerra i per la dreta estan relacionades
de la manera segiient.

Proposicié 3.3.5. Per a tota matriu o € A} és I'(1)al'(1) = Ak, O

Fn particular, obtenim el resultat segiient relatiu a les orbites.
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Corollari 3.3.6. El grup I'(1) actua transitivament per la dreta en el con-
Junt de les orbites T'(1)a, a € A%, i reciprocament; actua transitivament per

Pesquerra en el conjunt de les orbites al'(1), a € A}, O

Proposicié 3.3.7. #(A5/I(1)) = #T(N\A}) = 9(n) = n [ +p7Y).

pln
O

Considerem fixat un sistema qualsevol, {a1, ... ,a¢(n)}, de representants
de les orbites I'(1)a, per a oo € A%

Lema 3.3.8. L’accié de I'(1) permuta transitivament les funcions jocy;. O

Definicié 3.3.9. Per a tot nombre enter n. > 1, escriurem ®,(X,j) =
$(n)
H (X — joay) i anomenarem $,(X, j) el n-ésim polinomi modular.
i=1

Com que, per a tot v € I'(1), és j = j o+, aquesta definicié no depén del
sistema de representants elegit {1, . .., Qym)}-

Teorema 3.3.10. Per a tot nombre enter n > 1 és ®,(X,5) € Z[X, j]. O

Proposicié 3.3.11. Per a tot n > 1, el polinomi ®,(X,5) és irreductible
sobre el cos de les funcions racionals de j de coeficients complexos, C(j).
Es a dir, ®,(X,5) € C(5)[X] és irreductible. O

Proposicié 3.3.12. Se salisfa que ®1(X,j) = X —j = —®1(4,X). D’altra
banda, per a tot nombre enter n > 1, el polinomi ®,(X,j) és simétric; és a
dir, ®p(X,j) = (4, X). O

Proposicié 3.3.13. Si n no és un quadrat, aleshores ®,(j,7) €s un poli-
nomsi en j de grau > 1 ¢ coeficient dominant +1. O

Corol-lari 3.3.14. Per a tota matriu o € M3 (Q), la funcié j o a és un
element algebraic sobre el cos Q(7), enter sobre l'anell Z[j].

DEMOSTRACIO. Podem suposar que els coeficients de la matriu o sén
nombres enters primers entre si; aleshores, si n := det «, resulta que jo« és
una arrel del polinomi ®,(X, j) € Z[j][X] C Q(5)[X], monic. O

Les congruencies de Kronecker. FEstablirem, ara, un resultat basic
per a la demostracié del teorema 0.1.

Teorema 3.3.15. Per a tot nombre primer p se satisfa la relacid

@y (X,5) = (X = ") (X" —j) (mod p).
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DEMOSTRACIO. Podem prendre el sistema de representants de les orbites
en la forma usual

1 e . B _|p O
Q= [0 p}’ 1=0,...,p—1, op 1= [0 1].

Si escrivim j(gq) = Z crq”, obtenim de seguida que
k>—1

joap(q) =3j(¢") = Y awd® =j(q)’ (mod p),
k>—1

ja que, per a tot £ > —1, el coeficient ¢; ¢és enter i, per tant, ci = ¢
(mod p). D’altra banda, si ¢ := (, és una arrel p-ésima primitiva de la
unitat, aleshores ¢** =1 (mod (1 — ¢)) a P’anell Z[¢], d’on

joaile) =Y g% =" cd*? (mod (1-¢));

k>—1 k>—1

aix0 és dir que 7 o o4(q) = j(¢"/?) (mod (1 — ¢)).
Ara, de la definicié dels polinomis modulars, obtenim que
@y (X, 5(q)) —Joap(q H _ —joai(Q))
@) T ( (a"/?))
J(@P) (X — j(q ur ))
(@) (X” — j(g"/P)P)
J(@)P) (XP —j(q)) (mod (1—)),

= (X
= (X -
(X —
(X —
(X —

ja que j (¢"/7)" = j(q) (mod p) i, per tant, (mod (1—=2¢))-
Dit d'una altra manera, ®,(X, j) — (X — j¥) (X? — j) Z P.(j)X*, on

els P,(j) € pZ[j] sén polinomis, ja que el primer membre de la igualtat és
de coeficients enters i és divisible per 1 — ¢ en Z[¢][X, j]. Aixo demostra la
propietat volguda. O

A fi de relacionar els polinomis modulars amb les xarxes de C i, en con-
seqiiencia, amb les corbes el-liptiques, encara cal establir un altre resultat.
Comencem per estudiar les subxarxes L' C L d'una xarxa L := Z & Zr,
7 € H, tals que el grup abelid quocient L/L’ és ciclic.

Lema 3.3.16. Siguin n € Z, n > 1, un nombre enter, 7 € H un element
qualsevol, 1 considerem la rarxa L =7 & Z7 C C.
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a) Sivy:= [g Z] € C(n) és un dels representants de les orbites I'(1)a, per
aa € A}, lavors, L' := d(Z ® Zy(7)) C L és una subzarza tal que el grup
abelia quocient L)L’ és ciclic d’ordre n.

b) Si I’ C L és una subzarza tal que el grup abelia quocient L/L' és ciclic
d’ordre m, existeiz una unica matriv v € C(n) tal que L' = d(Z ® Z~(T)).

DEMOSTRACIO. Siguin 7 € Hi L := Z @ Z7 C C. Qualsevol subxarxa
L' de L és un grup abeclia lliure de dimensié 2, de manera que admet una
Z-base o, 8 € L’; si escrivim @ = at + b, 8 = ¢t + d, amb a,b,c,d € Z, €l
teorema dels factors invariants ens proporciona I'index [L : L'] = |ad —bc|; a
més a més, el grup quocient és ciclic si, i només si, el primer factor invariant

de la matriu [Z 2] ¢s 1; és a dir, si med(a, b, ¢,d) = 1. Aquesta obscrvacié

és la base de la demostracio.
b

g d] € C(n); Nlavors, dy(7) =
at + b, de manera que I/ = Zd ® Zdvy(r) = Zd & Z(aT + b); com que
mcd(a,b,d) =11 |ad —be| = ad = n, L' C L és una subxarxa tal que el grup
abelia quocient L/L’ és ciclic d’ordre n, com voliem veure.

(b) Reciprocament, suposem que L’ C L és una subxarxa tal que el grup
abelia quocient L/L’ és ciclic d’ordre n. En particular, tenim que nL C L/,
de manera que n =n-1 € L'. Per tant, té sentit considerar el nombre enter
positiu més petit que pertany a L', posem d. Llavors, L' admet una Z-base
de la forma d,ar + b, amb a,b € Z, a > 0 (exercici sobre factors invariants).
En conseqiiéncia, és ad = n i med(a,b,d) = 1, i podem canviar b per b — kd,
amb k € Z apropiat, a fi que sigui 0 < b < d. Amb tot aix0, obtenim que

v = [g Z] eCn)i L =Zd® Z(ar +b) = d(Z & v(1)). Aixd demostra

(a) En les hipotesis de (a), sigui v = [

Pexistencia de la matriu v € C(n). La unicitat ¢és immediata a partir del fet
que d és el minim nombre enter positiu que pertany a L’ i de la definicié de
C(n). O

Proposicié 3.3.17. Siguin € Z, n > 1, un nombre enter. Donats nombres
complezos z,w € C, condicid necessaria i suficient perque sigui ®,(z,w) =0
és que erxisteirin una zarra L C C 1 una subzarza L' C L tals que j(L') = 2z,
J(L) = w, i el grup abelia quocient L)L’ sigui ciclic d’ordre n.

DEMOSTRACIO. Acabem de veure que si L és una xarxa de la forma
Z®Zr,perat € H,i L’ C L és una subxarxa tal que el grup abelia quocient
L/L’ és ciclic d’ordre n, llavors L’ és de la forma L' = d(Z & Z~(7)), per
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adeZ, d>1iv= [8 Z] € C(n), tinica. En particular, com que L’ i

Z @& Z~(7) sén xarxes homotetiques, tenim que j(L') = j(v(7)).
Ara, la definicié del polinomi modular ens diu que, en fixar el valor j(7)
com a segon component, és

Y€C(n)

de manera que les arrels del polinomi ®,,(X, j(7)) sén exactament els valors
J(v(7)), per a v € C(n).

Si tenim en compte que la funcié j és exhaustiva, donat w € C, existeix
alguna xarxa L C Cdelaforma L = Z&Z7, 7 € I, tal que (L) = j(1) = w.
Llavors, les arrels de ®,(X,w) sén els valors j(y(r)) per a v € C(n); i
aquests valors de j son els valors j(L'), per a les subxarxes L' C L tals que
el grup abelia quocient L/L’ és ciclic d’ordre n. Aixi, si z,w € C sén tals
que ®,(z,w) = 0, la xarxa L admet una subxarxa L' com la que volem.

El reciproc és immediat a partir de ['observacié que hem fet a I'inici de
la demostracié. Si I’ C L sén xarxes tals que el grup abelid quocient L/L’
és ciclic d’ordre n, podem canviar-les homoteticament, fet que no fa canviar
els valors del seu invariant 7, de manera que L sigui de la forma L = Z. & Zr,
amb 7 € H. Llavors, ®,(j(L’), j(L)) = 0, com volfem demostrar. O

Observacié 3.3.18. Elteorema 3.10 ens diu que, per a tot nombre enter
n > 1, lequacic ®,(X,j) = 0 ens proporciona una corba afi en el pla
X, j definida sobre Z; i la proposicié 3.11 ens diu que aquesta corba €s
absolutament irreductible; s’anomena la corba modular Yo(n). Llavors, les
congruéncies de Kronecker (teorema 3.16) descriven la reduccié modul p
de la corba modular Yy(p). I, finalment, la proposicié 3.18 ens diu que
els punts complezos de la corba modular Yo(n) es corresponen bijectivament
amb les classes d’isomorfisme d’isogénies cicligues de grau n, E, — E,,
on E,, E, son corbes el-liptiques complexes d’invariants j = w 1 j = z,
respectivament.

Corol-lari 3.3.19. Siguin C/L, C/L’ corbes el-liptiques complezes. Exis-
teiz alguna isogénia C/L" — C/L ciclica de graun > 1 si, © només si, j(L')
és una arrel del polinomi ®,(X,j(L)) € C[X]. O

3.4 Teoria de cossos de classes

En aquesta seccid, enunciarem alguns conceptes i alguns resultats de teoria
de cossos de classes que utilitzarem a la prova del teorema 0.1. Comenca-
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rem pel teorema de densitat de Txebotarev.

Definicié 3.4.1. Siguin K un cos de nombres ¢ Px el conjunt dels ideals
primers del seu anell d’enters, Og. Donat un subconjunt qualsevol S C Py,
es defineix la densitat de Dirichlet de S, si existeix, com el lfmit

L Zpes N(p)_f
o8) = [0t —log(f — 00)”

Proposicié 3.4.2. Siguin K un cos de nombres ¢ S, T C Px subconjunts
qualssevol.

a) 6(Pg)=1.

b) St SCT,isid(S)id(T) existeizen, llavors §(S) < 6(T).

c) Si 6(S) existeiz, llavors 0 < §(S) < 0.

d) Si S i T son disjunts, i si §(S) @ §(T) existeizen, llavors 6(SUT) =
5(S)+o(T).

e) Si S és finit, llavors 6(S) = 1.

f) Si6(S) existeiz, i si S 1T difereizen en una quantitat finita d’elements,
llavors 6(T) = §(S).

g) Sigui P €l conjunt dels ideals primers p C Ok tals que N(p) és primer.
Llavors, si §(S) existeiz, també existeir §(S N Pi oo) 1 6(S) = (SN Pk .oo)-
O

Sigui, ara, L|K una extensié de Galois, no necessariament abeliana, de
cossos de nombres. Donat p € Px tal que p és no ramificat en 'extensio

LIK

L|K, els simbols d’Artin (T) associats a tots els ideals primers 3 de L

que divideixen p, formen una classe de conjugacié en Gal(L|K). Per tant,
L

podem definir el simbol d’Artin (T) com aquesta classe de conjugacio.

Teorema 3.4.3. De densitat de Trebotarev Siguin L|K una extensio de

Galois de cossos de nombres, o € Gal(L|K) un element qualsevol, i (o) la
classe de conjugacio de o en Gal(L|K). Llavors, el conjunt

{p € Pk : p és no ramificat en L 1 <L|TK> = <0’>}

té densitat de Dirichlet

#io) _ #{o)

oS) = #Gal(LIK) ~ [L: K]

.0
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Corol'lari 3.4.4. Sigui L|K una extensié de Galois de cossos de nombres.
LK 1

El conjunt dels primers p € Pg tals que (|T> = 1 té densitat m

En particular, el conjunt és infinit. O

Notem que aquest conjunt és el dels ideals primers p € Px que descompo-
nen completament en L, ja que un primer p € Pg descompon completament
LK
en L si, i només si, L =1
De fet, el conjunt dels ideals primers de K que descomponen completa-
ment en L caracteritzen univocament 'extensié LK.

Definicié 3.4.5. Donada una extensié de cossos de nombres LK, no ne-
cessariament de Galots, escriurem

Srjc = 1{p € Px : p descompon completament en L}.
Teorema 3.4.6. Siguin L|K, M|K extensions de Galois de cossos de nom-

bres. Llavors:

a) L C M si, i només si, existeir un conjunt finit T C Py tal que Spqx C
SEIIC uT.

b) L = M si, i només si, existeizen conjunts finits Too, Te C Px tals que
SM\IC UTeo = SEIIC UTe.

Observem que l'afirmacié (b) és una conseqiiencia immediata de (a).
D’altra banda, Pafirmacié (a) és un cas particular del resultat seglient, on
f(Bp) indica el grau residual.

Proposicié 3.4.7. Siguin LK, M|K extensions de cossos de nombres, no
necessariament de Galois.

a) Si Uextensiéd M|K és de Galois, llavors L C M si, i només si, erisleix
un subconjunt finit T C Pk tal que Sy € Spc U T

b) Si l’extensié L|K és de Galois, llavors L C M si, i només si, existeix un
subconjunt finit T C P tal que Sy € Sec UT, on

S~M|K :={p € Px: p és no ramifical en M, i f(Blp) =1,
per a algun primer P de M}. O

Notem que si M|K és de Galois, llavors S M|k = Samk; aixd, qualsevol
de les dues afirmacions d’aquesta proposicié implica el teorema, anterior.
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Per a acabar aquesta seccid, introduirem el concepte i les propietats mdés
generals dels cossos de classes dels ordres dels cossos quadratics imaginaris.
Siguin, doncs, K, un cos quadratic imaginari i O C K l'ordre de conductor
fde K.

En el teorema 1.24, hem establert que el grup de classes d’ideals de
I'ordre O es pot escriure en la forma

CLO) =~ PI;(;{})

on Pg z(f) és el subgrup de Ix(f) generat pels O-ideals enters principals
de la forma aOg, on o € Ok és tal que & = a (mod f), per a algun nombre
enter a € Z tal que med(a, f) = 1.

Si denotem per P 1(f) el subgrup principal de congruencia per al modul
J; ¢s a dir, el subgrup de Ix(f) generat pels Ok-ideals enters principals de
la forma aOk, on a € Ok és tal que & = 1 (mod f), és immediat que
Pr1(f) C Prz(f) C Ix(f), de manera que hi ha exactament un cos de
classes per al subgrup Pg z(f); aquest cos s’anomena el cos de classes de
I'ordre O. Si denotem per L aquest cos de classes, se satisfa que I'extensié
L|K és abeliana i que Gal(L|K) ~ Cl(0O), I'isomorfisme donat pel simbol
d’Artin.

Notem que, en particular, d’aquesta manera tamb<(é (;btenim la finitud
x(f

del grup de classes C1(Q), ja que el grup quocient ————
Pri(f)

és finit. De fet,

se satisfa el resultat segiient.

Proposicié 3.4.8. Sigui L el cos de classes d’un ordre O d’un cos quadrdtic
imaginart K. Llavors, lextensic L|Q és de Galois, i el grup de Galois
Gal(L|Q) és el producte semidirecte de Gal(L|K) ~ ClO) per un grup
ciclic d’ordre 2, on lelement no trivial de Cy actua en Gal(L|K) en la
forma o — o~1. O

Recordem que un grup s’anomena diedral generalitzat si és extensié d’un
grup ciclic d’ordre 2 per un grup abelid, no nccessariament ciclic. Com a
conseqiiencia, disposem de la nocié d’extensié diedral generalitzada.

Teorema 3.4.9. Sigui K un cos quadrdtic imaginari. Una extensio abeli-
ana L|K és diedral generalitzada sobre Q si, 1 només si, L és subcos del cos
de classes d’algun ordre de K. O

Observacié 3.4.10. Donat un ordre O d’un cos quadratic imaginari K, el
cos de classes de l'ordre O duu associat un conductor en el sentit de la teoria
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de cossos de classes; aquest conductor, f(L|K) coincideiz, gairebé sempre,
amb el conductor [ de Uordre O; pero hi ha alguns casos en qué aizo no €és
aixi. Més concretament:

Ok, sif=2, 1 K=Q(/-1)

f(L|K) = g(’)K, st f=2f, f senar,

;

1 2 descompon completament en Og;

| fOK,  altrament.

3.5 Demostracié del teorema

Recordem I'enunciat del teorema que volem provar.

Teorema 3.5.1. Siguin O un ordre d’un cos quadratic imaginari K i a un
O-ideal fraccionari invertible de K. Llavors, Uinvariant j de a, j(a), és un
nombre enter algebraic i el cos de classes de l'ordre O és el cos K(j(a)).

DEMOSTRACIO. Comengarem per veure que j(a) és un enter algebraic.
e Afirmem que existeix un element o € O, a # 0, primitiu de O i tal que
m := N(a) no és un quadrat (cf. la definicié 1.27).

En efecte; siguin Ok D'anell dels enters de K, D el seu discriminant,

D D
= i, i f el conductor de 'ordre O. Llavors, O = Z@Z fwp (cf. la

proposicié 1.2, (b)); a més a més, o := fwp € O és un element primitiu de
O, perque forma part d’una Z-base de O. Finalment, m := N(a) = N(fwp)
no és un quadrat, ja que, si designem per = — 2’ automorfisme no trivial
de K, el calcul de la norma de fwp ens proporciona la igualtat

wp :

=D _ DD 1),

9 o D?
N(fwp) = frwpwh = f 1 YR

i, com que med(D, D — 1) =11 D no és un quadrat, el producte D(D — 1)
no pot ser un quadrat. e

Sigui, doncs, a € O, a # 0, un element primitiu de O tal que m := N(«)
no és un quadrat.

D’una banda, i com que m no és un quadrat, el polinomi ®,,(X,X) €
Z[X] és de grau > 1 i el seu coeficient dominant és +1 (cf. la proposicié
3.13). D’altra banda, com que a és un O-ideal fraccionari propi de K i

p .. N . a , .
a € O és un element primitiu de O, el grup abelid quocient — és ciclic
aa
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d’ordre N(a) = m (cf. el corol-lari 1.29). Com que a i aa sén xarxes de
C, la proposicié 3.18 ens ensenya que ®,,(j(aa),j(a)) =0. A més a més,
com que a i aa sén dues xarxes homotetiques, el teorema 2.13 ens diu
que és j(aa) = j(a), de manera que ®,,(j(a),j(a)) = 01 j(a) és un enter
algebraic.

A continuacié, i si L designa el cos de classes de ordre O, i M :=
K(j(a)), cal veure que L = M.

Sigui Sp|g el conjunt dels primers de Z que descomponen completament
en L (cf. la definicié 4.5).

Una de les propietats principals dels cossos de classes dels ordres és que
els primers de QQ que hi descomponen completament sén, llevat possiblement
d’un conjunt finit d’excepcions, els primers representats per la forma normica
de Pordre Oj; és a dir, llevat d’un conjunt finit (en cada costat), el conjunt
81 coincideix amb el conjunt

{p primer de Z : p = N(a), per a algun a € O}. (3.1)

Com que l'extensié L|Q és de Galois, i si tenim en compte la proposicié
4.7, (a), per a demostrar que M C L és suficient provar que tot element de
S1|g, llevat potser d’un conjunt finit, pertany a Syyq; vegem, doncs, aixo.

Sigui p € S qualsevol primer i suposem que p és no ramificat en M |Q;
com que la quantitat de primers que ramifiquen en qualsevol cxtensié és
finita, aixo exclou, com a maxim, una quantitat finita d’elements de Sy q.

En virtut de (3.1), i llevat d’un conjunt finit de primers p € Sy g, existeix

a
a €O, a#0,tal que p = N(a). Llavors, el grup abelia quocient oa és finit
«@

d’ordre p = N(a) i, en conseqiiencia, és ciclic. Per tant, tenim la igualtat

0, (j(a), j(a)) = @, (j(a), j(a)) = 0.

Ara, fem servir les congruencies de Kronecker (cf. el teorema 3.16);
existeix 8 € Oy tal que

(j(a)” = j(a))* = pB.
Si P C Op és un primer de Oy que divideix p, obtenim que
j(a)? = j(a) (mod ).

e Afirmem que:

i) Ok[j(a)] € Op i és un subgrup d’index finit.
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ii) Si p no divideix I'index [Opy : Ok[j(a)]], la congruencia j(a)? = j(a)
(mod B) implica que o = o (mod P), per a tot element o € Oyy.

En efecte; com que M = K(j(a)) i j(a) € O, és clar que Ok [j(a)] C
O 1, a més a més, el grup abelia quocient és finit, perque tots dos sémn
grups abelians lliures de la mateixa dimensié [M : Q]. Aixo demostra (i).

D’altra banda, com que p descompon completament en I, també des-
compon completament en K; si p := PN K, tenim que p és un ideal de
Ok de norma p, de manera que per a tot o« € Ok és o = o (mod p). I,
com que P divideix p, és o = o (mod ), per a tot & € Og. Com que
j(a)? = j(a) (mod ‘B), tenim que per a tot element o € Ok [j(a)] és af = &
(mod ).

L’extensié d’aquesta propietat a tot Oy és immediata a partir del fet que
p no divideix n := [Ops : Or[j(a)]]. Com que nOpy C Ok[j(a)], tenim que
per a tot « € Oy és na € Og[j(a)], de manera que nPa® = na (mod P); i,
com que ‘P divideix p i p no divideix n, és n? = n (mod P); aixo fa que sigui
na? = na (mod P) i, com que n és invertible modul B, que sigui o = «
(mod B), per a tot a € Oy, com voliem veure. o

Ara, de (ii) se segueix que, per a tot primer P C Oys que divideix p, i si
F(B|p) designa el grau residual, sigui f(P|p) = 1; i, com que p no ramifica
en M, p descompon completament en Ops. Aix{, obtenim que, llevat d’un
conjunt finit, tots els primers de S pertanyen a Sy g 1, en conseqiiencia,
és M C L.

Coneixer aquesta inclusié ¢és important per a la resta de la prova. Efec-
tivament, la inclusié M = K (j(a)) C L ens ensenya que el cos de classes L
conté¢ Pinvariant j(a); i, com que a és qualsevol O-ideal fraccionari propi de
K, L conté Pinvariant j(b), per a tots els O-ideals fraccionaris propis b de
K. Sigui h := h(O) el nombre de classes de ordre O, i siguin ai, ..., a
representants de les classes de C1(Q). Llavors, j(ay), ..., j(ap) sén diferents
i, per a tot O-ideal fraccionari propi b de K, j(b) és un dels nombres j(a;)
(cf. el teorema 2.13 i el corol-lari 2.16). Com a conseqiiéncia,

A= I Gle) = i(ay)
1<i<j<h
és un element no nul de Oy,.

Ara, per a provar la inclusié contraria, L C M, usarem el criteri que,
llevat d’un conjunt finit, <S~'M|Q C Spgs on <S~'M|Q és el conjunt dels primers p
de Q no ramificats en Ops 1 que sén divisibles per algun primer P de M de
grau residual 1 (cf. la proposicié 4.7, (b)).

Sigui, doncs, p € S M|Q; és a dir, p és no ramificat en M i existeix algun
primer B de Oy que divideix p i tal que f(P|p) = 1. En particular, com
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que K|Q és de Galois, p descompon completament en K i, en conseqiiéncia,
p = N(p) per a algun ideal primer p C Og que divideix p (podem prendre
p :=PNK). Sienslimitem a considerar els ideals p primers amb el conductor
f =[Ok : O], fet que exclou, com a maxim, una quantitat finita d’ideals
primers de Z i, en conseqiiencia, un conjunt finit de primers de L, que
podriem afegir a S, obtenim que p N O C O és un ideal primer de O
primer amb f i que N(p N O) = p.

Ara, si podem demostrar que p N O és un ideal principal a@, llavors,
p = N(a) implica que p € Sy g, en virtut del criteri (3.1) de més amunt, i
haurem acabat.

Notem que, de nou, podem excloure de consideracié una quantitat finita
de primers; en particular, podem suposar que p és coprimer amb A. Posem

a’ = (pNO)a. Com que N(p N O) = p, el grup abelia quocient E/ és ciclic
a

d’ordre p. Per tant, tenim que ®,(j(a’),j(a)) = 0 (cf. la proposicié 3.18).

De nou, en virtut de la congrueéncia de Kronecker, existeix un polinomi

Q(X,Y) € Z[X,Y] tal que

((a")? = j(a))(5(a) = §(0)7) + pQ(5(a’), j(a)) = O.

Sigui P un primer de L que divideix . Com que j(a') i j(a) pertanyen a
Or, tenim que pQ(7(a'), 7(a)) € P; en conseqiiencia, se satisfa almenys una
de les congruencies

i@ =j(a) (mod B),  j(a')=j(a)’ (mod P).

D’altra banda, com que f(P|p) = 1, tenim que j(a)? = j(a) (mod P); i,
com que P divideix 9, obtenim que j(a)? = j(a) (mod P). Ara, com que
‘j3 és de caracteristica residual p, aquesta condicid, juntament amb (2), ens
ensenyen que j(a') = j(a) (mod P).

Si ai o definissin classes diferents de C1(O), llavors j(a) — j{a') seria un
dels factors de la definicié de A i p no seria primer amb A, com hem suposat;
per tant, a i ¢’ pertanyen a la mateixa classe en Cl(O); és a dir, i com que
o = (pNO)a, l'ideal p N O és principal. Aixo acaba la demostracié. O

3.6 Complements

En aquesta seccid, enunciarem dos tipus de resultats que complementen el
teorema 0.1. D’una banda, proporcionarem la llei de reciprocitat associada
al cos de classes d’un ordre d’un cos quadratic imaginari. D’altra banda,
ens ocuparem dels cossos de classes radials de conductors enters dels cossos
quadratics imaginaris.
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De manera semblant a com el teorema de Kronecker-Weber ens propor-
ciona generadors de les extensions abelianes maximals de Q de conductors
donats, el teorema 0.1 ens proporciona un generador del cos de classes
d’un ordre O d’un cos quadratic imaginari. En el cas particular de Pordre
maxim, aquest cos ¢s el cos de classes de Hilbert; doncs, obtenim el resultat
segient.

Corol-lari 3.6.1. Siguin K un cos quadratic imaginari ¢ O C K Uanell
dels enters de K. El cos de classes de Hilbert de K és el cos K(j(Ok)). O

A més a més, com a conseqiiéncia del teorema 0.1 i del teorema 4.9,
obtenim el resultat segiient.

Corollari 3.6.2. Siguin K un cos quadratic imaginari i L|K una extensid
finita. Llavors, L|K és una extensié abeliana i L|Q és diedral generalitzada
si, © només si, existeir un ordre O C K tal que L. C K(j(0)). O

Aixi com el teorema de Kronecker-Weber ens proporciona la llei de re-
ciprocitat per a les extensions ciclotomiques de @, és a dir, 'accié dels
Frobenius sobre les arrels de la unitat, també es pot donar I’accié del grup
de Galois del cos de classes de 'ordre O sobre el generador j(a) de I'extensié
L|K; és donada per la llei de reciprocitat segiient, sobre els generadors di-
ferents j(a) del cos de classes.

Teorema 3.6.3. Siguin K un cos quadratic imaginari, O C K un ordre de
K i L el cos de classes de lordre O. Sia C K és un O-ideal fraccionari
propi i p C Ok és un Ok -ideal enter primer, llavors

LIKY . L —
(55) Gy = (G0, ©

Aquest resultat es pot enunciar, en termes del grup de classes C1(0Q), de
la manera segiient.

Corol-lari 3.6.4. Siguin K un cos quadratic imaginari, O C K un or-
dre de K i L el cos de classes de Uordre O. Donats O-ideals fraccionaris
propis a,b C K, definim o4(j(b)) := j(a='b). Llavors, o, és un element de
Gal(L|K) i Uassignacid a — o4 indueiz un isomorfisme C1(0) = Gal(L|K).
O

Funcions de Weber. Un cop donats els cossos de classes dels ordres
dels cossos quadratics imaginaris, ens podem preguntar pels cossos de classes
radials de K de conductor enter.
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Donada una xarxa L C C, la funcié de Weber 7(z; L), associada a la
xarxa L, és definida per

( 2
gz((fz)) (2 L) si g3(L) == 0;
T(z; L) := ‘(X’gég g)((z;)L)?’, si go(L) = 0;
92(L)gs(L) .
\ ﬁ o(z; L)  altrament.

La propietat més important i, d’altra banda, immediata, de les funcions
7(z; L) de Weber és el seu comportament en les classes d’homotecia de xar-
xes.

Lema 3.6.5. Siguin L C C una zarza i A € C, A # 0 un nombre complex
no nul, qualssevol. Llavors, T(Az;A\L) = 7(2z; L), per a tot z € C. O

Teorema 3.6.6. Siguin K un cos quadratic imaginari, dg el discriminant
de K, i N € Z, N >0, un nombre enter. Llavors:

a) El cos K(j(Ok),7(1/N;Ok)) és el cos de classes radial per al modul
NOg.

dr +Vdg .

b) Si O C K és lordre de K de conductor N i posem, wg := {

cos de classes radial per al modul NOg és el cos K(j(O), 7(wg; Ok)). O

Aixi, el cos de classes radial de K per al modul N > 0 és generat, sobre
el cos de classes de Hilbert de K, pel valor de la funcié de Weber en un punt
de N-divisi6 de la xarxa Og; o bé, sobre el cos de classes de 'ordre O de
conductor N, pel valor de la funcié de Weber en el generador wx de ’anell
d’enters O de K.

Notem que, en qualsevol cas, obtenim el cos de classes radial de conduc-
tor N del cos quadratic imaginari K en considerar la xarxa Z @ Zwg 1 afegir
els valors de dues funcions en dos punts; la funcié j en un generador de la
xarxa i la funcié de Weber en un punt de N-divisi6 (el punt 1/N), en el
primer cas; o bé a I'inrevés, el valor de la funcié de Weber en un generador
de la xarxa i el de la funcié j en un punt de N-divisi6 de la xarxa O (notem
que O =Z & ZNwg), en el segon.

3.7 L’equacio de les classes

FEl teorema 0.1 ens diu que si O és un ordre d’un cos quadratic imaginari, el
cos de classes de Pordre O és K(j(a)), on a és qualsevol O-ideal fraccionari
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propi de K; aixi, el teorema ens proporciona un generador del cos. Per
exemple, podem prendre a = O, de manera que el cos de classes de 'ordre O
és el cos K(7(0O)). Es tracta d’estudiar una mica més els nombres algebraics

j{a).

Lema 3.7.1. Siguin K un cos quadratic imaginari ¢ O C K un ordre de
K. Llavors, j(O) és un nombre real.

DEMOSTRACIO. Com que la conjugacié complexa és un automorfisme de
O, tenim que O C C és una xarxa invariant per a la conjugacié complexa.
Ara bé, de les definicions de les funcions g2(L) i g3(L) (cf. la proposicié
2.5), per a una xarxa arbitraria L C C, tenim que, si L’ denota la xarxa que
s’obté de L en aplicar la conjugacié complexa, g2(L’) i go(L) sén nombres
complexos conjugats i, analogament, g3(L’') i g3(L) sén nombres comple-
x0s conjugats; en conseqiiencia, j(L') i j(L) també s6n nombres complexos
conjugats. Si apliquem aix0 a la xarxa L = O = L/, obtenim que j(O) és
invariant per a la conjugacié complexa i, en conseqiiencia, j{(O) € R. O

A més a més, sabem que j(QO) és un nombre enter algebraic; per tant, el
seu polinomi minimal sobre QQ és de coeficients enters.

Definicié 3.7.2. Siguin K un cos quadratic imaginari i O C K un ordre
qualsevol de K. Sigui Ho(X) € Z[X] el polinomi monic irreductible que té
J(O) com a arrel; és a dir, el polinomi minimal de j(O) sobre Q. El polinomi
Ho(X), o Uequacid Ho(X) = 0, s’anomena Uequacid de les classes de O.
Com que O = Op, on D és el discriminant de O, sovint s’escriv Hp(X)
en lloc de Ho(X).

Proposicié 3.7.3. Siguin K un cos quadratic imaginari, O C K un ordre
de K, h := h(O) := # Cl(O) el nombre de classes de O, i ay, ..., ap
representants de les classes de C1(O). Llavors,

h

Ho(X) = [[(X = j(a))). O
i=1

Corol-lari 3.7.4. Siguin K un cos quadratic imaginari, O C K un ordre de
K ia C K un O-ideal fraccionari propi de O. Llavors, el polinomi minimal
de j(a) sobre Q és Hp(X). O

Les equacions de les classes ens permeten factoritzar els polinomis
®,, (X, X). Per a aixo, tenim el resultat segiient.

Lema 3.7.5. Siguim € Z, m > 1, i considerem el polinomi ®,,(X, X).
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a) Siq(X) € Z[X] és un polinomi monic irreductible que divideiz el polinomi
., (X, X), existeizen un cos quadratic imaginari K 1 un ordre O C K que
conté un element o € O, a # 0, primitiu de norma N(a) = m, tals que

¢(X) = Ho(X).

b) Reciprocament, si K és un cos quadratic imaginari i O C K és un ordre
per al qual existeiz un element « € O, o # 0, primitiu de norma N(a) = m,
llavors Ho(X) és un factor irreductible de &, (X, X).

DEMOSTRACIO. Sigui B una arrel de ¢(X); llavors, és ®,,(3,3) = 0.
La proposicié 3.18 ens diu que existeixen xarxes L' C L C C tals que
J(L") = (L) = B i que el grup abelid quocient L/L’ és ciclic d’ordre m; el
teorema 2.13 ens diu, ara, que existeix a € C, o # 0, tal que L' = al;
en particular, « pertany a l’anell de multiplicadors de la xarxa L, i « ¢ Z,
perque L/L' és ciclic. En virtut del teorema 2.15, existeix un ordre O
d’un cos quadratic imaginari K tal que o« € O, i, a més a més, les xarxes
L’ C L s6n homotetiques a O-ideals fraccionaris propis a’ C a de K; el fet,
que sigui j(a) = j(L) = B ens diu que ¢(X) és el polinomi minimal de j(a);
és a dir, ¢(X) = Ho(X); aixd demostra la primera afirmacié.

Reciprocament, sigui &« € O, o # 0, un element primitiu de norma
N(a) = m; llavors, O/aQ és ciclic d’ordre m (cf. el corollari 1.29) i, en
conseqiiencia, ®,,(7(0),7(0)) = ®,,(5(a0),j(O)) = 0 (cf. la proposicié
3.18). Aixi, j(O) és una arrel del polinomi @,,(X, X), de manera que
Hop(X) =Irr(5(0), K) divideix ®,,(X, X). O

A fi d’obtenir la factoritzacié completa dels polinomis ®,,(X, X), ens
cal, encara, obtenir la multiplicitat de les equacions de les classes per a cada
ordre O de cada cos quadratic imaginari.

Definicié 3.7.6. Siguin K un cos quadratic imaginari, O C K un ordre i
m > 1 un nombre enter. Escriurem

{a € O: a és primitiuv i N(a) =m}
o= '

r(O,m) = #

Notem que el conjunt d’unitats de O és finit 1 que també ho és el conjunt
d’elements de © de norma donada.

En efecte, les unitats sén els elements de norma 1; i els elements de
norma m > 0 sén donats per les solucions (a, b) de ’equacié diofantina

(a+bfwg)(a+ bfwi) =m,

on z — 7’ indica la conjugacié complexa o, equivalentment, I’automorfisme
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no trivial de K. Aquesta equacié es pot escriure en la forma

m = (a+bfwk)(a+bfw)
= a? + b2 fPugwh + abf(wik + W)

L(di —Y | by
és a dir, en la forma
4m = (2a + bfdg)* — dr (bf)2.

Ara, només cal tenir en compte que el discriminant dg de K és un nombre
enter negatiu, de manera que |b| és fitat i, en conseqiiéncia, només pot
prendre una quantitat finita de valors enters; i, per tant, a només pot prendre
una quantitat finita de valors enters.

Observacié 3.7.7. A més a més, si r(O,m) # 0; és a dir, si tenim un
element primitiu de norma m > 1, ha de ser b # 0, i la igualtat 4m =
(2a + bfdy)? — dg(bf)? ens diu que el valor del discriminant di és filal.
Per tant, obtenim el resultat segiient.

Proposicié 3.7.8. Fizat un nombre m > 1, la quanitital d’ordres O de
cossos quadralics imaginaris tals que r(O,m) > 0 és finita. O

Finalment, podem enunciar el resultat que ens proporciona la factorit-
zacié dels polinomis ®,,(X, X).

Teorema 3.7.9. Siguim € Z, m > 1. FExisteix un nombre complex ¢, € C,
cm # 0, tal que
B (X, X) = [ [ Ho(X)"O™),
O
on O recorre tots els ordres de tots els cossos quadratics imaginaris. O

Aixd no és suficient, encara, per a obtenir ’equacié de les classes per
a un ordre donat. En efecte; donat I'ordre O o, equivalentment, el seu
discriminant, un element primitiu qualsevol o € O, a # 0, ens proporciona
un valor m := N(«) per al qual el polinomi Hp(X) és un divisor irreductible
de @,,(X, X). Pero, quin dels divisors irreductibles, si ®,,(X, X) en té més
d’un?

A fi de respondre aquesta darrera qiiestid, s’introdueix el polinomi
®,,1(X, X) com el producte dels factors irreductibles de ®,,(X, X) que sén
de multiplicitat 1; és a dir,

1 (X, X):= J[ Hp(X).
r(D,m)=1

Se satisfa la propietat segiient.
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Proposicié 3.7.10. Sigui m > 1 un nombre enter. Llavors,

(H_4(X)H_g(X), sim = 2;
H ,(X)H 4n(X), sim=3 (mod4)im # 3k?
P 1 (X, X) = per a tot k > 1;
H_4,(X), sim>2im#3 (mod4),
obém=3k% k>1.0

\

El resultat anterior ens permet acabar el calcul algoritmic de I'equacié
de les classes Hp(X), per a gairebé tots els discriminants D < 0, perd no
per a tots (cf. [Co 89](p292-293).

Comencem per observar que, si posem f(X) := &,,(X,X), llavors el
f(X)
med(f(X), /(X))
reductibles de f(X), perd tots apareixen, en g(X), amb multiplicitat 1;
9(X
med(g(X), F/(X))
de ®,,1(X,X) a partir del polinomi modular ®,,(X,Y’) no comporta cap

problema.

polinomi g(X) :=

és el producte de tots els factors ir-

llavors, tenim que ®,,1(X,X) = Per tant, el calcul

Pero, quin polinomi modular cal considerar? La proposicié ens déna una
resposta parcial. Sigui D < 0 un discriminant negatiu qualsevol. Suposem,

en primer lloc, que D = 0 (mod 4); aixo és, D = —4m, amb m > 1. Llavors,
(H_4(X)= X — 1728, sim =1,
H_3(X)= X — 8000, sim=2,
H_15(X) =X — 54000 im =3,
Hp(x) = { -2 N

H (X)) =®p1(X,X), sim>3im#3 (mod4),
H (X)) =®pn1(X, X), sim>3, m=3 (mod4)
im=3k%k>1.

\

Resten els casos en qué és m > 3, m = 3 (mod 4), perd m # 3k% per a tot
nombre enter k > 1. En aquests casos, tenim que

B0 (X, X) = Hop(X)H_gn(X) = Hp4(X)Hp(X).

Per a distingir quin dels dos factors de ®,, 1(X, X) és el factor que volem,
observem que, si m = 3 (mod 8), la férmula que relaciona els nombres
de classes per a D = —4m i D = —m (cf. el corollari 1.26) ens diu
que h(—4m) = 3h(—m), de manera que els dos factors de ®,, 1(X, X) sén



78 A. Travesa

de graus diferents. Pecrdo si m = 7 (mod 8), els dos nombres de classes
coincideixen, de manera que no podem distingir els factors pel seu grau. En
aquest cas, pero, se satisfa que

H_m(X) = mcd(@m,l(X, X), @(m+1)/4(X, X)),

i aix0 permet acabar el calcul de Hp(X) en el cas m > 3.

Estudiem, ara, el cas en qué¢ D = 1 (mod 4); aix0 és, D = —m, amb
m >3, m=3 (mod4). Sim=3, tenim que Hp(X) = H_3(X) = X; isi
m > 3, perd m # 3k? per a tot nombre enter k > 1, tenim que

B 1 (X, X) = H_pn(X)H_gn(X) = Hp(X)Hsp(X),

i es distingeix com més amunt.

Perd els casos m = 3k2, amb k& > 1, senar, no sén coberts per cap dels
casos anteriors.

En efecte; suposem que D = —3k?, amb k > 1, senar. Siguia € O := Op

k+ k=3
—

Llavors, tenim que 4 N(a) = (2a + kb)% + 3k2b2. Si b déna lloc a una, solucié
a tal que o € O és un element primitiu, ha de ser b # 0. Si, a més a més,
suposem que és 2a + kb # 0, i posem z € Z tal que 22 = 4N(a) — 3k%b% =
(2a + kb)? # 0, obtenim les quatre solucions

— kb —x — kb — kb kb
(aab)e{(xTvb>7 (%7b>7(%7_b)7 (‘T_; 7_b)}7

i totes elles donen lloc a valors primitius de «, perque k és senar. Com que
#O7 = 2, perque k > 1, aixo produeix que (O, m) > 2.

un element primitiu de norma N(a) =:m > 1,1 posem o« = a+b

D’altra banda, si existeix algun element o € O primitiu de norma N(«a) =
m, 1 tal que b # 0, perdo 2a + kb = 0, llavors ha de ser b = +2, a = Fk, i
m = 3k%. Ara bé, per a m = 3k?, hi ha exactament sis elements primitius
de O de norma m; sén els elements

a = +kv=3, :|:k3+T V_?” :I:k_?)% "_3;

de manera que (0, 3k%) = 3.
Com a conseqiiéncia, no hi ha cap valor de m tal que Hp(X) sigui un
divisor del polinomi ®,, 1(X, X).
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Observacié 3.7.11. Es pot provar de manera senzilla que, per a D =
3k% 41

—3k2, k > 1, senar, i m = , és r(O,m) = 2. En efecte; els unics

3k2+1 k+ v/ —3k2
f’ amb

sonelsa=a+b

e (155 (5. (55, (%)

1 tots ells son primitius. En particular, per a k > 1, senar, el polinoms
H_5;2(X) és un factor irreductible de multiplicitat exactament 2 del polinomi
¢1+2k2 (X,X).

elements de O de norma

Analogament, els dnics elements primitius de © de norma k* son els

elements
14— —14++/—
:I:k%?), :I:k%?),

de manera que (0, k%) = 2 i el polinomi H_g32(X) és un factor de multi-

plicitat exactament 2 del polinomi ®2(X, X); aixi, H_3,2(X) és un faclor

de multiplicitat ezactament 2 del polinomi mcd(® 52 (X, X), Pp2(X, X)).
4

En qualsevol cas, el resultat seglient ens permet acabar de dissenyar un
algoritme per al calcul de totes les equacions de les classes.

Proposicié 3.7.12. Siguin k > 1 un nombre enter senar, D := —3k2,
d < 0 un discriminant negatiu qualsevol, 1 O := Oy Uordre quadratic de
discriminant d. Llavors:

a) 1(O_gp2,3k?) = 3.
b) T(O_12k2,3k2) =1.
¢) Per ad# —3,-3k% —12k%, r(Og4, 3k?) és parell.

DEMOSTRACIO. Considerem ’ordre O := O, de discriminant d, i su-

d++d

2
norma N(a) = 3k?. Observem que dir que a és primitiu equival a dir que

med(a,b) = 1; d’altra banda, si « és primitiu, i com que 3k? > 1, ha de ser
b # 0. L’equacié que cal considerar és

posem que & = a + b € O, a,b € Z, és un element primitiu de

12k = 4N(a) = (2a + bd)? — b?d. (3.2)

Suposem, en primer lloc, que 'equacié (3.2) admet alguna solucié (pri-
mitiva) amb 2a + bd = 0. Llavors, b divideix 2a i, com que mcd(a,b) = 1,
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és b= +1,42. En el cas b = 42, obtenim que d = —3k?: i ja hem vist més
amunt que 7(O_gj2,3k?) = 3. En el cas b = £1, obtenim que d = —12k?; i
com que els tnics elements primitius de O, de norma —3k? sén els elements
+kv/=3, resulta que r(O_j952,3k?) = 1; aixd demostra (b).

Com a conseqiiéncia, si d # —3k2, —12k2, per a totes les solucions pri-
mitives de (3.2) se satisfa que 2a + bd # 0; posem z := 2a + bd. Podem
escriure aquella equacié en la forma equivalent

12k2 4+ b%d = 22,

on = = 2a + bd # 0, de manera que 12k? + b%d és un enter quadrat no nul.
Observem que, per a —b, en lloc de b, els dos valors £z no canvien, i podem
calcular els corresponents valors de a; obtenim les solucions

e (£510) (25240 (529 (1))

de manera equivalent, obtenim que els quatre elements

+7 4+ bV/d
0= ————
2 bl

son primitius de norma 3k?; i tots quatre sén diferents.

Ara, raonem de la manera segiient: si d # —3k2, —12k?, podem agrupar
els elements primitius de norma —3k? de quatre en quatre; com a con-
seqiiencia, si #0% = 2, obtenim que (0, 3k?) és parell. Aixd només deixa
fora de la discussio els casos dels discriminants d = —3 1 d = —4, a part, és
clar, dels casos d = —3k2, —12k?, exclosos des del comencament.

Ara bé, si d = —4, l'equacié (3.2) és 12k% = (2a — 4b)? + 4b* que, en
dividir per 4, és equivalent a 3k% = (a — 2b)? + b%; perd aquesta equaci6
no té solucié, ja que k és senar i, per tant, 3k? = 3 (mod 4), de manera
que 3k% no pot ser la suma de dos quadrats. Aixi, r(O_4,3k?) = 0 que, en
particular, és parell. Aixo acaba la demostracié. O

Observacié 3.7.13. Notem que la proposicié no diu res del discriminant
d = —3. En aquest cas, es pot provar que, si k > 1 €s senar, i divisible per 3
o0 bé per algun nombre primer p= —1 (mod 3), llavors és r(O_3,3k*) = 0.
Pero si tots els primers p que divideizen k son tals que p = 1 (mod 3),
pot ser r(O_3,3k?) # 0. En qualsevol cas, perd, aizo no priva d’obtenir
Ualgoritme que se cerca, ja que el factor H_3(X) = X és molt senzill de
detectar en P2 (X, X).
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Corol-lari 3.7.14. Siguin k > 1 un nombre enter senar i gp(X) el quoci-
ent del polinomi ®3;,2(X, X) per la potencia de X que el divideiz. Llavors,
H_32(X) és "inic faclor irreductible de multiplicitat exactament 3 del po-
linomi gi(X). O

Observacié 3.7.15. Podem descriure un altre algoritme per al calcul dels
polinomis de les classes, basat en la propia definicid. De fet, el calcul dels
valors de la funcié j és possible a partir, per exemple, del desenvolupament
en serie (cf. la seccid segona). D’altra banda, es pot calcular, via la teoria de
la reduccié de les formes quadrdtiques binaries, representants de les formes
primitives de discriminant donat D; aizd equival a calcular un sistema de
representants de les classes dels Op-ideals [raccionaris propis a de K; 1 els
valors de la funcid j en els zeros de les formes quadraliques sén les arrels
del polinomi de les classes.
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Introduccid

Donat un cos de nombres K, la descripciéd de les seves extensions alge-
braiques segueix constituint un dels objectius importants de la teoria de
nombres. En brut, si O denota ’anell d’enters de K, aixo significa estu-
diar els polinomis irreductibles de Og[x] 1 concixer les lleis que governen les
factoritzacions de les seves reduccions modul els ideals primers p de O.

La teoria de Galois proporciona, en primera instancia, un instrument 1til
en aquesta direccié; la clausura algebraica K s’obté com a limit projectiu
de les extensions normals i finites L de K:

Gal(K/K) ~ lim Gal(L/K) .

La teoria de cossos de classes fa un pas més enlld quan ens restringim a
I'estudi d’extensions abelianes, donant lloc a un isomorfisme

Gal(K*/K) ~ lim Gal(Ky/K) .

Els cossos Ky, s’anomenen cossos de classes raig i van associats a moduls
m (essencialment ideals) del cos K. Per a cada Ky, disposem d’informacié
sobre la seva ramificacié relativa a K, sobre descomposicions dels seus ideals

83
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com a producte d’ideals primers, etc. Tot aixo es factible gracies al morfisme
d’Artin-Takagi, 1 s’obté aix{ una parametritzacié de totes les extensions abe-
lianes de K en termes de dades intrinseques del cos K: a cada subgrup de

congruencia modul m,
Pi(m) C H' C I(m),

li correspon una extensié abeliana K’/K. Reciprocament, tota extensi6
abeliana K'/K prové d’algun subgrup de congruéncia H' de manera que
tenim un diagrama de cossos com segueix:

Kab

K cos de classes raig

amb isomorfismes
Gal(Kn/K) ~I(m)/Pi(m) =: Hn;
Gal(K'/K) ~I(m)/H’;
Gal(Kn/K')~H'/P1(m).

Per a les definicions i més detalls sobre aquesta correspondencia podeu con-
sultar les notes de P. Bayer en aquest volum. Com a casos particulars
importants, destaquem:

m = (1) m = fOK
K1) cos de classes de Hilbert | K " cos de classes de Pordre Oy
Hyy = Pic(Ok) Gal(K'/K) = Pic(Oy)

Dit aixo, hem d’afegir que la teoria de cossos de classes resulta insufici-
ent si desitgem tenir informacié efectiva des del punt de vista computacio-
nal sobre com construir cossos de classes raig (o cossos de classes d’ordres).
En d’altres paraules, la teoria de cossos de classes no explica com cons-
truir polinomis definidors i/o elements primitius de les extensions abelianes
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de K. Aixi com en el cas més senzill, K = Q, tots els cossos de classes
raig sén extensions ciclotomiques Ky = Q((), en general hom voldria re-
alitzar els cossos de classes radials via valors especials de certes funcions
analitiques o, alternativament, via punts especials de certes varietats alge-
braiques. Aquests plantejaments estan en la linia dels somnis de Kronecker,
entre d’altres, i van quedar per escrit amb tota generalitat en el conegut
Problema 12 de Hilbert.

D’aquesta manera és com la teoria de la multiplicacié complexa entra en
escena'. Fins al dia avui, a part del cas K = Q, els resultats sén totalment
satisfactoris només per als cossos K que sén quadratics i imaginaris. Aquests
resultats es deuen a Weber, Deuring i altres. Les corbes el-liptiques amb
multiplicacié complexa i llurs punts de divisié proporcionen ’analeg del cas
racional. Concretament, si [K: Q] = 21 K és imaginari, tenim que

Kn = K(j(Oxk),w(Em])),

on j denota la funcié modular de Klein, w és la funcié de Weber que norma-
litza les coordenades z’s dels punts de m-divisié, i E és una corba el-liptica
amb invariant j(Ok).

Posteriorment, Shimura, Taniyama i Weil van generalitzar la teoria de la
multiplicacié complexa obtenint resultats profunds, per bé que parcials, rela-
tius a cossos de nombres de tipus CM 1 varietats abelianes amb multiplicacié
complexa en dimensié superior.

A banda d’interactuar amb la teoria de cossos de classes, una altra ves-
sant no menys important de la teoria de la multiplicacié complexa és ’as-
pecte modular. En efecte, 'estudi de Grossencharacters permet descriure la
prolongacié analitica i equacions funcionals per a les L-scrics de les varietats
abelianes amb multiplicacié complexa.

A continuacié segueixen una scric de comentaris i calculs a fi de posar
emfasi en els aspectes computacionals de la CM en el cas 1-dimensional.

4.1 TIsogenies

En vista del que ens ocupa, ens restringirem a corbes el-liptiques definides
sobre Q, encara que en algun moment haurem de considerar les seves re-
duccions en caracteristica positiva. Per pensar les classes de Q-isogenia de
corbes el-liptiques, a vegades resulta comode pensar en el graf segiient:

1En realitat, I'origen de la teoria de la multiplicacié complexa es remunta als treballs
d’Abel sobre la N-divisié de la lemniscata amb regla i compas. En conseqliéncia, hem de
situar la seva genesi, ni que sigui en potencia, a les Disquisitiones Arithmeticae de Gauss.
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e Vertexs: Classes de (Q-isomorfisme; és a dir, invariants j.

e Arestes: Isogenies cicliques.

Notem que si convé podem considerar les arestes com arcs (arestes
orientades), tot i que cada isogénia té la seva isogénia dual. Donat un
vertex j € Q, per calcular els seus adjacents hem de resoldre les equacions
Pn(7,X) = 0 per atot N > 2, on ®y(z,y) denota el N-tsim polinomi
modular. En absencia de multiplicacié complexa, el component connex del
graf resultant és un arbre.

Donades dues corbes el-liptiques E i E’ sobre un cos arbitrari, sabem
que Hom(FE, E’) és un Z-modul lliure de rang < 4. A més, si 0 # ¢ €
Hom(E, E'), aleshores

End®(E') ¢ = Hom®(E, E') = ¢ End’(E).

En efecte, sigui ¢1 € Hom(E, E') un altre morfisme. Aleshores, tenim que
P p1 = [a] € End(E). D’on s’obté la igualtat

1
~ deg(yp)

©1 ¢la].

Aix{ doncs, coneguda una isogeénia (en cas d’existir) entre dues corbes el-lipti-
ques, per coneixer totes les altres isogenies entre elles només ens cal estudiar
llurs endomorfismes. En aquest sentit, es té que

End(E)z{Z’Obe o
Oy és un ordre quadratic imaginari.
Encara queda una tercera possibilitat, i és que End(F) sigui un ordre qua-
ternionic; perd aquesta només es presenta quan treballem amb cossos de ca-
racteristica positiva. Tanmateix, notem que si ¢: E — E’ és una isogenia,
aleshores End’(E) = End®(E"), perd no necessiriament End(E) = End(E").
Recordem que una corba el-liptica E /g €8 diu que té multiplicacié com-
plexa si la seva algebra d’endomorfismes End(E) conté¢ estrictament ’a-
nell dels enters Z. En tal cas, I'algebra End’(E) és isomorfa a un cos
quadratic imaginari K. Per conveni, sempre triem l’isomorfisme compa-
tible amb ’accié sobre les diferencials regulars de la corba F; és a dir,
[a]*(w) = aw per aw € HY(E, Q) i els corresponents o de l'ordre Oy.
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Associat a K, podem considerar el seu graf d’isogénies cicliques que té
un aspecte com es mostra en la figura segiient:

\@@/
/\/\
N\

Aqui, ® indica els vertexs j(a) amb [a] € Pic(Ok), també anomenats vertexs
principals. D’altra banda, e denota els vertexs j(a) amb [a] € Pic(Oy).
Notem que ara les arestes poden ser multiples i també la presencia de vertexs
amb llagos.

Lema 4.1.1. Siguin E:y? =2 +azx+biE : Y2 = X34+ AX + B corbes
el-liptiques sobre Q. Suposem que existeir una isogénia ¢ € Hom(FE, E').
Aleshores, tenim

1 .
(o) = (R -y @) |
@
per a certa funcid racional R(z) € Q(z) i A\, € Q.

Prova. Escrivim ¢(z,y) = (R(z,),Q(z,y)), amb R, Q € Q(z,y). Ates
que

o () = st - Fdot Gidy | do
2Y ) 2Q(z,y) 2Q(z,y) 2y
— 1
per a cert A, € Q, se segueix que g—f =01Q(z,y) = Y % O
! @

Es facil comprovar que si componem dues isogenies

» ¥’
EFE——F —E",

1

aleshores se satisfa Ay, = Ay Ay; i també que, si £ —— E’ és una altra
isogenia, aleshores tenim A,.,7 = A, + Ay, En particular, es compleixen
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les igualtats Aj,) = n, 1 A, Ag = degy € Z, on @ denota la isogeénia dual de
©.

Exercici. Justifiqueu que el metode seglient permet calcular isogenies duals,
si bé aquest només resulta eficient per a isogenies de graus petits. Siguin

E:y =23+az+b FE:Y’=X34+AX+B

corbes el-liptiques sobre Q. Suposem donada una isogenia F o per

p(z,y) = (R(:c), Algo y (iR@;))

de grau N. Observem que N —1 és el grau del polinomi denominador reduit
de R(z). Considerem I’endomorfisme [N] de E’ que ve donat per

o= (268 5 e ()

on els polinomis ¢n(X) i ¥y (X) poden ser calculats recurrentment com a
[Sill], pagina 105. Volem descriure la isogénia dual : E' — E com

B(X,Y) = <§(X), Xi % %Em) .
@

Proveu que T' = }AE(X ) s’obté com a factor lineal en factoritzar el polinomi
sobre Q(X)[T] obtingut de I'equacié

X
R(T) = fva((X))? |

Proveu que també se satisfa ’equacié diferencial

N2 T3 +aT+5b iy = 4 (¢N(X)>

Nxirax+ =0y Y (X)?

4.2 Cossos de definicio

Siguin F i E’ dues corbes el-liptiques definides sobre un mateix cos de nom-
bres L. Suposem que existeix una isogenia

Ei Eu o elaw) = (R Juk)
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Per a cada o € Gal(L/L) podem considerar la isogénia conjugada

EjpL L —E, .

Es presenten les situacions segiients:

e Cas sense CM. Si End(E) ~ Z, aleshores tenim “p = +¢. D’on
resulta que

R(z) € Llz], “\=+£\.

Es immediat comprovar que I’aplicacié

v: Gal(I/L) — {£1}, o %

és un 1-cocicle amb accié trivial; és a dir, ¥ és un caracter quadratic.
El seu cos fix Ly és L(X), el cos de definicié de la isogenia ¢, i satisfa
[Ly: L] <2.

e Cas CM. Si End(F) ~ O C K, aleshores tenim

Tp = 1 o amb [« n !
0= Gz ele. amb o] € End(E).

A més, se satisfa deg(ip)? = deg([0]) = |Norg,g(a)l, i
A 7A=a/deg(p) € K*

amb norma 1. Ara P’aplicacid

Yp: Gal(L/L) = K*, o> %

és un l-cocicle que csdevé morfisme si ens restringim a Gal(L/LK).
Ates que la isogenia ¢ estd definida sobre una extensié finita de L,
notem que 9: Gal(L/LK) — p(K) és un caracter (quadratic, llevat
potser quan K sigui Q(7), o bé Q(v/=3)). Ara, la isogenia ¢ queda
definida sobre el cos fix LKy. Remarquem també que End(E) =
Endrx(F), ja que [a]% = [“a]-E.
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4.3 L’exemple 23

En aquesta seccid, ens proposem mostrar alguns calculs senzills sobre cossos
de Hilbert, cossos radials, cossos d’ordres i isogenies entre corbes el-liptiques
amb CM que il-lustrin els resultats esmentats anteriorment. Per a la realit-
zacié dels calculs hem utilitzat una combinacié de PARI i Mathematica.

Fixem el cos quadratic imaginari K = Q(1/—23). El seu anell d’enters
és Ox = Z[r], on 7 = (1 +1/—23)/2. El seu grup de classes d’ideals és

Pic(Ox) = {{(V)], [a], [b]} ~ Z/3Z,

on 20k = (2,7) (2, 7+ 1).
—— N——

a b
Com és costum, establim una bijeccié entre representants de les classes
d’ideals, classes de formes quadratiques i elements del semi-pla superior H
en el domini fonamental classic del grup modular SLa(Z):

(1)¢«—(1,1,6) «—11 =7
a +—(2,-1,3)+— 13 =1/2
b «+—(2,1,3) «—m=(T+1)/2.

Aleshores podem calcular els invariants j associats a les corbes el-liptiques
principals amb CM sobre K; és a dir, aquelles que tenen algebra d’endomor-
fismes isomorfa a 'ordre maximal Ok:

J(m1) = —349225.699699333682...
J(me) = 737.84998496684... + 1764.0189...%
J(m3) = 737.84998496684... — 1764.0189...%.

Aix{ trobem que
Irr(j(7;), Q; X) = X3 + 3491750 X% — 5151296875 X + 5%.113.173.

De la relacié que lliga les 7’s podem desduir que el graf de les isogenies
principals té "aspecte segilient

O—0
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En qualsevol cas, en presencia de CM, cal fer notar que el grau 2 en el
diagrama anterior pot ser substituit per qualsevol enter positiu que sigui
norma d’elements de K; com per exemple, 3, 13, 23, 29, 31, ...

Cos de classes de Hilbert. Es tracta del cos radial associat al modul
trivial i ve donat per K(1y = K(j(Ok)). El cos de Hilbert K ;) és la maxima
cxtensié abeliana i no-ramificada de K. Recordem també que Dinvariant
j avaluat en qualsevol ordre de tot cos quadratic imaginari és sempre un
nombre real.

En 'exemple que ens ocupa, tenim el diagrama de cossos segiient:

K1y = Q(p)

N

Q(5(7:))

C3
K =Q(v-23)
\Q

Amb P’ajuda de PARI, podem trobar polinomis definidors/elements primitius
més senzills. Concretament, trobem

Q(r)) = Qla)/(a” —a —1)

Irr(B,Q; X)=X® —3X5 45X —5X34+5X2-3X+1.
Els conjugats de g sén: 3;, —8; + 1, amb
B1=8;
Br=—p0+26"—38°+2p>-30+1;
By=-p5+38 532 +582-58+3.
Es té que Gal(K(1)/Q) =~ D23 =~ S3, amb generadors o i 7 donats per

o:8— —f+1 conjugacié complexa;
T: 8> —0Bs+1 automorfisme d’ordre 3.
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També tenim disc(K(1)/Q) = —23?%, i lanell d’enters és Ok, = Z[B].
Donem la descomposici6 de I'inic primer ramificat de Ky /Q: 23 OK(I) =

P2P2P2. Finalment, si fixem Parrel 3 = 0.5+0.42445224584391... 7, trobem
les relacions

ar=p'—28°+382—28+2;
ap=p°-38'+55° —58° +48 - 2;
ag=—F°+281 =38 +25% 28,

on ¢ sén les arrels de o — o+ 1 = 0 de manera que es compleix

j{m) =—820750 02 — 1084125 a; — 616750
V=23=4p°—-108*+163% — 1432+ 183 — 7.

Cos de classes radial. Venen donats per Ky, = K(j(Ok), w(E[m])), on
w(FE[m]) sén els valors que pren la funcié de Weber en els punts de m-divisi6
d’una corba el-liptica E amb invariant igual a j(Og). Considerarem el cas
m = 3Ok. Posem j = j(Ok). Lacorba E: y?> =2+ Ax + B amb

A=—-27j(j—1728), B=54;(j—1728)°
té invariant j(E) = j. Les z’s de E[m] = E[3] sén les arrels de
32" +6A2” +12Bx — A%.
Si P = (z,y) < (p(z,A), 9 (z,A)) € E[m], aleshores

e 9
La successié exacta 1 — {+1} — (Og/m)* — Gal(Ky/K) — Pic(Og) — 1
imposa que
1 *
[Kn: K] = 2 h(K)#(Okg/m)" =6.

Posposem per uns moments el calcul de polinomis definidors per al cos ra-
dial K.

Cos de classes d’un ordre. Venen donats per Ko, = K(j(Oy)). Exami-
nem el cas de conductor [/ = 3. Recordem que, en general, si tenim

m=fOg, Of:Z+fOK
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aleshores
KCKp ; C K.

L’extensié Ko, /K té grau # Pic(O3) = 6. Representants de formes quadra-
tiques de discriminant —32 - 23 i les corresponents arrels a H sén:

f =(2,-1,26) 1 =(37-1)/2

£2=(4,-1,13) n=B81-1)/4
£3=(8,7,8) T3=(37-5)/8
f4=(4,1,13) = (31-2)/4
£5=(2,1,26) 5= (31—2)/2

f0=id = (1,1,52) 76 =37—2
El cos Ko, té polinomi definidor sobre Q:

X122 _3xM44Xx10_5X9 4+ 5X842X7—
7TX0+2X54+5 X4 —5X34+4X2-3X+1.

Observem que en aquest exemple tenim Ko, = K(3), i també Q(W-3) c

Ko,. Es cert que si el cos de Pordre de conductor f conté les arrels f-esimes
de la unitat, aleshores Ko, = K(7)? Resposta, no sempre. En general, se
sap que Gal(K f)/Ko,({r)) és un 2-grup elemental (Hasse, [Ko] pagina 110).

Calcul d’isogenies. Amb les notacions d’abans, podem escriure

a

o 2p6(t—3) 16+ 12)%
- ]2_ (t—4)2 = Ji, .]3_ Ji,

Ji P
on

1
t = 1¢ (455 8% — 1025 8" + 1070 8 — 1230 B2 + 870 8 — 317) € K 1.

Fent 11s de les férmules de Veld, trobem que les corbes el-liptiques
1 4
El:y2:m3+m2+¥x, Eg:y2:m3—2m2+<1—;> T,

amb invariants j; i jo respectivament, admeten una isogenia ¢: E1 — Eo
definida sobre K(;) de grau 2 que ve donada per

1 1
= 14+ — 1—— .
o (e Lo ()
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Per translacions sobre Q, fixem equacions de Weierstrass per a £ i Ey com
segueix:
3—1t 2t —9

Ejl:y2:m3+ 37 T+ o7t
124+t 2(t—36)
Bryi=al oot =

Notem que es té un isomorfisme ¢ : E;, — 7E; . Ara bé, aquest isomorfisme
estd definit sobre K(1)(v/—2). Fn efecte, és facil comprovar que

(-5 () - ()
() () - ()

Aixi, en aquests models, la isogenia p,: Ej, — “Ej, s’escriu

(2.5) —3t2?+tzx -3 1 —9tz? +6tx—1t+9
O'xa == s /l
Ho\ L, 2t(Bz—1) v—27  2tBz—1)?

Observem que si modifiquéssim Ej, per K yy-isomorfismes, les corresponents
isogenies p, quedarien definides sobre K1)(v/—2777) amb v # 0 de K(y.
Procedint de manera analoga, ara amb l'automorfisme 7 € Gal(K(1)/Q),
trobem que p,: Ej, — "Ej, csta definida sobre K1)(y/u) on

1
u= oo (62 4758 — 333 3% + 384 8% — 183 3* + 54 8°) .

Es cert que per torcaments de Ej sobre el cos de Hilbert K(;) és possible
definir p, 1 pr sobre K(1)? La resposta a aquesta pregunta és afirmativa. La
raé és que Q(v/—23) té discriminant primer (llevat signe) i Gross ha estudiat
minuciosament les corbes el-liptiques reals A(p) amb CM corresponents a
cossos quadratics imaginaris Q(y/—p) amb p = 3 (mod 4). Aixi, el millor
model de Weierstrass que podem considerar en el nostre cas és

115 161
A(23):Y? = X3 — 28 7+ lla+5a%) X — 6l (240 + 379 + 307 %)

on « és larrel real de 23 —x — 1. Fins i tot, A(23) admet model global

minimal sobre K (41) = K(1) N R (confronteu amb [Gr2]).
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4.4 Modularitat

Passem a recordar els resultats més importants sobre modularitat de corbes
el-liptiques amb CM. Comencem per recordar la definicié de L-strics asso-
ciades a corbes el-liptiques arbitraries.

L-series de Hasse-Weil. Sigui F una corba el-liptica definida sobre un
cos de nombres L. Per a cada ideal primer p de L tal que E tingui bona
reduccié en p, posem

Fp = OL/p )
Gp = NorL/Q(p) = #Fy,
ap = g+ 1 — #E(F,).

La L-serie de Hasse-Weil associada a E, es defineix per

LEjy,s)= [ —apgy®+ a5 ) " x

p br
H L—q)™ H 1+
p rms p rmns

(br = bona reduccid, rms = reduccié multiplicativa split, rmns = reduccié
multiplicativa no-split.)

Recordem que det(l —opT)=1—ayT+qT?=(1—0, T)(1 -, T),
on gy ¢: Ty(F F) — Ty(E) denota 'endomorfisme de Frobenius actuant sobre
el mddul de Tate Ty(E) de la reduccié de E modul p.

Super-conjectura. L(E/,s) admet prologancié analitica a tot C i satisfa
equacié funcional per s — 2 — s.

Aquesta conjectura és certa per al cas L = Q (Wiles et al.) i per a les
corbes el-liptiques amb CM (Hecke-Deuring).

Grossencharacters i L-series de Hecke. Per als detalls i definicions
precises consulteu [Sil2], [Lang]. Sigui L un cos de nombres. Considerem
el grup topologic A} = H;L: de les ideles de L. Recordem que donat un
z €], L;, es té

r€e Al &2, €R, qptuo,
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on R, denota ’anell de la valoracié v de L. Tenim les inclusions naturals
L* — A7, am (. o0a,...)

Ly — A7, t— (..., 1,t,1,...)

|

v-component.

Definicié. Un Grissencharacter (o caracter de Hecke) és un morfisme con-
tinu ¢: A5 — C* tal que ¥(L*) = 1. Diem que 1 és no ramificat en p si
Y(Ry) = 1. En tal cas, escrivim ¢(p) = 9¥(...,1,1,7,1,1,...); altrament,
escrivim ¥ (p) = 0.

Com a conseqliencia del Teorema 5 [Lang], capitol X, tenim que és el
mateix donar:

e y: A7 = C* un Grossencharacter de L no-ramificat fora d’un conjunt
finit de primers;

e Una cxtensié abeliana L' de L;

e Un morfisme «¢: Ir,(m) — C* tal que ¢¥((a)) = a per a tot a = 1
(mod m).

Per veure aix0, s'usa que L' C L, per a cert modul m, i també els isomor-
fismes

Gal(Lm/L) ~ A% /L U ~ Ir(m)/Pp1(m).

Definicidé. La L-serie de Hecke associada a 1) és

L(s,9) = [ (1 = v(p)g*)

p

1

Teorema (Hecke). L(s,v) admet prolongacié analitica a tot C i satisfa
equacié funcional per s = N(¢) — s, on N(3) és cert nombre complex.

Grossencharacters elliptics. Sigui E/; una corba el liptica amb CM i
tal que End(E) = Ok. Si K C L, es defineix ¥g/r: A} —— K* C C* per

Yg/r(z) = (Nory x((z))) Norg/(z ™o
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i es comprova que g, 1, és un Grossencharacter de L (cf. [Sil2]). No obstant,
per tal de calcular la L-serie de Hecke associada a F, només ens interessa
concixcer els valors ¥g /1 (p) per als ideals primers p de bona reduccié. Aixi,
resulta que Y g1, (p) € Ok es correspon amb I'endomorfisme aixecament del
Frobenius ¢, modul p,

Ye/L(p)

~ $p ~
E E.

De manera que es satisfan les igualtats:

gp =Norp g (p) = Norg,o(¥g/L(p)),

ay=1v%g,L(p) +¥E/L(p).

Teorema (Deuring). (i) Si K C L, aleshores

L(Ep,s) = L(s,g/1) L(s,%p/1);

(ii) Si K € L, aleshores L(E,,,s) = L(s,Yg/ Lk )-

CM i modularitat. Donat un Gréssencharacter de K modul m, és a dir
Y Ix(m) —C*

amb ¥k ((a)) = a per a tot a € K* tal que a =1 mod *m, considerem els
tres caracters de Dirichlet segiients:

x: (Z/DZ)* — {£1}, caracter de Dirichlet associat a K;
n: (Z/MZ)* — C*, caracter de Dirichlet definit per n(a) = ¥k ((a))/a;

£: (Z/MDZ)* — C*, el producte & = nx.
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Aqui, D és el valor absolut del discriminant de K i M és la norma del
modul m.

Teorema (Hecke, Shimura). La seérie

= > Ykla ) € So(MD,¢)

(a,m)=1

és una e-forma (vector propi per 1'algebra de Hecke).

Posem f(q) = >_ a,¢™ la forma nova associada. Se satisfa que f = f®x.
En particular, si x(p) = —1 aleshores a, = 0. (Aquesta ¢s la manera practica
de reconeixer una e-forma modular amb CM: I'abundancia de coeficients a,
nuls).

Optimalitat i restriccié de Weil. Si partim d’un Groéssencharacter
modul m,
QPK: IK(m) — y

com abans, podem construir la forma nova associada

= Zanqn € S2(N,e), Ey=Q{an})-

Ara considerem el quocient optimal Ji(N) — Af que correspon a la forma
nova f. Se satisfa

[1. L(s, ") L(s, ") si K C Ey;
Af/Q ’ HL f’ a {HT L(S7 TwK) si K ,:d_ Efa

ono: By — Qir: Imyg — Q recorren les respectives immersions. Es clar
que By C Imeyg i també que K C Imeg. A més, tenim una Q-isogenia
Af ~ E™ per a certa corba el-liptica E/@ amb CM. En realitat, E/@ també
pot ser obtinguda com a quocient optimal de Ji(N).

Qiiestié 1. Es cert que el quocient optimal E o de J1(N) és sempre prin-
cipal?

Qiiestié 2. Sobre quin cos de nombres L queda definit aquest quocient
optimal? Quina rclacié hi ha entre L(s, k) i L(E/,s)?

Qiiestié 3. Existeix algun cos de nombres L’ tal que la restriccié de Weil
Resy//g(E) és producte de varietats abelianes modulars?
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4.5 L’exemple 23 (de nou)

Ara reprenem l'exemple K = Q(v/—23) des del punt de vista modular.
Aquesta vegada, per realitzar els calculs hem utilitzat PARI, Mathematica,
i tamb¢ els paquets modulars M1-Symbols de J. Quer i Hecke de W. Stein.

Considerem la forma nova f(q) = 3. ang™ € 52(69, (55)) tal que té per
cos de coeficients Ey = Q(t) amb ® + 1241 + 36¢% + 23 = 0. Es té que

[E;‘cal : Q] = 121 els conjugats de ¢ dins Ey s6n {x¢}. Tenim el diagrama de

COSSO0s

t3+6t

En executar els paquets modulars, trobem els primers p-coeficients de Fou-
rier de la g-expansio de f:

an =t

ag =—t°/6+11/6 — 5t3/3 + Tt2/6 — 19t/6 + 2/3
as =0

a7 —

a11:0

ajz=—t1 —9t2 — 12

a17:0

a19:O

a23=—\/TQ3
99 =12 + 1083 + 17¢
a31:t4+11t2+20’ ,a59:2\/—23,

Procedim a construir de manera artesanal un Gréssencharacter ¢ tal que
proporciona aquesta forma nova f. Per tal motiu, triem el modul m = p3
determinat per les condicions

30k =p3p3, 7=1 (modps).
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Considerem el Grossencharacter ¢ associat a m. Volem construir el vector
propi per ’algebra de Hecke corresponent; és a dir,

Fl@)=) ang", amba,=) vx(p)

plp

sempre que p descompongui completament a K o bé p = 23; altrament fem
ap = 0. Notem que ¥x(ps) = 0, perd ¥ (p3) és no-nul. Recordem que

20k =(2,7) 2,7+ 1) .
S S —
a b

Donat un primer p € Z i un ideal primer p de K amb p | p, es presenten tres
possibilitats:

(@),
(@),
(a),

a)

p=4qa
b
per a cert o € K*. A més, podem triar o de manera que —bien entendu— es

tingui @ =1 (mod p3). Per a tot p # 3, 23, tenim

Vi (p) Vi) ,sip=rpp,;

+p = i ((p) = {W(p) sip=p,

on el signe + s’adapta segons el de la congruéncia p = +1 (mod 3).
Un cop decidit el valor 1k (a), tots els coeficients de la forma parabolica
f(q) queden tinivocament determinats. A la vista de la igualtat

a3:(2—'r),

posem 7 := /2 — 7 (un calcul senzill mostra que 7 és arrel de 2% —3 23 4 8).
D’aquesta manera, queden fixats els valors

Yr((1) =1, v¥k(a)=7v, ¢r(b)=-2/v.
En particular, si fem ¢ := v — 2/, tenim ag = t.

Per a cada primer p # 3, 23 que descompongui a K, escrivim p = pp’ amb
p = (p,*) per a cert element x de Og. Localitzem [p] = [¢] € {[(1)], [qa], [b]},
i trobem o € K amb o =1 mod p3 tal que p = ¢ (). Aleshores, tindrem

Y (p) = ok (c).
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I, per tant, trobem el coeficient

ap =Y (p) + (amb signe + sii p= 1 mod 3).

+p
Y (p)

La taula segiient mostra els resultats per a primers petits que descomponen
completament a K:

p * [p] « ap
=5+ 4 9

13 342 a - #4912 _ 12
_4+3

29 7T+92r b % 541083 + 17t
—8

31 —16+2r b ;T 4 4 11£2 + 20

AT 19427 a 5237

59 —7T+2r (1) —T+2r 2/~23

Calcul de quocients optimals. La g-expansié >_ a, ¢" de f comenca
flg)= q+td®+ (—t°/6+t1/6 —5¢3/3+ 7¢2/6 —19t/6 +2/3) ¢

+(t* 4+2) ¢+ (£3/6 +11/3+ T3 /6 + 172 /6 + 21/3 4+ 23/6) ¢° +

Recordem que ¢ satisfa % + 12¢% + 36¢2 4+ 23 = 0. Una base racional de
HO(Ay, Q}Q) s’obt¢ a partir de les formes paraboliques:

91(Q)ZQ+ @+ 24 +23 6 _ 134q9 5412 - 12418 + 4416 — 23q18 -
92@)= - 2@+ 285 +48+ 8¢5 -Hg¥ 4.

93((]) +q + 17 6 163 q9 rg ()q13+6q16 23 q18+ .
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9u(@)==3C+ 5+ + 5" - 307 - F a4

@)= +5¢" = 50" — 5% —a® + ¢ —§q¥+ ...

96(Q)=—5a" +5a°+5a°—5a"*+...

Tenim la igualtat f = g1+t go+12 g3+13 ga+t* g5 +1° gs. Es facil comprovar
que les formes cuspidals Galois conjugades de f s’obtenen pel procediment
segient:

=3 () e(a) N,

—

on £ recorre el grup de caracters Pic(Q3). Si apliquem els operadors d”Atkin-
Li, obtenim:

FIWs =X3f@x3=2A3f;
S Waz=2Xo3 [ @ x23=—/[;

J I Weo=Xeo / @ X690 = -3/ X3,
on
V-3 v —23
Az = , Aoz = » Ago = Az A3,
as ass

ixs= <§)7 X23 = <2*3), X690 = X3 X23-

Nota. Recordem que tots els ideals de K = Q(v/—23) capitulen sobre el
cos de Hilbert K(yy. Aixi, per exemple, 2 = ab sobre K i

00k, =(-38+35% — 383 +281 — §7) ,

bOK,,=(-3+48-45%+4p8% =38+ 5°) ,

on, com abans, 3 és una arrel de 2% — 32° + 52 — 523 + 522 — 3z + 1.
Notem que un sistema d’unitats fonamentals del cos Ky ve donat per:

e1=1-p+26-28+p"iea=28-26"+38°-25"+ .

Qiiestié. Com podem utilitzar la informacioé anterior per determinar una
forma parabolica h(z) € S2(I'1(69)) tal que la diferencial regular h(q) dg/q €
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HO(Ay, Q) proporcioni els quocients optimals el-liptics amb CM associats.
En d’altres paraules, per tal que

A= {2m’/h(z) d2ine HI(X1(69);Z)} cc

sigui una ret. Llevat d’un factor transcendent calculat a partir de la funcié
I d’Euler, A scra proporcional a un ideal d’algun ordre de K = Q(v/—23).

Bibliografia

[B-Gro3| Buhler, J.P; Gross, B.H., Arithmetic on elliptic curves with com-
plex multiplication IT, Inventiones Math. 79, 11-29 (1985).

[Deu] Deuring, M., Die Klassenkorper er Komplexen Multiplication, Ency.
der Math. Wiss. Band I, 2. Teil. Heft 10, Teil IT (1958).

[Grol] Gross, B.H., Arithmetic on elliptic curves with complex multiplica-
tion, Lectures Notes in Mathematics, Vol. 776. Berlin-Heidelberg-
New York: Springer (1980).

[Gro2] Gross, B.H., Minimal models for elliptic curves with complex multi-
plication, Compositio Math. 45, 155-164 (1970).

[Lang] Lang, S., Algebraic Number Theory, Addison-Wesley Pub. Co.,
(1970).

[Ko] Koch, H., Algebraic Number Theory, Springer, (1997).

[Ne 86] Neukirch, J., Class field theory, Grundlehren der Matematischen
Wissenschaft, 280 (1986).

[Sill] Silverman, J.H., The arithmetic of Elliptic Curves, GTM 106,
Springer-Verlag, (1992).

[Sil2] Silverman, J.H., Advanced Topics on the Arithmetic of Elliptic Cur-
ves , GTM 151, Springer-Verlag, (1994).

[Vla] Vladut, S.G., Kronecker’s Jugendtraum and Modular Functions, Stu-
dies in the Development of Modern Mathematics, Vol. 2, Gordon and
Breach Publishers (1991).



104 BIBLIOGRAFIA



Capitol 5

Construccio de varietats
abelianes amb CM

J. FERNANDEZ

Dept. de Matematica Aplicada 2
Universitat Politécnica de Catalunya
Pau Gargallo 5,

E-08028 Barcelona

Introduccié

Sobre un cos de caracteristica 0, les corbes el-liptiques amb multiplicacié
complexa es caracteritzen pel fet que la seva algebra d’endomorfismes és un
cos quadratic (que resulta ser imaginari). El nostre objectiu és generalitzar
aquest concepte per a varietats abelianes de dimensié qualsevol.

Només considerarem varietats abelianes definides sobre C. De fet, aques-
ta simplificacié equival a abandonar la caracteristica positiva, perque tota
varietat algebraica sobre un cos de caracteristica 0 csta definida sobre una
extensié de Q finitament generada, la qual es pot veure com a subcos de C.

Tenint en compte el cas de les corbes el-liptiques, semblaria plausible
considerar com a varietats abelianes amb multiplicacié complexa (CM, per
abreujar) aquelles tals que la seva algebra d’endomorfismes sigui un cos de
nombres de grau igual a dues vegades la dimensié de la varietat. Si féssim
aixo, estarfem forcant que les varietats abelianes amb CM fossin simples.
Per poder considerar varietats no necessariament simples, hem d’afeblir la

105
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condicié anterior, tal i com es fa a la seglient definicié de wvarietat abeliana

amb CM.

Definicié 5.0.1. Sigui A una varietat abeliana (definida sobre C) i suposem
que existeiz una immersid 1 : F — End(A), on F és un cos de nombres
de grau 2dim(A). Es diu aleshores que (A,t) és una varietat abeliana de
tipus F.

Observacié 5.0.2. Com veurem més endavant, és important especificar
quina és la immersié « en cada cas.

Observacié 5.0.3. Si F' és un subcos de 'algebra d’endomorfismes d’'una
varietat abeliana de dimensié n, es pot demostrar que el grau [F' : Q] divideix
2n. Les varietats abelianes amb CM, per tant, son aquelles tals que la seva
algebra d’endomorfismes conté un cos de nombres de grau maxim.

Una condicié necessaria perque (A4, ¢) sigui una varietat abeliana de tipus
F és la que lliga, a la propia definicid, la dimensié de la varietat amb el
grau del cos de nombres; perd n’hi ha més. Aixo és el que tractem a la
seccid 5.1, on també introduim la nocié de CM-tipus. A la seccié 5.2, veurem
com sén els tors complexos associats a les varietats abelianes amb CM, i
aix0 ens conduira al teorema de construccié de varietats abelianes amb CM
(secci6 5.3). A la secci6 5.4, parlarem de morfismes entre varietats abelianes
amb CM. Finalment, 'objectiu principal de la seccid 5.5 sera la definicié del
reflex d’un CM-tipus.

5.1 Varietats abelianes amb CM

Sigui (A, ¢) una varietat abeliana de tipus F. La varietat A i el cos F satisfan
una colla de propietats que recollim a continuacié en forma de proposicions.
La majoria de resultats que es fan servir (p.e., a [Sh 98], pags. 35-40) per
demostrar aquestes propietats sén de teoria general d’algebres simples i de
teoria de representacions de Q-algebres.

Proposicié 5.1.1. El centralitzador de t(F) o End(A) és o(F).

Proposicié 5.1.2. La varietat abeliana A és isdgina a un producte B®, on
B és una varietat abeliana simple (determinada llevat d’isogénia).

Proposicié 5.1.3. L’dlgebra d’endomorfismes del factor simple B de la va-
rietat abeliana A és isomorfa, via la immersié natural End®(B) — End®(A),
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a un subcos K de F amb [K : Q] = 2m, on m és la dimensié de B. En
particular, B és una varietat abeliana amb CM: si posem | per designar
Visomorfisme de K en End’(B), tenim que (B,.') és una varietat abeliana
de tipus K.

Observacié 5.1.4. La varietat abeliana B és simple. El cos K, per tant,
ha de ser totalment real o bé un cos CM (és a dir, una extensié quadratica
totalment imaginaria d’un cos totalment real).

Observacié 5.1.5. L’algebra d’endomorfismes de la varietat abeliana A és
isomorfa a 1'algebra de matrius My(K). En particular, A és simple si, i
només si, End®(A4) és un cos.

Proposicié 5.1.6. El cos F' és totalment imaginari, i existeizen n = dim A
Q-itmmersions p1,...,pn de F en C tals que

P~ o BB o,

on pA és una representacid analitica de End®(A). A més, necessariament,
es té que

Pi#£p; Vi,je{l,...,n}.

Aix{ doncs, de les 2n Q-immersions del cos F' en els complexos, n’hi ha la
meitat de distingides, en el sentit que la seva suma directa és equivalent a la
restricci6 a (F) d'una representacié analitica (qualsevol) de End®(A). Espe-
cificarem aquestes n immersions 1, ..., ¢, dient que (A4,:) és una varietat

abeliana de tipus (F, {p;}).

Podem aplicar la proposicié 5.1.6 a la varietat abeliana B i el cos K.
Només cal tenir present llavors ’observacié 5.1.4, aix{ com el fet que qual-
sevol representacié analitica de End®(A), restringida a /(K) = End®(B) via
la immersié natural End’(B) — End(A4), és equivalent a la suma directa
d’una representacié analitica de End’ (B) amb ella mateixa h vegades, per
obtenir la darrera de les propietats que ens interessen.

Proposicid 5.1.7. El cos K és un cos CM, ¢ existeizen m Q-immersions
Y1, Ym de K en C, amb 1, # 1, Yi, j € {1,...,m}, tals que

P2~ @Y,

on pP és una representacid analitica de End®(B). A més, les immersions
Y1, ..., Uy $0n precisament les Q-immersions de K en C induides per les
1MIMErsions ©1,. .., Y, de la proposicié 5.1.6.
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Observacié 5.1.8. Es clar que [F' : K] = h. En particular, si la varie-
tat abeliana A no és simple, aleshores la inclusié del cos CM K en el cos
totalment imaginari I és estricta.

La situacié que acabem de descriure ens porta a la definicié de CM-tipus.
Suposem que tenim un cos de nombres F' de grau 2n i que triem la meitat
de les seves (Q-immersions en els complexos, 1, ..., @n.

Definicié 5.1.9. Fs diu que el parell (F,{¢1,...,0n}), 0 b€ simplement
(F,{¢i}), €s un CM-tipus si existeizen una varietat abeliana A (de dimensid
n) i una immersié . : F — End®(A) de forma que (A, 1) és de tipus (F, {¢;}),
€s a dir, de forma que pjfL ~ o1 PP pp, ON pjf €s una representacio
analitica de End®(A).

Perqueé (F,{p;}) pugui ser un CM-tipus, és necessari que el cos F sigui
totalment imaginari i que la conjugacié complexa de cada immersié ¢; no
coincideixi amb cap de les altres immersions (cf. proposicié 5.1.6). Hi ha una
altra condicié necessaria (cf. proposicié 5.1.7) que ja implica aquestes dues
(cf. observaci6 5.1.11) i que destaquem ara en forma de teorema. Necessitem
abans la seglient definicié.

Definicié 5.1.10. Donat el parell (F,{p;}), sigui K un subcos de F i siguin
Wi, - - U les Q-immersions de K en C induides per o1, . .., on. Direm que
(K, {¢;}) és un CM-subcos de (F,{p;}) si K és un cos CM i

E#% Vi,j€{1,...,m}.

Observacié 5.1.11. La darrera condicié de la definicié implica automati-
cament que

@76903' Vi,j S {1,...,77,}.
En particular, el cos F' és totalment imaginari, i el grau del cos de nombres
K és 2m (perque les seves Q-immersions en C sén 91, ..., Um, V1, .-« ¥m)-

Teorema 5.1.12. Si (F,{p;}) és un CM-tipus, aleshores té un CM-subcos
(K, {1})-

El primer dels objectius que perseguim és demostrar que aquesta condicid
ja ¢és suficient; aixo és el que fem al teorema 5.3.1. L’cxistencia de varietats
abelianes de tipus (F,{p;}), per tant, sera equivalent a l'existéncia d’un
CM-subcos del parell (F,{¢;}).
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5.2 Tors complexos amb CM

Per demostrar el reciproc del teorema 5.1.12, necessitem mdés informacié
sobre les varietats abelianes amb CM. Volem veure ara com son els tors
complexos associats a aquestes varietats.

Suposem que (A,¢) és una varietat abeliana de tipus (F, {@1,...,9n}).
El grup de punts complexos de la varietat abeliana A és analiticament iso-
morf a un tor complex C"/D. La xarxa D ha de poder expressar-se en
termes del cos F' i les immersions ¢y, . .., @,. Vegem com (cf. [Sh 98], pags.
40-41).

El conjunt @ format pels elements de F' que sén endomorfismes de A,
{(O) = (F)NEnd(A),

¢s un ordre del cos F'. Direm que O és 1'ordre de (A, ). Si designem per p,
la representacié analitica de End®(A) relativa al tor complex C*/D, és clar
que

O ={a€F|pa(t(a))DCD}.

FEn particular, D és un O-modul. De fet, es pot veure que és isomorf a
un ideal m de Panell O; concretament, D = p, (t(m)) = per a algun = € C".
D’aqui es dedueix immediatament que Pordre de (A4, ¢) coincideix amb Pordre
de l'ideal m:

O={a€eF|amcCm}.

Recordem que el tipus de la varietat (A, ) ve determinat pel fet que
Pal = 91D D yn.

Aixo vol dir que, en alguna base (vy,...,v,) de C", per a tot & € F la
matriu de I’aplicacié lineal p, (t(ar)) és

Sy(a) = diag(a®,...,a®").

Si (z1,...,2y,) son les coordenades del punt  en aquesta base, aleshores les
dels punts de la xarxa D sén

{(z10#",...,200%") | a € m} .

En particular, totes les coordenades z; sén diferents de 0 (altrament, tin-
driem la xarxa D continguda en un subespai propi de C"). Per tant, podem
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fer el canvi de base v; — u; := x;v;. En la nova base (uq,...,uy), la re-
presentaci6 matricial dels endomorfismes p, (t(e)) continua sent la mateixa,
mentre que la xarxa D ve donada per p(m), on, per a tot « € F,

ola) = (af, ..., a%").

Observacié 5.2.1. Acabem d’introduir una aplicacié Q-lineal ¢ : F —
C™ i una immersié de Q-algebres S, : F — M,(C) que farem servir
constantment a partir d’ara, identificant sovint les matrius S,(a) amb els
endomorfismes de C™ que defineixen de forma canonica.

Finalment, el canvi de base u; — ¢;, on (ey,...,€e,) és la base canonica
de C™, déna un isomorfisme de tors complexos

C"/D —== C"/p(m).

A més, si p, és la representacié analitica de End®(A) relativa al tor complex
C™/p(m), per a tot & € F es té que p, (t(a)) = Sy(a). Hem arribat aix{ al
seglient resultat.

Teorema 5.2.2. Si (A,¢) és una varietat abeliana de tipus (F,{¢;}), ales-
hores existeizen un Z-modul lliure m C F de rang 2n i un isomorfisme
0: A — C"/p(m)

tals que:
1. L'ordre de (A,1) és O={a€F | amCm }.

2. Per a tot o € O, es té el diagrama commutatiu

A~ "/ p(m)

L(a)l J/Sw(a)

A s C/p(m).

Resumirem enunciat d’aquest teorema dient que (A,:) és una varietat
abeliana de tipus (F,{@;},m). Sembla natural fer-se la seglient pregunta: si
prenem qualsevol Z-modul lliure m C F de rang maxim, és llavors C" /p(m)
una varietat abeliana de tipus (F,{¢;})? El resultat de la propera secci6
ens déna una resposta afirmativa, sempre i quan el parell (F,{y;}) tingui
un CM-subcos (cf. teorema 5.1.12).

Abans d’arribar al teorema de construccid de varietats abelianes amb
CM, aprofitem el resultat anterior per deduir-ne la segiient conseqiiéncia.
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Corollari 5.2.3. 57 (A,¢) ¢ (A',/) son varietats abelianes del mateiz CM-
tipus (F,{p;}), aleshores sdn isogines.

Demostracio. Pel teorema 5.2.2, existeixen isomorfismes
6:A— C"/p(m) i A — C"/pw),

amb m i m’ Z-submoduls lliures de F' de rang 2n. Només cal veure llavors
que els tors complexos C"/p(m) 1 C"/p(m') sén isogins.

En efecte, com que el rang de m i m’ és maxim, existeix algun enter
no-nul g tal que gm C m’. L’automorfisme de C" obtingut per multiplicacié
per Penter g defineix, per tant, una isogenia

g9: C"/em) — C"/pm),
i X:= (6)"1g8 és llavors una isogenia A — A'. O

Observacié 5.2.4. Amb les notacions de la demostracié del corol-lari, és
clar que S,(a)g = gSy(a) Va € F. Per tant, tornant a fer servir el
teorema 5.2.2, tenim que la isogenia A commuta amb Uoperacid de F:

(@)X = Aifa) Va€eF.

5.3 El teorema de construccié

Considerem un cos de nombres F' de grau 2n, i siguin ¢1, ..., v, la meitat
de les seves (Q-immersions en els complexos. El segiient resultat, en combi-
nacié amb el teorema, 5.1.12, déna una condicié necessaria i suficient perque
el parell (F,{¢;}) sigui un CM-tipus. A més, en aquest cas, diu com cons-
truir varietats abelianes de tipus (F, {y;}); el teorema 5.2.2 ens assegura
llavors que aquestes seran, llevat d’isomorfisme, totes les varietats abelianes
d’aquest tipus.

Teorema 5.3.1. Suposem que (F,{¢;}) admet (K,{¢1,...,%m}) com a
CM-subcos. Sigui m C F un Z-modul lliure de rang 2n, i considerem el

seu ordre, O = {a eF | am C m}. Aleshores, m defineiz una varietat
abeliana amb CM d’ordre O :

1. C*/p(m) és una varietat abeliana.
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2. Es té una immersio d’anells S, : O — End (C"/¢(m)) definida, per a
tot a € O, pel diagrama commutatiu

Sw(a)

C’n = C’n

i Sela) i

C"/p(m) —— C"/p(m).

Per tant, és té una immersid de Q-algebres S, : F' = End® (C"/¢p(m)),
i (C™/p(m),S,) és una varietat abeliana de tipus (F,{p;}).

Demostracid. Dels dos punts de ’enunciat del teorema, el realment impor-
tant és el primer. El segon és immediat; només cal tenir presents els seglients
fets:

e Larepresentaci6 analitica de End® (C™/¢(m)) estableix nn isomorfisme
entre anell End (C"/¢(m)) 1 el segiient subanell de End(C"):

{f € End(C") | fo(m) C p(m)} .

e La imatge de la immersié S, : F — End(C") restringida a O esta
inclosa en el subanell anterior:

Sy(a) e(m) C p(m) VaeO.

Quant a la demostracié del primer punt, vegem primer que C"/p(m) és
un tor complex. Si suposem que m = {aq,...,q,)z , aleshores

p(m) = (p(a1),...,p(azm))z .

Per demostrar que p(m) és una xarxa a C", només cal veure que els vectors

w(a1),...,p(ag,) de C™ sén linealment independents sobre R, és a dir, que
la matriu
pla1) p(en) af' oo™ ot e of"
P1 Pn P1 Pn

90(04271,) 90(04271) as, e oy (675 - as"
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és invertible. En efecte: ¢1,...,0n,P1,.-.,Pn s0n totes les Q-immersions
de FenC,i{ay,...,a,} és una Q-base de F' (de forma que el determinant
de la matriu anterior és precisament el discriminant d’aquesta base).

La demostracié que el tor complex C"/p(m) és una varietat abeliana
consta de dues parts (cf. [Sh 98], pags. 42-44):

(A) Primer es demostra que C"/p(m) és isdgin a (C™/A)" per a alguna
xarxa A de C™, on 2m = [K : Q] (cf. observacié 5.1.11) i h := [F : K].

(B) Aleshores, es demostra que C™/A és una varietat abeliana (és a dir,
que admet una forma de Riemann); fent servir (A), es té llavors que
C"/p(m) també ho és.

Observacié 5.3.2. En particular, si la inclusié del cos CM K en F és
estricta, aleshores la varietat abeliana C"/p(m) no és simple.

Vegem la demostracié de (A). Fixem al cos K un Z-modul lliure de rang
maxim, n = S1Z&- - -®PBam”Z, i al cos F una K-base {v1,...,v,}. Aleshores,

m =y ® - Omn = Pz
k,j

és un Z-submodul lliure de F' de rang 2n. Tal com hem vist a la demos-
traci6 del corol-lari 5.2.3, els tors complexos C"* /o(m) 1 C™/p(m') sén isogins.
Tenim que

pm') = A1 @@ Ay,

on, per a tot k € {1,...,h},

A = p(ven) = (e(wB1)s-- > (WwBam))z -

Donat que p(m’) és una xarxa a C", els 2n vectors p(v4/3;) sén linealment
independents sobre R; si, associat a cada grup Ay, definim

Vi = o(mB1RD - D o(vf2m)R,

aleshores és clar que, com a R-espais vectorials,
Cc* = Vig---dV,,.

Lema 5.3.3. V}, és un C-espai vectorial de C", és a dir, /—1 V), C V},.



114 J. Fernandez

Per tant, la darrera igualtat és valida com a C-espais vectorials. A més,
peracadak € {1,...,h}, el quocient V;, /Ay és un tor complex; i el producte
directe (Vi/A1) x --- X (V,,/Ap) ¢és isomorf a

Vi@ aW)/( A1 ®Ay) = C"/p).

Siguin ara ¢ i Sy les immersions del cos K (en C™ i en M,,(C), res-
pectivament) definides a partir de 1, ...,9m, de forma analoga a ¢ i S,.
Aplicant a n el que hem demostrat més amunt per a m, tenim que

A = ) = @(B1),...,0(Bam))z

és una xarxa a C™. El segiient lema ens diu que cada tor complex Vi, /Ay és
isomorf a C™/A . Aix{ doncs, el tor complex de partida, C"/p(m), és isdgin
a (C™/A).

Lema 5.3.4. L’isomorfisme de R-espais vectorials

5k : cm — Vk

Y(B;) — e(wb;)

és C-lineal, és a dir, op(v/—1z) =+/—1d;(z) Yz € C™.
A més és clar que d(A) = Ay .

Finalment, vegem la demostracié de (B). Volem construir una forma
hermitica i definida positiva H : C™ x C™ — C tal que ImH(A X A) C
7Z.. Recordem que el cos K és una extensié quadratica totalment imaginaria
d’un cos totalment real Ky. Les m immersions de Ky en R sén precisament
les induides per t1,...,%m. Del teorema d’aproximacié aplicat a K se
segueix immediatament el segiient lema.

Lema 5.3.5. Existeiz ( € K amb K = Ko(¢) i (% € Kq (en particular, ¢
és totalment imaginari pur i (* és totalment negatiu ) tal que

Im(¢¥) >0 Vje{l,...,m}.

Podem considerar llavors la forma hermitica H definida per la matriu dia-
gonal 2diag (Im(¢¥1),...,Im(¢¥™)): donats dos vectors x = (z1,...,Zm)
iy=(y1,-..,ym) de C™,

m m

H(z,y) := QZIm(C%)x_iy_j = —2\/—_12C¢jx_,-y_j.

j=1 j=1
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Es clar que H ¢és definida positiva. La seva part imaginaria es calcula
facilment:

ImH(z,y) = > ¥ (Ty — o75)-
j=1

Volem veure que passa en restringir-la a A x A. Fent servir que 'auto-
morfisme no-trivial de K sobre Ky és la conjugacié complexa (a qualsevol
Q-immersi6 de K en C), obtenim que, per a o, 3 € K,

Im H (¢(),(B)) = trgg(¢as).
Com que A = 9(n), tenim doncs que Im H(A x A) C trg/g(¢nn). Ara bé,
com que el Z-modul n és finitament generat, existeix algun enter positiu g
tal que g({nn) esta contingut a ’anell d’enters del cos K. Aleshores,

gImH(AXA) CZ,

i gH és una forma de Riemann a C™/A. O

Amb les notacions de la demostracid, és facil veure que

H(z, Sy(B)y) = H(Sy(B)a,y) VBEK. (5.1)
Es té de fet el seglient resultat (cf. [Sh 98], pags. 44-45).

Teorema 5.3.6. Siguin K, Kqy, ¥1,...,%m i A com al teorema 5.3.1 1 a la
seva demostracid.

1. Si la varietat abeliana C™/A és simple, aleshores tota forma de Rie-
mann H a C™/A salisfa la propietat (5.1).

2. Si H és una forma de Riemann a C™/A que satisfa (5.1), aleshores
H(z,y) = 2 n(C¥)a;5
j=1

per a algun ¢ € K amb (? € K totalment negatiu i tal que

Im(¢C¥) >0 Vje{l,...,m}.
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5.4 Isogenies i grup de classes d’ideals

Fixem un CM-tipus (F,{®1,...,9n}). A la secci6 5.2, hem vist que totes
les varietats abelianes d’aquest tipus sén isdgenes. Fl que ens demanem
ara ¢s el segiient: si ens restringim al subconjunt format per les varietats
d’un determinat ordre @ del cos F', quantes classes d’isomorfisme n’hi ha?
Donarem resposta a aquesta giiestié en el cas que 'ordre O sigui el maximal:
llevat que s’indiqui el contrari, totes les varietats abelianes (A4, t) de tipus F
en aquesta scccié seran principals, ¢és a dir, tals que

H(Op) = «(F)NEnd(4),

on Op és Panell d’enters del cos F.

Inspirem-nos en el cas de dimensié 1 (cf. [Si 94], pags. 96-103). Donat
un cos quadratic imaginari K, podem considerar el conjunt ELL(Of) de les
classes d’isomorfisme de corbes el-liptiques E (definides sobre C) amb CM
per Panell d’enters del cos K, és a dir, tals que End(F) ~ Ok (on aquest
isomorfisme es considera normalitzat, en el sentit que fa correspondre cada
endomorfisme de F amb la seva representacié analitica i no pas amb el
conjugat complex d’aquesta). El conjunt ELL(Ok) csta en bijeccié amb el
grup Hy de classes d’ideals del cos K, i una forma d’obtenir aquesta bijeccid
és la seglient: fixada una corba el-liptica C/A de ELL(Ok), cada ideal a de
K defineix un element C/a"1A de ELL(Ok) que només depen de la classe
de l'ideal a a Hg. Considerem un parell d’observacions al respecte:

e Que la (classe d’isomorfisme de la) corba el-liptica C/A sigui un ele-
ment de ELL(Ok) és equivalent a dir que O = {a € C|aA C A}
Per tant, si 'ideal a es pren enter, aleshores I’endomorfisme identitat
de C indueix una isogenia natural

Ta : C/A — C/a™1A.

Fl seu nucli, a"*A/A, es podria pensar com el conjunt de punts de
C/A que s’anul-len en multiplicar-los per l’ideal a. Aquesta isogeénia
és el precedent en dimensié 1 del concepte de a-multiplicacio, que és
el que farem servir per generalitzar la bijeccié anterior per al cas de
varietats abelianes (principals) de tipus (F, {¢;}).

e Donades E1, Bz € ELL(Of) i una isogenia A : E1 — Fy, no és dificil
demostrar que A commuta amb ['operacié de K, és a dir, que, per a
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tot & € O, es t¢é el diagrama commutatiu

E, —> E,

al la
A
FEi —— E>.
La definicié correcta d’isomorfisme entre varietats abelianes amb CM

haura d’incloure aquesta propietat. Aixo ens condueix al concepte de
F-morfisme.

Definicié 5.4.1. Siguin (Ay,¢1) i (Ag,t2) varietats abelianes de tipus F', 1
considerem un morfisme X : Ay — As. Direm que X és un F-morfisme, o
també un morfisme de (Ay,¢1) en (Asg,2), i escriurem

A (Al,l,l) — (AQ,I,Q),
st, per a tot o« € Op, el segiient diagrama commuta:

Ay —2> A,

Ll(a)J/ ng(a)

A 2> A,

Es defineizen andlogament els conceptes de F-isomorfisme i F-endomor-
fisme.

En el que segueix, és important la proposicié 5.1.1. Una altra forma
d’enunciar-la és aquesta.

Lema 5.4.2. Si (A,1) és una varietat abeliana de tipus F' i ordre O, ales-
hores tot endomorfisme de (A, 1) és de la forma (a) per a algun o € O.

Fixem ara, fins al final de la seccié, una varietat abeliana (A, ) de tipus
(F,{¢;},m). Fent servir la definicié 5.4.1, i tenint en compte la hipotesi de
principalitat, aixo vol dir (cf. teorema 5.2.2) que m és un ideal (fraccionari)
de F 1 que existeix un isomorfisme

6 : (A1) — (C"/p(m),S,).

Sigui a un ideal enter (no-nul) de F. Donat que m C a~'m, el morfisme
identitat a C™ indueix una isogénia natural

ot (C*/p(m), Sp) — (C*/p(a™'m), S,) .
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A més, del fet que m és un ideal de F', es dedueix que la varietat abeliana
((C” / Lp(a_lm),5¢) també és principal. Modul isomorfisme, aix0 és el que
entendrem per una a-ltransformacid (cf. [La 83], pags. 55-60).

Definicié 5.4.3. Siguin (A',.) una varietat abeliana (principal) de tipus F
i A un morfisme de (A,.) en (A',(). Direm que \ és una a-multiplicacid,
i que (A',!) és una a-transformacié de (A4,:), si A ~ my, és a dir, si exis-
teiz un isomorfisme de (A',) en (C™/p(a™tm), S,) que faci commutatiu el
diagrama seglient:

(A1) —2— (C"/p(m),S,)

Al |

(A',)) —= (C"/p(atm),S,) .

En particular, (A',') és una varietat abeliana de tipus (F,{p;}, 0~ m).

Observacié 5.4.4. La definicié anterior no depen de I'ideal m que repre-
senti la varietat abeliana (A, ).

Per al nostre objectiu, necessitem veure que la classe de F-isomorfisme
d’una a-transformaci6 de (A, ) esta univocament determinada per la classe
de l'ideal a al grup Hr. Només cal comprovar el segilient resultat.

Proposicié 5.4.5. Donats a i b ideals enters (no-nuls) de F, les varietats
abelianes (C"/p(a™'m), S,) i (C"/p(b™m), S,) son isomorfes si, i només
st, existeix algun o € F tal que a = o b.

Demostracié. Si a = ab per a algun o € F, aleshores és clar que Sy (a)
indueix un isomorfisme de (C"/¢(a"*m),S,) en (C"/p(b~'m),S,). Reci-
procament, donat un isomorfisme ¥, tenim que 7, 197y és un element de
I'algebra d’endomorfismes de (C"/p(m), S,); pel lema 5.4.2, ha de ser de la
forma S, (a) per a algun a € F. En particular, la representaci6 analftica de
¥ és precisament S, (). Donat que 1 és un isomorfisme, tenim que

plaam) = Sy(a)p(a™m) = (b7 m),

d’on a = ab. O

Finalment, vegem que qualsevol varietat abeliana (principal) de tipus
(F,{¢;}) es pot obtenir a partir de (A,:) fent alguna a-multiplicacié.
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Proposicié 5.4.6. Si (A1,t1) @ (A2,t2) son varietats abelianes de tipus
(F,{pi}), aleshores (Aa,12) és una a-transformacié de (Ai,t1) per a algun
ideal enter (no-nul) a de F.

Demostracid. Suposem que cada (A4;,¢;) és de tipus (F, {¢;}, m;). Només cal
veure llavors que (C"/¢(m3), S,) és una a-transformacié de (C"/p(my), Sy)
per a algun ideal a C Op, és a dir, que existeixen una isogenia

A (Cp(my), Sp) — (C"/p(mz), Sy)

1 un isomorfisme

~

(C"/SO(“W% Ssﬂ) — ((Cn/(:o(a_lml)a Scp)
tals que el diagrama seglient sigui commutatiu:

(C"/o(m1), Sp)

/ lm
(C"/p(m2), Sp) — (C™*/p(atm),S,) .

Com al isogénia A, podem prendre S, (a) per a qualsevol element o no-nul
de m; "mo; si volem llavors que el seu nucli,

Se(@) ™t p(ma)/e(m1) = (o™ mg)/p(m1),
coincideixi amb el de 7, I'ideal a que cal prendre és amim, !, Tenim ales-
hores que a~1m; = o lmo, i I'isomorfisme

Sp(a™) « (C*/p(ms),Sp) — (C"/p(a™ ma), S, )

tanca el diagrama. O

Corol'lari 5.4.7. Hi ha una bijeccié entre el conjunt de classes de F-iso-
morfisme de varietats abelianes (principals) de tipus (F,{p;}) i el grup de
classes d’ideals de F.

5.5 CM-tipus i teoria de Galois

Que se’n pot dir, dels cossos de definicié de les varietats abelianes amb CM?
Un dels resultats classics al respecte (cf. [Sh 98], pags. 65-66) ens relacio-
na aquests cossos de definicié amb els dels endomorfismes de 'ordre de la
varietat.
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Teorema 5.5.1. Sigui (A, ) una varietat abeliana de tipus (F, {y;}) ¢ d’or-
dre ©, i sigui K el cos reflex del CM-tipus (F,{¢i}). Suposem que k és un
cos de definicid per a la varietat A. Si els endomorfismes de +(O) estan
definits sobre k, aleshores K C k. Reciprocament, si el CM-tipus (F,{¢i})
€s primitiu 1 K C k, aleshores tots els endomorfismes de A estan definils
sobre k.

Per entendre, com a minim, 'enunciat d’aquest teorema, necessitem in-
troduir els conceptes de CM-tipus primitiv i de reflex d’'un CM-tipus. Aixd
¢s el que pretenem fer en aquesta darrera scccié (cf. [Sh 98], pags. 59-64).

Fixem un CM-tipus (F, {®1,...,¢n}). Pel teorema 5.1.12, sabem que té
un CM-subcos (K, {¥1,...,%m}). Sigui L/Q una extensié de Galois finita
amb F' C Liamb grup de Galois G. Si posem S per designar el conjunt dels
elements de G que indueixen les immersions @1, . .., ®n, és clar que So = 8
per a tot ¢ € Gal(L/K). En altres paraules, el subcds K’ de L fix pel
subgrup

H = {UEG|SU=S}

estd inclos en K; per tant, si ¥1,...,1,” sén les Q-immersions de K’ en
C induides pel conjunt S, el segiient resultat ens diu que (K', {1;'}) és el
minim CM-subcos de (F,{p;}).

Proposici6 5.5.2. K’ és un cos CM, i v #v; Vi,je{l,...,r}.

Si recuperem ara les observacions 5.1.8 1 5.3.2, podem donar la segiient
triple caracteritzacié dels anomenats CM-tipus primitius.

Corol-lari 5.5.3. Amb les notacions anieriors, son equivalents:

1. Les varietats abelianes de tipus (F,{@;}) son simples.
2. El CM-tipus (F,{¢i}) no té cap CM-subcos propi.

3. Gal(L/F)=H'.

Considerem, per exemple, el CM-tipus ciclotomic classic. Donat un pri-
mer senar p, la p-ésima extensié ciclotomica Q((,) és una extensié abeliana
de Q amb grup de Galois G), isomorfa (Z/pZ)*: peracadaj € {1,...,p—1},
sigui ¢; lelement de G, definit per ©;(¢,) = ¢’. Donat que Q((p) és un
cos CM, és clar que el parell (Q(¢,),{¢1,.-.,¢¢}), ont = (p—1)/2, és un
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CM-tipus. A més, és primitiu. En efecte, nomdés cal aplicar el corol-lari amb
L =Q((): en aquest cas, S = {p1,...,pt},1s1 S =5, és adir, si

{k,...,tk} = {1,...,t} (mod p),

aleshores ;. ¢és 'automorfisme identitat, perque

2 _ 1 2 _ 1
kp8 :k+---+tk51+---+t:p8 (mod p),
d’on k =1 (mod p).
Amb les mateixes notacions d’abans, posem ara S := {c7 Yo € S}.

Considerem el subgrup

H := {UEG|§J:§},

1 siguin K el subeos de L fix per Hi {xx} les Q-immersions de KenC
induides pels elements de S.

Proposicié 5.5.4. (I?, {xx}) és un CM-tipus primitiu, anomenat reflex del
CM-tipus (F, {:}).

Observacié 5.5.5. Es pot demostrar que K = Q (try(F)), on try(a) =

n

Za% per a tot o« € F. Les immersions y; tampoc no depenen de la
i=1

clausura L.

Observacio 5.5.6. Per la mateixa definicid, és clar que el reflex del CM-
subcos (K, {¢;}) també és (K, {xx}). A més, el reflex de (K,{xx}) ¢s
precisament el minim CM-subcos (K’, {¢;'}), que coincideix amb el CM-
tipus (F, {¢;}) si aquest és primitiu.

En el cas particular que I'extensié F'/Q sigui de Galois, podem prendre
L=F,illavors S = {¢1,...,¢on} 1

G = Gal(F/Q) = S UA{@1,...,Pn}-

Si I’extensié és abeliana, aleshores H = H , 1 els cossos del CM-tipus reflex
i del minim CM-subcos coincideixen. Si, a més, el CM-tipus (F,{g;}) és
primitiu, aleshores el seu reflex és (F, {p;~1}). Aixi, per exemple, el reflex
del CM-tipus ciclotomic classic (Q((p),{¢:i}) és (Q(¢p), {®i}), mentre que
els CM-tipus associats a les corbes el-liptiques amb CM sén autoreflexos.
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6.1 Reduccién de variedades algebraicas

Sea V). variedad afin definida sobre un cuerpo k. Sea su anillo de funciones
Ry, = k[x1,...,x,]. Sea O anillo de valoracién discreta de k con ideal ma-
ximal PB. Vemos R = Olzy, ..., ;] como anillo afin sobre O. V = Spec R.
Todo homomorfismo R — R’ scrd un punto de V sobre R'. Definimos V
modulo B, que denotamos V() como Spec (R/PR).

Sea k() = O/P cuerpo residual, también denotado k, y R = R/BR. Te-
nemos que R = k[F1, ..., #,).

Si B R es primo en R, R se ve como anillo afin de la variedad afin V sobre

k (o V() sobre k(B)).

Un punto de V() es un homomorfismo.

R(P) = K(P)

lcon el apoyo de TMR - Marie Curie beca ERB4001GT974451
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donde K () es algin cuerpo que contiene a k(P).
Componiendo con la aplicacién candnica:

R — R(P) » K(P)

obtenemos un punto de V.

Para variedades proyectivas, se define reduccién mediante cubrimientos por
cartas afines y verificando las compatibilidades pertinentes.

El grafo de la ley de grupo de una variedad abeliana es una variedad. Sea
A variedad abeliana definida sobre £, es decir que tanto las ecuaciones que
definen A como las que expresan la ley de grupo tienen coeficientes en £,
diremos que A tiene buena reduccién en P si A(P) es variedad no singular
y si la reduccion de la ley de grupo médulo 3 es el grafo de una ley de grupo
en A(*). En tal caso A(*B) es una variedad abeliana. Si un primo no es de
buena reduccion se dird de mala reduccién.

Si extendemos la valoracién discreta (9,0) a un anillo de valoracién con
ideal maximal (D,%) de k%9 (que induce anillos de valoracién discreta en
las subextensiones finitas), los puntos de orden m de A, conjunto que deno-
tamos A[n], son racionales sobre ©, luego podemos reducirlos médulo B y
obtenemos un homomorfismo:

A[m] — A[m|(B) € A(R).
Ma4s aun, si m y B son coprimos tenemos un isomorfismo:
Alm| — A[m|(B) = A(B)[m)]

entre A[m] y los puntos de orden m en la reduccién A(B). La demostracién
de este hecho es inmediata si se asume compatibilidad de las operaciones
algebraicas de A con la reduccién médulo B. Resumamos este resultado y
otros en el siguiente teorema:

Teorema 6.1.1. Sea A variedad abeliana sobre un cuerpo de niumeros k.
Para casi todo (todos salvo un mimero finito) ideal primo P de k, A(B) =
A es variedad abeliana y a — @ es un homomorfismo de A en A. Este
homomorfismo induce isomorfismo entre los grupos de puntos de orden finito
coprimo con la caracteristica de k de A y A.

Sean A, B variedades abelianas sobre k, entonces, para casi todo P ideal
primo de k se tiene lo siguiente:

Para todo A € Hom(A, B) , X es homomorfismo de A en B y la reduccidn
A=) esun homomorfismo inyectivo:

Hom(A, B) — Hom(A(B), B(B)).
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En particular, si A = B tenemos un homomorfismo inyectivo de End(A) en

End(A()).

La reduccién de A médulo B esta definida sobre el cuerpo finito k(B),
lo cual permite definir los siguientes homomorfismos:

Definicion 6.1.2. Sea A wvariedad abeliana sobre un cuerpo k de carac-
teristica p > 0. Sea q = p! una potencia de p (f >0). El morfismo z — 29
aplicado a los puntos de A nos da un homomorfismo de A en A? que deno-
taremos w y llamaremos homomorfismo “elevar a la q¢”. Notemos que A es
variedad abeliana pues en general, para cada isomorfismo o del cuerpo de
definicion k en un cuerpo k%, A% nos da una variedad abeliana sobre k°,
donde el origen de A7 serd la imagen O del origen O de A.

St el cuerpo de definicion es el cuerpo de q elementos, entonces A7 = A y
por lo tanto ™ es un endomorfismo de A, que llamaremos el endomorfismo
de Frobenius o “elevar a la q” de A.

6.2 Descomposicion del Frobenius

Sea (A, ) variedad abeliana con multiplicacién compleja de tipo (F, {®;})
definida sobre k, principal. Sea (K*,{v¢4}) el reflejo de (F,{¢;}) . Sabe-
mos que k O K*, y por lo tanto podemos extender los morfismos 9, a k,
cxtension que denotaremos de igual forma por abuso de notacion.

Teorema 6.2.1. Sea mp el homomorfismo “elevar a la N(P)” de A en
ANy sea 7 el endomorfismo de A “elevar a la N(B)”, donde:

B es un primo de K* que divide al primo racional p, B es un primo de k
que divide a B y A denota la reduccion de A médulo B. Suponemos que
estamos en un caso de buena reduccion y ademds que p no ramifica en F.
Bajo estas condiciones se tiene que:

(1) 11, ‘B“J’fi es un ideal de F y (ANP) NP ) es una [, B -transfor-
mada de (A,7).

(2) Existe mg en F tal que i(mg) = 7 y se tiene:

(mo) = H Ny (B)7e.

Demostracién: Seadim A=n, O =9Op.
Existen n formas diferenciales invariantes w; en A tal que:

0. (p)w; = pho;w; t=1,..,n
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para todo p € . Podemos asumirlas definidas en una cxtension algebraica
finita de k. Sea ki extension de Galois de Q que contenga a ky a F en la
que las formas diferenciales w; cstén definidas. Sea B1 | B un primo de k.
Denotemos con ™ la reduccion médulo B1. Podemos asumir que las w; son
B1-finitas y @; # 0 para todo 1.

Veamos que las @; son linealmente independientes sobre el cuerpo residual
k1. Sea {B1,- -, 02} base de O sobre 7. Llamando 6; al conjugado complejo
de ;, el determinante de la matriz:

14
eLoLopen g gl

P1 Pn 01 On

2n /8271 ﬁQn BQn
no es divisible por B, pues p no ramifica en F.
Por lo tanto, la matriz formada por las primeras n columnas de M tiene
rango n moédulo B+, con lo que ciertas n filas son linealmente independientes
moédulo B1. Luego, existen n elementos en £, que denotamos (i1, ..., ty, tales

que:
det (u}oi) #0 (mod By). (2.1)

Supongamos que Y ., &w; = 0 para ciertos elementos &; de k1. Multipli-
cando por 6,(fi;) obtenemos, para cada j:

Z&(ﬁj)&-wi = Zsm}”azi = 0.

Aplicando (2.1) deducimos que &;&; = 0 para todo i, de donde: &; = 0 para
todo ¢, y por lo tanto las formas diferenciales @; son linealmente indepen-
dientes sobre ki, y base de las diferenciales invariantes de A.

(A,7) es una variedad abeliana de tipo (F, {¢;}) sobre el cuerpo de N(B
elementos. Existe un elemento 7y de O tal que: i(mp) = 7. Ademds N (mp) =
grado(n) = N(B)". Sea:

(m0) = BT ... Pe*

la descomposicién del ideal principal (mp) en ideales primos de F. Para
cada i, sea g; automorfismo de ki que extiende a goi_l. Para cada t, sea
d; el cardinal del conjunto: {7 : B | P:}. Sea h el ntmero de clases de
ideales de F'. Luego, ‘B?et = v para algin v, € O. Es facil ver que d; es
el numero de 7 tales que v/* € B1. Reduciendo médulo By:

Si(ve)a; = v @i i=1,...,n.
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Como las @&; son base del espacio Do(A) de formas diferenciales invariantes
de A, vemos que la aplicacién lineal 8;(y;) de Do(A) en sf mismo tiene rango
n— dt.

Si # es un punto genérico de A sobre & tenemos:

h

R(E(7)F) 2 k(x"z) = k(@)
eth

pues 776‘ € Pt = ().
Luego:

N(PI) = N(3) = grado(i(n)) < N(B)Mr—rense0:0) = v ()h
Se sigue que:
N(Po)™ < N(B)™. (2:2)

Poniendo Ny, /1(B1) = B" obtenemos:

NP < N(B)" = [ N(BT) (2.3)

donde el producto es sélo sobre aquellos i tales que B]" | PB;. Cada BJ
divide a lo sumo a un P, luego de (2.3) y la descomposicién de (mp) se tiene
que:

N(mo)" < ] N(B]). (2.4).
i—1

Esta desigualdad es en realidad igualdad, pues ambos lados valen N(95)"",
por lo tanto (2.2) y (2.3) son igualdades. Vemos en particular que de las
igualdades (2.3) y (2.4) se sigue que cada B]" divide exactamente a un 9,
(y no a ninguno).

Pongamos Ny, ,p(B7') = P;* donde BT divide a P;. Como ki/F es
una cxtension de Galois, uy; no depende de ¢, y por lo tanto, partiendo
de N(B7") = N(B:)* y aplicando la igualdad (2.3) obtenemos :

N(P:)™ = N (B

De donde: re; = u;d;. Entonces:

/
o= (B " = T Neye(B7)
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donde el producto es sobre aquellos ¢ tales que B7" | B;. De aqui se obtiene
la descomposicién:

(m0)" = P15 = Noy e ([ [ BT (2.5).
=1

Sea ¢ automorfismo de Frobenius de 9By sobre K*, es decir, un automor-
fismo de k1 /K* tal que B = B1 y 27 = zN®) (mod B,) para todo z entero
de kl.

Sea N(B) = ¢q. Como B = By, A7 tiene buena reduccién en B; y
(A7, %) = (A9,79). Sabemos que (A7,:7) es una C-transformada de (4, ¢)
para alguna C clase de ideales de F, y lo mismo (A9,79) lo es de (A, 7).

Tz es un homomorfismo de (4,7) en (A9, 19), luego es una W-multiplicacién
para algin ideal 20 de O. Sea Ny /k-(B) = P, luego N(B) = ¢".
Consideremos el homomorfismo 7, “elevar ala ¢” , de A4 en A° para cada
a entero positivo. Como (Aqkl,ﬁqa, 7o) €S imagen isomorfa de (A, Aq, )
vemos que (A7",79",7,) es una 2W-transformada de (47" ',77" 7). Luego
My....mom es una IWY-multiplicacion de A en ANB) — A. Por otro lado
(Tprem)d = #7° = #N®P) = 7, de donde 7 = 7,....7;. Como 7 es una
(70 )-multiplicacién, tenemos que (mg) = Y. De (2.5) se sigue que:

W = (70)" = [ [ Niey/r(BT): (2.6)
i=1
Sea G = Gal(k1/Q), S* ={ge G:g=1), en K*, paraalgin a}.
Sea H (resp. H*) subgrupo de G correspondiente a F (resp. K*). Por
definicién de reflejo: S* =, o:H = |J, H*1o. Aplicando (2.6):
JFYT ~ H BT ~ H H %’lﬂba N HNkl/K*(%l)wa ~ H(;Brv)wa
TES* a yeH* «a «a
donde la relacién ~ significa que se tiene ideales de subcuerpos de k1 que
coinciden al extenderlos a ki. Concluimos entonces que: 20 = [],, Loy

esto prueba (1) del teorema.
Como (mp) = WY y P = Ny/k-(B) queda probado también (2).

6.3 Series L de variedades abelianas con CM

6.3.1 Grossencharacteres

Sea k cuerpo de numeros, 9 ideal entero de k. Denotemos por I;(9M) al
conjunto de los ideales de k coprimos con 9, enteros o no. Diremos que un
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homomorfismo:

X: Ig(OM) > {ze€C:|z| =1}

es un Groissencharacter si existen enteros f, y nimeros reales £,, con o
recorriendo las inmersiones k£ = C no conjugadas complejas entre si, tales
que para todo 2 = («) ideal principal con & =1 (mod IM):

x(@) = [T /e TT .
a a

Diremos que 91 es un ideal de definicién de .

Dos Grossencharacteres x1 v x2 se dicen equivalentes si coinciden allf donde

estan definidos. Dado un Grossencharacter y, llamaremos conductor al ideal

de definicién minimal de entre los de todos los Grossencharacteres equivalen-

tes a x. Por ultimo, se dice que x es primitivo cuando su ideal de definicién

coincide con su conductor.

La funcién L de variable compleja asociada a un Gréssencharacter y viene

dada por:

L(s,x) = Y x@QN@) 7 = [ = x(B)N(B) ™)~

donde la suma es sobre los ideales enteros en I;,(9), y el producto sobre los
ideales primos en I (901).
L es holomorfa en todo C si x # 1.

Sea x () = x(20). Si se define la funcién £(s, x) como el producto de L(s, x)
por un adecuado factor I', se tiene la ccuacion funcional:

£(s,x) = W(x)¢(1—s,X)

para una constante W ().

6.3.2 Funciones 7 de variedades abelianas

Sea k cuerpo de g elementos, V' variedad algebraica completa no singular
sobre k. Para cada entero positivo m, sea N,, la cantidad de puntos de
V sobre una cxtensién de x de grado m. Asociamos a V/k la funcién de
variable compleja Z(u, V/k) definida por la férmula:

Si V es variedad abeliana, se tiene el siguiente resultado que relaciona la
funcién Z con el endomorfismo de Frobenius “elevar a la ¢”.
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Proposicién 6.3.1. Sea A variedad abeliana de dimension n, definida so-
bre un cuerpo k de q elementos. Sean wq,...., o, raices caracteristicas del
endomorfismo “elevar a la q” de A.

Sean: Po(u) =1 —u, P(u) = [[;(1 — mi....m,u) para cada 0 < t < 2n,
donde los productos son sobre todos los subconjuntos de t raices carac-
teristicas del Frobenius.

Entonces:
_ P1 (U)Pg (u)...PQn_l (u)

Z(u,A/k) = .
(u, 4/k) Py(uw) Py (w)... Pap(u)
Corolario 6.3.2. Si las variedades abelianas A, A’ son iségenas (ambas va-
riedades y la isogenia definidas sobre k), entonces:

Z(u,A/k) = Z(u, A’ /).

Observacion: Las “Conjeturas de Weil” afirman que para toda variedad
algebraica V', la funcién Z(u,V/k) es una funcién racional, satisface una
ccuacion funcional, y tiene ceros de valor absoluto ¢"/? con h impar menos
que 2n y polos de valor absoluto qh' con i/ = 1,2,...,n. La proposicién
anterior junto con el resultado de Weil que dice que |m;| = q*/? prueba ésta
conjetura para variedades abelianas. La conjetura ha sido probada en el
caso general por Deligne.

Funcién Z de una variedad sobre un cuerpo de nimeros:
Sea k un cuerpo de nimeros y V una variedad completa no singular definida
sobre k. Para cada ideal primo 3 de k£ denotemos V(B) a la reduccién de
V médulo B. Para casi todo P (es decir,todos los ideales primos salvo un
ntimero finito) V() sera una variedad completa no singular sobre el cuerpo
residual k(3). Si esto ocurre, decimos que ‘B es un primo de buena reduccién
de V' y definimos:

C(s,ViB) = Z(N(P) 7, V(B)/E(B))

Con estas funciones construimos la funcién Zeta de V/k:

(s, V/k) =] ¢, V. B)

donde el producto es sobre los primos de buena reduccién de V. Este pro-
ducto converge si Re s > 3/2.

Conjetura 6.3.3. Para cualquier V y k como en la discusion anterior,
¢(s,V/k) es meromorfa en todo el plano complejo y verifica una ecuacidén
funcional.
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Probaremos a continuacion un teorema de Taniyama que implica esta
conjetura para el caso de variedades abelianas con multiplicacién compleja.

Sea (A, ) variedad abeliana de dimensién n con multiplicacién compleja,
definida sobre k, de tipo (F,{¢;}) , quizds no primitivo, con [F' : Q] = 2n.
Sea 7 = ¢t~ [End(A4) N¢(F)]. 7 es un orden de F. Si no es O, el orden
maximal de enteros algebraicos, sea € su conductor. Podemos hallar una
¢-transformada (Aj,¢1,A) de (A4,¢) definida sobre & tal que:

Ll(D) = End(Al) N Ll(F).

Si ambas variedades reducen bien en un primo P las funciones ((s, A, P)
y (s, A1,P) coinciden. Luego ((s, A/k) y (s, A1/k) s6lo difieren en un
numero finito de factores. Por lo tanto en el estudio de la funcién ¢ alcanza
con trabajar con variedades abelianas para las cuales:

tTHEnd(A) Nu(F)] = O

por lo que en lo que sigue asumiremos que A lo cumple.

Sea b ideal entero de F', t un punto propiamente de b-torsién de A. Sea
k' extensién de Galois de k tal que t es racional sobre k’. Para todo o €
Gal(k'/k), t° también es propiamente de b-torsién, y por ende existe y, €
9 coprimo con b tal que: t(u,)t = 7, y estd univocamente determinado
médulo b por o.

Sea o] la clase de p, médulo b. Tenemos que, si o, 7 € Gal(k'/k):

77 = (t(pa)t)" = t{po)t” = tpopir )t

Por lo que la aplicacién ¢ — plo] es un homomorfismo de Gal(k'/k) en
(O/b)*. Es claro que los elementos del grupo de Galois que estdn en el
niicleo de este homomorfismo son precisamente aquellos que fijan k(t), luego
tenemos que o — plo] es un isomorfismo entre los grupos Gal(k(t)/k) y
(O/b)*.

En particular vemos que k(t) es extensién abeliana de k.

Sea M = [['P , donde el producto es sobre los primos de mala reduccién
de A. Sea b el menor entero racional positivo multiplo de b. Tomemos un
ideal primo P de & tal que P 1 b, y sea B un primo en k(¢) que divide
a P. Sea N(P) = ¢. Denotemos por ~ a la reduccién médulo B. Sea
oz un morfismo de Frobenius de 9 en k(t)/k. Como A csté definida sobre
el cuerpo residual k(3), tenemos en A el endomorfismo 7 = “elevar a la

b}

q”. Existe 7y € O tal que I{mp) = 7. Ademads «(mp)t y t7F tienen igual
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reduccion moédulo 2B, Como B es coprimo con b, la reduccion médulo B nos
da isomorfismo entre los grupos de puntos de b-torsién de la variedad y su
reduccion:

A[b] = A[b).

Por lo tanto:
o gp)t =t7%.
En particular vemos que oy estd univocamente determinado por 9, de
donde:
Si P coprimo con M , entonces P no ramifica en k().
Ademas se tiene, por definicién del morfismo p[—], que pog] es la clase de

my moédulo b.
Sea d el discriminante de F sobre Q. Si 2 € I;,(bd90), A = [[ V¥ defino:

o9 = HU%‘E) , Ty = Hﬂ%m).

La correspondencia og — my es un isomorfismo entre Gal(k(t)/k) y (O/b)*
por lo tanto oy es la identidad si y sélo si myq = 1 (mod b).

Sea (K*,{1.}) el reflejo de (F,{y;}). Sabemos que, para ideales primos P
de k:

(mp) = H Ny (B)?e

y luego:
(ma) = HNk/K* (2)¥e.

Para £ € k, definimos:
& =T Nuyre-(&)"=.

Sabemos que £* € F' y que para toda inmersién compleja 7 de F en C
E7ET = Nijol(6),

por lo tanto: |£*7| = |/ Ny/0(§)-
(1) (2n)

Sean mg”, ..., mgy  las raices caracteristicas de I(mq). Por los resultados de
Weil, sabemos que para todo #:
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(1)

Ademads estas mismas 7y’ son las raices caracterfsticas de t(mg). Por lo

tanto para toda inmersién compleja 7 de F en C | 7753 es una de las ﬂg), de

donde:
|75l = VN (P)

y por lo tanto, para todo 24 € I.(bdON):
7yl = v/ N ().

Concluimos que para todo ideal principal % = (£) € I, (bd9t) y todo isomor-
fismo 7 : F — C: |(wg/€*)7| = 1. Como (my) = (£*), me/E* es un entero
algebraico, y por lo tanto es una raiz de la unidad.

Es decir que para todo ideal principal 2l = (§) € I.(bdON), existe € € F raiz
de la unidad tal que:

Ty = GHNk/K*(g)wa.

Aplicando tcoria de cuerpos de clases, la cxtensién abeliana k(¢) de & es el
cuerpo de clase sobre k correspondiente a un grupo de clases de ideales H de
k. Sea § el conductor de H, y [ el menor entero racional positivo contenido
en FNbN(d).

Si € € k cumple £ =1 (mod f9M), entonces 2A = () cstd contenido en H y
luego g es la identidad, de donde mg = 1 (mod b).

Por otro lado, de £ =1 (mod f) se sigue que £* =1 (mod f). Luego:

e=mg/* =1 (modb) (3.1)
siA=(£), E=1 (mod fOM).

Impongamos la siguiente restriccion sobre el ideal b: debe ser tal que para
todo € € F raiz de la unidad diferente de 1, b no divida a ¢ — 1. Con esta
condicién sobre b se sigue que: 7y /¥ =1, o sea:

mo = [ [ Noyre ()%=

si9=(€), £=1 (mod foM).
Definamos el siguiente cardcter de I (f9N): para todo A € I (fIM), sea

X(A) = mo/|ma| = ma/ v/ N(A)

de lo anterior se sigue que x es un Grossencharacter de & médulo f9%.
Sean 74, ..., T2, los isomorfismos de F en C. Para A € Ij,(fON) sean: x;(A) =
g [V N ¥ Xiyie (A) = xip (A).-. x4, (A). Hemos visto que todos estos son
Grossencharacteres modulo f90 y aplicando el teorema 6.3.1 queda probado
el siguiente resultado de Taniyama:
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Teorema 6.3.4. Sea (F,{p;}) un tipo de multiplicacion compleja, 2n =
[F : Q). Sea (A1) variedad abeliana de dimension n con éste tipo de multi-
plicacion compleja y sea k el cuerpo de nidmeros en el que A y los elementos
de t(F)NEnd(A) estdn definidos. Sea M el producto de los primos de mala
reduccion de A sobre k.

Entonces, existe f entero racional positivo y Gréssencharacteres x;, .. 5, de k,
todos con ideal de definicion fON, tal que la funcion { de A sobre k verifica:

2n
C(s,A/k) = R(s) [ TT (s — /2, xiri) ™
t=0 (i)

donde: R(s) es producto de funciones racionales de N(*B)™° para un ndmero
finito de ideales primos P de k , el segundo producto se hace sobre todas
las combinaciones de t elementos de 1,2, ...,2n y L(s,x(;)) es la funcién L
asociada al caracter x;).

6.4 Una condicién necesaria para buena reduccién

Sea A una variedad abeliana de dimensién n definida sobre un cuerpo de
numeros k. Para cada primo ¢, denotemos por A[¢*°] al conjunto de puntos
de orden potencia de £, y por kY ala cxtensién de k generada por las coor-
denadas de los puntos en A[¢>°]. Es facil ver que k) es extensién de Galois
de k y cada elemento de Gal(k¥)/k) induce un automorfismo en A[¢>], lu-
ego si elegimos coordenadas ¢-adicas en A[(*°] tenemos una representacién
de Gal(k® /k) dada por matrices del G Lo, (Z), que llamaremos M,. Esta
representacion es fiel.

Sea P un primo en k y B € k¥ un primo que divide a P. Sea ¢ auto-
morfismo de Frobenius de k% para B /B . Supongamos que P es un primo
de buena reduccién para 4, y sea £ coprimo con ‘B. Elijamos coordenadas
l-adicas de A[{*] y de A(B)[¢*°] tal que todo t € A[f*] y su reduccién ¢(B)
tengan iguales coordenadas. Sea my el endomorfismo “ elevar a la N(3) ”
de A(*B). Para todo t € A[¢{*] tenemos:

t7(B) = mp(L(B))-
De esta igualdad y de la definicién de M, se tiene:
My(0) = My(mp).

Donde Mp es la representacién ¢-adica de End(A(%)). Por lo tanto o esta
univocamente determinado por B, de donde se sigue que B no ramifica en
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k©. Sea fap,e polinomio caracteristico de My (o), también lo es de myp y esto
prueba el siguiente resultado:

Teorema 6.4.1. Sea P primo de buena reduccion para A variedad abeliana
definida sobre un cuerpo de nimeros k. Entonces, para todo primo racional
¢ coprimo con B, P no ramifica en k'Y y el polinomio caracteristico S,
tiene coeficientes en Z y no depende de £.
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Introduccid

En aquest capitol intentarem assolir un objectiu ben modest: perdre la
por a les polaritzacions de les varietats abelianes. Les varietats abelianes
amb multiplicacié complexa sén un bon camp de treball per assolir aquest
objectiu.

Abans de comencar, fem una observacié que, tot i trivial, pot evitar-
nos caure en un parany habitual. Quan treballem amb un tor complex de
dimensié 1 fem moltes simplificacions subconscients: d’entrada, no parlem
de tors complexos, sind de corbes el-liptiques. T a més, de manera automatica
passem a un tor normalitzat C/(1, 7). Per queé totes aquestes simplificacions
sén correctes? D’entrada, per que tots els tors complexos de dimensié 1 sén
polaritzables, i en particular projectius, per la qual cosa té sentit pensar en la
corba algebraica que els correspon. Perd a més, un tor complex de dimensié

! Amb el suport parcial de la DGES: PB 96-0166.
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1 nomdés admet una 1nica polaritzacié principal (és a dir, essencialment
només hi ha una manera de passar d’una xarxa del tipus (w;,ws) a una
xarxa (1,7)).

Aquestes presumpcions subconscients no podem fer-les quan treballem
amb tors de dimensié superior. D’entrada, no és segur que qualsevol tor
sigui polaritzable (projectiu). A més, hi ha tors que poden polaritzar-se
de maneres diferents. Per aix0 es diferent, per exemple, parlar d’isomorfis-
mes de varietats abelianes que parlar d’isomorfismes de varietats abelianes
polaritzades.

7.1 Recordatori: polaritzacions de tors complexos
generals

Recordem alguns fets que ja han estat explicats en una exposicié anterior
([Ro 00]), perod que ens anira bé tenir a ma. Per a un tor complex A = C"/A
els fets seglients sén equivalents:

a) A és projectiu.
b) A té un feix ample L.

¢) Hi ha una forma hermitica definida positiva H que pren valors enters
sobre la xarxa A.

d) Hi ha una forma de Riemann E=Im H : A x A = Z.

e) Hi ha una isogenia ¢y de A en el tor complex dual, la representacié
analitica de la qual és hermitica i definida positiva.

De fet, tenim bijeccions entre els conjunts segiients:

P; = { Divisors amples}/equivalencia algebraica

P2 = { Formes de Riemann F=ImH : A x A - Z}

P3 = {Isogenies ¢ : A — A* amb representaci6 racional que indueix
una forma de Riemann}.

Quan parlem d’una polaritzacié del tor complex A ens referim a un
objecte d’'un aquests tres conjunts, en el ben entés que 'interpretarem de
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la manera que ens vagi millor en cada moment. Els tres conjunts admeten
una estructura natural de grup, respecte de la qual sén isomorfs. Sén tres
presentacions del grup de Néron-Severi del tor complex A.

A nivell practic encara convé fer una identificacié més: cal que pen-
sem totes les polaritzacions que sén multiples racionals positius d’una po-
laritzacié donada com una sola polaritzacié. Ben escrit, direm que dues
polaritzacions F1, Fo sén equivalents si tenim enters positius m,n tals que
mE, = nEy. En una classe de polaritzacions sempre podem trobar una
polaritzacié basica, que satisfa que totes les altres polaritzacions de la classe
sén multiples enters d’ella.

7.2 Polaritzacions de tors complexos de tipus CM

Sigui K un cos de tipus CM, de grau 2n sobre Q. Denotarem per Ky el
subcos totalment real de K, i per T' = {¢1,...,¢,} un tipus CM primitiu
de K. Associada a aquest CM-tipus tenim la immersié:
p=9pr: K — (C"
a — pla)=(p1(a),...,on(a)).

Fixem un sub-Z-modul m C K de rang 2n, i considerem el tor A =
C"/(m) de CM-tipus (K, T). Denotarem per ¢ la injeccié K < End®(A4), i
per @ =11 (End(A)) 'ordre de K format per les multiplicacions complexes
de A. En [Fe 00] s’ha explicat que donar una polaritzacié del tor A equival
a donar un nombre algebraic & que satisfaci les propietats segiients:

P1) K = Ko(§);

P2) £2 € Ky (= —¢£? és totalment positiu);

P3) Imyr(€) >0, perak=1,...,n.

La polaritzacio associada a aquest element & es calcula segons la férmula:

E¢(a, 8) = mTigjg(éaB),  a,BEK,

on m és un enter escaient. (Observem que canviant Pelement £ per un
multiple enter né obtindriem una polaritzacié equivalent.)
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Aquesta construccié planteja un interrogant: csta clar que ’element &
determina la polaritzacié E¢, pero aquesta correspondencia és univoca? Es
a dir, podem trobar diferents elements £ que donin lloc a una mateixa pola-
ritzacié? Per respondre aquesta qiiestié ens convé analitzar amb una mica
més de detall la polaritzacié E;. Per exemple, ens anira bé saber quina
isogenia ®¢ : A — A* determina E.

7.3 Varietat dual d’una varietat abeliana de tipus

CM

En [Ro 00] s’ha explicat la construccié de la varietat abeliana dual d'un tor
complex polaritzat. Ara repassarem aquesta construccié per al cas concret
d’un tor complex A = C"/p(m) de tipus CM. El procés es basa en el seglient
aparellament de dualitat en C™:

(z,y)=2z-T+Z-y,

que satisfa agradable rclacié:

(p(a),0(8)) = Trgjg(aB) = Trgg(Ba),  a,B€K.

La varietat dual de A és A* = C"/p(m*), on m* = {a € K|Trg,g(am) C
Z} queda determinada per la condicié p(m*) = {z € C"|{p(m),z) C Z}.
Observem que, per construccié, A* té tot I'aspecte d’un tor complex de
tipus CM. Efectivament:

Proposicié 7.3.1. La varietat abeliana A* €s una varietat abeliana de tipus
CM, amb el mateiz CM-tipus normalitzat que A.

Demostracié: El pas al dual déna una bijeccié A : End(A) — End(A4*),
que composada amb la injeccié ¢ : K — EndO(A) ja ens diu que A* és una
varietat abeliana de tipus CM. Per concretar el CM tipus ens cal observar

que, si S(n) = diag(¢1(n), - - -, @n(n)),

(S(me(a), 0(B)) = Trisg(naB) = (p(a), S@)e(B)).

Com que K és dens en C, aix0 ens assegura que S(7) és la representacié

e

analitica de 'endomorfisme ¢(n) € End(A*). La injeccié n — «(n) ens déna
un CM-tipus que no conté la identitat. Podem normalitzar-lo composant-lo
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amb la conjugacié complexa: si definim

*: K — End®(4%)

2l

Ha) =

veiem que el C'M-tipus de (A%, *) coincideix amb el de A. O

El mateix argument usat en la demostracié ens diu que

Ee(p(a), p(8)) = Trig(aB) = (S(€)¢p(a), 9(8))-
és a dir, que S(&) és la representacié racional de la isogénia donada per la
polaritzacié Eg:
Proposicié 7.3.2. La isogénia ®¢ associada a la polaritzacio E¢ ve donada
per:

(135214 —  A*

(1, sxn) —> (p1(&)z1,. . s on()zp).

Per acabar de lligar les coses, podem calcular també la representacio
racional de ®¢. Per fer-ho, fixem una Z-base {uy,...,u,} de m i prenem la
base dual {u],...,u;} de m* (respecte a 'aparellament Trg /g). Si escrivim
De(u;) = > Ajpug, lavors

Ak = (Pe(w(uy)), p(ur)) = Trgg(§usur) = E(uj, ug)-
Aixi doncs:

Proposicié 7.3.3. La representacio racional de la isogenia ®¢ respecte a
bases duals de m i m* és la matriu de la forma de Riemann E; en aquestes
bases. En particular, deg ®¢ = det E;.

Proposicié 7.3.4.

a) Siguin £1,& € K dos elements que satisfan les propietats P1-P3. De-
notem per CIDgll la isogénia inversa (modul Q) de ®¢,. La composicid
<I>£_11 o &g, és un endomorfisme de A, que correspon a la multiplicacio
per 51_152, és a dir:

—1 -1
CI)& © (I)Ez = L(§1 52)

L’element 51_152 pertany al subcos totalment real Ky i €s totalment
positiu.
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b) Les polaritzacions E¢ , Ee, son equivalents si i només si hi ha una
unitat u € O 1 un nombre racional positiu s € Q7 tal que 51_152 =
SuU.

c) Aut({4, &¢}) = o(u(O7)).

Demostracié: El primer apartat és consequencia directa de Iexpressié de
la isogenia ®; donada en la proposicié 7.3.2. Quant al segon apartat, podem
suposar que les dues polaritzacions sén principals (i.e., sén de grau 1) i veure
que tenim un isomorfisme de varietats abelianes polaritzades entre (A4, ®¢,) i
(A, ®¢,). Aixo equival a Pexistencia d’'un automorfisme [ que faci commutar
el diagrama:

A qg A*
fl Lof
A qg A*.

Ha de ser [ = u(u) per algun element v € O, i llavors [ = ¢*(w). Tenint
en compte les representacions analitiques dels morfismes anteriors veiem
que usu = &1, que ¢és la rclacié que buscavem. Invertint el raonament
també veiem que si €1, €2 satisfan aquesta relacié donen lloc a polaritzacions
equivalents.

Pel que fa a I’apartat c¢), queda clar que Aut({4, ®¢}) = {u € O*| uu =
1}. En ser {¢1,...,p,} un tipus CM, d’aqui deduim que ¢;(u)p;(u) = 1,
i per tant tots els conjugats de u tenen valor absolut 1. Aixd només pot
passar si u és una arrel de la unitat.

|

7.4 Un exemple

Il-lustrem els continguts de la seccié anterior amb un exemple. Sigui ¢ =
e?™/5 i considerem el cos K = Q((). Es un cos de tipus CM, perqué és una
extensié quadratica totalment imaginaria del cos Ky = Q(v/5). Fixem el
CM-tipus T = (1, p2), on @1 és la identitat i 2(¢) = ¢2.

Prenem com a Z-submodul de K lanell d’enters m = Og. Un ele-
ment € que ens permet polaritzar el tor corresponent a m és € = ¢ — (4.
Per determinar la polaritzacié E¢, fixem com a Z-base de Ok els elements
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{u,uo, uz, ugy = {1,¢,¢?, 22}, Es comprova rapidament que:

Ee(p(ur), p(up+1)) = —Ee(p(upsr), p(uk)) =5, k=1,2,3
E¢(o(uj), ¢(ug)) =0 en la resta de casos.

Aix{i doncs, la matriu de E¢ en aquesta base és

0 -5 0 0
M = 5 0 -5 0
0 5 0 -5

Aquesta matriu ens déna una polaritzacié de grau /det Mz = 52 en el tor
complex A = C*/p(m). Per calcular m* = {& € K|Trg/g(amm)}, prenem
a =", A i imposem que Trg g(aC) € Z (notem que m = m):

TI‘K/Q Oé) == 4)\0 - )\1 - )\2 - )\3

(
Trijg(a) = —Ao— A1 — Az — As
TrK/Q(aCQ) = —XAg— A1 — A2 +4)5
Tryp(al®) = —Xdo — A1 +4X2 — As.

Jugant amb aquestes expressions, veiem que sén enteres si, i només si, 51 €
Z, 5 3 € Z, 5 4 € Z, Zk Ap € Z. Aixi doncs:

1 — 2 _ 3 _
m*:Z< 5<7C 5 <7< 5 C7<> :2Z<U1,U2,03,U4>,
i la varietat abeliana dual de A és A* = C?/p(m*). Notem que
«_ € £
= —Z = — .
w = £2[( = Em

La isogenia ®¢ que correspon a la polaritzacié E¢ és

A — A

(z1,22) — (€=M, (P —P)a).
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La seva representacié analitica és, obviament:

SEZ C_C4 0 , detSEZ —\/g.
0o ¢-¢
Tenim que
C&tmr gm 2ZI0Z[g) 4

i per tant el grau de ®; és 5% i Pexponent és 5. Per calcular la representacié
racional de ®¢, hem de fixar bases de ¢(m) i m*). Escollim

1 ¢ ¢? ¢

€1 = ;€2 = y €3 = ;€4 = 5
1 ¢? ¢* ¢
com a base de ¢(m) i calculem la corresponent base dual de p(m*). Aquesta

ve donada per la inversa de la matriu (Trgg(u;vk));,. TFent els calculs
obtenim

1-¢* ¢—¢ ¢3¢t 3¢t
e"{: 5 ,632 5 , 5
1-¢8 =g S ¢=¢8
5 5

D
SV
I
o
%
I

com a base de ¢(m*). Tenim que:

ha

gler) =

e (e2) = —5e] + bes,
¢ (e3) = —5eb + bej,
De(e4) = —bes.

Per tant la representacié racional de la isogenia ®¢ ¢és

0 -5 0 0
Re = 5 0 -5 0 ,
0 5 0 -5
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i coincideix amb la matriu de E¢ en la base {e1, e, e3,e4}. Veiem novament
que el grau de la isogenia ®; és det Re = 5.

Posats a fer, també podem comprovar que se satisfan les relacions de
Riemann: si II = (e, eg, e3,€4), I = (e}, €5, €5, €}) es té que

Se 0 il v
0 S I I
Hem vist que l'exponent de &, és 5, la qual cosa ens diu que podem
trobar una isogenia g tal que g o ®; = [5]4. Naturalment aquesta isogenia
és
<I>£_1 A — A
(=12t s 2)
1, 2)
C—¢r¢E-¢8

(21722) —

deg[5] 4
deg ‘1’5

representacié racional de g respecte a les bases {€], €3, €3, e} 1 {e1, e, e3,€4}
és

Aquesta isogénia ha de tenir grau =1, és a dir, és un isomorfisme. La

01 01
_ -1 0 00
5R; ' =
00 01
-1 0 -1 0
Val a dir, pero, que aquesta isogénia no pot provenir d’una polaritzacio,
perque Im % < 0. En canvi, la isogenia —¢g si que prové d’una polarit-

zacid: és la que dona l’element _C—L“' Podem comprovar-ho mitjancant les

¢
relacions de Riemann:

5
——— 0 0 0
-1
5

H (_5RE_1) HI _ 0 —722 — 23 0 O

_ _ 5
I vy 0 0 ;0

zZ—Z

5

0 0 0
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7.5 CM-tipus polaritzats

A partir d’aqui suposarem que el tor complex A = C"/p(m) amb el que
treballem és principal, és a dir, que End(A) ~ O és 'ordre maximal de K.
En aquest cas, podem suposar que la xarxa m és un ideal fraccionari de K,
de manera que I'ideal m* també ho és i ve donat per:

m* = (2 /gm) !,

on Dk /g denota la diferent absoluta del cos K.

Fixem un element £ € K satisfent les propietats P1-P3, és a dir, fixem
una polaritzacié E; en A. Laisogenia ®¢ : A — A* ara és una ()0 g /gmm-
transformacié (cf. [Fe 00]). Considerem lideal | := {0g/gmm de K. En
realitat aquest és un ideal de Ky estes: § = (§0x/k,)(Qk,/omMm) i {0k /K,
és un ideal de Ky, perque si 0 € Ok, llavors £(0 — 0) és invariant per la
conjugacié complexa. Denotarem per fo aquest ideal (§0x/x,)(0k,/omm) de

Ky. Direm que A &s una varietat abeliana CM de tipus polaritzat (K, T, fo).

Ara sorgeixen una serie de qiiestions tipiques : donat un CM-tipus (K, T)
i un ideal fraccionari fo de Kg, com podem saber si existeix alguna varietat
abeliana CM de tipus polaritzat (K, T,fo)? N’hi ha més d’'una? Si és aixi,
com podem detectar si sén isomorfes?

Proposicié 7.5.1. Siguin (K,T) un tipus CM i fy un ideal de Ky. Condicid
necessaria 1 suficient per a que existeiri una varietat abeliana CM de tipus
polaritzat (K, T, sfg) per algun s € QT és que existeizin un ideal m de K i
un element £ € K satisfent les propietats P1-P3, tals que foOx = {0k gmm.

Suposem que tenim una varietat abeliana A de CM-tipus (K,T), amb
dues polaritzacions E¢, , E¢, que donen lloc al mateix ideal fg de Kp. Aixo vol
dir que les dues isogenies ®¢, , ®¢, sén foOx-multiplicacions, o sigui que els
parells (A, E¢, ), (A, E¢,) sén isomorfs com a varietats abelianes polaritzades.
Aixi doncs, la isogénia <I>£_11<I>§2 = L(§1—1§2) ha de ser un isomorfisme. Ja

sabfem (per la proposicié 7.3.4) que & ¢, és un element totalment positiu
de Kj, pero hem vist que en aquest cas a més és una unitat de K.

Si seguim el raonament anterior al revés, queda clar que a partir d’una
varietat abeliana polaritzada (A, E¢, ) de tipus polaritzat (K, T, fy) podem
construir-ne moltes d’isomorfes multiplicant 'element £ per una unitat
totalment positiva de Ky. Si multipliquem per unitats del tipus wu amb
u € OF, les varietats que obtindrem seran isomorfes a la de partida com a
varietats abelianes polaritzades.
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Siguin
U = {unitats totalment positives de Ky},

Ur = NK/KO(O;() cuU.
Observem que U1 és un subgrup d’index finit de U.

Proposicié 7.5.2. Si existeir una varietat abeliana CM de tipus polaritzat
(K, T,f0), lavors hi ha exactament d = [U : Uy] classes d’isomorfisme de
varietats abelianes polaritzades de tipus polaritzat (K, T,fo).

Podem fer tots aquests comptes per al cos ciclotomic d’exponent 5, K =
Q(¢), que ja hem estudiat en la secci6 7.4. En aquest cas tenim que

O% = (=, 1+¢) ~Z/10Z x 7.
Oy, = (—1,185) ~ 72/27 x Z

U = ((1455)"),00 = Wi, 1+ ) = (559,

Veiem que totes les varietats abelianes de tipus CM amb el mateix CM-
tipus que la varietat que hem estudiat en la seccié 7.4 sén isomorfes com a
varietats abelianes polaritzades.

7.6 CM-tipus polaritzats i isogenies

Fixem un CM-tipus (K, T), i una CM varietat abeliana polaritzada princi-
pal (A =C"/p(m), ®,) de tipus polaritzat (K, T, fy). Sabem que existeixen
h = #CI(K) classes d’isomorfisme de varietats abelianes (sense polaritzar)
del mateix CM-tipus (K,T). Escollim representants Ay = A, Ao,..., Ap
d’aquestes classes d’isomorfisme. Totes aquestes varietats abelianes sén
isogines, per la qual cosa podem pensar-les com aj-transformacions de A
(k= 2,...,h) donades per certs ideals a; de Og. De fet, podem suposar
directament que les varietats escollides sén de la forma Ay = C"/p(a; 'm).
En aquesta situacié podem concretar quan podem polaritzar les Ay amb el
mateix tipus polaritzat (K, T, fo) que A:

Proposicié 7.6.1. La varietat Ay = C*/p(a;'m) admet una polaritzacic
de tipus polaritzat (K, T,fo) si i només si lideal apay és principal i estd
generat per un element g, € Kq totalment positiu:

apay = (Ozk), ay € Ky, ap >> 0.
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Observem que 'element ¢y, de la proposicié no és tnic. L’cleccié d’un
oy, equival a fixar una polaritzacié de tipus (K, T, fo) en Ax 1 una isogénia

Demostracié: Recordem com es recupera l'ideal fy a partir de la polarit-
zacid de la varietat:

foOr = 0k jomm.
Si l'ideal a;, satisfa la condicié de la proposicié tindrem que
foOx = @K/@mﬁ = (Eak)DK/Q(aglm)(aglm).

Reciprocament, suposem que Aj admet una polaritzacié ®¢, de tipus pola-
ritzat (K,T,fp), de forma que

TN

foOk = (&)0k/nla; m)(a; m).

Fixem una isogenia A : A — Aj. Considerem el diagrama:

‘1)71
A — A" = A
Al 1
e
A, —58 Ax

La composicié gy = 5‘@&@)‘ és una segona polaritzacié @52 de A, la qual cosa
ens diu, per la proposicié 7.3.4, que g,\<I>£_1 = (ag) on ap = E,'gé_l és un
element totalment positiu de Kg. Com que A ha de ser una ai-multiplicacio,
A serd una a-multiplicacid, 1 gy sera una fagag-multiplicacié. Aixi doncs
g>\<I>§_1 = t(ay,) sera alhora una agog-multiplicacié i una Og-multiplicacié de
Aen A. Aixo forca la igualtat aia; = o Ok. O

7.7 La familia de les varietats abelianes amb CM

Una foto de familia del conjunt de les varietats abelianes amb multiplicacié
complexa per un mateix cos seria aixi: fixat el CM-tipus (K, T") sabem que
hi ha h = #CI(K) classes d’isomorfisme de varietats abelianes principals
del tipus donat. Si en cadascuna d’aquestes classes fem una classificacié
més fina, trobem d classes d’isomorfisme de varietats abelianes principals
polaritzades de tipus polaritzat (K, T,fp), amb fp un ideal de Og,.
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Acabem amb una obscrvacié: en aquesta familia pot haver-hi incestos,
és a dir, podem trobar varietats abelianes polaritzades amb multiplicacié
complexa amb CM-tipus diferent que siguin isomorfes. Una feina pendent
és caracteritzar completament aquests incestos.

Bibliografia
[Fe 00] J. Ferndndez. Construccié de varietats abelianes amb cm. 2000. en
aquest volum.
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Capitol 8

Teoria de cossos de classes 1
multiplicacié complexa

J. GUARDIAL,
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J.C. LARIO

Dept. d’Algebra i Geometria
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Gran Via de les Corts Catalanes 585
E-08007 Barcelona

Introduccié

Aquest capitol consta de tres parts: en la scecié 1 presentem un csbés de la
demostracié del primer teorema principal de la multiplicacié complexa que
apareix en [Sh 98]. En la secci6 2 s’explica enunciat de la versié adelica
d’aquest teorema. Finalment, en la seccié 3, s’explica un resultat de Wei.

Notacidé: Al llarg d’aquest capitol, seguirem les notacions i convencions
introduides en els capitols anteriors, especialment en [Fe 00] i [Gu 00]. En
particular (K,T) sempre serd un CM-tipus CM, (K’,T’) denotara el CM-
tipus reflex i K sera el subcos totalment real maximal de K.

! Amb el suport parcial de la DGES: PB 96-0166.
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8.1 El teorema principal de la multiplicacié com-
plexa

Aquesta scccié és un csbés de la demostracié del teorema principal de la
multiplicacié complexa que es troba en [Sh 98]. Exposarem els resultats
principals de la demostracio, intentant posar de manifest les idees que hi ha
al darrera. Ometrem les demostracions detallades, perque, per descomptat,
és millor llegir-les directament en el llibre de Shimura.

8.1.1 CM tipus polaritzats i formes hermitiques

Siguin (Ay,¢1,£1), (A2, t2,&) dues varietats abelianes polaritzades de CM-
tipus polaritzat (K,T,fo). Podem suposar que A; = C"/p(m) i Ay =
C™/p(a"tm) per a certs ideals m,a de K. Cada isogenia A : Ay — Ay de-
termina un element totalment positiu ay € Ky tal que @;15\61352)\ = 11(avy)
iaa= (ay) (cf. [Gu00], sec. 7).

Lema 8.1.1. Sigui & € a™1, i sigui A\ una isogénia de Ay en As. Se salisfd
la relacio:
Qi (e) = anEE.

Aquest resultat ens fa veure que 'aplicacio:

H,\:a_1 — C

£ — o = &€

s’estén a una forma hermitica sobre K. Partint de dues varietats abelia-
nes polaritzades isogines, hem arribat a una forma hermitica sobre K. Po-
dem estudiar aquestes formes hermitiques en abstracte. Fixem un CM-tipus
(K,T). A cada ideal a de Ok que satisfaci la propietat:

(*) aad = (a), o € Ky, « totalment positiu.

podem associar-li la forma hermfitica:

K — C

w — oww,

Aquesta forma, que denotarem {a,a}, és definida positiva, i pren valors

algebraics enters sobre a 1.
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Direm que dues formes hermitiques del tipus anterior, {a, a}, {b, 5} sén
equivalents si per algun element 4 € K esté que b = pai 8 = aupu. Aquesta
¢és una relacié d’equivaléncia en el conjunt

S = {parells (a, @) que satisfan la condicié (x)}.

Denotarem per €(K) el conjunt de les classes d’equivalencia per aquesta
relacié. Podem definir una operacié natural entre els elements de €(K),
mitjancant la multiplicacié component a component. Amb aquesta operacid,
el conjunt €(K) esdevé un grup abelia. L’element neutre d’aquest grup és
la classe d’equivalencia de la forma {Og,1}.

8.1.2 El CM-simbol d’Artin

Suposem donats un CM-tipus polaritzat (K, T,fy) i dues varietats abelia-
nes polaritzades P1 = (Ay,1,£1), P2 = (A, 2,£2) de CM-tipus polaritzat
(K,T,fo). Sabem que As ha de ser una a-transformacié de A; per a cert
ideal a de K. A cada isogenia A : Ay —> Ao i hem associat una forma
hermitica Hy = {a, a)}. Aquesta forma depen de A, pero la seva classe en
¢(K), gracies al lema 8.1.1, és la mateixa per a qualsevol isogenia de A; en
As. Aquesta classe la denotarem

{Pl : 772} = (a, Oz)\).

Proposicié 8.1.2. Siguin P1, P2, Py tres varietats abelianes polaritzades
amb el mateizx CM-lipus polaritzal. Se satisfan les relacions segiients

a) {P3:Pef{Po:P1} ={Ps:P1};
b) P1~ Py {P1: P} = (0Ok,1);
C) PLr~Py & {Pl : 733} = {732 : 773}.

Sigui P = (A4,,£) una varietat abeliana principal polaritzada de tipus
(K, T,fo). Sigui L un cos de nombres sobre el qual P csta definida (L haura
de contenir el cos reflex K’ de K). Estenent L si cal, podem suposar que

i) L/K’ és una extensi6 normal,

ii) Per a qualsevol o € Gal(L/K’), tots els elements de Hom(A, A”) estan
definits sobre L.
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Sigui o € Gal(L/K'). Sobre la varietat abeliana A? es pot definir de manera
natural una estructura de CM-varietat polaritzada, amb el mateix tipus
(K, T,fo) que A. Denotarem per P? := (A%, ¢, ) aquesta nova varietat.

Proposicié 8.1.3. La forma hermitica {P? : P} és independent de la va-
rietat P.

La proposicié 8.1.2 ens permet assegurar, doncs, que I'aplicacio:

u:Gal(L/K') — C(K)
o — ufo):=[o] :={P7: P}

és un morfisme de grups, que anomenarem CM-simbol d’Artin.

8.1.3 El “first main theorem?”

Sigui (K, T, fg) un CM-tipus polaritzat. Fixem una varietat abeliana polarit-
zada P de tipus (K, T, fo) 1 denotem per Ly el seu cos de moduli. Considerem
la composicié L§ = LoK’ El teorema principal de la multiplicacié complexa
ens descriura la teoria de cossos de classes de I'extensié L/ K'. Escollim un
cos de nombres L sobre el qual estigui definida la varietat polaritzada P.
En particular, L contindrd Ly i K’. Suposarem, com abans, que

i) L/K' és una extensi6 normal,

ii) Per a qualsevol o € Gal(L/K'), tots els elements de Hom( A4, A”) estan
definits sobre L.

En aquestes condicions, sabem que el CM-simbol d’Artin és un morfisme de
grups. Podem determinar el seu nucli:

o € ker(u) <= [0] = (Ok,1) <= P? = P <= 0|, = Id <= o1z = Id.
Aix{ doncs ker(u) = Gal(L/Lg), i el CM-simbol d’Artin déna lloc a una
injeccio:

u: Gal(L{/K') ~ Gal(L/K")/Gal(L/L{) — ¢(K).
Com que el grup €(K) és abelia, extensié L§/K’ ha de ser una extensi6

abeliana. Per poder dir més coses d’aquesta extensid, hem de saber calcular
el CM-simbol d’Artin.

Sigui S el conjunt format pels primers de K’ sobre els quals la varietat
P té mala reduccié i pels primers que ramifiquen en L. Posem m = Hpe gb.
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Proposicié 8.1.4. Sigui p € S un primer de K' ¢ sigui B un primer de L

que divideiz p. Sio = <%{<l> és el morfisme de Frobenius associat a aquests

primers:

o] = II #* Nkjalp)

e’

Sigui Ix+(m) el grup dels ideals de K’ coprimers amb m, i sigui Pg+(m)
el subgrup de Igs(m) format pels ideals principals (a), de manera que
Clw(K) = Ig/(m)/Pgi(m) és el grup de classes d’ideals modul m. Con-
siderem la composicié @ del CM-simbol d’Artin amb el simbol d’Artin usual
associat a l'extensié Lj/K':

(5)

i Igi(m) ~ —> 7 Gal(LE/K') — ¢(K).

Tenim que:

Pr/(m) C Hy :=kerti = ¢ a € I (m)] H a‘p*,NK,/Q(a) = (Ok,1)
SO*ET/

Sigui Hp = {a elg|Ine K <H<p*ET/ a(p*vliﬁ) = (O, 1)} Aquest grup de
classes satisfa

Py C Hy C Ik,

HyN Ig(m) = Hy.
D’aquestes relacions traiem que

Gal(LS/K’) ~ IK/(m)/Hl ~ IK//Ho.

Teorema 8.1.5. (Primer teorema principal de la multiplicacié com-
plexa) L’extensid L/ K’ és abeliana no ramificada i L§ és el cos de classes
de K' corresponent al grup d’ideals Hy.

8.1.4 Acotacions al teorema principal

Acabem aquesta exposicié amb tres observacions sobre el teorema principal
de la multiplicacié complexa.
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En primer lloc, notem que podem utilitzar aquest teorema com un bitllet
d’anada 1 tornada entre el pais de les varietats abelianes CM i el pais de les
extensions abelianes dels cossos de classes dels cossos CM. Podem viatjar
d’un lloc a Paltre de manera explicita.

Ens cal dir que, igual com en el cas de les corbes el-liptiques, el pri-
mer teorema principal de la multiplicacié complexa es complementa amb un
segon teorema principal, que s’ocupa de les extensions abelianes rami-
ficades dels cossos de tipus CM. Les técniques que s’utilitzen per arribar a
aquest segon teorema son essencialment les mateixes que hem emprat per
al primer. El lector interessat en el tema trobaréd aquest segon teorema en

[Sh 98].

Els teoremes principals de la multiplicacié complexa per a corbes el-lip-
tiques sén mdés eficienis que els que tenim en el cas general, perque ens
permeten arribar a construir el cos de Hilbert i els ray class fields dels cossos
quadratics. En canvi, les versions d’aquests teoremes per a dimensié superior
no ens diuen que puguem arribar tan amunt. La raé ultima d’aquestes
diferencies és que, en dimensié 1, totes les corbes el-liptiques del mateix
CM-tipus que una donada sén isomorfes a alguna conjugada seva (dit en
altres paraules, el polinomi irreductible de l'invariant j té grau igual al
nombre de classes del cos de la multiplicacié complexa). Aquesta situacié
tan favorable no sol donar-se en dimensié superior.

8.2 El teorema principal, versio adelica

Sigui (K,T) un CM-tipus. Considerem una varietat abeliana complexa po-
laritzada P = (A, L) de tipus (K,T). Suposem P definida sobre un cos de
nombres k. En [Fe 00] es va veure que necessariament el cos k conté el cos
reflex K’ de K. L’objectiu d’aquesta secci6 és descriure Pacci6 de Gal(C/K")
sobre la varietat abeliana polaritzada P i sobre els seus punts de torsié.

En [Ba 00] es va introduir el grup d’ideles Ix+ del cos K’ que mitjangant
la teoria de cossos de classes ens descriu el grup de Galois de la maxima
extensié abeliana K’ ab/K' del cos K': tenim un isomorfisme de grups,
conegut com la llei de reciprocitat d’Artin

rir: Gal(K' 2P /K'Y =5 Ok = T /K™,

La versié adelica del teorema principal de la multiplicacié complexa tradueix
I’accié de Galois sobre la varietat abeliana en termes d’ideles. Per a fer-ho,
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cal condixer la rclacié entre les ideles i els ideals dels cossos K i K’, que
resumim en la proposicié segiient.

Proposicié 8.2.1. Sigui (K',T") el CM-tipus reflex de (K,T).

i) L’ aplicacié norma

NK'I K — K
x — H(I)IGT/@I(.T)
s’estén de manera natural al grup d’ideles dels cossos K' 1 K :

NK/ :]IKI — Ik.

i1) Sigui a C K un ideal i siguit € g un idele. Aleshores existeir un unic
ideal b C K tal que per tota placa no arquimediana v de K, b, = t,-a,.
Aquest ideal és de fet
b =Nyty - ay

on v recorre les places no arquimedianes de K.
Teorema 8.2.2. (Teorema principal de la CM, versié adeélica) Sigu:
(K, T) un CM-tipus. Considerem una varietat abeliana complexa polaritzada

P = (A, L) de tipus (K,T), definida sobre un cos k D K’'. Sigui a C K un

ideal de K tal que existeir un isomorfisme de varietats abelianes complexes
0:C"/T(a) — A

i notem E a la forma de Riemann associada a la polaritzacié (L) en

C*/T(a).

Sigui o € Gal(C/K') i sigui s = ri/(0) la idele associada a la restricid de
o a la mazima estensié abeliana K' 0 de K.

Aleshores:

i) P és una varietat abeliana de tipus (K, T). Siguit = Ng:(s71) € Ix
1 considerem l'ideal b = t-a C K. Ezxisteix un isomorfisme de varietats
abelianes complexes

0, : C*/T(b) = A7

tal que la forma de Riemann associada a la polaritzacid 0%(L%) en
Cn/T(b) és 61(0:.(_[/0) = NK’/Q(S) - F.
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it) k(Ators)/k €s una extensid abeliana.

i11) Tenim uns isomorfismes naturals
/ 0-T
K /Cl ? Atorm

K'Jo %% a7 .

i) L’isomorfisme 0, es pot triar de manera unica tal que obtenim un
diagrama commultatiu d’isomorfismes

o-0-T=0,-T-(t).

Observem que aquesta relacié ens descriu ’accié de Galois sobre la torsié
de la varietat abeliana en termes d’ideles.

8.3 Un resultat de Wei

Sigui G un grup i H € G un subgrup d’index finit. Triem ~+’s en G de
manera que formin un sistema de representants de les classes laterals per
I’'esquerra:

G:U'yH.

Per a cada g € G tenim una igualtat g~ = ' h, per a cert representant v/
i hy € H. L’aplicacié G = H que envia g — H7 h. esta mal definida, pero
no ja és aix{ quan la definim sobre els abelianitzats respectius. Aixi formem
el transferidor:

Ver: G@P Hab

17y mod H'.
»

gmod G'—>

Recordem que G2 = G/G’ és el maxim quocient abelia de G; si G és abeli,
G* = G 1 Ver(g) = ¢!,

Combinant amb la teoria de Galois, el transferidor satisfa bones pro-
pietats respecte les torres d’extensions normals. En particular, commuta
functorialment amb I'isomorfisme de reciprocitat d’Artin. Aquest fet és
Pinstrument clau per al resultat principal de la tesi de W. Weil (1994).



Teoria de cossos de classes i multiplicacié complexa 159

Sigui K un cos de nombres de tipus CM. Considerem el diagrama de
COSS0S:
/Q
Kab

—

K

ab

2 0

Ky

K,
tr
Qab

/
-

Sigui H la imatge de Gal(Kgb/KoQab) pel transferidor:

Q

Ver: Gal(Q/Kg)* Gal(Q/K)™
Gal(K2/Ky) Gal(K*"/K)
Gal(K§P/KoQ¥) == = === — - >1JAI

Teorema 8.3.1 (W. Wei). Si adjuntem a K els moduli de totes les vari-
etats abelianes amb CM 1 reflex dins K, aizi com els seus punts de torsid
obtenim el subcos de K* fix per H.

Aquest resultat explica que no podem aspirar a reconstruir K2 només
a base de varietats abelianes amb CM i llurs punts de torsid, com passa en
el cas de cossos quadratics imaginaris. Fn general, només obtenim (K2*P)f.
Per aixi dir-ho, la distancia que ens separa d’obtenir tot K ve marcada
per les extensions abelianes de la subextensié totalment real Ky de K, a
part d’afegir les arrels de la unitat.

Per a més detalls podeu consultar la pagina html de J. Milne (director
de tesis de W. Wei) a math.uiuc.edu.
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FEn aquestes notes donem una breu introduccié a la teoria classica de les
formes modulars de Hilbert aixi com de la relacié entre les funcions modulars
de Hilbert i la teoria de cossos de classes (cf. [Fr], [Gal, [Shi4]).

Introduccid

L’accié del grup modular SL(2,7Z) sobre el semipla superior de Poincaré H
s’esten de manera natural al cas del grup I' = SL(2,0F) en H™, on OF és
lanell d’enters d’un cos de nombres totalment real F' de grau m. SL(2,OF)
s’anomena el grup modular de Hilbert. Tot i que D. Hilbert no va publicar
res sobre aquest tema, va encarregar al seu deixeble O. Blumenthal 'estudi
de dominis fonamentals 1 cossos de funcions dels grups modulars de Hil-
bert [Bl]. Posteriorment, E. Hecke en els seus treballs sobre multiplicacié
complexa ([Hel], [He2]) posa de manifest 'important paper que les funcions
modulars de Hilbert tenen en la teoria de cossos de classes. També es va
veure més tard la importancia d’aquestes funcions en ’estudi de la deter-

! Amb el suport parcial de la DGES: PB 96-0166.
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minacié del nombre de representacions per formes quadratiques en cossos
de nombres totalment reals. Els quocients de H™ pels grups modulars de
Hilbert compactificats foren estudiats, des del punt de vista de la teoria
de funcions, per Maass ([Mal], [Ma3]) i Gundlach [Gu] i aix{ s’obtingueren
exemples no trivials d’espais complexes compactes amb el resultat de que
els cossos de funcions corresponents sén cossos de funcions algebriques. El
1970 Hirzebruch ([Hirl], [Hir2]) aconsegul resoldre les singularitats en el cas
m = 2 i aix0 va permetre precisar molts resultats relatius a lestructura dels
anells de formes modulars de Hilbert per a alguns cossos quadratics reals.
Finalment, cal esmentar 'impuls donat per G. Shimura, Hida, etc. en l'es-
tudi de les varietats jacobianes intermedies de varietats modulars de Hilbert
que estiguin associades a caracters de Hecke de cossos CM ([Shil], [Shi2],
[Shi3], [Hil], [Hi2]).

9.1 El grup modular de Hilbert

Sigui F' un cos de nombres totalment real de grau m i O = Op el seu anell
d’enters. Donat un element a de F' el considerarem a R™ via la immersié
canonica o : F— R™ i el denotarem a = (ay,...,am), a; € R, 1 <i <m.
De la mateixa manera, donada una matriu v = (¢ 3) € SL(2, F) denotarem

per ¥ = (V1,---,%m) € SL(2,R)™ les matrius v; = (ZJJ Zj
la immersié canonica de les entrades de v. Notem que podem interpretar
SL(2,0) com un subgrup discret de SL(2,R)™ ja que o(Q) és una ret de
R™.

Denotem per H™ = {z = (z1,...,2m) € C" | Imz; >0, 1 <j <m}, el
producte de m copies del semipla superior de Poincaré.

) donades per

Definicié 9.1.1. El grup modular de Hilbert T'r, d’un cos totalment real
F de grau m, &és el subgrup discret I'r = SL(2,0) de SL(2,R)™ amb la
seglient accié sobre H™:

Sivy= (") elpizemm

v = az+b L (a121 + b1 UmZm +bm> c o™,

cz+d " \eizi+di’ " emzm + dm
Propietats 9.1.2. Es té que:
i) I'r actua de forma propia i discontinua en H".

ii) Tp/{£I} actua fidelment en H™, on M =HMURU {cc} i I = (é 9.
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L’acci6 sobre el punt de l'infinit oo = (c0,...,00) s’cstén de la manera
usual: ~oo = (‘;—11, e ‘;—7’:), v = (Z 3) € I'r. Notem que si ¢; = 0, aleshores

aj
Cj

Tot seguit donarem la definicié de punt parabolic i de punt el-liptic d’un
subgrup discret qualsevol de SL(2,R)™.

Definicié 9.1.3. Sigui I' un subgrup discret de SL(2,R)™. Es defineix:

i) El grup de les translacions de T’

Tr={veR"|(z—24+v) el},

ii) El grup dels multiplicadors de T

; <j<
Mr =S A=(A,..., ) ER™ Aj>0, 1sjsm

JueR™ (z—=Az+u) el

iii) El punt de linfinit oo = (00, ...,00) és un punt parabolic respecte de
T siinoméssi Tr & Z™ i Mp & 7ZmL,

iv) Un punt s € R™, R = RU {oo}, és un punt parabolic respecte de T
si 1 només si 'infinit és un punt parabolic respecte del subgrup discret
conjugat YI['y~L, on v(s) = oo,y € SL(2,R)™. Aquesta definicié és
independent de 'element + escollit que transforma s en oc.

Tant el grup de les translacions com el dels multiplicadors s’obtenen de
forma natural amb ’estudi del grup d’isotropia del punt de l'infinit.

Cal remarcar que el grup dels multiplicadors actua sobre el grup de les
translacions: (A, v) = Av = (AU, ..., AmUm). AixO és correcte ja que si
©(2) = Az+u per a algun u tal que ¢ € T'i 7(2) = z+v, aleshores poTop™!
és la translacié z — z + A 1 d’acl s’obté facilment la relacié: A1... A, =1,
d’on aplicant la immersié logaritmica i el fet de que Mt C R™ és un subgrup
discret resulta que Mp = Z*, per a un cert k < m.

Definicié 9.1.4. Un punt z € H™ és un punt el-liptic respecte de un sub-
grup discret I' de SL(2,R)™ si existeix un element v = (v1,...,%m) de T
que fixa el punt z (i.e. vz = 2) tal que:

)yl 1<j<m.
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ii) Tota v;, 1< j <m, és d’ordre finit.
El conjunt de punts el-liptics respecte de I" és un subgrup discret de H™.

Sigui (H™)* la unié de H™ amb el conjunt de punts parabolics de I'. En
(H™)* es considera una topologia tnica tal que en H™ indueix la usual. A
mdés a més, H™ és un subconjunt obert i dens dins (H™)*. Si I'infinit és un
punt parabolic respecte de I', aleshores un sistema fonamental d’entorns de
I'infinit ve donat pels conjunts

L{N:{zEHm’ﬁImz‘j>N}U{oo}

pera N =1,2,...,1aquest sistema es “transporta” als altres punts parabo-
lics, és a dir, si s és un altre punt parabolic respecte de I" i si v € SL(2,R)™
compleix v(s) = oo, aleshores v ~!(Ux) és un sistema fonamental d’entorns
de s i1 és facil comprovar que aquest sistema és equivalent al definit per
qualsevol altre 4/ € SL(2,R)™ tal que v/(s) = oo.
Es immediat comprovar que I' actua sobre (H™)* i tot i que (H™)* no és
. : . (HT)
localment compacte (si (H™)*  H™), resulta que el quocient Xp := -~
sempre és Hausdorfl i localment compacte.

Teorema 9.1.5. Sigui I'p el grup modular de Hilbert SL(2,Q). Aleshores

i) Els punts parabolics respecte del grup modular de Hilbert sén precisa-
ment les imatges de FU{co} en R™ a través de la immersid canonica.

it) L’espai quocient

_ H™uU FU{co}

= e

és compacte. En particular, té un nombre finit de classes de punts
parabolics i de classes de punts el-liptics i si m > 1, aquestes classes
son els punts singulars de Xr, considerada com a varietat analitica
de dimensio complexa m.

Xrp

i11) El nombre de classes de punts parabolics, respecte de I'p, és el nombre
de classes del cos F' ([Sh], §28).

Exemples de grups modulars de Hilbert

i) Casm =11ie., F=Q1ilg=SL(2,Z) = (s,t). Es recupera el grup
i

modular classic generat per s = (? _é)

.
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i) F=QW2), [F:Q] =2, O=2Z2ihp =1, amb la qual cosa
només existeix la I' p-classe de punts parabolics de I'infinit.
Es té que el grup de Hilbert T'r = SL(2,Z[v2]) = (s,t, t /3 Y1ey3)

on

o~
Il
N
je] —
= —
je] —
= —
N~—

1 2 1 —/2
t\/iz ) )
0 1 0 1
< 1++/2 0 1—2 0 >
714_\/5: 5 .
0 142 0 142

Definicié 9.1.6. Sigui n C O un ideal propi no nul. Fl subgrup
Irin)={y€Tr|y=T (modn)}

s’anomena el subgrup de congruéncia principal de T'rp de nivell n. T'p[n] és
el nucli del monomorfisme natural de grups: SL(2,0) — SL(2,0/n), per
tant I'p(n) és normal dins de I'r. Com que SL(2,O/n) és finit per ser-ho
O/n, resulta que I'r(n) és d’index finit en I'p.

Un subgrup de I'r s’anomena un subgrup de congruéncia de nivell n si
conté I'p[n]. Un subgrup IV de I'p s’anomena un subgrup de congruéncia si
existeix un ideal enter n C Op tal que I” és un subgrup de congruencia de
nivell n. Els subgrups de I':

Fo(n)::{ a b erF]cz()(modn)}
c d

I‘l(n)::{ @b eTon) la=d= (modn)}

c d

sén subgrups de congruencia.
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9.2 Formes modulars de Hilbert

Abans de definir les formes modulars de Hilbert, recordem que si f : H™ — C
és holomorfa i compleix f(z +v) = f(z) per a tot z € H™ i tot v d’una ret
L de R™, aleshores [ admet un tnic desenvolupament en scric de Fourier
absoluta i uniformement convergent en subconjunts compactes de H™:

flz)= Z an exp (2mwi(n, z)),

nel!

on la suma cstd estesa a la ret dual L' de L,
L' ={weR™ | {(w,v) €Z, peratot veL}

on (w,v) abreuja l'expressié wivi + - -+ + Wy Up. Un element w € L' és no
negatiu, i.e. w > 0, si i només si cada component de w és no negativa.

Si f : H™ — C és holomorfa i periodica respecte de la ret de translacions
Tr d’un subgrup discret I' de SL(2,R)™ que admet infinit com a punt
parabolic aleshores diem que f és regular en el punt de l'infinit si en el
desenvolupament de Fourier anterior (per L = 7r), els tnics coeficients a,,
no nuls que hi surten corresponen a n’s no negatives. En aquest cas, també
es diu que [ és holomorfa en el punt de l'infinit.

Observacié 9.2.1. Si a més de ser f regular en el punt de linfinit, f
g’anul-la en linfinit, i.e. f(oo) := ap = 0, aleshores es pot provar que
an 7 0 exigeix que totes les components de n siguin estrictament positives.

Definicié 9.2.2. Una forma automorfa de pes 2k, k = (k1,...,km) € Z™
respecte d’un subgrup discret T' de SL(2,R)™ de quocient (H")*/I" compacte
és una funcié holomorfa f : H™ — C que compleix

ii) f és regular (o holomorfa) en tots els punts parabolics de T'.

Expliquem tot seguit el que significa aquesta segona condicié. Primer de
tot la regularitat de f en el punt de l'infinit ja ha estat explicada si I'infinit
és un punt parabolic respecte de T". Ara, si s # 00 és un punt parabolic
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respecte de T, sigui v € SL(2,R)™ tal que v(s) = oo i aleshores la funcié
m
= H (cjzj +dj)*) f(y~'2)

és regular en l'infinit, on ara denotem 77-_1 = (ZJ SJ:), 1 <5< m.
E 7 )

FEn aquest segon cas la regularitat no depen de la v escollida que trans-
forma s en oo, a I'igual que la anul-lacié o no de f, en I'infinit (perod si fy(oc0)
és no nul, aquest valor si que depén de ). Sien ii) a més f s’anul-la en tots
els punts parabolics, la forma automorfa s’anomena forma parabolica.

Si I'r és el grup modular de Hilbert d’un cos de nombres F' totalment
real i T' és commensurable amb I'r (és a dir, 'NT'r té index finit en T' i en
I'r) aleshores, una forma automorfa respecte de I s’anomena habitualment
una, forma modular de Hilbert.

Remarca 9.2.3. La condicié ii) només cal comprovar-la per a un sistema
complet de representants de punts parabolics modul I'-equivaléncia, en el
sentit de que si per un punt parabolic es compleix, aleshores es compleix
automaticament per a tots els I'-equivalents.

Notacié 9.2.4. Si k = (k1,...,km) € Z™, denotem per Mor(I'r) Pespai
vectorial sobre C de les formes modulars de Hilbert de pes 2k respecte de

I'r. Denotem per Sor(I'p) Pespai vectorial de les formes paraboliques de
Hilbert i

A(Tr) = {f/g| 3k € ™ tal que f,g € Moy(Tp), g#0}

el cos de les funcions modulars de Hilbert de pes 0 (cf. [Shi4]).

Observacié 9.2.5. Sigui k = (K1,...,km) € Z™. Si Mop(T'p)\Sox(T'r) #

0, aleshores k1 =+ = K.

Aquesta condicié s’obté en estudiar l'accié dels multiplicadors sobre
els desenvolupaments en scric de Fourier de les formes modulars no pa-
raboliques.

La construccié general de formes paraboliques de Hilbert s’obt¢ a partir
de certes series de Poincaré. Anem ara a definir les series d’Eisenstein,
respecte de I'g, una per a cada I'z-classe de punts parabolics.
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Series de Eisenstein. Sigui I' = I'r el grup modular de Hilbert d’un
cos de nombres totalment real I'. Es defineix la serie d’Eisenstein de pes
2k, k= (k,...,k) €Z™, k > 2, respecte del punt parabolic de I'infinit

Ba(2) = <ﬁ (cjzj + dj))_%

j=1

on la suma csta estesa a un sistema complet qualsevol de representants de les
classes laterals I'ooy de I' (I's, denota el subgrup d’isotropia de l'infinit). La
serie d’Eisenstein de pes 2k, k = (k,...,k) € Z'™, k > 2, respecte d’un punt
parabolic s de I'p es defineix transformant s en oo mitjangant un element
adient v9 € SL(2,R)™ considerant després la corresponent seérie d’Eisenstein
respecte de I'infinit i tornant per L. S’obté la segiient expressié

Ey(z) =) H (cjz; +d;) 2"
j=1

estant la suma estesa a un sistema complet de representants de les classes
(0T ¥ Mooy amb v € YT

Aquestes seéries sén convergents per a k > 2. Satisfan E3, (z) € Mo(T).
Els seus valors només depenen (llevat de constant) de la I'-classe de s i
s’anul-len en els punts parabolics no equivalents a s.

Teorema 9.2.6. [Kl] Sigui T' =T el grup modular de Hilbert d’un cos de
nombres totalment real F' de nombre de classes h.

Aleshores

i) Sis1,...,8n s0n representants de les I'-classes de punts parabolics, les
séries d’Eisenstein E;;C(z), 1 < j < h, sén linealment independents
i generen un espai vectorial E(I') que només depén de T' i s’anomena
Despai de les séries d’Fisenstein de pes 2k (k > 2) respecte de I

i1) Maop(T') = Sox(I') & E(T).

Observacid 9.2.7. Si k =11 m > 2, es pot definir la scric d’Eisenstein de
pes (2,...,2) respecte de I" pel limit

Es(z) = lim Z (ﬁ(Cij + dj)>_2+a

o+
o— i}

on la suma esta estesa a un sistema complet de representants de les classes
laterals I'oy de T.
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Teorema 9.2.8. Sigui k = (k1,...,6m) € Z™ i ' = T'r el grup modular
de Hilbert d’un cos de nombres totalment real F' de grau m i de nombre de
classes h. Aleshores

1) Moi(T) = 0, si ezisteiz un kj < 0.

2) Mop(l)=C, 0=(0,...,0).

3) Mar(T) i Sox(T) sén C-espais vectorials de dimensid finita [Ma2]. En
particular:

dim Mgk(r) = h+dim Sgk(r)

La dimensié dels espais de formes paraboliques de Hilbert es pot calcular
a partir de la férmula de les traces de Selberg (cf. [Sh]).

Exemples 9.2.9. i) Sigui F' = Q(\/p), p primer. Aleshores la dimensié
de lespai de formes paraboliques de Hilbert de pes (2,2) és ([Hir2],
[Pr] i [Si]):

0 sip=2,3,5
4 _
%QF(—1)+h(8p>+h(63p)—1 sip=1 (mod 4)
1 3 1 .
3 Cp(—1) + 1 h{(—p) + G h(—12p)—1 sip=3 (mod8), p>5
1 1 .
3 (1) + 8 h(-=12p) — 1 sip=7 (mod 8)

on (,(s) denota la funci6 zeta de Dedekind del cos de nombres F i
Co(—1) = 272d%°74¢,(2) (dp denota el discriminant de F).

ii) Si F' = Q(v/6), aleshores la dimensié de ’espai de formes paraboliques
de Hilbert de pes k = (k,x), k> 2, Sk(SL(2,Z[6])) és [Ge]:

(k — 1)? L 3 + 0 si k#1 (mod3), k parell,
4 4
—1 si k=1 (mod 3), k parell.
(k — 1)? L —1 si k=1 (mod 3), & senar,
4

0 si k#1 (mod3), s senar.
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Donem ara propietats rellevants en el cas F' = Q(v/2), (cf. [Gu], [Col]).
En aquest cas, F = Q(\/i), el nombre de classes és 1, per tant per a cada
k € 77 tenim una tunica scric d’Eisenstein Eop(z1,22) € Mo (TF), k =
(K, k), que és la corresponent al punt parabolic de I'infinit.

Teorema 9.2.10. Sigui F = Q(v/2) i sigui T'r = SL(2,Z[V/2]) el correspo-
nent grup modular de Hilbert.

Aleshores:

i) L’anell graduat de les formes modulars de Hilbert de pes parell respecte
del grup modular de Hilbert I'p és C[Es, Ey, Fg].

.. 1ME2-E; Ny
i) fa(z1,22) = —Z2g— €s una forma parabolica respecte de T'r de pes

(4,4) i
Jo(er, z2) = 361 E2 — Eg — 50976 Es f4
61~ =2 224640

és una forma parabolica respecte de T'p de pes (6,6).

i11) El cos de les funcions modulars de Hilbert de pes O respecte de I'p
és: A=Clu,v) onu=u(z1,22)=FE2/f1 i v=u0(z1,2)=E fi/fs.

El desenvolupament en serie de Fourier de les series d’Eisenstein
Eop(z1,22) € Mop(Tp), k = (k,k), kK € 77, respecte de la ret dual T’
de les translacions de T'r = SL(2,Z[v/2]) en la base {(%, %), < 1_ =1 )}

2v2 22
és del tipus:

Z a exp [2m’[<m+L)z +<T—L)z H
; mn D) 2\@ 1 D) 2\/§ 2
(m,n)eZ

amb les condicions:

m n :om n £ : : :
7+m20 1 7—2—\/5ZOquesonequlvalentsamZO 1 |n|§\/§m,1

per tant, si fem q¢ = exp [7i(z1 + 22)], 1 go = exp [m‘(@*;)} aleshores la
scric de dalt s’escriu sota la forma
> ammd" @ =an+ Y. amnq" G

m>0 m>0
In|<v2m [n|<m~2

De fet resulta que llevat d’una constant multiplicativa es té (per a m > 0)

G = Oop—1(n + mv/2), amb oy(a) = Z lwd|t, per a qualsevol a de
()l ()

O =7Z[V2].
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Per a k = 1, la corresponent seric d’Eisenstein normalitzada té el segiient
desenvolupament:

Ex(2) =1+ q(48qy " + 144+ 48 qo)

+ ¢?(336q7% +384q5 1 + 720+ 384 g0 + 336 ¢2) + ...

Analogament es tenen els desenvolupaments de F4 i Eg. En particular les
formes paraboliques

fa(z1,22) € Sa(Tp) 1 fo(z1,22) € S6(T'r)

tenen els desenvolupaments:
filz,2) = q (gt =2+ q0) + P(—4q)° =8¢, " +24—8q0—4g}) + ...
Jo(z1,22) =q+ 2% (—qp > —8q; ' +6 —8qo —ad) + ...

9.3 Aplicacions

E. Hecke a la seva tesi doctoral (1910) dona la primera aplicacié aritmetica
de lestudi de les funcions modulars de Hilbert de pes zero (m = 2). Més
concretament, sota certes restriccions Hecke (cf. [Hel]) afirma que en molts
casos valors singulars de funcions modulars de Hilbert generen extensions
abelianes de cossos biquadratics (extensions quadratiques totalment imagi-
naries d’un cos real quadratic).

Els segiients exemples ([Col], [Co2], [Co3]) il-lustren els resultats de
Hecke en termes de representacions, per formes quadratiques, d’elements
primers de I’anell d’enters d’un cos quadratic real.

Exemples 9.3.1. Siguin F' = Q(v/2) i 7 un element primer del seu anell
d’enters O = Z[v/2] de norma p € 7.7 i L el cos biquadratic F(i /2 + v/2).
Aleshores:

i) 7 és representat per la forma quadratica X2 + (2 4+ /2) Y2 si i només
si p descompon en L(u(z,z'), v(z,z’)) =Lonz=iV2++V2, 2 =
iV2—2; u(z,2') =576, v(z,2') = 12.
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ii) m ¢és representat per la forma quadratlca X2 42024+ V2)Y? s
només si p descompon en L< (t,t )) L(i) on
t=2i(3+2V2) V24+V2, ' = 223—2\f 2—v2, u
721(388 +275v/2 + 30(1 + f) V2 + f) v(t,t') = 6(2 + 5\f 3+
62 +/2).
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Capitol 10

Superficies abelianes amb
CM

G. CARDONA

Dept. de Matematica Aplicada 2
Universitat Politecnica de Catalunya
Pau Gargallo 5,

E-08028 Barcelona

Introduccid

Un cop vist el cas de les varietats abelianes amb CM de dimensié 1, és a
dir, les corbes elliptiques, el segiient cas a estudiar és el de les varietats de
dimensié 2, és a dir, les superficies abelianes amb CM. Dins aquest cas, si
ens centrem en aquelles que sén principalment polaritzades i simples ens
trobem amb que necessitem estudiar les jacobianes de corbes de genere 2.
Aquesta xerrada esta dirigida a I’estudi de les corbes de genere 2 en general.
Fn la xerrada de Jordi Guardia, es descriura com buscar corbes de genere 2
on la seva jacobiana té CM.

10.1 Models de corbes de genere 2

Anem, en primer lloc, a descriure els models de corbes de genere 2.

175
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Sigui C' de genere 2 definida sobre K. Els segiient fets sén ben coneguts:
e (' és hiperelliptica.

e (' admet un model aff
y’ = f(z)
amb f € K[X] separable de grau 5 6 6.

e Qualsevol altre model s’obté amb canvis associats a M = (4 ;) €

GLy(K),
;_ mr+n
C pzr+gq
,  (det M)y
C (pr+ )

Dit d’una altra manera, a partir d’un model d’una corba C obtenim
totes les seves isomorfes fent canvis del tipus descrit.

10.2 Invariants d’Igusa de corbes de genere 2

De la mateixa manera que en les corbes elliptiques tenim ’invariant j, ens
interessa poder classificar les corbes de genere 2 a partir de certs invariants.
Per motius historics, introduim en primer lloc els invariants d’Igusa. Més
endavant veurem la teoria general d’invariants.

Considerem C una corba de génere 2 donada per un model 3% = f(z) i
posem:

f(z)= aox® + a1z’ + ... azz + ag
6
=ap H(:c — ).
i=1

A partir de la descomposicié de [ en K, definim els invariants d’Igusa

=aj Y (12)*(34)(56)°
=ag ) _(12)*(2 (45)2( 6)*(64)%,
=af ) 2)2 2(45)2( 6)*
(64)*(14)(25)” ( )
I1o(C) = ap’ H (i5)? = disc f,
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on (ij) indica a; — ¢ 1 els sumatoris s’estenen a totes les permutacions
donant expressions diferents; dit d’una altra manera, s’estén als elements de
&, modul el grup de simetries de les expressions.

Notem que, per ser simetrics, aquests invariants admeten una expressié
polinomica en els coeficients de f.

10.3 Formes binaries séxtiques, covariants i inva-
riants

Per tal de posar la descripcié dels invariants de corbes de genere 2 dins un
marc més comode, parlarem de formes binarics sextiques. Donada corba
de geénere 2 per un model y? = f(z), podem associar-li una forma binaria
sextica obtinguda per I’homogeneitzacié del polinomi f,

F(xy,z9) = mgf(ml/xg).

Les formes sextiques equivalents a una donada s’obtenen per canvis de
variable analegs al cas de corbes de genere 2. En concret, venen donats per:

T1 = mx)| + nwy
Xy = pr| + T
amb (Tg Z) S GLQ(F).

Per tal de classificar formes sextiques, introduim el que coneixem com a
covariants i invariants.

Els covariants s6n polinomis
P S Z[G/Oa a1,a2,a3,0a4,05,06, L1, JJCQ],

que en fer el canvi M = ('} §) compleixen:

Ply = (det M)FP.

Aquestes expressions sén nccessariament homogenies en z; 1 a4, en el
sentit que posant el polinomi en la forma

ik mik
> ee[Ta [T
k



178 G. Cardona

es té que >, m;p 1), m;; no depenen de k. Anomenem ordre del covariant
el grau en x1, 29 i grau del covariant el grau en les a;.

A més de la definicié dels covariants, cal notar que existeix un metode
explicit per a trobar-los tots. Aquesta construccié fa servir una operacio,
anomenada Ueberschiebung, que proporciona un covariant a partir d’altres
dos. Partint del covariant donat per la forma, és a dir P = F', i aplicant
reiteradament aquest procediment, els obtenim tots.

Dins els covariants de les formes seéxtiques, sén especialment importants
els que anomenem invariants i, a partir d’ells, definim els invariants absoluts.

Els invariants sén els covariants d’ordre 0, mentre que per invariants
absoluts entenem els quocients de dos invariants del mateix grau.

El conjunt dels invariants de les formes sextiques formen una Z-algebra;
és important destacar que aquesta algebra és finitament generada. De fet,
csta generada per 5 invariants:

CQ) 047 067 0107 R

de graus 2, 4, 6, 10 i 15, respectivament.

A més, els invariants C; sén independents i generen ’algebra d’invariants
de grau parell.

Aix{ doncs, si D és un invariant de grau parell 2k, aquest es pot escriure
de manera 1inica en la forma

— n2 T4 ne 710
2no+4ngs+6neg+10n10=2k
amb Q(n) € Q.

En particular, 'invariant R?, de grau 30 s’escriu en termes dels C;. El
mateix passa amb els invariant d’Igusa definits abans.

A mds dels invariants, notem que existeixen 3 covariants quadratics,
Xq, X2, X3
que compleixen les igualtats segiients:
> A XiX; =0
2%

Y ek XiX; Xy, = R,
i7j7k
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on A;; ia;;k s6n invariants de grau 2(¢+j5+1) i 2(¢4+j+k+1) i, per tant,
s’escriuen en funcié de Cy, Cy, Cq 1 Chp.

Si prenem els X; com a variables, notem que tenim definida una conica
i una ciibica amb parametres que depenen dels invariants C; de la forma.

A partir d’ara, i gracies a la identificacié feta entre corbes de genere 2 i
formes sextiques, parlarem d’invariants i covariants de corbes de genere 2.

10.4 Condicions d’isomorfisme

Amb la maquinaria dels invariants que hem introduit, podem donar condi-
cions d’isomorfisme entre corbes de genere 2.

Teorema 10.4.1. Dues corbes C,C" de génere 2, amb invariants C; 1 C]
respectivament, son isomorfes si, ¢ només st, existeiz A tal que

I¥al
En aquesta situacid, direm que els invariants C; i C! sén equivalents.

Podem donar versions equivalents de 'anterior resultat:

e (i (' sén isomorfes si, i nomds si, existeix A tal que per a tot invariant

I de grau k, es té I(C) = M 1(C").

e (i’ sén isomorfes si, i només si, coincideixen tots els seus invariants
absoluts.

e C' i (' sén isomorfes si, 1 només si, coincideixen els seus invariants
absoluts: o5 o5 o
Z2 Z4 ~6
Lo’ Ity Iy

Notem que, en fer la darrera identificacié hem fet servir invariants abso-
luts amb denominadors poténcies de I1g, que no s’anulla mai.

Si I # 0, podem donar una formulacié equivalent en termes de 3 inva-
riants absoluts especialment senzills:
I . BL . LI

- s 12 , 13 = s
I I I

71

que anomenem els invariants absoluts d’Igusa. El fet que el denominador
sigui de grau 10, resulta en expressions computacionalment més senzilles.
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Com a reciproc del teorema de classificacié tenim el seglient teorema
d’existeéncia.
Teorema 10.4.2. Donats Co,...,Chg, existeiz una corba de génere 2 defi-
nida sobre K tal que els seus invariants son equivalents a Cs, ..., Chg.

Per al cas particular de treballar amb els invariants absoluts d’Igusa,
podem reescriure ’anterior resultat com:

Teorema 10.4.3. Donats iy, i 113, existeir una corba de génere 2 definida
sobre K tal que els seus tnvariants absoluts d’Igusa son i1, 12 1 i3.

10.5 Grup d’automorfismes

Com a aplicacié dels invariants de corbes de genere 2, tenim que podem
determinar el seu grup d’automorfismes coneixent els seus invariants.

Sigui C' de genere 2; el seu grup d’automorfismes ve donat per les segiients
possibilitats en funcié de relacions entre els seus invariants.
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Aut(C) Condicions
Cas 0
Co R#0
Cas 1
Cy x Cs R=0
Cas la
Cy x Dg C2—-1/6C3 =0
9C10 — 2C4(6Cs + C2Cy) =0
Cas 1b
Ds 3C5C% — 6C4Cs + 4C2Cs — 18C10 =0
4C3 4+ 5C2C4Cs + 6C2 — 3C5C10 = 0
Cas lal
2 D1z 6Cy —C3 =0
6Cs + C2C4 =0

Cio=0
Cas 1b2
Sy Cy=0

Ce=0

Cio =
Cas 2
Cho Cy=0

Cyi=0

Ce=0

181
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10.6 El cos de definicid

Fins ara, hem estat treballant sobre un cos algebraicament tancat. El que
pretenem fer és relacionar el cos de definicié de la corba amb el cos on es
troben definits els seus invariants.

Una corba /g de genere 2 diem que esta completament definida sobre
K, i ho notarem com C/ g, si existeix un morfisme 7 : C' — P! de grau 2
definit sobre K. Aquesta condicié és equivalent a que admeti un model del
tipus y? = f(z) amb coeficients a K.

Donat que definim els invariants d’una corba a partir d’un model, és
evident que si €'/, aleshores C; € K.

El reciproc no és en general cert. Donada una quaterna Cs,...,C1g € K,
per tal de decidir si existeix una corba de genere 2 totalment definida sobre
K que els té com a invariants, hem de tenir en compte quin seria el seu grup
d’automorfismes, que determinem fent servir la taula anterior.

Teorema 10.6.1. Donats Co, Cy, Cg, Cig € K corresponents al cas de
grup d’aulomorfismes no abelid o ciclic d’ordre 10, aleshores existeix una
corba de génere 2 totalment definida sobre K que els té com a invariants.

Teorema 10.6.2. Donaits Cs, C4, Cg, Cig € K corresponents al cas 0,
existeiz Cy ¢ de genere 2 que els té com a invariants si, © només si, la

L: Z A jrix;

conica

té un punt K-ractonal.

Teorema 10.6.3. Per al cas 1, existeix una construccié andgloga amb uns
altres covariants 1 invariants.

10.7 Construccio explicita

Anem a veure com poder fer explicit el teorema d’cxisténcia de models vist
anteriorment. FEvidentment, aquesta construccié explicita depen del grup
d’automorfismes de la corba, que podem determinar coneixent els invariants.
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Cas 0:

Suposem trobat un punt K-racional de la conica L. Amb aquest punt cons-
truim un isomorfisme:

ok P— L

x> (x1,x2,3)
Al substituir en la cubica
M: Zaia‘jakxixjxk

obtenim
R®f(z),
un model de la corba buscada.
Observacié 10.7.1. Com “més senzill” sigui el punt racional de L trobat,

“més senzill” sera el model obtingut.

Cas 1:

Aquest cas, que no expliquem amb detall, es resol amb un procediment
analeg a anterior fent servir uns altres invariants i covariants quadratics.

Cas la:

En aquest cas, basta prendre la corba:

3C4Cs — Cho
50C10

y? =25+ 23 +

Cas 1b:
Analogament, podem prendre:

3 (Cs® — 6C6?)

2 5 3
=z +z + T
Y 20 (—043+6C62+1202 010)
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Cas lal=1bl

Aquest cas, 1 els dos segiients, representen una unica classe d’isomorfisme
de corbes. Podem prendre com a model:

y* = z(2” — 1)(z — 2)(z — 1/2)

Cas 1b2

Analogament:
=z —1)(2? +1)

Cas 2:

Analogament:

y2:$5_]

10.8 Invariants a partir de matrius

En aquesta scccié donem resposta al segiient problema: Donada una matriu
de periodes d'una superficie abeliana, que suposem principalment polarit-
zada i simple, trobar els invariants d’una corba de genere 2 tal que la seva
jacobiana és isomorfa sobre C a la superficie abeliana donada.

Sigui T' € Hy; la funcié 8 de T amb caracteristiques a,b € (%Z)Q es
defineix com:

0a,b](z,T) =
Z exp (mi(n + a)'T(n + a) + 27wi(n + a)'(z + b)).

nez?

Definim els “thetanullwerte” com:

o™ | =6[(m,n),(p,q)](0,T)

P q
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i considerem els seglients valors:

v[0] =46 00 v[l] =40 /2.0
0 0 0 0
oz =0 | 0 /2 o] =0 0 O
[1/2 0 1/2 0]
orj=0| 0 O o3 =g |2 /2
1/2 0 0 0
s =0 |% O o] =g |12 12
0 12 1/2 1/2)
ojag] =g |0 O ojas] =0 |0 /2
0 172 0 o

Amb aquests, definim unes expressions:
hl4] = v[0]° + v[1]® + v[3]° + v[5]° +
v[21]% + v[23]® + v[25]® + v[41]® + v[43]® + v[45)®
R[10] = (v[0] »[1] v[3] v[5] v[21] v[23]v[25] v[41] v[43] v[45])?

h[12] = v[0]* w[1]* w[3]* v[5]* w[21]* v[41]* + ... 14 sumands més
h[16] = v[0]* v[1]* o[3]* v[5]* v[21]" v[23]® v[41]* + ... 59 sumands més.
Finalment,
. h[12)
AT
. h[12)3h[4]
2= TR0
. h[12]?h[16]
BT TR0

sén els invariant absoluts d’Igusa d'una corba de genere 2 amb jacobiana
isomorfa a la varietat abeliana donada per la matriu de perfodes T.
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10.9 Endomorfismes de jacobianes de corbes hi-
perelliptiques

10.9.1 Correspondeéncies i endomorfismes

En aquesta seccié donem una introduccié a les correspondéncies en corbes i
com es lliguen amb els endomorfismes de la jacobiana.

Sigui C' una corba (llisa, projectiva,...). Una correspondenciaC : C' --» C
és, equivalentment:
i) Un divisor de Weil a la superficie producte C x C.
ii) Una suma formal de diagrames:

e he
C C

on I' és una corba i els morfismes sén aplicacions racionals entre corbes.
iii) Una aplicacié C — Div® C, que estenem per linealitat a divisors de la
corba.
Una correspondéncia és principal si és de la forma:

e DxCoCxDambDeDivCo

e (¢)amb p € K(C x C).

La classe de correspondéncies modul principals, Corr(C), admet estructura
d’anell amb la suma formal i la composicié (definida, per exemple, via Pa-
plicacié Div(C) — Div(C)).

Tenim un isomorfisme d’anells entre les correspondencies d’una corba i
els endomorfismes de la seva jacobiana:

Corr C = End(J(C))
C— ([D] = [C(D))),

on la suma formal de correspondencies correspon a suma d’endomorfis-
mes i la composicié de correspondencies a composicié d’endomorfismes.
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10.9.2 Correspondeéencies en corbes hiperelliptiques

Sigui C una corba de hiperelliptica amb model y?> = f(z) i C una corres-
pondéncia:

C:C--C.

Prenem com a model de C x C el donat pels elements (x1,y1,22,y2) amb

y? = f(z;). Aleshores,

Proposicié 10.9.1. Una equacio de la correspondéncia C ve donada per un
parell d’equacions:

F(.Tl, 372) =0
H(y1y27 T, :172) =0
amb deg, . H € {0,1}.
Cal tenir en compte que:
e Sideg, ,, H =0, la component ¢s principal, donat que podem reduir-

la a una tinica equacié.
e Sideg, ,, H=1, podem escriure H com

Yy1yz — G(.Tl,.'l?g) = 07
i necessariament es compleix:

G(z1,29)? = f(z1)f(z2) (mod F(zy,zs))

Observacié 10.9.2. Per tal de trobar les components irreductibles d’una
correspondencia, cal fer:

1. Factoritzar el polinomi F' com:
F(x1,29) = Fi(xy,29) - - Fip(x1, 22),
2. buscar una factoritzacié de H corresponent a la de F,
H=H - -HyH' (mod yi — f(z1), y3 — f(x2), F(z1,72)),

és a dir:
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e 0 bé H;, = y1y2 — G, complint lequacid de compatibilitat:
G; = f(z1)f(z2) (mod Fi(z1,z2))
i tenim una component no trivial:
Fi(xl, :L‘z) =0
{ Hi(y1y2, 71, %2) = y1y3 — Gi(w1, x2) =0

e O bé F;|H; i la component sera principal (trivial).

10.9.3 Exemples

Per tal d’il'lustrar la construccié general, donem exemples de corresponden-
cies donades per equacions.

e La correspondencia identitat:

F(.Tl,l’g

La correspondéncia associada a [2] € End(J(C)) :
(

[
2)
2)
-

1] € End(J(C)):

La correspondencia associada a

F(xy,72) =
G(ry,22) = —f(l’l)

La correspondeéncia associada a [n] € End(J(C)):

F(x1,22) = (z1 — z9)"
G(z1,72) = sgn(n) f(z1)
La correspondéncia associada a un automorfisme de la corba:

mz+n (mg—np)y
(x’y)H<pw+Q’ (pw+Q)3>

F(x1,z2) = z2(pr1 + q) — (M +n)

G(z1,x2) = (ma ~ np)f(gxl)
(pz1+q)
Notem que, per a una corba hiperelliptica generica, les uiniques cor-
respondencies que té sén les associades a la multiplicacié per enters a la
Jjacobiana.
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10.9.4 Operacions amb correspondéncies

Un cop vista la representacié de les correspondencies en corbes hiperel-
liptiques, ens cal un metode per a operar-les.

Suposem donades dues correspondencies:

C Fl(xl,l’z) = 0
1:
Hi(y1y2, z1,22) = y1y2 — Gi(z1,22) =0

C . FQ(.’BQ, 1’3) =0
2 .

Ho(y2ys, 22, 73) = y2ys — Ga(x2,23) = 0

Volem, en primer lloc, una representacié de la correspondéncia suma;
diguem C = C; + Cy. Aleshores, una representacié de C ve donada per:

F(z1,22) = Fi(21, 22) F2(21, 22)
C: < H(yiy2, z1,22) = H1(y1y2, 71, 22) Ha (Y192, 1, 72)
mod (y1y2)® — f(z1)f(x2)

Per tal de trobar C, una inversa (respecte la suma) de Ci, podem fer:

. F(l‘l,l’z) :F1($1,$2)
' H(yry2, 71, 2) = Hi(—y1y2, T1,72)

Pel que respecta a la composicio de correspondencies, diguem C = Cy-Cj.
Una representacié de C ve donada per
F3(x1,23) = Res(Fi(z1, x2), Fa(x2,73), 22)
Hj(y1ys, 1, 23) = Res(y1ys f (z2) — G1(w1, 22)Ga(z2, 23), F (21, 72), 72)
mod (y1y3)* — f(w1)f(xs)

Nota: Una sessié feta amb Mathematica va illustrar el procediment explicat
per al cas d’una corba de genere 2 amb jacobiana amb multiplicacié complexa
pel cos de descomposicié del polinomi z? + 422 + 2.
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Gran Via de les Corts Catalanes 585
E-08007 Barcelona

Introduccié

En aquesta exposicid intentarem analitzar fins a quin punt sén efectius els
teoremes que lliguen la teoria de cossos de classes amb les varietats abelianes
amb multiplicacié complexa. Anirem veient, mitjancant exemples, quines
coses es poden fer 1 quines no, on sén les dificultats i fins a quin punt podem
esperar que s’arribaran a superar algun dia.

11.1 Un exemple en dimensio6 1

Considerem el cos K = Q(1/—10), que té nombre de classes h(—40) = 2.
Les dues formes quadratiques reduides de discriminant -40 sén (7,—4,2) i
(1,0,10) que donen lloc als dos nombres quadratics m = +/—10 i

! Amb el suport parcial de la DGES: PB 96-0166.

191
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Ty = 2V =10 V7_10. El valor de la funcié j en aquests dos nombres és:

g1 = j(1) = 8640(24635 + 11016+/5)
J2 = j(m) = 8640(24635 — 11016+/5).
Fl polinomi irreductible sobre Q d’aquests nombres és
H_1p(X) = X% — 425692800X + 9103145472000.

La teoria de les corbes el-liptiques amb multiplicacié complexa ens diu que
el cos de Hilbert de K és el cos K(j1) = K(j2) = K(v/5). Com és que,
essent el resultat final tan petit, els nombres j; i el polinomi H_19(X) sén
tan grans?

Una raé heuristica és la segiient: la teoria ens diu que el polinomi
Hip(X) és un dels factors irreductibles dels polinomis modulars ®1¢(X, X)
i ®11(X,X) (entre d’altres). Cadascun d’aquests polinomis ocupa varics
planes (cf. [Ba 92]). El polinomi ®¢(X, X) un cop factoritzat és

B19(X, X) = (—1728 4+ X)? (9103145472000 — 425692800 X + X?)

(

(—1790957481984 — 153542016 X + X2)

(14670139392 — 4834944 X + X2)°

(—121287375 + 191025 X + X2)°

(1566028350940383 — 58682638134 X + 39491307 X2 + X*)
(20919104368024767633 + 109873509788637459 X —

429878960946 X2 + 331531596 X3 + X4)?

Weber proposa una manera alternativa de construir el cos de Hilbert
dels cossos quadratics, que dona resultats molt millors. Sigui

n(,}_) — q1/24000(7_)1/3901(7_)1/3910(7_)1/3
la funcié 1 de Dedekind. Considerem les anomenades funcions de Weber:

_ () n(r/2)
=G o)

fi(r) ==
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Teorema 11.1.1 ([We 08]). Sigui m un enter no divisible per 3. El ring

class field de Z[/—m] és Q(v/—m, ), on

Si apliquem aquest teorema al nostre cas concret, obtenim que el Hilbert
class field de K = Q(y/—=10) és K(8), on 8 = 1+ /5. Com veiem la millora
és espectacular.

11.2 Varietats abelianes ciclotomiques: construc-
cié geometrica

Entendrem per varietat abeliana ciclotomica una varietat abeliana amb mul-
tiplicacié complexa per un cos de nombres ciclotomic. Sabem com construir
les varietats ciclotomiques de manera algebraica, i en la seccidé propera en
parlarem. Perd ara veurem una construccié geométrica de les varietats ci-
clotomiques.

Sigui €' una corba no singular definida sobre un cos de nombres K amb
un automorfisme o d’ordre n > 2. Aquest automorfisme indueix un au-
tomorfisme & de la jacobiana J(C') de la corba, i déna lloc a una inclusié
Q(¢n) € Endo(J(C)), on ¢, és una arrel n-ésima primitiva de la unitat.

Si tenim sort i g(C') = dim J(C) coincideix amb ¢(n)/2 = [Q((.) : Q]/2,
tindrem que J(C') és una varietat abeliana ciclotomica. Aquest és el cas, per
exemple, de la corba de Klein, que té génere 3 i un automorfisme d’ordre 7.

Si dim J(C) > ¢(n)/2 no podem dir gran cosa de J(C), perd podem
provar d’analitzar la corba quocient C'/{c): en alguns casos la seva jacobiana
si que sera una varietat abeliana ciclotomica. Es el cas que es déna en les
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corbes de Fermat. Com que aquest és un cas molt estudiat, 1i dedicarem
unes ratlles.

Fixem un nombre primer p € 7 i una arrel p-ésima primitiva de la
unitat . La corba de Fermat d’exponent p és la corba I}, donada per
I'equacié:

XP+YP=1.
Entre els molts automorfismes que tenen aquestes corbes sempre hi ha els
segiients:
or(z,y) = (P *z,¢y), 1<k<p-2.

Els automorfismes oy, tenen ordre p. Les corresponents corbes quocients sén:
Cop = F,/{op) - VP =U(1 - U)F.

Les corbes C,; tenen totes genere g(Cpj) = p%l, i un antomorfisme ¢
d’ordre p, donat per

C(u,v) = (u,qv).
Ens trobem en la situacié descrita anteriorment: lautomorfisme ¢ indu-
cix un automorfisme ¢ de J(Cp4), que déna lloc a una inclusié Q(¢) C
Endo J(Cpr). Com que [Q(¢) : Q] = p—1 = 2dimJ(Cpy), tenim que
J(Cyp ) té multiplicacié complexa per Q((), és a dir, és una varietat abe-
liana ciclotomica. Podrem descriure el seu CM-tipus analitzant ['accié de
I’automorfisme ¢ sobre les formes diferencials de Cp k-

Es un fet ben conegut (cf. [La 82]) que Pespai de les formes diferencials
de primera especie sobre la corba de Fermat, H O(Fp, Q) esta generat per
les formes wy, = X’"_lYS_lYCiffl, amb 1 < r,s, r+ s < p. D’aquestes en
podem deduir una base de H%(C), , Q!): sigui

Sk = {m € (Z/pZ)*[(m) + (mk) < p},

on {-) denota el residu modul p. Es té que:
HO(Cp ey @) = (Wi, (b ) me Sy
L’accié de Pautomorfisme ¢ sobre 1'espai H°(C,, , Q) és diagonal:

C(Wimytmiy) = €Ty, (mby-

Si identifiquem Gal(Q(¢)/Q) amb (Z/pZ)* de la manera usual (cf. la scccié
seglient), veiem que el CM-tipus de la varietat abeliana J(C) ) és

{t € (Z/pZ)*|t + (tk) <p—1}.
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Koblitzi Rohrlich ([Ko 78]), estudiant directament les xarxes de periodes
de les corbes de Fermat i les subxarxes corresponents a les corbes Cp,
estableixen els criteris segiients per determinar quan les J(C), ) sén isogines
entre elles 1 quan son simples:

Proposicié 11.2.1 (Koblitz-Rohrlich). Sip > 3 aleshores:

1) J(Cpp) ~ J(Cppr) <= 3 m € (Z/pZ)* tal que {1,k,p—1—k} =
{{m) , (mk') , (=m(E" + 1))}.

2) Sip=2 (mod 3) totes les J(Cp 1) son absolutament simples.

3) Sip =1 (mod 3) les J(Cpp) son totes absolutament simples, llevat
de J(Cpaw) i J(Cpur), on w,w' sn les dues arrels de X2+ X + 1 en
Z/pZ.

Exercici: Proveu la proposicié anterior a partir dels resultats explicats en
[Gu 00].

Exemples:

La corba de Fermat F% té genere 6. Les corbes quocients Cs 1,52 i
(5,3 son totes tres hiperel-liptiques de genere 2. Les corbes C51 i Cs 3 sén
isomorfes, o sigui que les seves jacobianes sén varietats abelianes polaritzades
isomorfes. El criteri de Koblitz-Rohrlich ens diu que les tres jacobianes sén
absolutament simple, i que J(Cs1) ~ J(Cs2). Observem que el CM-tipus
d’aquestes dues varietats abelianes isogines és diferent!
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k Cs i CM-tipus

1| Vi=U1-0) (1,2)

2| Vi=U1-U)?| (1,3)

3|VP=U(1-U)3 (1,2)

Cs1 ~Cs3= J(Cs1) ~ J(Cs3)

J(C571) ~ J(C573) ~ J(C572)

La corba de Fermat F7 té génere 15. Les corbes quocients C7,Cs2 i
(5,3 tenen genere 3. Les corbes C7 1 i C7 5 sén isomorfes, o sigui que les seves
jacobianes sén varietats abelianes polaritzades isomorfes. Passa el mateix
amb les corbes C'7 2 i C7 4, perod en aquest cas les jacobianes no sén simples.
Tenim a més que J(C7,1) ~ J(C73). De nou ens trobem amb dues varietats
abelianes isogines que tenen CM-tipus diferent.

p="7
k Cr ik CM-tipus | Observacions
1| VIi=U1-U) | (1,2,3) | Hiperelliptica
2| Vi=U1-U)?| (1,2,4) | J(Cr2) ~ E?
3| Vi=U@1-U)*| (1,5,3) | Hiperelliptica
41 Vi=U1-U)| (1,2,4) | J(Cr4) ~ E®
(1,2,3)

5|\Vi=U(1-U) 1,2,3) | Hiperel-liptica

Cry >~ Cr5= J(Cr1) ~ J(Crs)

Cr2~Crya= J(Cr2) = J(Cry)

J(Cr1) ~ J(Cr5) ~ J(Cr3)
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La corba de Fermat Fi; té genere 45. Les corbes quocient Cpq, tenen
genere 5. Tenim isomorfismes Ci11 ~ Ci19, C112 ~ Clis, Ci13 ~ Ciuiz
i Ch1,4 ~ Cir16, que donen lloc a isomorfismes entre les jacobianes cor-
responents. Les corbes C11.1,C11,5 1 C119 sén hiperelliptiques. Totes les
jacobianes sén absolutament simples.

p=11
k Ciik CM-tipus
1| Vil=U@1-0) (1,2,3,4,5)
2 |V =U(1-U)? (1,2,3,7,6)
3| VIl=U@1-0U)3 (1,2,8,4,5)
4|V =y -U) (1,2,3,4,6)
5| VIl=U1-U)® (1,9,3,7,5)
6|V =U@1-U)° (1,2,3,4,6)
TV =U1-U) (1,2,8,4,5)
8|V =U1-U)? (1,2,3,7,6)
9|V =U1-U)? (1,2,3,4,5)
Ci1,1~Cro = J(Cu) ~ J(Ciig)
Ciio2~Cng= J(Cua) ~J(Cig)
Ciiz~Cnyz=J(Cugs)~J(Cii7)
Ci1a~Crng = J(Cua) ~ J(Ciip)
J(C11,1) =~ J(Cr19) ~ J(C11,5)
J(Ci12) =~ J(Crig) ~ J(Cri3) =~ J(Ci17) ~ J(Cr14) = J(Ciip)
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11.3 Varietats abelianes ciclotomiques: construc-
ci6 algebraica

En la seccié anterior hem construit de manera geometrica alguns exemples de
varietats abelianes ciclotomiques. Ara veurem el procés general per construir
totes les varietats abelianes ciclotomiques.

En primer lloc, determinarem tots els CM-tipus ciclotomics. Tot seguit
trobarem una polaritzacié per a cada CM-tipus. Amb el CM-tipus i la pola-
ritzacié donats, aprendrem a calcular una matriu de periodes normalitzada
d’una varietat abeliana ciclotdmica. Finalment, analitzarem que podem dir
del cos de moduli d’aquesta varietat.

11.3.1 CM-tipus ciclotomics

Fixem un nombre primer senar p, i una arrel primitiva p-ésima de la unitat,
¢ = ¥/ El cos ciclotomic K = Q(¢) és un CM-cos. El subcos Ky =
Q(C + z71) és la subextensié maximal totalment real, i extensié K/Kj és
quadratica totalment imaginaria. Identificarem el grup de Galois de K/Q
amb (Z/pZ)* de la manera usual:

Cal(K/Q) +— (Z/p2)"

ep(()=¢* +— k.

Com que Py, = ¢p,_1, donar un CM-tipus de K equival a escollir un element
de cada parella {k,p — k}. Aix{ doncs, podem identificar els conjunts:

—1
{CM-tipus deK} = (£1,42, ..., ipT).

Amb aix0 veiem de manera immediata que hi ha 2=3)/2 CM-tipus norma-
litzats (és a dir, CM-tipus que contenen la identitat), i tenim un metode
evident per enumerar-los. En les taules seglients presentem els CM-tipus
que existeixen per a p = 5,7 1 11. Senyalem amb un asterisc els CM-tipus
no simples. Al costat de cada CM-tipus indiquem una corba Cp,; la jaco-
biana de la qual el té com a CM-tipus. Com es veu immediatament, no tots
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els CM-tipus s’obtenen d’aquesta forma.

p=>5 p="T p=11

(1,2) | G5 (1,2,3) | Cra (1,2,3,4,5) | Cu11
(1,3) | Cs3 (1,2,4)% | Cr4 (1,2,3,4,6) | Ci1,4

(1,5,3) | Cr3 (1,2,3,7,5) | 7?
(1,5,4) |77 (1,2,3,7,6) | Cii
(1,2,8,4,5) | C11.3

(1,2,8,4,6) | 77

(1,2,8,7,5) | 77

(1,2,8,7,6) | 77

(1,9,3,4,5) | 77

(1,9,3,4,6) | 77
(1,9,3,7,5) | Ci1

(1,9,3,7,6) | 77

(1,9,8,4,5) | 77

(1,9,8,4,6) | 77

(1,9,8,7,5) | 77

(1,9,8,7,6) | 77

11.3.2 Polaritzacions

Fixem un CM-tipus ciclotomic normalitzat T = (1,42,...,£(p — 1)/2).
Siguin 1 = (@1,..., <p(p_1)/2) els K-automorfismes associats. Volem deter-
minar les polaritzacions de les varietats abelianes ciclotomiques que tinguin
T per CM-tipus. Com s’explica en [Fe 00], aix0 equival a trobar elements
(r € K tals que



200 J. Guardia

* K = Ko(¢r),
e {2 € Ky (= —&2 totalment positiu),
o im(pr(ér)) >0,k=1,....(p—1)/2.

Podem establir una estratégia per calcular aquests elements &7 basant-
nos en els tres punts segiients:

a) Per al tipus “trivial” Ty = (1,2, ...,(p —1)/2) podem prendre sempre
€i=tp, = C—C L

b) Per a la resta de tipus podrem trobar un &7 de la forma & = aré,

amb £ € O.
—1 —1
c) Donats T = (1,622,...,519__11) ), T' = (1,6’22,...,5',);1p ), sigui
2 2
-1
T" = (1,525'22, ... ,6(p_1)/26'p;1p 5 ). Podem escollir oy = cvpaups.
2

Per als casos p= 5,71 11 obtenim els resultats segiients:

p=5 £=¢-¢

T ar &

12| 1 j¢-¢

(1,3) [ ¢+t ¢-¢?

p=T =¢—(°
T ar &r
(1a273) 1 C_ <6

(1,2,-3) | =(*+¢%) | ¢ ¢+t -¢8

(1,-2,3) | -(CP+¢H|F-+E -0

(la_27_3) <+<6 Cz _CB
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p=11 £=Cu—¢f

T aT

(1,2,3,4,5) 1

(]-a 27 _37 _47 _5) Cll + C%?

(]-a _27 _37 _47 5) <121 + C?l

(1a27 _37 _47 5) _(gi%l +<181)

(1a27_3747 5) _(Cill +C171)

(la_2737*47 5) _(§151 +<161)

11.3.3 Construccié dels tors complexos

Un cop tenim fixat un CM-tipus 7T i una polaritzacié &7, ja podem construir
totes les varietats abelianes principals de tipus (K, T,{r). Seran les varietats
provinents dels tors complexos C®~1)/2/pp(m), on m recorre les classes
d’ideals de Og. Utilitzarem la forma de Riemann E¢, donada per {7 per
calcular una matriu de periodes normalitzada d’aquest tor.

Desenvoluparem tots els calculs per al cas concret p = 5, Ty = (1,2)
iép, = & = ¢— (¢ Com el nombre de classes de K val 1, només ens
cal considerar Iideal m = Ox = Z(1,¢,¢?,¢3,¢*). La xarxa de perfodes
W = pp(m) és

1 ¢ ¢ ¢
1 ¢ ¢t ¢

W = Z<w17w27w33w4> —

La forma de Riemann E¢ es calcula amb la férmula:

Ee(pr(a), pr(B)) = Trg g(éaB).
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Amb aix0 trobem que:

0 -5 0 0

5 0 -5 0
(E(wj, wk))kj =

0 5 0 -5

0 0 5 0

A partir de les dades anteriors, busquem una base simpléctica de ¢(m) res-
pecte de E;. Aix0 es fa amb el procés d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt.
Obtenim que

Ul = Wi, U2 = W1+ w3, U3 = w2, Uqg = Wy

és una base simplectica. (Notem que la polaritzacié E¢ no és principal,
siné que té grau 52. Si volem una polaritzacié principal, podem utilitzar
%Eg = E% ). La matriu formada per aquests periodes és:

1 14+¢ ¢ ¢
Q= () =
1 1+¢* ¢ ¢

A partir d’aquesta obtenim una matriu de periodes normalitzada per al tor
complex C?/¢p(m):

C2 _ CS -1 - CQ
Zso=Q;7' =

_1_(2 _C4

Fn la taula segiient donem les matrius de periodes de les varietats abelianes



Teoria de cossos de classes efectiva (exemples CM) 203

ciclotomiques principals per a p = 5:

p=2>5
2_ 3 _1_ 2
T =(12)| Zs1 = o ¢
-1 CQ _C4
4 .3
T =(1,3) Z5o = ¢ ¢=¢
—¢=¢ ¢

11.3.4 Determinacié del cos de moduli

La projectivitat d'un tor complex C9/(I|Z) garanteix la convergencia de
les funcions 0[c|(z; Z). Justament amb aquestes funcions podem construir
explicitament immersions projectives del tor: per a d € N prou gran, 'apli-
cacid

fs:Ch/I11Z2) — PV

z — (0[](d2)).,

on ¢ recorre els punts de d-torsié del tor i N = d?9 — 1, és una immersié
tancada del tor en PV. La imatge de f; és una varietat abeliana alge-
braica A, determinada per certes equacions. Se sap que hom pot descriure
aquesta varietat mitjancant equacions quadratiques i ciibiques. Els coefi-
cients que apareixen en aquestes equacions sén fraccions polinomiques dels
Thetanullwerte, és a dir, dels valors 6[c](0).

Els quocients dels Thetanullwerte son exemples de formes modulars de
Siegel. Quan el tor complex de partida t¢ multiplicacié complexa per un cos
K, aquests quocients prenen valors algebraics, i permeten construir el cos
de moduli de la varietat A. Aquest cos de moduli és un subcos d’'un ring
class field de K. D’una manera analoga, amb les coordenades de les imatges
per fq dels punts de torsié del tor podem construir ray class fields de K.
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El programa exposat en els paragrafs anteriors ¢s tan bonic com tcoric.
Aconseguir dur a terme de manera efectiva aquest programa és una tasca
dels matematics del segle XXI. Ara per ara, sabem desenvolupar el programa
complet per a dimensié 11 2, i podem fer alguns passos en casos concrets
de dimensié superior.

Com a exemple, repassem les construccions en dimensié 1. Donat un
tor complex C/(1,7), les funcions @ classiques ens en donen una immersié
projectiva:

c/(1,7) 2 ps
z — (0jx(22,7))jk=0,1-
Siguin A = 69 ¢(0,7), B =001(0,7) 1 C = 61 (0,7) els Thetanullwerte. La
imatge de fo és la interseccid de les dues quadriques:

4 3\

A%X3 = B2X{ 4+ C?X3,

A*X3 = C?*X{ - B*X3.
\ . 7
Naturalment, aquesta imatge és una corba el-liptica, que té invariant

A8 _ B4C4

jir) = 25671483808

Per a corbes de genere 2 la situacié és forca més complicada, perd encara
se’n té control, gracies als treballs de Rosenhain, [gusa i Mestre, que el lec-
tor pot trobar explicats en ’exposicié anterior ([Ca 00]). Un punt clau que
permet resoldre aquest cas és el fet que totes les varietats abelianes irreduc-
tibles de dimensié 2 sén jacobianes de corbes. Aixd permet que donada una
matriu satisfent les condicions de Riemann, siguem capacos de calcular una
corba de génere 2 que la tingui com a matriu de periodes. Si fem aquests
calculs per a la matriu Zs5 1 que hem trobat en I’apartat anterior, obtenim
que la jacobiana de la corba

C:Y?=X°-1
és justament J(C) = C2%/Zs 1.

Per a les varietats ciclotomiques, podem intentar donar raonaments ad-
hoc en alguns casos. Per exemple, com que el nombre de classes del cos
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ciclotomic d’exponent 5 és 1, per a cada CM-tipus tindrem una sola classe
d’isomorfisme de varietats abelianes amb aquell CM-tipus. D’aqui podem
concloure que la jacobiana de la corba Cs 2 ha de ser isomorfa al tor complex
C2/(1|1Z5.2)-

Podem traslladar el raonament anterior a les varietats ciclotomiques
principals que s’obtenen per a p = 7. En la taula seglient identifiquem
la majoria d’aquestes varietats com a jacobianes de corbes C7 j:

p=7

T =(1,2,3) | J(C71)

>

Ty = (1,2,4)x | J(C72)

3

T3 =(1,5,3) | J(Cr3)

>

Ty = (1,5,4) ?

Com veiem, no tenim identificada la varietat ciclotomica que correspon al
CM-tipus T4. Una matriu de perfodes d’aquesta varietat ha de ser

-2 —(E+G+E+1) GHE+G+

ARES —(E+G+E+D) (G+HVE-C+G+1) G+HE+EE+2

C+E+&+1 G+GE++2 ¢

Ates que la dimensié de espai de moduli de varietats abelianes de di-
mensié 3 coincideix amb la dimensié de ’espai de moduli de corbes de genere
3, t¢ sentit plantejar els problemes segiients:

Exercici: Determinar una corba C/q(¢) tal que la seva jacobiana J(C)
sigui isogina a C2/(I|Zy).

Exercici: (Més facil) Determinar UNA corba C/g(¢) tal que la seva
jacobiana J(C') sigui isogina a C2/(I]Zy).

Aquests problemes poden tenir més d’una solucié: per al tipus Tp =
(1,2,4), per exemple, tindrfem C7 2 i la corba de Klein, que no sén isomorfes.
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11.4 Corbes de genere 2 amb CM definides sobre
els racionals

En [VW 99] Van Wamelen formula afirmacié segiient:

Afirmacié: Hi ha 19 classes d’isomorfisme de corbes C' de génere 2
definides sobre el cos dels nombres racionals tals que la seva jacobiana J(C)
és simple 1 t€ multiplicacid complexa per l'anell d’enters d’un cos quartic.

La justificacié d’aquesta afirmacié consisteix en una cerca experimental
d’aquestes corbes. Tot seguit farem un resum d’aquesta cerca i en comen-
tarem els resultats.

Sigui K un cos quartic de tipus CM, i sigui L la seva clausura normal.
Hi ha tres situacions possibles:

a) L =K, Gal(K/Q) =Z/4Z,
b) L =K, Gal(K/Q) = Z/2Z x Z2Z,

¢) L+# K, Gal(K/Q) = Dy.

En el cas ¢) no hi ha corbes Q-definides amb CM per K (cf. [Sh 94],
pag. 132), de manera que es pot obviar. El cas b) correspon a varietats no
simples, per la qual cosa no ens interessa. Aixi doncs, suposarem que estem
en el cas a).

La idea de van Wamelen per trobar corbes de genere 2 amb les propietats
desitjades és trobar préviament les seves jacobianes, a partir de la seva
caracteritzacié com a varietats abelianes de tipus CM. Per a corbes de genere
2, el teorema de Torelli és efectin gracies als treballs d’Igusa i Mestre: podem
reconstruir la corba a partir dels perfodes de la seva jacobiana (cf. [Ca 00]).

Resumim en el teorema segiient els resultats que necessitarem de la teoria
de varietats abelianes amb CM. Aquests resultats han anat apareixent en
les exposicions anteriors d’aquest volum, pero les incloem per a comoditat
del lector.

Teorema 11.4.1. Siguin K un cos de tipus CM de grau qualsevol i T un
CM-tipus de K.

1) Totes les varietats abelianes principals de tipus (K,T) sén tors com-
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plexos C™/pr(a), polaritzats segons:

E(pr(a), pr(B)) = Tr(éaf),

on:
e a és un ideal fraccionari de K,

o K =Kqy), & € Ko, imp(£) >0VpeT,
o Dgjgaa = (71).

2) Dues warietats abelianes principals i simples (C"/or(a),&1),
(C™/or(b),£2) del mateix tipus son isomorfes si i només si hi ha un
v € K tal que ya = b 1 & = y¥&o.

3) Dues polaritzacions &1, &2 sobre C"/pr(a) donen lloc a varietats abeli-
anes polaritzades isomorfes si i només si hi ha unitat v € OF tal que

&1 = uués.

En base als resultats anteriors, van Wamelen formula I’algoritme segiient
per a calcular totes les varietats abelianes principalment polaritzades i prin-
cipals (VAPPP) amb multiplicacié complexa per un cos de tipus CM qual-
sevol.

Algoritme 11.4.2. (Calcul de les VAPPP amb CM per K)
Pas 1: Determinar totes les classes d’ideals [a] tals que [a0] = [D[_{}Q]

Pas 2: Per a cadascuna d’aquestes classes, triar un representant a i un
generador b de [ideal D jgad.

Pas 3: Triar un sistema de representants {u™} de O [Nk Kk, (O%)-
Pas 4: Per a cada parella (a,b) del pas 2, comprovar si hi ha una u € Ok
tal que ub = —ub, i calcular £ = (ub)~L.

Pas 5: Per a cada tripleta (a,b,&) © per a cada representant u™ del pas 2,
calcular € = u™ &y, i determinar el tipus T tal que imp(€) > 0 per a cada
peTl.

Pas 6: Per a cada parella (a,&) calcular la matriv de periodes T € H,
corresponent a (C"/pr(a),§).

Aquest algoritme té una pega: pot trobar varietats repetides, perque és
possible que varietats amb CM-tipus diferent siguin isomorfes, i no disposem
d’una caracteritzaci6 clara d’aquesta situacié.

Ara el treball de Van Wamelen és essencialment calculistic: per a cada
CM-cos quartic K fa la llista de varietats abelianes amb CM per Og. Per a
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cada varietat que troba, calcula numericament els invariants d’Igusa d’una
corba de genere 2 que la té per jacobiana. Amb aquestes aproximacions
numeriques pot decidir si la corba csta definida sobre els racionals. Si aquest
és el cas, segueix el metode de Mestre per trobar-ne I'equacié.

Fl treball de Van Vamelen requereix d'una gran destresa en el calcul.
Els problemes més dificils que cal atacar sén:

e Construir taules de cossos quartics.

Aquesta feina la fan molt bé a Bordeus, 1 a més, posen els resultats a
disposicié de tothom (ftp://megrez.math.u-bordeaux.fr). Van Vame-
len revisa tots els cossos quartics ciclics amb discriminant menor que
10%. Entre aquests només en troba 54 que siguin de tipus CM.

e Optimitzar la convergencia de les séries que defineixen les funcions 8.

S’aconsegueix maximitzant la part imaginaria de la matriu de periodes
que considerem. Aixo equival a disposar d'un domini fonamental
Hs\Sp4a(Z) i saber reduir les matrius de perfodes a aquest domini (cf.

[Go 59]).

e Reconeixer nombres racionals (els invariants d’Igusa) a partir de la
seva expressio decimal.

Aixo és una aplicacié cstandard de I'algoritme LLIL. La dificultat és
que, vistos els resultats que s’obtenen, cal treballar amb gran precisio
(uns 300 decimals).

e Trobar punts de la conica de Mestre.

Aquest problema seria senzill si els coeficients de la conica fossin petits,
pero els coeficients que s’obtenen arriben a tenir 500 xifres. La cerca
de punts implica factoritzar alguns enters d’aquesta grandaria.

e Reduir els coeficients d’una equacié hiperel-liptica.

A partir dels punts sobre la conica de Mestre es dedueix facilment 1’e-
quacié de la corba hiperel-liptica corresponent, pero s’obtenen equaci-
ons amb coeficients de 5000 xifres, que cal reduir mitjancant transfor-
macions afins.

Van Wamelen aplica algoritme 11.4.2 als 54 CM-cossos quartics ciclics
de discriminant menor que 10%. D’aquests cossos, n’hi ha 7 amb nombre
de classes 1, i 8 amb nombre de classes 2. Naturalment, els que tenen
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nombre de classes 1 donen lloc a VAPPP’s Q-definides. Dels vuit cossos amb
nombre de classes 2, sis donen lloc a VAPPP’s Q-definides. Per als altres
dos, que sén Q(v/—6+2v2) i Q(v/—119 + 28+/17), només pot arribar a
calcular els invariants d’Igusa de les VAPPP’s (que surten quadratics), pero
no aconsegueix trobar les equacions de les corbes.

En total, Van Vamelen troba 19 corbes de genere 2 (J-definides amb
Jjacobiana simple i amb multiplicacié complexa per ’anell d’enters d’un cos
quartic ciclic.

11.5 Conclusions

Acabem fent una llista dels principals problemes que caldria resoldre per tal
que la teoria de la multiplicacié complexa permeti fer teoria de cossos de
classes efectiva.

e Generalitzar la j de Klein o els invariants d’Igusa per a varietats abelia-
nes de dimensié g > 3. Aixo implicara coneixer bé les formes modulars
de Siegel per al grup Sp4(Z)) i els seus subgrups de congruéncia.

e Determinar els dominis fonamentals de H\I',T" C Spy(Z). Aixo sera
necessari per poder avaluar numericament les formes modulars de Si-
egel.

e Aprendre a reconeixer els cossos de definicié de les varietats abelianes
amb multiplicacié complexa a partir dels seus invariants. En particu-
lar, pot ser necessari aprendre a donar equacions de les varietats.

e Millorar a la Weber els invariants. Aixo pot traduir-se en trobar bones
equacions modulars.

Com veiem, hi ha un llarg cami per recérrer.
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