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Introduccion

Para estudiar un esquema de tipo finito X, (un ejemplo son las variedades alge-
braicas), definido sobre un cuerpo finito k = I, con ¢ = p*, necesitamos estudiar
N, = #(X (IFg )), el ntimero de puntos de X definidos sobre Fy para todo s > 1.
La funcién Zeta de X/k nos da esta informacién, ya que se tiene que:

B KT = e (i ( N;ts))

e

y de aqui podemos obtener los N, tomando derivadas logaritmicas.
Acerca de la funcién Zeta, Weil propuso las siguientes conjeturas. Sea X/k
un esquema de tipo finito de dimensién n. Entonces:

i) Racionalidad. Z(f) es una funcién racional de ¢, es decir, un cociente de
polinomios en ¢.

i) Eeuacidn funcionsl. Sea E el numero de autointerseccion de la diagonal A
de X x X. Entonces Z(t) satisface la siguiente ecnacién funcional

Z (L) Y i AV

qnt

i) “Hipdtests de Riemann”. Es posible escribir

 P)P(E) - Poues (2)
20 = R P Pul)

donde Py(t) =1~1, Py,(t) =1—q™ y paracada 1 <7< 2n—1, P(t) es
un polinomio con coeficientes enteros de la forma

Pt) =] - eist),

3

donde los o son enteros algebraicos con |ay;| = ¢*/2.

iv) Numeros de Betti. Si definimos el i-ésimo nimero de Betti B; = B;(X)
como el grado del polinomio B;(t), se tiene que £ = Y (—1)!B;

|




INTRODUCCION

Para intentar demostrar estas conjeturas, se buscé una teoria cohomoldgica
para variedades definidas sobre cuerpos de caracteristica p > 0 que tuviera bue-
nas propiedades. En particular, la teoria cohomoldgica buscada deberfa tener sus
coeficientes en un cuerpo de caracteristica cero, K, para poder contar los puntos
fijos de un morfismo como una suma alternada de trazas en los grupos de coho-
mologia. A una tal cohomologia se le llama cohomologia de Weil. Las principales
propiedades que debe tener son:

1.

2.

Hi(X, K) es un funtor contravariante en X.

Los grupos H*(X, K) son espacios vectoriales sobre K de dimensién fini-
ta. Ademads, son cero excepto en el intervalo 0 < ¢ < 2n, donde n es la
dimensién de X.

Hay una estructura de producto
HY{(X,K) x H(X,K) - HY(X, K)
definida para todo %, j.

Dualidad de Poincaré. Si X es liso y propio sobre k, entonces H?*(X, K)
es 1-dimensional y el producto cup

HYX,K) x H*" X, K) - H™(X, K)
es perfecto para cada 1 < 7 < 2n.

Férmulae de puntos fijos de Lefschetz. Sea X liso y propio sobre k. Sea
f X — X un morfismo. Sea L(f, X) el nimero de puntos fijos de f
contados con multiplicidad. Entonces

L(f,X) =Y (-1)'Tx(f"; H'(X, K))

donde f* es la funcién inducida en la cohomologia de X.

Dos ejemplos importantes de cohomologias de Weil son:

i) La cohomologia £-ddica. Sea X un esquema de tipo finito sobre un cuer-

po algebraicamente cerrado, k, de caracteristica p > 0. Sea ¢ un ntimero
primo £ # p. Sea Z; = IEI Z/¢Z el anillo de enteros f-ddicos, y Q; su

cuerpo de fracciones. Consideramos la topologfa étale en X, y definimos la
cohomologia ¢-ddica de X como:

Hi('X7Qﬁ) = (EiinHét(Xi Z/ETZ)) Rz, Q.-

=
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i) La cohomologia cristalina. Sea X un esquema sobre un cuerpo perfecto, &,
de caracteristica p > 0. Sea W = W (k) el anillo de vectores de Witt y
W, el anillo By, (k) = W/p"™. La cohomologia cristalina es por definicién el
limite inverso de las cohomologias de los haces estructurales sobre los sitios
cristalinos (X/W,,) e, es decir:

HYX/W) = lim H(X/W,) donde H'(X/Wy) = H'((X/Wy)eus» Oxpws,)-

La relacién entre la funcién Zeta y una cohomologia de Weil es la siguiente,
sea X una variedad proyectiva definida sobre el cuerpo finito k¥ = F,, y sea X =
X Xy k la correspondiente variedad sobre el cierre algebraico & de k. Definimos
el morfismo de Frobenius f : X — X enviando el punto P con coordenadas
(a;), a; € k al punto con coordenadas (af). Como X est4 definido por ecuaciones
con coeficientes en &, f(P) es también un punto de X. Ademds, P es un punto
fijo de f siy sdlo si sus coordenadas estdn en k. De formma general, P es un punto
fijo de la iterada f7 si y s6lo si tiene coordenadas en el cuerpo k. = IFy-. Entonces

tenemos que: B
N, = #{puntos fijos def"} = L{f", X).
Si X es lisa, dada cualquier cohomologia de Weil, podemos calcular este nimero

por la férmula de puntos fijos de Lefschetz, obteniendo:

2n

N = 3 (1 Tl f™ B (X, K))-

i=(

Esta igualdad la podemos relacionar con el polinomio caracteristico de f*
mediante ¢l siguiente lema:

Lema 0.1 Sea ¢ un endomorfismo de un espacio vectorial finito dimensional, V,
sobre un cuerpe K. Entonces tenemos la siguiente igualdad enire series formales:

o F

exp(Z Trle™ V)t?) =det(l —ot; V)™

BEE

Entonces, aplicando el anterior lema , sustituyendo en la funcidn Zeta y rea-
lizando algunas manipulaciones algebraicas, obtenemos que la funcién Zeta se
puede expresar como un producto alternado de polinomios caracteristicos,

2k Xjlk) = Hdet(l e P Hi(X’K))(_l)H-I _ Hpi(t)(_l)i+l

La anterior descomposicién expresa la funcién Zeta como un producto alter-
nado de polinomios cuyos coelicientes estdn en el cuerpo de coeficientes de la
cohomologia de Weil particular que estemos usando, sin embargo Weil conjeturd
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y més tarde fue demostrado por Deligne que los polinomios de la descomposi-
cién tienen coeficientes enteros, y que son independientes de la cohomologia que
estemos usando.

Entonces si « es una raiz reciproca de uno de los F;, se tiene que « es un
entero algebraico. Ademds, gracias a la ecuacién funcional, también lo es %/ .
Por lo tanto, podemos concluir que ¢ es una unidad {-adica para todo primo
¢ # p, queddndonos por resolver dos cuestiones concernientes a los distintos
valores absolutos de «:

1. “La Hipdtesis de Riemann”: ;Cual es el valor absoluto de & y sus conjuga-
dos?

2. ;Cudl es el valor absoluto p-ddico de « y sus conjugados?

La pregunta 1 fue contestada por Deligne y gracias a ella se consigue estimar
el nimero de puntos racionales de X/k.

La respuesta a la pregunta 2 tiene como consecuencia la obtencién de infor-
macién, médulo potencias de p, sobre el niimero de puntos racionales de X sobre
k y sus extensiones.

En este trabajo nos centraremos en esta segunda pregunta, y més concreta-
mente en una conjetura de Katz que relaciona los valores de ord(a), mediante
una serie de desigualdades, con los nimeros de Hodge de X. Esta conjetura se
visualiza mejor geométricamente mediante los llamados poligonos de Newton y
Hodge. :

Estos resultados se generalizan en el libro de Ogus [14], donde se estudia
como varia la relacidén entre la filtracién de Hodge y la accién de Frobenius en
una familia de F-cristales parametrizada por un esquema liso, X/k, ddndonos
una filtracién de un F-cristal global formado por la unién de todos ellos. Como
aplicaciones, demuestra una versién de la conjetura de Katz valida para el F-
cristal global y resultados acerca de la degeneracién de la sucesién espectral de
Hodge v de la sucesién espectral conjugada.

En el capitulo 1, introduciremos los conceptos bédsicos que nos permiten definir
los poligonos, las principales propiedades de los mismos, asi como los resultados
mas importantes dentro de este campo.

Una vez que tenemos definidos para cada esquema de tipo finito liso unos inva-
riantes geométricos como son los poligonos de Newton y de Hodge, en el resto del
trabajo, que es la parte de investigacién propiamente dicha, nos preguntaremos
por el problema inverso, es decir:
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PREGUNTA:Dados un poligono de Newton y un poligono de Hodge que sa-
tisfagan las propiedades que necesitan cumplir para poder ser los poligonos aso-
ciados a un esquema de tipo finito y liso. ;Existe un tal esquema, cuyos poligonos
sean los dados?

En el capitulo 2, nos centraremos en los llamados poligonos abstractos y ve-
remos que la respuesta a nuestra pregunta es si cuando el cuerpo de definicién es
k = F, con p un numero primo. Ademds la demostracién es constructiva, es decir
daremos un algoritmo para decidir quién es el objeto abstracto que tiene como
invariantes asociados los poligonos dados.

El capitulo 3 trata de los poligonos geométricos, y motivados por una pregunta
que hace B. Mazur en [12], donde deja abierta la cuestién de si todos los posibles
poligonos para curvas de género 3 lisas (que son un ejemplo de esquemas de
tipo finito y liso) ocurren en la realidad, daremos ejemplos de curvas para cada
poligono estudiando dos familias de curvas distintas. Ademds también daremos
ejernplos para género 1 (curvas elipticas) y género 2.

En la actualidad, la respuesta a que posibles poligonos de Newton ocurren
como poligonos de Newton de una curva de género ¢ sigue estando abieta. Es
bien sabido que la curva genérica es ordinaria, pero en general, ni siquiera se
sabe si para cada género existen curvas supersingulares definidas sobre un cuerpo
de caracteristica p > 0. Los resultados mds generales que se conocen se refieren
a caracteristica 2. Para p = 2, se sabe que existen curvas supersingulares para
cualquier género definidas sobre I, (véase [6]), mientras que para p > 2 sélo se
conocen cuvas supersingulares para aquellos géneros tales que su desarrollo p-
ddico sélo tiene coeficientes 0 y (p — 1)/2. Para mds detalles acerca de que casos
son conocidos 0 no, nos referimos a [4].
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Capitulo 1

Poligonos de Newton y Hodge

1.1 Poligono de Newton de un polinomio

Para reunir la informacién de los ceros de un polinomio con coeficientes en un
cuerpo p-ddico completo K, es decir, cualquier subcuerpo cerrado de C, (el cierre
algebraico y cerrado de @), se introduce el poligono de Newton de un polinomio
de la siguiente forma.

Sea f(X) € K[X] un polinomio. Como estamos interesados en entender los
ceros de f(X), podemos extraer cualquier potencia de X que divida a f(X) y
suponer que f(0) # 0. También, dividiendo entre f(0), podemos suponer que
f(0) = 1. Por lo tanto, tenemos:

fX)=14+aX +aX’+ - +a, X"

con los a; € K. En unos ejes coordenados, consideramos los puntos (0,0) y, para
cada 1 entre 1y n, (4, v,(a;)), donde v, es la valoracién p-ddica normalizada de
modo que vp{p) = 1. (Si algunos de los a; es nulo, lo ignoramos, ya que entonces
vp(a;) = +00, y el punto estarfa “infinitamente alto” ). El poligono de Newton de
f{X) es la envolvente convexa de los puntos considerados, empezando en (0,0) y
terminando en (n, v,(a,)). El algoritmo para construirlo consiste en empezar con
la semirrecta negativa del eje y, fijarla en el (0, 0), y rotarla en el sentido contrario
a las aguas del reloj hasta que “chocamos”con uno de los puntos considerados,
en ese momento, fijamos la semirrecta en ese punto y seguimos rotando el resto
hasta el proximo punto. Reiteramos este proceso hasta que alcanzamos el punto
(n,v,{a,)). Por ultimo, nos olvidamos de la parte de la semirrecta no usada.

Observacién 1.1 El poligono de Newton depende s6lo de los v,(a;), que no
dependen de a que cuerpo pertenezcan los g;. Es decir, el poligono depende del
polinomio como elemento de C,[X], y no del cuerpo K donde estén definidos sus
coeficientes.




CAPITULO 1. POLIGONOS DE NEWTON Y HODGE

Ejemplo 1.2 Sea p = 3 y consideremos el polinomio

9
FX)=1+6X+ §X2' +18X*% 4+ 18X° + 162X°

Los puntos que tenemos que considerar son (0,0),(1,1),(2,-1),(4,2),(5,2) ¥
(6,4}, y el poligono viene descrito en la figura 1.1

A R S o

Figura 1.1: Poligono de Newton de f(X)

Dentro del poligono, la informacién que nos interesa viene dada por los si-
guientes elementos:

Definicién 1.3 i) Las pendientes de Newton de f(X) son las pendientes de
los segmentos que aparecen en el poligono.

ii) La longitud de cada pendiente es la longitud de la proyeccién del segmento
sobre €l gje de abscisas.

iil) Los puntos de corte son los valores de 7 tales que el punto (¢, vp(a;)} es un
vértice del poligono.

Ejemplo 1.4 En el gjemplo anterior, las pendientes son —1/2, 1 y 2, con longi-
tudes 2, 3 y 1 respectivamente, y los puntos de corte son 0,2,5y6.

Observacién 1.5 La suma de las longitudes es igual al grade del polinomio, y

por la construceién del poligono, también es evidente que las pendientes forman
una sucesion creciente.

Una vez definido el poligono de Newton, nos interesamos en la informacién
que dicho poligono nos da acerca de los ceros del polinomio,

LRGN RN RN EEEENE
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1.2. F-CRISTALES Y SUS POLIGONOS 9

Teorema 1.6 Sea f(X) =1+ a1 X + a2 X?+++ + a, X" € K[X] un polinomio,
ysea f(X)={1-X/on}{1—-X/e) - (1 — X/} su factorizacién en términos
de sus raices oy € C,. Sea A; = v,(1/;). Entonces, si A es una pendiente del
poligono de Newton con longitud [, se tiene que exactamente [ de los A; son igua-
les a A. Es decir, las pendientes del poligono de Newton de f(X) son (contando
multiplicidades) las valoraciones p-ddicas de las raices reciprocas de f(X).

Demostracién: Ordenamos los 1/o; de manera que A; < Ay < -+ < AL
Supongamos que A} = Ay = - = A, < Aqy. Veamos gue el primer segmento
del poligono de Newton une los puntos (0,0) y (r,7A;). Se tiene que cada a; se
expresa en términos de 1 /oy, 1/as,. .. 1/, como (—1)* veces el i-ésimo polinomio
simétrico, es decir, la suma de todos los posibles productos de ¢ de los 1/q;.
Como el valor p-ddico de cada uno de esos productos es al menos iA;, lo mismo
le sucede a a;. Entonces, el punto (7, v,(a;)) estd en o sobre la recta que une {0, 0)
con (r,7A}). Consideremos ahora a,. De los distintos productos de 7 de los 1/a;,
exactamente uno tiene tiene valoracién p-ddica r);, el producto 1/{(cian - ar),
todos los demads tienen valoracién p-idica mayor, ya que debe incluir a uno de
los 1/, 41, 1/ eprs, ..., 1/, Entonces, a, es la suma de algo de valor 7A; y algo
de valor mayor que rA;, por lo tanto, por el “principio del tridngulo isésceles”,
vy(a,) = rA;. Nos falta ver que (r,7A;) es un vértice, para ello veremos que los
puntos (i, vp(ei)),? > 7 estdn por encima de la recta considerada. Supongamos
i > 7, por lo tanto, por las mismas razones que antes, el producto de 7 de los 1/e;
tiene valoracidn > 1A, y entonces vp(a;) > 4. Para completar la demostracién,
sélo hace falta realizar estd misma prueba con cada grupo de valoraciones iguales,
es decir s1 Ay < Ayju1 = Agpn = -+ Agyp < Agqeq1, entonces el segmento que une
(8, \i = da— - = A;) con {s+1, A+ A+ -+ Ay + tAsy1) es un segmento del
poligono de Newton.

1.2 F-cristales y sus poligonos

En esta 20¢iiz cdefiniremos los poligonos de Newton y Hodge asociados a un
F-crista] 25 commo [a relacidn existente entre ellos.

Sez k ur tuzTpo perfecio de caracteristica p > 0, W = W (k) su anillo de vec-
tores ce ++:11 v A = FraclV el cuerpo de fracciones de W. También denotaremos

por ¢ & zuT-=:rZsmro de Frobenius de W.

Definicidn 1.7 32z Aun anilloy f: A — A un homomorfismo de anillos. Dado
un A-mo27: L0+ =za aplicacién ¢ 1 M — M, se dice que ¢ es f-lineal si:

i g omsen =spm)ding, VYm,n € M
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ii)  ¢lam) = fla)p(m), Yac A VYmeM

Definicién 1.8 i) Un F-eristal sobre k& es un W-médulo libre finitamente
generado, M, junto con una aplicacién ¢ : M — M o-lineal inyectiva.

ii) Un morfismo entre el F-cristal M y el F-cristal N es una aplicacidén W-lineal
u: M — N tal que el siguiente diagrama conmuta:

M = N
el O lo
M 5 N

iif) Una dsogenia es un morfismo de F-cristales que induce un isomorfismo de
K-espacios vectoriales M Quw K — N ®uw K.

Ejemplo 1.9 Sea X/k un esquema propio y liso de dimensidn n y sea el médulo
libre M = H™(X/W)/torsién, i.e., el m-ésimo mddulo de cohomologia cristalina.
En el mddulo M se tiene una accién de Frobenius ¢, inducida por el morfismo
de Frobenius de X. Para probar que es inyectiva, usamos la aplicacién bilineal
H™X/W) x H=™(X/W) — H®(X/W) <5 W que cumple la siguiente
relacidn <pz, py>= plo(<z,y>) y ademds, gracias a la dualidad de Poincaré,
no tiene nicleo, por lo que si z # 0, se tiene que @z # 0.

Ejemplo 1.10 Sea W,[T] el anillo no conmutativo de polinomios en T con la
relaciéon Tw = o(w)T si w € W. Sea @ = r/s € Q; un racional positivo con
r € Ny s € N* primos entre si. Definimos M, = W,[T]/(T% —p") y si m € M,,
definimos p(m) = T'm. Se tiene que g es o-lineal por la definicién de la operacién
en W, y ademds es inyectiva, ya que si ¢(m) = 0, entonces Tm = p'm = 0,
con lo que m = 0. Diremos que M, tiene pendiente c.

El interés que tiene el primer ejemplo se debe a que nos servird cuando trate-
mos con F-cristales geométricos (seccidn 1.3), ya que se tiene que la cohomologia
cristalina es una cohomologia de Weil y por tanto aparece en la funcién Zeta de
manera natural.

El interés del segundo ejemplo se debe al signiente resultado:

Teorema 1.11 (Dieudonné-Manin) i) Supongamos que k es un cuerpo al-
gebraicamente cerrado. Entonces, la categoria de F-cristales salvo isogenia
es semisimple y sus objetos simples son los M, para o € Q.. definidos an-
tes. Fs decir, todo F-cristal, M, es isogeno a una suma directa @ ,cq Mi®
de F-cristales de pendiente . Los racionales o para los que ng, # 0 son por
definicidn las pendientes de M, y el entero ng dimy (M,) es la multiplici-
dad de la pendiente . Si &k no es algebraicamente cerrado, las pendientes

de M son por definicidn las pendientes de M @w W (k)

(i

{0 i

-

F 3

€

"

&

-

ry
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1.2. F-CRISTALES Y 5US POLIGONQS 11

i) Si k = 3, es un cuerpo finito, con g = 1°, las pendientes de M son las
valoraciones p-ddicas (normalizadas por v(g) = 1) de los valores propios del
auvtomorfismo W-lineal ©*; la multiplicidad de la pendiente o es el nimero
de valores propios de valoracidn a.

Demostracién: Para una demostracién de este teorema, véase [11]
E

Observacién 1.12 Aunque no damos la demostracién del teorema, es ficil ver
que la parte ii) es s6lo un caso particular de la parte 1), ya que si considera-
mos el automorfismo W-lineal, ©?, asociado a ¢, tenemos que, en el factor M,,
@*(m) = T°%(m) = (p™/*)°m, es decir, (p°)"/* es un autovalor y tiene valora-
cién normalizada r/s, por lo que coincide con la definicién de pendiente en 7).
Ademds es un autovalor para cada m € {1,T,...,7°"'}, base de M, por lo que
las multiplicidades también coinciden.

Observacién 1.13 La descomposicién de un F-cristal como una suma directa
de F-cristales de la forma M, es tnica, ya que M, no es isogeno a My si a # 3.
En efecto, supongamos que M, fuese isogeno a Mz con @ = r/s y 8 = r'/¢;
entonces, existe una aplicacién u : M, — Mz W-lineal tal que el diagrama
de la delinicién 1.8 conmuta, es decir, 4 o ¢, = @, o u. Si componemos los
dos lados de la igualdad con ¢!, y usamos la conmutatividad del diagrama,
obtenemos que uog? = c,pg ou. Evaluando esta igualdad en m, € M,, obtenemos
u(T?(my)) = T*u{my), es decir, p u(m,) = Tu(m,). Si tomamos m, = I,
entonces p” = T* en My, con lo que T — p™ | T — p". Tntercambiando el papel de
M, vy Mg, obtenemos T° - p"|T% —p™, con loque s = 5" y r = 7.

Una vez que tenemos definidos los F-cristales v las pendientes, podemos definir
el poligono de Newton de un F-cristal. Aunque la definicién parece no ser la misma
que para el caso de un polinomio, en el 1ltimo capitulo veremos que para el caso
de I¥,, el poligono de Newton de un F-cristal geométrico es el poligono de Newton
de cierto polinomio asociado al F-cristal.

Figura 1.2: Poligono de Newton
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Definicién 1.14 El poligono de Newton de un F-cristal, M ~ 69::1 M,/ con
:/8; < Ti11/Si1, es el poligono convexo en el plano cuyo punto més a la izquierda
estd en el origen y que tiene pendiente 7;/s; en el tramo horizontal [sy +sa 4+ ++
8i—1, 81 + 89+ ---+ Si].

Para definir el poligono de Hodge, necesitamos “linealizar”el morfismo del F-
cristal, para ello definimos un nuevo médulo M@ = M @y W), donde W)
es el anillo W, pero con la estructura de W-médulo que le da o : W — W.
Por lo tanto,el morfismo de un F-cristal es equivalente a un morfismo W-lineal
¢ : M@ — M. Entonces, gracias al teorema del factor invariante, podemos elegir
W-bases de M(™) y de M tal que ¢ es representable por una matriz diagonal con
coeficientes:

2 m m

1:---;17197---1172,---:? pera DD
Sea h; := # p’ en la diagonal, entonces:
Definicién 1.15 El poligono de Hodge, se define como el poligono convexo en

el plano cuyo punto més a la izquierda es el (0,0) y que tiene pendiente i en el
intervalo horizontal (ho + -+ + hj_1, ho + - -+ + Ay

Figura 1.3: Poligono de Hodge

Los poligonos de Newton y de Hodge de un F-cristal estdn relacionados me-
diante una serie de desigualdes que relacionan sus pendientes y que se enuncian
de una forma mucho mds clara si la visualizamos geométricamente. De esta forma
geométrica, el enunciado es el siguiente:

Teorema 1.16 Dado un F-cristal,(M, @), su poligono de Newton estd por enci-
ma de su poligono de Hodge. Ademds, ambos poligonos tienen el mismo punto
inicial, (0,0), y también tienen el mismo punto final.
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Antes de dar la demostracién del teorema vamos a definir las potencias exte-
riores de un F-cristal, que jugardn un papel importante en la demostracién.

Definicién 1.17 La i-ésima potencia ezterior de un F-cristal, (M, y), es el
F-cris- tal ( N M, /\z(tp)) , donde el médulo subyacente es A}, (M), y donde A’()
viene definido por:

i

/\((p)(ml A A =elm) A A elmg).
Sii=0, pero (M, ) # 0, definimos (A’ M, A\°(v)) = (W, 0).

La utilidad de las potencias exteriores estriba en que sus pendientes de Newton
y Hodge estdn relacionadas con las de M, ya que si A; < Ay < -+ < A, son
las pendientes de Newton (resp. de Hodge) de M, entonces las pendientes de
Newton (resp. de Hodge) de la i-ésima potencia exterior son las (7) pendientes
Aj,+ oAy, 1< g1 <+ < gy <1, con lo que, por ejemplo, la suma de las ¢
primeras pendientes de M es la primera pendiente de A" M.

Demostracién (del teorema 1.16): Para probar el teorema basta con
demostrar que en cada punto con coordenada z entera, el poligono de Newton
estd por encima de el poligono de Hodge, ya que las pendientes de cada poligono
forman una sucesién creciente. Para cualquier F-cristal de rango 1, la pendiente
de Hodge y la pendiente de Newton coinciden de manera obvia, por lo tanto
aplicando estd observacién a (A" M, A°(¢)) = (W,0) y a (A" M, A7()) con
r = rg(M), obtenemos que los dos poligonos empiezan y acaban igual. Para ver
que:

Newton(i) > Hodge(?) poara 1<i<r

donde Newton(i) = altura del poligono en el punto 7 (resp. Hodge(i)), basta con
probar que para las potencias exteriores de (M, ) se tiene que:

menor pendiente de Newton > menor pendiente de Hodge,

es decir, queremos probar Newton(1) > Hodge(l) de manera universal.

Para ello. célculamos la forma candnoca de Jordan de la matriz en un anillo
donde estén defiridos todos sus autovalores (serd una extensién finita de W),
queddndencs nza matriz triangular superior, J, con los autovalores en la diagonal.
Para terminar. sélo hace falta observar que la menor pendiente de Hodge es el
mayor exsomezte entero, A, tal que ¢ = 0 (mod p?), por lo que la menor
pendiente de Hadge es la parte entera de la menor de las valoraciones de los
coeficiernzes <2 J. gue es menor que la menor de las valoraciones de los coeficientes
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Ejemplo 1.18 Sean (Z;, F1), (Z2, F3), dos F-cristales dados por las aplicaciones
F;: Z% — Z8, i =1,2 con matrices,

0 0 p? 0 0p
01 0 0 p 0

Para calcular las pendientes de Newton, tenemos que calcular los autovalores
de las aplicaciones (ya que Z, = W(F,), por lo que a = 1 y nuestras aplicaciones
son lineales). En ambos casos se tiene que el Gnico autovalor es p*/® con multipli-
cidad 3, es decir, la tinica pendiente de Newton es 2/3 con multiplicidad 3. Para
calcular las pendientes de Hodge, hay que calcular bases tal que las matrices sean
diagonales. En ambos casos es evidente el cambio de base y también los elemen-
tos de la diagonal: para F) son 1, 1y p? con lo que sus pendientes de Hodge
son ( con multiplicidad 2 y 2 con multiplicidad 1; para F3 son 1, py p, con lo
que sus pendientes de Hodge son 0 con multiplicidad 1, y 1 con multiplicidad
2. Como tienen el mismo poligono de Newton, su descomposicién en una suma
directa de M,’s es la misma, por lo que son isogenos, y una isogenia viene dada
por u : Fy — F definida por la matriz

0
0
1

"~
I

o o

o o

Al tener distinto poligono de Hodge, se tiene que los dos F-cristales no son iso-
morfos (el determinante de la isogenia es p?, que no es invertible en Zyp).

I E

T T T TS R e

:Newton
I

i
|
I
I
I
i

_______

Hodge
1.3 F-cristales geométricos
En el resto del capitulo, trataremos el caso geométrico.

Sea X/k un esquema propio y liso de dimensién n (puede pensarse en una
variedad algebraica proyectiva y lisa).
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Definicién 1.19 Por el poligono m-dimensional de Newton de X/k nos referire-
mos al poligono de Newton del F-cristal H™(X/W)/torsidn

Definicién 1.20 Por el poligono m-dimensional de Hodge abstracto de X/k nos
referiremos al poligono de Hodge del F-cristal H™(X /W) [torsicn

Definicién 1.21 Por el poligono m-dimensional de Hodge geométrico nos referi-
remos al poligono convexo en el plano cuyo punto mds a la izquierda es el (0, 0)
y que tiene pendiente j en el intervalo [A%™ + AL™=1 4 .. 4 I hmIHL plm
Rt oo 4 B3] donde A4 = dimg H™ (X, ’X/K)

En el caso geométrico, los dos poligonos también estdn relacionados mediante
la llamada “Conjetura de Katz”.

Teorema 1.22 (Conjetura de Katz) El poligono m-dimensional de Newton
de X/k estd por encima del poligono m-dimensional de Hodge geométrico de
X[k

El resultado anterior fue probado por Mazur en [13] bajo ciertas hipétesis, y
méas tarde, Ogus lo probé de manera general en [2]. Ademas, en numerosos casos
se tiene que las pendientes de Hodge abstractas coinciden con las pendientes
de Hodge geométricas y por tanto los puntos finales de los poligonos también
coinciden gracias al teorema 1.16. Los casos mas importantes donde se da esta
igunaldad de pendientes son:

i) Emistencia de Levantamiento. Supongamos que existe un levantamiento de
X/k a caracterfstica cero, le., existe un esquema propio y liso X/W tal
que X = X xw k, vy que los grupos de cohomologia HY(X, Q’;/W) no tie-
nen torsién. Entonces los niimeros de Hodge abstractos coinciden con los
geométricos. Més explicitamente, se tiene que b’ = 7™,

i) Degeneracidn de la Sucesidn Espectral. Si los grupos H™(X/W) no tienen
torsién, y si la sucesidn espectral Hodge-de Rham

EY = HI(X, Q) = H7(X/F)

degenera en E, entonces los poligonos de Hode abstracto y geométrico son
iguales.

Observacién 1.23 En el caso geométrico, también tenemos una serie de restric-
ciones acerca ce los posibles valores de las pendientes de Newton y Hodge. Estas
restricclones son:

1. Con mezzecto a las pendientes de Newton.
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i) La aplicacién ¢ del F-cristal geométrico satisface, mediante la dualidad
de Poincaré, la siguiente relacidn:

poyp' =p",

por lo tanto, las pendientes de H™(X /W) /torsién estdn en el intervalo ~

[0, n]. _

ii) Usando también la dualidad de Poincaré, se tiene que si o es una =
pendiente de H™, entonces n — o es una pendiente de H*™™ con la =
misma multiplicidad. =

iii) Por el Teorema fuerte de Lefschetz, el cudl demuestra que H™ % ~
H"E se tiene que si o es una pendiente H™, entonces n — m + «
es una pendiente de H*~™ con la misma multiplicidad y por tanto,
aplicando la dualidad de Poincaré a esta pendiente obtenemos que
m — o es una pendiente de H™.

iv) Combinando los anteriores hechos, es evidente que el punto final del
poligono de Newton es (3, m3/2), donde § = dim(H™(X/W)) es el

m-ésimo nimero de Betti de X. -

v} 85i 0 £ m < n, las pendientes de Newton estdn en [0,m], ya que -
todas las pendientes son positivas y @, m — « son pendientes de H™. -

Sin < m < 2n, las pendientes de Newton estén entre [m — n, n], va -

que 81 @ < m — n, entonces n —m + o« < (0 y tendria que ser una -
pendiente de Newton de H2 ™, *

2. Con respecto a las pendientes geométricas de Hodge. =

Como H™ (X, (Y x) es el dual de H(Xg, Q%) sus dimensiones coin-

ciden y por tanto h%™~% = h™~% donde ™ := dimg H™ 7 (X, Qf,(/ e

L]
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Capitulo

Poligonos abstractos

En este capitulo nos centraremos en la busqueda de F-cristales con poligonos de
Newton y Hodge dados. Es decir, dados un poligono de Newton y un poligono de
Hodge, trataremos de encontrar un F-cristal que los tenga como poligonos aso-
ciados. Durante todo el capitulo trataremos, salve mencién explicita, el problema
anterior cuando k¥ = T, con p un ndmero primo, por lo tanto W = W(k) = Z,,
el anillo de enteros p-adICOS ademads, las aplicaciones que definen los F-cristales
son lineales, ya que o(a) = a Va € Z,.

2.1 Propiedades y ejemplos

El algoritmo que vamos a utilizar para construir los F-cristales consiste en fijar las
pendientes de Newton y entonces, construir todos los poligonos de Hodge posibles
para esas pendientes de Newton, teniendo en cuenta que los poligonos de Hodge
tienen pendientes enteras, van por debajo del poligono de Newton y empiezan y
acaban en el mismo punto. Una vez construidas todas las parejas Newton-Hodge
(todas con el mismo poligono de Newton), construiremos F-cristales con esas
parejas como poiigonos asociados.

Definicidén 2.1 Una pareja de poligonos de Ketz son un poligono con pendientes

racionales ce lsrgzizud uno, admitiendo repeticiones, {ny,...,n.}, y puntos de
corte con coorfeZadas enteras, y un poligono con pendientes enteras de longitud
uno, adreiziencs repeticiones, {hy, ..., h,}, empezando ambos en el punto (0, 0)
y tales cue:

i) z;.:L ;'3 = :;=L Mg

MY eY o, WhEr HEN

Observacién 2.2 Dado que estamos en el caso £ = I, y los F-cristales son
Womdoolzs 2Tm2s ce dimensidn finita, todos nuestros F-cristales tendrdn como

17
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médulo asociado Zj, donde 1 es el rango del F-cristal, por lo tanto, para definir
un F-cristal nos limitaremos a dar su aplicacién W-lineal en forma de matriz (con
respecto a la base candnica salvo mencién explicita).

Empezamos con un resultado que simplifica mucho, a la hora de realizar los
cdlculos explicitos, la construccién de F-cristales.

Teorema 2.3 Sea (M, ) un F-cristal de rango r. Sea (A,b) € Z x Z un punto
del poligono de Newton de (M, @) que también sea un punto del poligono de Hodge
de (M, ). Entonces eziste una dnica descomposicion de (M, ) como una suma
directa:

(M, @) = (My, 1) & (Mz, 2)
de dos F-cristales (My, 1), (Ma, wo) tales que:

i) M| tiene rango A, sus pendientes de Newton son las A primeras pendien-

tes de Newton de (M, ) y sus pendientes de Hodge son las A primeras
pendientes de Hodge de (M, p).

it) M, tiene rango v — A, sus pendientes de Newton son las r — A iiltimas
pendientes de Newton de (M, @) y sus pendientes de Hodge son lasr — A
tltimas pendientes de Hodge de (M, p).

Demostracién: Para una demostracién, véase [8].

En términos de los poligonos, quiere decir que el poligono de Hodge (resp.
Newton) de (M, ) se construye uniendo el final del poligono de Hodge (resp.
Newton) de (M, ) con el principio del poligono de Hodge (resp. Newton) de
(My, ) traladado al punto (4,5), como en la figura 2.1

Figura 2.1: Descomposicién de un F-cristal
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2.1. PROPIEDADES Y EJEMPLOS 19

El siguiente ejemplo ilustra una de las piezas claves de la construccién de
los F-cristales con poligonos dados. El aspecto importante es el cambio de dos
pendientes de Hodge por otras dos distintas sin alterar las pendientes de Newton.

Ejemplo 2.4 Sean (M, ) y (M', ) los F-cristales definidos por M = M’ = 72

y con aplicaciones
_|p 0 r_ | Pl
e=lo 2] e[ s

Los dos F-cristales tienen como pendientes de Newton 1 y 2, ambas con multi-
plicidad 1 (son las valoraciones p-ddicas de los autovalores de las aplicaciones);
en cambio, las pendientes de Hodge de M son 1 y 2, ambas con multiplicidad 1
(la matriz ya es diagonal), mientras que las de M’ son 0 y 3, ambas con mul-
tiplicidad 1. Para ver esio ultimo, necesitamos encontrar dos bases de Zf], tales
que la matriz sea diagonal con respecto a esas bases. Considerando que la matriz
viene dada con respecto a la base candnica {ej, e}, las nuevas bases son {v, vs}
y {wy,wa}, y el cambio de bases es:

v = € wr = e +ples
Yy = —e1 + pes wWo €2

Ii

Entonces:
©'(v1) = ¢'(ea) = ey +plea = wy

@ (1) = '(—e + pes) = —pe; + ples + ples) = pPer = PPy

(|10
(:O_Op?’

y la matriz queda diagonal:

Newton

Figura 2.2: Ejemplo de cambio de pendientes




20 CAPITULO 2. POLIGONOS ABSTRACTOS

Observacién 2.5 El anterior ejemplo prueba la existencia de todos los F-crista-
les que tienen como pendientes de Newton 1 y 2 ambas con multiplicidad 1, ya
que entonces los dos 1nicos poligonos de Hodge posibles son los obtenidos. En
las siguientes secciones generalizaremos este ejemplo construyendo todos los F-
cristales con poligono de Newton fijo de la misma forma que en el ejemplo, es
decir, perturbando los coeficientes de la matriz para obtener distintos poligonos
de Hodge sin cambiar los autovalores de la aplicacién.

2.2 Caso 1: Pendientes de Newton constantes

Empezamos por el caso mds simple posible, que es cuando todas las pendientes
de Newton son iguales. En este caso, la solucién a nuestro problema es ficil.

Lema 2.6 Sea n la pendiente de Newton con multiplicidad m, y sean i1, -+, im
las pendientes de Hodge pedidas (admitiendo repeticiones) tales que forman una
pareja de poligonos de Katz. Entonces, el F-cristal definido por

"0 0 .- 0 pim
P 0 0 srais 0
L= 0 pz'z ' :
L PR S 0
| 0 PPN 0 pimnl O J

titene como pendiente de Newton n con mulliplicidad m y como pendientes de
Hodge las dadas.

Demostracién: i). Para calcular las pendientes de Newton, calculamos los
autovalores de la matriz de la aplicacién. El polinomio caracteristico viene dado
por A™ — pXie = 0, es decir, A = p™™/™ salvo unidades p-ddicas, por lo que la
valoracion de los autovalores es siempre n, y hay m autovalores.

ii). Para calcular las pendientes de Hodge, necesitamos encontrar dos bases
de Z;' tal que la matriz sea diagonal. Las bases que necesitamos son las permu-
taciénes de los elementos de la base candnica que hacen que los coeficientes pie
estén en la diagonal, por lo que es evidente que las pendientes de Hodge son las
pedidas.

Observacién 2.7 Por lo tanto, existen todos los F-cristales con pendiente de
Newton constante, ademds, si sabemos que el poligono de Newton tiene pendien-
te constante n con multiplicidad m, cualquier conjunto de enteros {7, -- <y im}
tal que > i, = nm son un conjunto de pendientes de Hodge de una pareja de
poligonos de Katz, ya que el poligono de Hodge es convexo y por tanto siempre
va por debajo de la linea que une su punto inicial y final.

B A Bl B S B By A A AL M) S M) K| B A ) S| A A) Ay ] 4
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2.3 Caso 2: Pendientes de Newton no constan-
tes

A continuacidn vamos a generalizar el ejemplo 2.4, demostrando un lema que nos
permitird cambiar dos pendientes de Hodge por otras dos tales que una de ellas
sea mayor que las primeras y que la suma de las dos pendientes se mantenga
constante. Ademads, las pendientes de Newton no cambiardn.

Lema 2.8 Sea un F-cristal de rango 2, con pendientes de Hodge y Newton k, £,
es decir, tiene una matriz diagonal con coeficientes p*, p® con k < £. Entonces, el
F-cristal cuya matriz tiene en la diagonal los mismos coeficientes y el coeficiente
a2 = P, © < k, tiene las mismas pendientes de Newton y las pendientes de Hodge
sont,jdondet <k<f<jeomi+ji=k+4

Demostracion: Las pendientes de Newton son claramente las mismas, ya
que la nueva matriz tiene los mismos autovalores. Para calcular las pendientes de
Hodge, diagonalizamos la matriz. Para ello, calculamos la matriz de la aplicacién
con respecto a las siguientes bases:

Uy = e w, = e +pTle
g = —ep + pF e Wy = eq

En estas bases (el hecho de ser ¢ < k asegura que los coeficientes de los cambios
de base estdn en Z,), la aplicacién queda:

@) = wles) = pley + pley = piley + p¥les) = pluy

QD(U2) — (p(—el—}-pk_ieﬂ — —pk81+pk'—i(pi61+p£€2) — pkﬂkﬂfie? — pk+£~iw2 :png

Es decir, Ia aplicacién es diagonal y los coeficientes de la diagonal son p' y p?,
con j=k+£—1

Una vez que sabemos cambiar dos pendientes de Hodge por otras dos, pasamos
a enunciar y demostrar el resultado mas importante de este capitulo.

Proposicidén 2.9 Dados los racionales ny ==« -+ == m <np=ccco=ng < <
L. o
b ol al
mi msa
Mgy, con N; =y € L y dados los ndmeros enteros by < hy < -+ < hy
\_W__/
ms - - -
formando una corela de poligonos de Kalz, se tiene gque existe un F-cristal tal que

los n; son sus rznaientes de Newton y los h; son sus pendientes de Hodge.
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Demostracién: Sin perdida de generalidad, podemos suponer que no existe
ningin punto distinto del inicial y final donde el poligono de Newton y Hodge
se toquen, ya que si existe un punto asi, aplicando el teorema 2.3, construimos
cada uno de los sumandos directos y el F-cristal pedido es la suma directa de
los dos construidos. Para costruir un F-cristal tal que el poligono de Newton y
el de Hodge sélo se toquen en los extremos hacemos induecién en el numero de
pendientes de Newton distintas. Si todas las pendientes de Newton son iguales, el
resultado estd demostrado en la seccién 2.1. Supongamos que sabemos construir
todos los F-cristales con s — 1 pendientes de Newton distintas, y tenemos que
construir el F-cristal pedido en el enunciado. Para ello realizamos los siguientes
pasos:

i) Como el poligone de Newton va por encima del poligono de Hodge y ademds
acaban en el mismo punto, tenemos que

T my
Y ha<M S o h>N
i=1 SRS,

(ya que por convexidad las tiltimas m, pendientes de Hodge suman més
que las dltimas m, pendientes de Newton, y estas suman mds que las m,
primeras). Por lo tanto, existe un iy tal que by .1, .., igm, verifican:

m1—1 m1

Z higy; < Vi < thﬂ‘
7=0 j=1

Definimos:

ml—l

H = Nl - Z h,;0+j h, = h‘ioerl + hio —h
Jj=1

ii) Costruimos los F-cristales siguientes (conocidos por hipétesis de induccién):
F-cristal M,. Es el F-cristal que tiene como pendiente de Newton n; con
multiplicidad m,, y como pendientes de Hodge (admitiendo repeticiones)
Rigi1s** -5 Pigpmi—1, h. Este F-cristal se construye usando el Lema 2.6, ya
que Z;’f_jfl hisy; +h = Ny = myny, por lo que se trata de una pareja de
poligonos de Katz.

F-cristal M. Es el F-cristal que tiene como pendientes de Newton ng con
multiplicidad mna, ..., n, con multiplicidad m,, y como pendientes de Hodge
Aty ooy hig—1, B, Bigemy 15 - - By, {admitiendo repeticiones).

Falta por ver que el segundo F-cristal es un verdadero F-cristal, i.e., las pendientes
descritas forman de verdad una pareja de poligonos de Katz. La primera observa-
ci6n es que hay tantas pendientes de Newton como de Hodge: hay 3 m; —m,. El

s
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comienzo del poligono, desde la pendiente h; hasta la pendiente h;,_,, estd por
debajo del poligono de Newton, ya que son las mismas que las del F-cristal inicial,
mientras que las pendientes de Newton de este segundo F-cristal son mayores que
las del primero (empieza con pendientes de tamafio n,). El final del poligono, des-
de la pendiente ;. m, 41 hasta Ay, estd por debajo del poligono de Newton,
ya que se tratd de las mismas pendientes de Newton y Hodge que las del F-cristal
inicial. Por tanto, si unimos los dos trazos de poligono con una recta de longitud
1 y pendiente A/, obtenemos un poligono que va por debajo de el de Newton. Lo
ultimo que falta para ver que es un poligono de Hodge es ver que A’ es una pen-
diente positiva y que estd bien colocada, es decir, es mayor que la anterior y menor
que la siguiente. Pero, por la definicidn de g, b, #/, se tiene que h;y < b < hjgqm,
y que h+h = h/io T hio+m1; por lo que hio—l <h, < h < Rigtm; < hio+m1+1-

iii) Una vez construidos los F-cristales de los puntos i) y ii), los “unimos” para
formar el F-cristal pedido. Para ello utilizaremos el Lema 2.8. Si realizamos
los cambios de base necesarios para diagonalizar las aplicaciones de los dos
F-cristales construidos, denotando por V, y por W) las bases del F-cristal
M, y por Vo y W, las del F-cristal Ms, la aplicacién del F-cristal pedido
es, en las bases V = {V|,Va} y W = {W, Wa},

[ phiott 0 0 | 0 0 0

0 " : | 0 0 :

: phiotmi-1 () [ : 0 0o . 0

0 0 7 0 0 p 0 0

= 0 0 | ™ 0 0

0 0 : | i R T

P o | P

; 0 0 | i 1 2 0
L0 0 | O  cer ees 0 plEme |

va que si realizamos el cambio de bases del Lema 2.8 sobre los vectores
{v,v'} v {w, w'}.tales que

#v) =ptw o(v) = pMow + "'’

obtenemos una matriz diagonal con coeficientes las pendientes de Hodge
pedidas va que el cambio dltimo que hemos hecho transforma las pendien-
tes h. k' er Fi.fi._m, ¥ a las demds no las afecta). Mds explicitamente, el
cambio es:

T

— T

[

7 2
w + pt ~Hieqy’

= w"

= & ]
=y = phohioy s
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Por 1ltimo, deshacemos el cambio que diagonalizaba los F-cristales M; y
M, en la matriz ¢ (que no afecta al término p¥, salvo quizds cambidndolo de
sitio, ya que por el Lema 2.6, el cambio que hay que hacer para diagonalizar
un P-cristal con pendientes de Newton constantes es sélo una permutacion de
la base), v obtenemos la matriz del F-cristal pedido. Para acabar, observamos
que el término que hemos anadido, i.e., el coeficiente p®, no afecta al polinomio
caracteristico, por lo que las pendientes de Newton de nuestro F-cristal son la
unién de las pendientes de los F-cristales M; y M3, que eran las pedidas.

1

S, 8) 8) B) S B) A A) A) 4] 4) A) A) A) A) £A) A 8




1Ly e e e ey

vvii““-

L

| 4

¢

by N e Yo Y g Uy

73 73 10 10 1 e, L

v

Capitulo 3

Poligonos geométricos

En este capitulo encontraremos ejemplos de curvas proyectivas y lisas de géneros
1, 2 ¥ 3, para cada pareja de poligonos geométricos de Katz, centrandonos prin-
cipalmente en el género 3, por ser este el género mds pequefio donde el p-rango
(el cardinal de pendientes de Newton nulas) no determina totalmente el poligono
de Newton.

3.1 Definiciones y propiedades

Definicion 3.1 Una pareje de poligonos geométricos de Kailz es una pareja de
poligonos de Katz, tales que satisfacen ademds las condiciones de la observacion
1.23.

Dado un esquema propio y liso de dimensién 1, X/k, el F-cristal mds im-
portante es H*(X/W), ya que tanto H'(X/W) como H*(X/W} estdn comple-
tamente determinados en la funcién Zeta del esquema (curva). Por lo tanto,
calcularemos el poligono de Newton del F-cristal H'(X/W).

Observacion 3.2 Dada una curva de género g, su poligono geométrico de Hod-
ge estd determinado, ya que por dualidad se tiene que h®' = A0, y ademds
R%L + B0 = dim H'(C) = 24. Por lo tanto, para encontrar parejas de poligonos
geométricos de Katz, una vez fijado el género, sélo necesitamos fijarnos en el
poligono de Newton. ya gue el poligono de Hodge geométrico es el mismo para
todas las curvas provectivas y lisas de género dado, tiene pendientes 0 y 1 ambas
con multiplicidad ¢g. Ademds, por la observacién 1.23, sabemos que las pendientes
de Newton estén er el intervalo [0,1] y que si o es una pendiente de Newton,
entonces 1 — @ es pendiente y con la misms multiplicidad.

Para calcular el poligono de Newton de una curva proyectiva y lisa definida
sobre k = =,.. C x, usaremos la funcién Zeta de la curva (véase la introduccidn):

P()
(L —#)(1 - pt)’

25

Z(Clk,t) =
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donde P(t) = 1+ 332 ait* = [[9, (1 —ast) € Z{t]. Ademds, la ecuacién funcional .

=1 =1
de la funcidn Zeta es equivalente a: -

P(t) = p?t* P(1/pt)

con lo que Gz = p? y a; = pP%ay,; i = 1,...,29 — 1, es decir, los niimeros
ag, ..., a, determinan la funcién Zeta.

Por otro lado, ya que la cohomologia cristalina es una cohomologia de Weil,
se tiene también que:

2
Z(Cfk,t) = [ [ det(1 — fre|H(X/W))D™, -
i=0 -
es decir, el polinomio P(t) es el polinomio reciproco del polinomio caracterfstico =
del F-cristal H'(X/W), por lo tanto, sus raices reciprocas son los autovalores del =
F-cristal y por el teorema 1.6 el poligono de Newton de H'({X/W) coincide con =
el poligono de Newton del polinomio P(t), mucho mas facil de calcular, ya que =

tiene coeficientes enteros.

3.2 Género1l =

Los posibles poligonos de Newton para curvas de género 1 son los siguientes: e

1. Una pendiente 0 y una pendiente 1. Este es el caso ordinario y lo denota-
remos por ord.

2. Dos pendientes 1/2. Este es el caso supersingular y lo denotaremos ss -

r—-—-—--=-= I~ - - 7 7 =

|
|
!
|
|
|

Figura 3.1: Poligonos de Newton de las curvas de género 1

Tabla 3.3 El poligono de Newton viene determinado por las valoraciones p-
adicas del coeficient a; del numerador de la funcién Zeta, por lo que los posibles
casos se relacionan con este valor de la siguiente manera:

G 0} 4 €} &) 6 &) Y ) d) €Y 4) 4) 4] 4) A) 8] &) &) 6] &
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1. &, =0 (mod p). Este es el caso ss.
2. a; #0 (mod p). Este es el caso ord.

Tomando derivadas logaritmicas en la funcién Zeta y evaluando en cero, po-
demos relacionar el coeficiente a; con el niimero Ny, obteniendo que:

Ni=ar+1+p

Por lo tanto, podemos escribir la tabla 3.3 en funcién de V7, qued4andonos la
siguiente tabla:

Tabla 3.4 N determina los distintos poligonos de Newton de la siguiente ma-
nera.

1. Ny =1 (mod p). Este es el caso ss.
2. Ny #£1 (mod p). Este es el caso ord.

Las curvas de género 1 lisas (curvas elipticas), estdn ampliamente estudiadas y
se conocen numerosos ejemplos tanto de curvas ordinarias como supersingulares.
Una referencia clasica es el libro de Silverman ([15]).

El siguiente teorema nos da un criterio para determinar si una curva eliptica
es supersingular o no.

Teorema 3.5 Sea K un cuerpo finito de caracteristica p > 2. Sea E/K una
curva eliptica con ecuacion de Weierstrass F : y® = f(z), donde f(x) es un
polinomio de grado tres con raices distintas. Entonces E es supersingular sit el
coeficiente de 221 en f(z)P /2 es cero.

Demostracién: Para una demostracién, véase [15].

Ejerplo 3.6 Sea p > 3. Sea la curva eliptica E : y* = z° + 1 definida sobre F,.
Para ver si esta curva es supersingular o no, tenemos que calcular el coeficiente
de zP~' en (2% —1)P"L2 Sip=2 (mod 3), entonces no hay término 27!, por
lo que la curva es supersingular; mientras que si p = 1 (mod 3), el coeficiente
es (g:ﬂﬁ) que es distinto de cero modulo g, por lo que en este caso la curva es
ordinaria.

Ejemplo 3.7 Sea p > 3. Sea la curva eliptica E : y* = 23 + z definida sobre .

Para ver si esta curva es supersingular o no, tenemos que calcular el coeficiente
dezP~ten 2° =z F2.2. Sip=3 (mod 4), entonces no hay término zP~*, por
lo que la curve es supersingular; mientras que si p = 1 (mod 4}, el coeficiente
es (g:i ?‘; ¢ue 25 distinto de cero modulo p, por lo que en este caso la curva es

ordinaria.
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3.3 Género 2

Los posibles poligonos de Newton para curvas de género 2 son los siguientes:

1. Dos pendientes de Newton 0 y dos pendientes 1. Este es el caso ordinario
y lo denotaremos por ord.

2. Una pendiente 0, dos pendientes 1/2 y una pendiente 1. A este caso lo
denotaremos 0.

3. Cuatro pendientes 1/2. Este es el caso supersingular y lo denotaremos ss

1
{
|
|
I
I
l
[
I
I

Figura 3.2: Poligonos de Newton de las curvas de género 2

Tabla 3.8 El poligono de Newton viene determinado por las valoraciones p-
ddicas de los coeficientes a; y as del numerador de la funcién Zeta, por lo que los
posibles casos se relacionan con estos valores de la siguiente manera:

1. ¢y =0 (mod p). Tenemos dos casos:

i) a3 =0 (mod p). Caso ss.
ii) ap 0 (mod p). Caso ord.

2. a1 #0 (mod p). Tenemos dos casos:
i) a3 =0 (mod p). Caso 0.
ii) a2 #0 (mod p). Caso ord.

Tomando sucesivas derivadas logaritmicas en la funcién Zeta y evaluando
en cero, podemos relacionar los coeficientes {a;,1 < i < 2} con los niimeros
{N;,1 < j < 2}, obteniendo que:

@ A A) d) 4] A A L) &) &) 4] S) &Y A AY AY AY M) 4
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IV]_ = al—}-1+p
Ny = 2a2—a§+1+p2

Por lo tanto, podemos escribir la tabla 3.8 en funcién de los N;, queddndonos
la siguiente tabla:

Tabla 3.9 Los N; determinan los distintos poligonos de Newton de la siguiente
manera:

i. Ny=1 (mod p). Tenemos dos casos:

i) Na=1 (modp) (mod 4sip=2). Caso ss.
if) N #21 (modp) (mod4sip=2). Caso ord.

2. Ny #1 (mod p). Tenemos dos casos:

i) Ng+ N} —2N; =0 (modp) (mod 4sip=2). Caso 0.
i) Ny + N2 — 2N, #0 (mod p) (mod 4 sip=2). Caso ord.

Para terminar estd seccién, deremos algunos ejemplos de curvas de género dos
sobre Ty y 3 que cubren fodos los posibles poligonos de Newton.

Observacién 3.10 El género de una curva proyectiva plana y lisa, C, viene dado
por la férmula:

Bl = (d 1)2(d 2)
donde d es el grado de la ecuacién que define la curva proyectiva. Estd formula
implica que no existen curvas planas y lisas de género dos, por lo tanto, buscare-
mos curvas con puntos singulares y relacionaremos sus puntos con los puntos del
modelo liso que resulta tras explotar los puntos singulares.

Los ejemplos que vamos a dar son curvas de grado cuatro con un nodo de
orden 2, i. e., un punto de multiplicidad dos con dos rectas tangentes distintas.
Este tipo de punto singular afecta al género de la curva disminuyendo en uno
el género esperado si consideramos que la curva es lisa. Mds explicitamente, el
género de una curva plana, ', con 7 nodos de orden my,...,m,, 1. e., puntos
de multiplicidad . ....m, con tantas rectas tangentes distintas como indica su
multiplicidad. es :

=1

Por lo tante. zuestras curvas tienen género dos.
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Observacién 3.11 Cuandoe explotamos un nodo de orden r, obtenemos r pun-
tos distintos en una recta proyectiva, correspondiendo a los puntos de la recta
proyectiva cuyos valores son las pendientes de las rectas tangentes del punto sin- -
gular. Por lo tanto, al explotar nuestros nodos de orden dos, obtendremos dos -
puntos si las pendientes de las tangentes estdn definidas en el cuerpo o minguno -
si no estdn definidas. Al explotar, los puntos lisos corresponden a un unico punto -
liso que estd definido en el cuerpo si el primero lo estaba, por lo que el nimero ~
de puntos no cambia. o

1. Curvas definidas sobre I¥,.

Observacién 3.12 Para calcular los puntos del infinito de una curva, calculamos
los puntos de interseccién de C' y {z = 0}. Una vez calculados estos, nos podemos
restringir a la curva afin Cn {z = 1}.

Ejemplo 3.13 Sea C; = z* + zy2? + y*2 = 0.

i) Los puntos del infinito. Se tieneque z = 0= 21 =0=>2=0=y = 1, =
por lo que s6lo hay un punto en el infinito, P = [0,1,0]. Como %l =1, =
P

el punto es no singular. =

i) Singularidades. Para calcular los puntos singulares afines, miramos que pun- =
tos de la curva afin anulan las derivadas parciales con respecto a z e y. =
aC, aC, :

— =y=0&y=0 ——=z+y=0&12=0 = 0} =

Por lo tanto, el inico punto singular es el (0,0), que es un nodo de orden
dos con rectas tangentes z = 0 y y = 0. Las dos pendientes de las rectas
estdn definidas en cualquier cuerpo.

iii) Nimero de puntos. Sobre Fa, estd curva tiene, después de explotar, 3 puntos. <
Sobre Iy tiene 5 puntos <

Por lo tanto, segin la tabla 3.9, estd curva es del tipo ss.

Ejemplo 3.14 Sea C = z* + zy?z + y%2 + %22 + 2y2* = 0.

i) Los puntos del infinito. Se tiene que z = 0= ' =0 =2 =0 =y = 1, <
por lo que sélo hay un punto en el infinito, P == [0, 1, 0]. Como %Qfl =1, -
el punto es no singular. ) =

ii) Singularidades. Para calcular los puntos singulares afines, miramos que pun- -
tos de la curva afin anulan las derivadas parciales con respecto a z e y. -

ac, _ ac, -
i =0&y=0,1 — = 2= = y? <
Ey +0 Y , By z+y 0=y "
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El punto (1, 1) no pertenece a la curva, por lo tanto, el inico punto singular
es el (0,0), que es un nodo de orden dos con rectas tangentes y = 0 y
z +y = 0. Las dos pendientes de las rectas estin definidas en cualguier
Cuerpo.

iii) Numero de puntos. Sobre Fy, estd curva tiene, después de explotar, 4 puntos.
Sobre F4 tiene 4 puntos

Por lo tanto, seghn la tabla 3.9, estd curva es del tipo 0.
Ejemplo 3.15 Sea C; = yz® + 2z + 2 + zy22 = 0.
i) Los puntos del infinito. Se tiene que z = 0 = yz® = 0, por lo que hay dos

puntos en el infinito, P, = [0,1,0] y P» =[1,0,0]. Como % = 23 + 13, se

tiene que %C—;i, #0y %ﬁl # 0, por lo que los puntos son no singulares.
Py Py

ii) Singularidades. Para calcular los puntos singulares afines, miramos que pun-
tos de la curva afin anulan las derivadas parciales con respecto a x e y.

8C3 9 2 a( 4 2 i
_— + —_— !
Jx W 3y“ Sty +w
Se tiene que C3 = z(52) +4° = y(aa%) + 23, por lo tanto C; = 0,%2 =

Q= pge=(yiCy =0 % =0 = 2 =0, 1.e., el 1inico punto singular es el
(0,0) que es un nodo de orden dos con rectas tangentes y = 0 y z = 0. Las
dos pendientes de las rectas estdn definidas en cualguier cuerpo.

iil} Nimero de puntos. Sobre [fy, estd curva tiene, después de explotar, 5 puntos.
Sobre Ify tiene 7 puntos

Por lo tanto, segin la tabla 3.9, estd curva es del tipo ord.
2 Curvas definidas sobre F;.
Ejemplo 3.16 Sea Cy = 2%y + ¢z — y222 + 2222 = 0.

i) Los puntos del infinito. Se tiene que z =0= 2%y =0=>2=06y =0,
por lo que hay dos puntos en el infinito, P, = [0, 1, 0]y £ =[1,0,0]. Como
B—BC;—"“ =1~ % =1, los punto son no singulares.

P Py

ii) Singularidades. Para calcular los puntos singulares afines, miramos que pun-
tos de la curva afin anulan las derivadas parciales con respecto a z e y.
aC'. o0, :
——=lz=0=z=0 aond= g Oy =0 =0 (= 0)
5z B y y=0(z=0)
Por o tamiz. el Wnico punto singular es el (0,0), que es un nodo de orden
dos con zectas tangentes 2 +y = 0 y z — y = 0. Las dos pendientes de las
rectzs estdn definidas en cualquier cuerpo.

e
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iii) Numero de puntos. Sobre F3, estd curva tiene, después de explotar, 7 puntos.
Sobre Fy tiene 13 puntos

Por 1o tanto, segiin la tabla 3.9, estd curva es del tipo ss.
Ejemplo 3.17 Sea Cs = 2t + 332 + y?22 + %2 = 0.

i) Los puntos del infinito. Se tiene que z =0 = 2' =0=>z=0=y =1,
por o que sélo hay un punto en el infinito, P = [0,1,0]. Como %Qf[ = I
I

el punto es no singular.

ii) Singularidades. Para calcular los puntos singulares afines, miramos que pun-
tos de la curva afin anulan las derivadas parciales con respecto a z e y.

C's ; oC
a—°§$3—$=04=>$=0,:i:1 Dzy=0ey=0

Jz oy
Como los puntos {£1,0) no pertenecen a la curva, el inico punto singular
es el (0,0). Ademds, es un nodo de orden dos con rectas tangentes z+iy = 0
y z — iy = 0*. Las dos pendientes de las rectas estdn definidas en cualquier

extensién de grado par de [F3.

iii) Ntimero de puntos. Sobre F3, est4 curva tiene, después de explotar, 2 puntos.
Sobre Fy tiene 12 puntos

Por lo tanto, segiin la tabla 3.9, estd curva es del tipo 0.
Ejemplo 3.18 Sea Cs = 2t + ¢! + y22% — 2222

i} Los puntos del infinito. Se tiene que z = 0 = z* +4* = 0, por lo que no
hay puntos en el infinito definidos sobre Fs, ya que z* = 1 para cualquier
z € F3, y hay cuatro puntos definidos sobre Iy, ya que z* = —1 tiene como
soluciones los cuatro generadores del grupo multiplicativo. Como ademds

aa%l = z* # 0 en los puntos del infinito, los puntos son no singulares.

=0

ii} Singularidades. Para calcular los puntos singulares afines, miramos que pun-
tos de la curva afin anulan las derivadas parciales con respecto a x € y.

%5m3—2m=0¢>$20,ﬂ:i —aﬁEyS—FQy:O@y::O,j:l.
Oz Jy

Como los puntos (£1,0), (0,+1) y (£i. £ 1) no pertenecen a la curva, el

inico punto singular es el (0,0), que es un nodo de orden dos con rectas

tangentes z +y = 0 y z —y = 0. Las dos pendientes de las rectas estin

definidas en cualguier cuerpo.

iil} Numero de puntos. Sobre I, estd curva tiene, después de explotar, 4 puntos.
Sobre Iy tiene 14 puntos

Por lo tanto, segin la tabla 3.9, estd curva es del tipo ord.

*Bl elemento ¢ es cualquier elemento tal que i = —1

i“\“‘]\\‘]l‘(‘i“““‘.““"((iiiiiiilli(‘ll\lllllltiiiikl!i(!
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3.4 Género 3

Los posibles poligonos de Newton para curvas de género 3 son los siguientes:

1. Tres pendientes de Newton 0 y tres pendientes 1. Este es el caso ordinario
v lo denotaremos por ord.

2. Dos pendientes 0, dos pendientes 1/2 y dos pendientes 1. A este caso lo
denotaremos 0-0

3. Una pendiente 0, cuatro pendientes 1/2 y una pendiente 1. A este caso lo
denotaremos {1.

4. Tres pendientes 1/3 y tres pendientes 2/3. A este caso lo denotaremos 1/39

5. Seis pendientes 1/2. Este es el caso supersingular y lo denotaremos ss

Figura 3.3: Poligonos de Newton de las curvas de género 3

Tabla 3.19 El poligono de Newton viene determinado por las valoraciones p-
ddicas de los coeficientes a;.as ¥ az del numerador de la funcién Zeta, por lo que
los posibles casos se relacionan con estos valores de la siguiente manera:

1. a: =0 mod pi. Tenemos los casos:

i 23 =7 mod p). Tenemos tres casos:
o3 =0 ‘mod p?). Caso ss.

% 2:==0 /{modp) ' Caso 1/3.

: =L [mod p). Caso ord.

m
L

laz-efza==3% ‘xodp") quiere decir quea="b (mod p”), peroa £ (mod p™*1)
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ii}) ao Z0 (mod p). Tenemos dos casos:
a) a3 =0 (mod p). Caso 0-0. 5
b) a3 #0 (mod p). Caso ord. =

2. a; #0 (mod p). Tenemos los casos: =

i} a2 =0 (mod p). Tenemos dos casos:

a) a3 =0 (mod p). Caso 0. , T

b} az £ 0 (mod p). Caso ord. ~

ii) ap 20 (mod p). Tenemos dos casos: :

a) a3 =0 (mod p). Caso 0-0. o
b) a3 0 (mod p). Caso ord. o

Tomando sucesivas derivadas logaritmicas en la funcién Zeta y evaluando -

en cero, podemos relacionar los coeficientes {a;,1 < ¢ < 3} con los niimeros -
{N;,1 < j < 3}, obteniendo que: =

Ny = a+1+4p

Ny = 2a3—al+1+p° =

N3 = 3az—3apa; +ad+1+p° <

Por lo tanto, podemos escribir la tabla 3.19 en funcién de los Nj;, queddndonos =

la siguiente tabla (p # 2, 3): =

Tabla 3.20 Los INV; determinan los distintos poligonos de Newton de la siguiente s
manera. ’ -

1. Ny =1 (mod p}. Tenemos los casos:

i) N2=1 (mod p). Tenemos tres casos: *
a) N3=1 (mod p*). Caso ss. -
b) N3 ==1 (mod p). Caso 1/8. =

¢) N3 #Z1 (mod p). Caso ord.
ii) N2 #1 (mod p). Tenemos dos casos:
a) N3=1 (mod p). Caso 0-0.
b) N3 #1 (mod p). Caso ord.
2. Ny #1 (mod p). Tenemos los casos:

i) Ny+ N? —2N, =0 (mod p). Tenemos dos casos:
a) N3+ NoNy — N, — N; =0 (mod p). Caso 0.

B A1 8) 81 A\ A A ) B) A\ #) B AL A1 A 4 B\ 8
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b} N3+ NoNy— N, — Ny #0  (mod p). Caso ord.

i) Ng+ N2 —2N,#0 (mod p). Tenemos dos casos:
a) 2Nz + NP + 3N, Ny —3NZ — 3N, =0 (mod p). Caso 0-0.
b) 2N3 + NP + 3N, N; —3N2 — 3N, 20 (mod p). Caso ord.

3.4.1 Las curvas ¢° =z — az

En estd seccién estudiremos las reducciones modulo p de las curvas de la familia
y?=z'—az,conae{l,...,p— 1}

Observacion 3.21 En realidad, las curvas que consideramos son las proyectivi-
zadas de esa familia, es decir, las curvas de la forma zy® = z* — az3z. Todas estas
curvas tienen un inico punto en el infinito, ya que si z = 0, entonces la ecua-
cién queda z* = 0y el dnico punto proyectivo que estd en la curva es el [0,1,0].
Ademas se tiene que la derivada con respecto a z evaluada en el punto del infinito
vale 1, por lo que el punto del infinito de todas las curvas es no singular. Por lo
tanto, solo consideraremos las ecuaciones afines teniendo siempre en cuenta que
hay un punto mads en el infinito.

Proposicion 3.22 Sea p # 3, entonces las curvas afines ¢ = 3% = z* — az con

a € {1,...,p~ 1} son lisas y por tanto de género tres (por ser un polinomio de
grado cuatro).

Demostracién: Se tiene que:

ocC

— = 3* =< =0 3

ngal y=0(p+#3)
y, por tanto, la coordenada z de un punto singular es un cero de z* — az y de
su derivada, es decir, un cero doble. Como el polinomio ! — ax no tiene ceros
dobles, no existen puntos singulares y la curva es lisa.

Observacidn 3.23 Para conocer el poligono de Newton de las reducciones mo-
dulo p de estas curvas, nos basta con conocer los nimeros Ny, No y N3 y comparar
con la Tabla 3.20. Para calcular esos niimeros, dividiremos los primos p en dos
grandes familias dependiendo de su clase de congruencia modulo 3.

1. Casop=2 :.mod 3).



36 CAPITULO 3. POLIGONOS GEOMETRICOS

Demostracién: Como la aplicacién z — z° estd definida en un conjunto
finito, se tiene que es biyectiva sii es inyectiva. Si z® = 0 la tnica antimagen
posible es = 0 porque Ia aplicacién esta definida en un cuerpo, por le tanto,
podemos suponer que z # 0. Entonces, 23 = & (z/y)° = 1, es decir, la aplica-
ci0n es inyectiva sii no existen elementos de orden tres en el grupo multiplicativo
de Fpr,r =1 (mod 2). Por teorfa elemental de cuerpos, se tiene que el grupo
multiplicativo I es ciclico de orden p" — 1, y por tanto, existe un elemento de
orden 3 sii 3|(p" — 1), es decir, sii p=1 (mod 3).

Corolario 3.25 Sea C = y® = Py(z), con F4(z) un polinomio de grado 4 una
curva proyectiva y lisa definida sobre F, con p = 2 (mod 3). Entonces, por el
lema anterior se tiene que:

Ni=p+1 Ny=p®+1
con lo que segun la tabla 3.20
Cessssi No=1 (mod p) 6 Ces0-0st Ny#1 (mod p).

Proposicién 3.26 Sea p = 2,5 (mod 9). Sea C = 3* = z? — ax. Entonces
Ny = p? 41, con Np = 1+ #{(z0,50) € (Fp2)* |(z0, 90) € C}

Demostracién: Si yy = 0, entonces 2y = 0, 6 3 = @, que tiene tres o nin-
guna solucion en F}. y por lo tanto tenemos unc o cuatro puntos. Supongamos
que Yo # 0. Sea w € . tal que wd = 1,w # 1 (w estd en Fl», por ser una
extension de grado par, y ademds no es un cubo porque p> == 1 (mod 9) y
no existen elementos de orden 9). Dados {zo,wTs, w?zo}, cuyas imigenes son
{z§ — azo, w(zd — azy), w?(zd — azp)}, se tiene que una y sélo una de las imdgenes
es un cubo en F,2, ya que cada uno de ellos pertenece a una clase distinta de
Fra/ (]F;z):” = {1,w,w?}, y por lo tanto nos da tres valores distintos de y;. En
resumen, si p* = 3s+1, tenemos s grupos de tres elementos, y de cada una obte-
nemos tres puntos. Si anadimos el punto (0,0) y el punto del infinito, obtenemos
los p? + 1 puntos.

Corolario 3.27 Sea p = 2,5 (mod 9). Entonces por el Corolario 3.25, por la
Proposicidén 3.26 y segiin la tabla 3.20, se tiene que todas las curvas de la forma
y* = z* — az son supersingulares y ademés

Ni=p+1 Ny=p’+1 Ny=p*+1

2 Casop=1 (mod3).
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Proposicién 3.28 Sea p =1 {(mod3). Sip # 1 (mod 9), las curvas y* =
! —az tienen Ny =p+1y Ny=p?+1

Demostracion: La demostracion es andloga a la de la Proposicién 3.26 , ya que
no existen elementos de orden 9 en F, ni en Iz, por lo que de cada grupo de
tres valores de z como antes, obtenemos tres puntos, a los que hay que anadirle
el punto (0,0) y el punto del infinito. La tinica observacién es que por ser p = 1
{mod 3), se tiene que ahora w € 5, ¥ por tanto la cuenta vale en F,.

Corolario 3.29 Segin la Proposicién 3.28 y 1a Tabla 3.20, las curvas y* = zt—az
definidas sobre p = 4,7 (mod 9) son de los tipos ss,1/3 o ord.

Tabla 3.30 La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos hasta ahora:

(mod 9} Ny = 7 M= 7 o= 7 Tipo: 7

(mod9) Ny=p+1 No=p*’+1 Na=p*+1 Tipo:ss
{(mod 9) Ny=p+1 Ny=p?’+1 Ny= 7 Tipo: ss, 1/3, ord
(mod9) Ny=p+1 No=p?4+1 Ny=p3+1 Tipo:ss

(mod 9) Ni=p+1 No=p?*+1 Ny= 7 Tipo: ss, 1/8, ord
(mod 9) My =p+1 Ny= 7 Nz=p*+1 Tipo:ss, 0-0

BT T B B~
1 I T | 1T
00 ~] O i B

Los valores tales que N; = 7 son lugares donde no hay un resultado tedrico
que nos diga el numero de puntos de las curvas, y por tanto, el tipo de la curva
no estd totalmente determinado sino que depende de los valores particulares de
los N; desconocidos.

Para determinar los tipos exactos de las curvas, calcularemos numéricamente
los valores que nos faltan para los primos p < 100.

Empezamos reduciendo nuestra familia de curvas viendo que curvas son iso-
morfas entre si.

Proposicién 3.31 La curva C = y® = z* — az es isomorfa sobre F, a la curva
C=yl=z*-brsib=0al,{cF,.

Demostracion: El isomorfismo viene dado por:

T g y s Ly
El morfismo azzericr es claramente biyectivo y solo hay que ver que estd bien
definido. Pers & I:.yod € C, entonces £2yf = 1%z} — M2azy = (Lyp)® =
(Bzp)* — 5 £%2- . zor lo que (B3, L) € O
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Corolario 3.32 Sobre [, s6lo existen 9 curvas, como mucho, no isomorfas de la
forma y* = 2* — az. Las curvas vienen dadas eligiendo cada a como un represen-
tante de cada una de las clases de I /(I;)°.

Proposicién 3.33 Sea p =2 (mod 3). Entonces todas las curvas de la forma
C = y* = 2" ~ ax son isomorfas sobre T,

Demostracién: Por la proposicién anterior, es suficiente con encontrar, dados
ba € F, un £ € |, tal que b = af®, pero la ecuacién b = ax® siempre tiene
solucién en B, conp =2 (mod 3), ya que en estos cuerpos no existen elementos
de orden 3 (y por tanto tampoco de orden 9), por lo que la aplicacién = — 22 de
F, — F, es inyectiva y por ser el cuerpo finito biyectiva.

Para estudiar cuantas curvas hay en el caso p =1 (mod 3), dividimos este
caso en dos:

Lema 3.34 Sea p==1 (mod 3), entonces sélo existen tres curvas, como mu-
cho, no isomorfas de la forma % = z? — az.

Demostracién: Sabemos por la Proposicién 3.31 que dos curvas son isomorfas
si b = al?, pero por ser p==1 (mod 3), se tiene que la aplicacién z° — z° es
inyectiva en (IF;)* (ya que z° = ¢° & ord(z:/y)}Q & ord(z/y) € {1,3} & 2° =
¥°), ¥y por tanto sobre. Es decir, dos curvas son isomorfas si b v a estdn en la

misma clase del grupo F; /(F;)?, que tiene cardinal tres por ser p = 1 (mod 3).
Las curvas son y* = z* — az, con a recorriendo un representante de cada clase de

B/ (1) = {1,m,1%} con n ¢ ()%,

Observacién 3.35 Seap=1 (mod 9). Para calcular el nimero de puntos de
las curvas sobre Fys, aunque en principio tenemos 9 curvas no isomorfas sobre
IF,, sobre Fys sélo tenemos tres, ya que si b/a = z° tiene solucién en ¥y, entonces
existe un ¢ € Fys tal que £ = z y las curvas son isomorfas sobre F,s. Por lo tanto,
sobre I3, las curvas dependen de la clase a la que pertenezca a en I/ ()3

El cdlculo, hecho con MAPLE, se basa en los siguientes Lemas:
Lema 3.36 Sea r un divisor positivo de ¢ — 1, f & Fy[z] y g = fla-im_ Egn

tonces, el nimero, N, de soluciones de y™ = f (z) en F, x F, viene dado por
N = |Ty| + m|Ty|, donde Ty = {c € F,|f(c) =0} y T} = {ceF,lg(c) =1}.
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Demostracion: Sea (zg,yp) una solucién de y™ = f(z). Si yo = 0, entonces
Ts € Ty v por tanto el nimero de soluciones de la forma (z4,0) es |Ty|. Si yg # 0,
entonces f(zg) # 0y, como F; es ciclico, f(zo) es una m-ésima potencia si y sélo
si g{zp) = f(z)9~P/™ = 1. Si g(zy) = 1, entonces hay m elementos 1, € F, tales
que yo = f(zg). Por lo tanto N = |T| + m|Ty).

Lema 3.37 El ndmero de raices en By de un polinomio f € By[z] viene dado por
el grado del polinomio g(z) = ged(f(z), 27 — x).

Demostracién: El polinomio z? — z factoriza en F,[z] en todos los factores
lineales distintos de la forma = —a, a € F,, por lo tanto el méximo comtn divisor

de f vy 29— z estd formado por aguellos factores z — a tales que = — al|f, es decir,

sus rafces en .
|

El algoritmo usado para calcular el niimero de puntos de las curvas se basa
en calcular el maximo comin divisor de 29—z y (z* — az)@1/3, ya que en todos
los casos en los que no conocemos el ndmero de puntos se tiene que el cardinal
del cuerpo es congruente con 1 modulo 3, y por tanto estamos en las hipétesis
del Lema 3.36.

Los resultados obtenidos son:
p=1 (mod 9). Fl tipo de todas las curvas es ord.
p=4 (mod9). El tipo de todas las curvas es 1/3.
p=7 (mod9). El tipo de todas las curvas es 1/9.
p=8 (mod 9). El tipo de todas las curvas es ss.

3.4.2 Lascurvas y¥®=z2*—gq

El objeto de estudiar estd nueva familia de curvas, i.e., las curvas de la forma
y*=1z"—a, a € {1,...,p— 1}, se basa en tratar de encontrar ejemplos de los
tipos 0 y 0-0, ya que en la anterior familia no se encontraban estos tipos. Para
ello empezamos calculando unos ejemplos sobre primos pequefios, con la suerte
de encontrar los dos cascs que nos faltan en los primeros primos considerados:
p=23,T.

Observacidn 3.38 In realidad, igual que antes, 1as curvas que consideramos son
las provectivizadas de esa familia, es decir, las curvas de la forma 2y® = 2% — az%.
Todas estas curvas tienen un Yinico punto en el infinito, ya que si z = 0, entonces
la ecuacién gzece z© = 0 v el Unico punto proyectivo que estd en la curva es el
10,1.0 . Acem4s se tiene que la derivada con respecto a z evaluada en el punto del
infinito vele . oor lo que el punto del infinito de todas las curvas es no singular. J
Por lo tamtc. s2lo consideraremos las ecuaciones afines teniendo siempre en cuenta,
que Lav un Tunio m4s en el infinito.

52
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Proposicién 3.39 Sea p # 2, 3, entonces las curvas C = y® = z* — a son lisas y
por tanto de género tres(por ser un polinomio de grado cuatro).

Demostracién: Se tiene que:

aC
5 = ©y=0(p+#3)

¥, por tanto, la coordenada z de un punto singular es un cero de z* — a vy de su
derivada, es decir, un cero doble. Como el polinomio z! — @ no tiene ceros dobles
{p # 2), no existen puntos singulares y la curva es lisa.

|
1. Caso p=>5.

Observacién 3.40 Como 5 = 2 (mod 3), podemos usar el corolario 3.25, ¥

obtener que:
Ni=p+1 Ny=p°+1

con lo que segtin la tabla 3.20
Cessssi Ng=1 (mod p) ¢ Ces0-0si Ny Z1 (mod p).

Observacién 3.41 Para p = 5 se tiene que y® = z¢ —q ~ y® = 21+ @ sobre F,
donde el isomrfimo viene dado por:

T i Yy =y

ya que ¢ € F, y por tanto i*/? € Fy.. Por lo tanto sélo tenemos dos curvas no
isomrfas como mucho, las que tienen ¢ = 1 6 g = 2.

Con el mismo algoritmo usado para la otra familia, yaque 52 =1 (mod 3),
se obtiene que las dos curvas son de tipo §-0.

2 Casop=T1.

En este caso, aplicando el algoritmo de la seccidn anterior, ya que 7 = 1
(mod 3), a las tres extensiones que tenemos que calcular y a las seis curvas,
obtenemos que todas ellas pertenecen al tipo 0.
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