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Prefaci

Aquest llibre ofereix una introducció a l’estudi de les corbes de Shimu-
ra definides sobre el cos del racionals i a algunes de les seves apli-
cacions. El seu contingut es basa en les conferències impartides
en el Seminari de Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC), celebrat a
Barcelona, del 29 de gener al 2 de febrer de l’any 2001. Una versió
preliminar d’aquelles conferències fou publicada en el volum Corbes
de Shimura [AAB01]. La dificultat intŕınseca del tema, unida a la
manca general de textos introductoris, ha fet aconsellable preparar
una edició ampliada d’aquelles notes.

El llibre consta d’una introducció, a càrrec de Ron Livné, de 10
caṕıtols i d’una llista actualitzada de referències. Les paraules del
professor Livné permeten copsar la importància històrica de les corbes
i les varietats de Shimura i situar el contingut de cada caṕıtol en el seu
context històric. En particular, l’alumnat de tercer cicle hi trobarà
una guia per iniciar-se en temes de recerca. Agräım al professor Livné
la seva valuosa aportació.

M. Alsina, A.Arenas, P. Bayer

Barcelona, 31 d’octubre de 2005
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iv ÍNDEX

V. Rotger 25

2.1 Superf́ıcies abelianes QM sobre un cos k qualsevol . . 29

2.2 Superf́ıcies abelianes QM sobre C . . . . . . . . . . . . 33

2.3 Superf́ıcies abelianes QM sobre un cos finit . . . . . . 38

2.4 Superf́ıcies abelianes QM sobre un cos de nombres . . 40
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vi ÍNDEX

8.3 Punts CM i la teoria de cossos de classes . . . . . . . . 134
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Facultat de Ciències
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Introducció
R. Livné

The Shimura curves are Riemann surfaces uniformized by arithmetic
groups. The first examples, the modular curves, go back in special
cases at least to Gauss. These examples are atypical since the Rie-
mann surfaces are not compact there, while they are compact in all
other cases.

Historically, the next examples to appear were those coming from
triangle groups (see e.g. [FK97]). Up to commensurability there are,
however, only finitely arithmetic triangle groups ([Tak77a, Tak77b].

The theory of Shimura curves is currently viewed as a special
case of the general theory of higher-dimensional arithmetic congru-
ence quotients. This general theory was developed by several people,
starting with Siegel, and including Baily, Piateskii-Shapiro and Sha-
farevich, and Shimura. Deligne’s reformulation of Shimura’s work
[Del71] had become the standard reference for the general theory of
what is now called “Shimura varieties” (the terminology was first used
by Ihara for curves and by Langlands in general). The most striking
result is that there exist canonical models for these varieties. These
are uniquely determined varieties over a specific number field, the re-
flex field, which underlie the given complex manifolds, and they have
canonical, defining properties. For example, a “symplectic” embed-
ding of a Shimura variety into Siegel space, which is the parameter
space for principally polarized abelian varieties, gives the canonical
model through the theory of moduli ([Del71]). The general case is
due to Kazhdan, Borovoi, and others. See Chapter 10 for an example

ix



x Introducció

where the higher dimensional theory is discussed (in a special case)
and then applied to counting points on certain Shimura curves over
totally real fields. A good place to learn the general theory is Mil-
ne’s homepage (http://www.jmilne.org/math/) which contains a lot
of material on Shimura varieties, much of it unpublished.

Shimura curves were first studied by Shimura ([Shi61, Shi67]) and
then by Ihara ([Iha68b, Iha69]). One takes a quaternion algebra B
over a totally real number field F , which is split at one infinite prime
and ramified at all the others. This case is difficult if F 6= Q, since the
reflex field, which is F , is smaller than what the moduli theory can
yield. In fact the curve case is most important since the existence
of canonical models is by induction on dimension, with the curve
case being the starting point (together with the even more important
0-dimensional case of special points).

The main subject of interest regarding Shimura varieties had been
their Hasse-Weil L-functions over the reflex field or its extensions.
These can frequently be proved to be automorphic, hence to have
analytic continuation and functional equation. The first results, for
modular curves, were obtained by Eichler (see Chapter 6), and there
is currently a lot of work on more general cases. The Langlands phi-
losophy in fact predicts that the L-functions thus obtained should be
automorphic in all cases, and that they should cover a very large and
important class of the good (=algebraic automorphic) L-functions.
Following Deligne and Langlands, Carayol had used Shimura curves
over totally real fields to prove the Langlands correspondence for
Hilbert modular forms at the bad primes [Car86a, Car86b].

To compute the L-functions one needs to compute the reduction
modulo primes of the canonical models. Then one counts the points
on these reductions via the Lefschetz trace formula for étale coho-
mology, and one compares them to the automorphic trace formula.
The good reduction of Shimura curves was studied by Morita (see
the reference in Chapter 6). The bad reduction (see Chapters 3 and
4) was studied by Carayol ([Car86a]) and by Čerednik and Drinfel’d
(see [BC91]). The reduction of Shimura varieties is a topic of much
current interest (see e. g. [Var98a, Var98b, Rap90, RZ96]. . . ).

The present book studies mainly Shimura curves over Q. The
theory is very close to the case of modular curves, but the absence



xi

of cusps makes certain things easier to prove. On the other hand the
very convenient tool of expanding a modular form around a cusp dis-
appears, and hence explicit examples are harder to construct. Ihara
was the first to write an equation of a Shimura curve, and his method
has been generalized (see Chapter 8). Other ways have been devised
by Elkies (see the reference in Chapter 8) and by Kurihara ([Kur94]).
Another method is to intersect Hilbert modular surfaces in Siegel
space (see e. g. [Run99]). This method permits to get the universal
families of Kummer surfaces (the quotient of the universal family of
abelian surfaces by ±1), and even families of genus 2 fibrations whose
jacobians give the abelian surfaces ([HM95]). Another method to give
the universal Kummer families through special elliptic fibrations was
developed jointly with Besser [Bes93, Bes95, Bes98, BL]. A closely
related subject is the Picard-Fuchs equations of Shimura curves (see
[BL]).

The real points of Shimura curves had been studied by Shimura
(and also by Kudla), and the local points over p-adic fields jointly
with Jordan and later by others. These local results have global
applications to the Cassels-Tate pairing; see Chapter 7, [Bab01], and
also [JLV03] for results for more general levels and fields. The global
points were studied first by Jordan (see Chapter 7) and recently also
by Skorobogatov and Yafaev (see [SY04]) using the local results.

To date, the most spectacular application of Shimura curves is
in the proof of the Taniyama-Shimura-Weil modularity conjecture.
This involves an interesting technical point: in the applications to
L-functions, the cohomology of the Shimura varieties is taken with
rational coefficients. Recently it has become more and more impor-
tant to study finer invariants, coming from integral cohomology. In
this regard a prominent role is played by the structure of the bad re-
duction of semistable type of Shimura varieties, especially of Shimura
curves (see Chapters 3 and 4). This had first appeared in joint work
with Jordan [JL86], and was further developed and applied by Ribet
to prove that Fermat’s Last Theorem follows from the modularity of
elliptic curves over Q (see Chapter 9). It was also used in the proof
of this modularity conjecture. Higher dimensional applications are as
spectacular. Among several such are the proof of the local Langlands
conjecture for GLn by Harris and Taylor [HT01], and their forthcom-
ing work.
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Caṕıtol 1

Aritmètica d’àlgebres de
quaternions
A. Rio

En aquest caṕıtol s’inclouen les definicions i els resultats bàsics re-
latius a àlgebres de quaternions que permeten arribar a la definició de
X(D, N), que serà l’objecte d’estudi dels caṕıtols posteriors. La re-
ferència bàsica per a aquest tema és [Vig80], on es troba desenvolupat
de manera sistemàtica i extensa.

1.1 Definicions i exemples

1.1.1 Definicions. Sigui K un cos commutatiu.

Una K−àlgebra és una quaterna (A, +, ·, Λ), on (A, +, ·) és un anell
unitari i Λ és una aplicació K × A −→ A tal que (A, +, Λ) és un
K−espai vectorial i es compleix Λ(k, a · b) = a · Λ(k, b) = Λ(k, a) b.

Una K−àlgebra de divisió és una K−àlgebra (no commutativa)
on tot element diferent de zero és invertible.

Una K−àlgebra A és simple si no té altres ideals bilàters que 0 i A.
Les àlgebres de divisió són, doncs, àlgebres simples.

1



2 Cap. 1 Aritmètica d’àlgebres de quaternions

Si A és una K−àlgebra i Z(A) indica el seu centre, es compleix
K ≃ Λ(K, 1A) ⊆ A. Amb aquesta identificació es té K ⊆ Z(A).
Observem que si l’àlgebra és de divisió, llavors el seu centre és un cos
(extensió de K).

Una K−àlgebra A és central si K = Z(A).

1.1.2 Exemple. A = M(2, K) és una K−àlgebra central simple.

El cos K s’identifica amb el conjunt de les matrius

(
a 0
0 a

)
.

Si

(
a b
c d

)
∈ Z(A), aleshores

0 =

(
a b
c d

) (
0 1
0 0

)
−

(
0 1
0 0

) (
a b
c d

)
=

(
−c a − d
0 c

)
,

0 =

(
a b
c d

) (
0 0
1 0

)
−

(
0 0
1 0

) (
a b
c d

)
=

(
b 0

−a + d −b

)
.

Per tant, a = d, b = c = 0. Aix́ı doncs,

Z(A) =

{(
a 0
0 a

)
| a ∈ K

}
≃ K.

Sigui J 6= 0 és un ideal bilàter de A i

(
a b
c d

)
∈ J−{0}. Suposem

que a 6= 0, aleshores

α =

(
1 0
0 0

) (
a b
c d

) (
1 0
0 0

)
=

(
a 0
0 0

)
∈ J,

β =

(
0 0
1 0

) (
a b
c d

) (
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 a

)
∈ J.

α + β ∈ J ⇒ J conté una unitat ⇒ J = A.

1.1.3 Definició. Una K−àlgebra de quaternions és una K−àlge-
bra central i simple, de dimensió 4 sobre K.

1.1.4 Exemple. M(2, K) és una K−àlgebra de quaternions.



1.1. Definicions i exemples 3

La teoria de K−àlgebres centrals i simples permet donar una altre
definició (cf. [Pie82]), potser més operativa, d’àlgebra de quaternions.

Denotem S(K) el conjunt de les K−àlgebres centrals i simples,
de dimensió finita sobre K.

El teorema de Wedderburn-Artin, que s’obté combinant el lema de
Schur amb la forma matricial dels endomorfismes, dóna l’estructura
general de les àlgebres semisimples. En particular, aquest teorema
prova que una K−àlgebra simple és isomorfa a una àlgebra de ma-
trius Mn(D), on D és una K−àlgebra de divisió, determinada mòdul
isomorfisme.

Els dos teoremes que citem a continuació són els considerats com
a resultats fonamentals de la teoria de les àlgebres centrals i simples.

El primer teorema generalitza el fet que els únics automorfismes
de Mn(K) són els automorfismes interns (és a dir, els de “conjugació
per una matriu”).

1.1.5 Teorema. (Skolem-Noether) Si A ∈ S(K), aleshores ten-
im Aut(A) = {γu(x) = uxu−1, u ∈ A∗} = Inn(A) ≃ A∗/K∗.

1.1.6 Definició. Si A és una K−àlgebra i X és un subconjunt de
A, llavors el centralitzador de X en A es defineix com

CA(X) = {a ∈ A | ax = xa ∀x ∈ X}

En particular, CA(A) = Z(A). Si l’àlgebra és central, aleshores
CA(CA(A)) = CA(K) = A. El teorema següent generalitza això a
les subàlgebres simples.

1.1.7 Teorema. (del doble centralitzador) Si A ∈ S(K), B és
una subàlgebra simple i CA(B) és el centralitzador de B en A, llavors:

1. CA(B) és simple.

2. dimK(B) dimK(CA(B)) = dimK(A).

3. CA(CA(B)) = B.

1.1.8 Corol.lari. Si A ∈ S(K) i F n’és un subcòs maximal, llavors
CA(F ) ≃ Mn(F ) i dimK(A) = n2 [F : K]2.
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Demostració: Prenent B = F en el teorema anterior obtenim que
A′ = CA(F ) és simple. A més, F ⊆ A′ n’és un subcòs maximal.

El teorema d’estructura (per a F−àlgebres simples) ens diu que
A′ ≃ Mn(D), on D és una F−àlgebra de divisió. Si no fós D = F
podŕıem prendre x ∈ D −F i L = F [x] (polinomis a coeficients en F
avaluats en x) seria un subcòs de D que contindria F estrictament.
Identificant L amb les corresponents matrius escalars de Mn(D) es
contradiu la maximalitat de F en A′. Per tant, tindrem D = F i
CA(F ) ≃ Mn(F ).

La igualtat de dimensions es dedueix immediatament del segon
apartat del teorema del doble centralitzador. 2

Considerem el cas dimK(A) = 4 i fem ús d’aquest darrer resultat.
Per a un subcòs maximal F tenim només dues possibilitats:

1. F = K. Aleshores, A ≃ M(2, K).

2. F = K(i) és una extensió quadràtica de K.

En aquest cas, atès que l’automorfisme i → −i és intern, existirà
un element j ∈ A tal que j−1ij = −i.

Seguint aquesta ĺınia de treball, s’arriba a la definició clàssica: si
car(K) 6= 2, una K−àlgebra de quaternions és una K−àlgebra de
dimensió 4 sobre K amb una K−base {1, i, j, k} tal que

i2 = a ∈ K∗, j2 = b ∈ K∗, ij = −ji = k.

Aix́ı doncs, l’operació d’elements de l’àlgebra de quaternions queda
definida estenent per linealitat la multiplicació dels elements de la
base, que es descriu a la taula següent:

xy 1 i j k

1 1 i j k
i i a k −j
j j −k b i
k k j −i −ab
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Per designar aquesta àlgebra es fa servir la notació

H = (a, b)K ,

tot i que no és independent de la base:

base {1, j, i, k} ⇒ H = (b, a)K ,
base {1, i, k, j} ⇒ H = (a,−ab)K ,
base {1, j, k, i} ⇒ H = (b,−ab)K ,
base {1, ci, j, k} ⇒ H = (ac2, b)K .

1.1.9 Observació. Si el cos fós de caracteŕıstica 2, es tindria una
base {1, i, j, ij}, amb i2 + i = a, j2 = b, ij = j(1 + i). Però aquest
cas no el tractarem.

Tot seguit comprovem que, efectivament, H = (a, b)K és una
K−àlgebra central i simple, fent servir l’operador de Lie

[x, y] = xy − yx.

• H = (a, b)K és central: si x = x0 + x1 i + x2 j + x3 k ∈ Z(H),
aleshores

0 = [i, x] = 2 a x3 j +2x2 k,
0 = [j, x] = −2 b x3 i −2 x1 k.

Atès que 1, i, j, k són una K−base de H, es dedueix x1 = x2 =
x3 = 0. Aleshores, x = x0 ∈ K.

• H = (a, b)K és simple: sigui J 6= 0 un ideal bilàter i x ∈ J−{0}.
Si x = x0 ∈ K∗, llavors x ∈ H∗ i J = H. Si x 6= x0, alguna
altra coordenada serà 6= 0. Atès que

[j, [i, x]] = −4 b x2 i ∈ J,

[k, [j, x]] = 4 a b x3 j ∈ J,

[i, [k, x]] = −4 a x1 k ∈ J,

J conté algun element invertible i, per tant, J = H.
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1.1.10 Exemples. Prenent la base

i =

(
1 0
0 −1

)
j =

(
0 1
1 0

)
k = ij =

(
0 1
−1 0

)

es té
M(2, K) = (1, 1)K .

De la igualtat

2

(
a b
c d

)
= (a + d) + (a − d)i + (b + c)j + (b − c)k

s’obtenen les coordenades quaterniòniques d’una matriu.

Si el cos K és algebraicament tancat, aleshores no té extensions
quadràtiques i M(2, K) és l’única àlgebra de quaternions sobre K.

Quaternions de Hamilton: H = (−1,−1)R

Sobre R, el subcòs maximal ha d’ésser R o C i les úniques àlgebres
de quaternions són M(2, R) i H.

1.1.11 Definicions. Considerem l’àlgebra de quaternions

H = (a, b)K

i escrivim els seus elements x = x0 + x1 i + x2 j + x3 k.

El conjunt dels quaternions purs és H+ = {x ∈ H | x0 = 0}. Es
té la descomposició en suma directa

H = K ⊕ H+,

o sigui, tot element de H s’escriu de manera única com x = x0 + z,
amb x0 ∈ K i z ∈ H+; és a dir, com a suma d’un escalar i un quaternió
pur. Els quaternions purs es caracteritzen de forma invariant per
isomorfismes mitjançant la condició següent:

x ∈ H − {0} és pur ⇔ x2 ∈ K i x 6∈ K.

La conjugació és x −→ x̄ = x0 − x1 i − x2 j − x3 k = x0 − z. Es
tracta d’un antiisomorfisme involutiu de H. La conjugació opera
sobre els escalars com la identitat i sobre els quaternions purs com la
multiplicació per −1.
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La traça redüıda de x és t(x) = x + x̄ = 2x0 ∈ K.

(x, y) −→ t(xy) és una forma bilineal simètrica no degenerada.

La norma redüıda de x és n(x) = xx̄ = x2
0 − ax2

1 − bx2
2 + abx2

3 ∈ K.

x −→ n(x) és un forma quadràtica. De fet, és la forma quadràtica
associada a la forma bilineal 1

2 t(xȳ).

Els elements invertibles de l’àlgebra són H∗ = {x | n(x) 6= 0}.
L’invers d’un element x ∈ H∗ és

x−1 = x̄ n(x)−1.

La restricció n : H∗ −→ K∗ és un morfisme de grups. El seu nucli el
denotem H1.

1.1.12 Exemple. Considerem H = M(2, K). La descomposició de

x =

(
a b
c d

)
∈ H

com a suma d’un escalar i un quaternió pur és

x = x0 + z =
1

2

(
a + d 0

0 a + d

)
+

1

2

(
a − d b

c d − a

)
.

Els quaternions purs són les matrius de traça nul.la.

El conjugat de x és x̄ =

(
d −b
−c a

)
, és a dir, la matriu d’adjunts.

La traça de x és t(x) = a + d. La norma de x és n(x) = det(x).

1.2 Formes quadràtiques

Segons el teorema d’estructura de Wedderburn-Artin, una K−àlgebra
de quaternions, o bé és una K−àlgebra de divisió o bé és isomorfa a
l’àlgebra de matrius M(2, K). La distinció de casos pot expressar-se
en termes de representabilitat de zero per una forma quadràtica de
K (cf. [O’M00]).
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1.2.1 Proposició. Sigui H = (a, b)K . Les condicions següents són
equivalents:

1. H és una K−àlgebra de divisió.

2. Si x ∈ H − {0}, aleshores n(x) 6= 0.

3. La forma quadràtica X2
0 − aX2

1 − bX2
2 + abX2

3 és anisòtropa.

4. La forma quadràtica X2 − aY 2 − bZ2 és anisòtropa.

Observem que la forma quadràtica ternària que apareix al darrer
apartat de la proposició anterior prové de restringir la norma al
subspai dels quaternions purs.

1.2.2 Exemple. Els quaternions de Hamilton H = (−1,−1)R són
una àlgebra de divisió.

D’una banda, ja sabem que H i M(2, R) són les úniques àlgebres
de quaternions sobre R. D’altra banda, la forma quadràtica real
X2 + Y 2 + Z2 és anisòtropa.

1.2.3 Proposició. L’isomorfisme de K−àlgebres de quaternions es
pot expressar com a equivalència de formes quadràtiques ternàries:

(a, b)K ≃ (a′, b′)K

m
aX2

1 + bX2
2 − abX2

3 ∼ a′X2
1 + b′X2

2 − a′b′X2
3 .

1.2.4 Exemple. Si a, b ∈ Z són no nuls i lliures de quadrats, aleshores

(a, b)Q ≃ M(2, Q) ⇔





a, b no són tots dos < 0
a és quadrat mod b
b és quadrat mod a

1.3 Grup de Brauer

Donades dues àlgebres A, A′ ∈ S(K), sabem que A ≃ Mn(D) i A′ ≃
Mn′(D′), on D i D′ indiquen K−àlgebres de divisió. Es defineix la
similaritat entre àlgebres de la manera següent:

A ∼ A′ si D ≃ D′ (isomorfisme de K − àlgebres).
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Això és una relació d’equivalència a S(K) i el conjunt de classes

Br(K) = S(K)/ ∼

s’anomena grup de Brauer de K. L’operació entre classes,

Cl(A)Cl(B) = Cl(A ⊗K B) ,

és associativa, té element neutre Cl(K)(= Cl(Mn(K)) ∀n) i l’invers
de Cl(A) és Cl(A∗), on A∗ és l’àlgebra oposada de A, és a dir, l’obtin-
guda en considerar en A la mateixa estructura d’espai vectorial però
una nova estructura d’anell: la definida per a ∗ b = b · a.

El grup de Brauer actua com a classificador de les àlgebres de
divisió centrals, ja que cadascun dels seus elements està represen-
tat per una àlgebra de divisió, única mòdul isomorfisme. Per això,
la classe de Brauer també serveix per caracteritzar l’isomorfisme de
K−àlgebres.

1.3.1 Proposició. Si A, B ∈ S(K),

A ≃ B ⇔





Cl(A) = Cl(B)
i

dimK(A) = dimK(B).

1.3.2 Corol.lari. En el cas particular d’àlgebres de quaternions,

H ≃ H ′ ⇔ Cl(H) = Cl(H ′).

Per tal que l’operació del grup de Brauer es pugui restringir bé al
conjunt d’àlgebres de quaternions cal una hipòtesi addicional.

1.3.3 Proposició. Siguin H i H ′ dues K−àlgebres de quaternions.
Si tenen un subcòs maximal isomorf, aleshores

H ⊗ H ′ ≃ H ′′ ⊗ M(2, K),

on H ′′ és una K−àlgebra de quaternions, única mòdul isomorfisme.

Si K és un cos local o global, l’existència de subcòs maximal
isomorf és una condició que sempre es satisfà.

Alguns exemples d’àlgebres H, H ′, H ′′ que satisfan les condicions
de la proposició són
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• (a, b)K ⊗ (a, c)K ≃ (a, bc)K ⊗ M(2, K),

• H ⊗ H ≃ M(2, K) ⊗ M(2, K).

Aquest darrer exemple ens mostra que si H és una K−àlgebra de
quaternions, aleshores la seva classe de Brauer o bé és trivial o bé té
ordre 2, és a dir, es troba en la 2−component del grup de Brauer:

Cl(H) ∈ Br2(K).

1.4 Extensió d’escalars

Si F/K és una extensió de cossos i H és una K−àlgebra de quater-
nions, llavors

HF = H ⊗K F

és una àlgebra de quaternions sobre F .

1.4.1 Exemple.

(a, b)K ⊗K F = (a, b)F .

Donat un cos F , extensió de K, tenim una immersió

H →֒ HF

x → x ⊗ 1.

En particular, si prenem F = Ks, la clausura separable de K, llavors
H →֒ HKs = M(2, Ks).

1.4.2 Definicions.

Un cos F , extensió de K, és cos neutralitzador de l’àlgebra de
quaternions H si HF ≃ M(2, F ).

Si F és un cos, una F−representació de l’àlgebra de quaternions H
és una representació matricial H →֒ M(2, F ).
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1.4.3 Exemple.

(a, b)K →֒ M2

(
K(

√
a,
√

b )
)

x 7→
(

x0 + x1
√

a
√

b (x2 + x3
√

a)√
b (x2 − x3

√
a ) x0 − x1

√
a

)

Si ens restringim a extensions de grau 2, podem caracteritzar els
cossos neutralitzadors de les àlgebres de quaternions.

1.4.4 Proposició. Siguin F/K una extensió quadràtica i H una
K−àlgebra de quaternions.

F és cos neutralitzador de H si, i només si, F és isomorf a un
subcòs maximal de H.

1.4.5 Exemple. L’aplicació

(a, b)K →֒ M2

(
K(

√
a )

)

x 7→
(

x0 + x1
√

a x2 + x3
√

a
b (x2 − x3

√
a ) x0 − x1

√
a

)

defineix una K(
√

a )−representació de l’àlgebra (a, b)K .

1.5 Cas aritmètic. Ideals i ordres.

Siguin R un domini de Dedekind, K el cos de fraccions de R i H un
àlgebra de quaternions sobre K.

1.5.1 Definicions.

Una R−xarxa de H és un R−submòdul finitament generat.

Un element x ∈ H és R−enter si R[x] és una R−xarxa de H.

1.5.2 Proposició. Un element x és R−enter si, i només si, t(x) ∈ R
i n(x) ∈ R. Per tant, atès que x2 − t(x)x + n(x) = 0, un element
R−enter és arrel d’un polinomi mònic a coeficients en R.
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1.5.3 Remarca. Els elements enters de H no formen un anell.

1.5.4 Definicions.

Un ideal és una R−xarxa completa: K ⊗R I ≃ H. És a dir, una
R−xarxa que conté una K−base.

Un ordre de H és un ideal que té estructura d’anell. Equivalentment,
O ⊇ R un anell d’enters tal que KO = H. En particular, un ordre
és un R−mòdul lliure de rang 4.

Un ordre maximal és un ordre maximal per la relació d’inclusió.

Un ordre d’Eichler és O1 ∩ O2, amb els ordres Oi maximals.

Les unitats d’un ordre O formen un grup, que designem per O∗. Es
compleix

x ∈ O∗ ⇔ n(x) ∈ R∗,

ja que x ∈ O, t(x) ∈ R ⊆ O ⇒ x̄ ∈ O i xx̄ = n(x). Les unitats de
norma redüıda 1 formen un subgrup, designat per O1.

En el conjunt dels ideals tenim les operacions

I−1 = {x ∈ H | IxI ⊆ I}
IJ = {

∑
xy , x ∈ I, y ∈ J}.

D’altra banda, a cada ideal I s’associen dos ordres:

Oe(I) = {x ∈ H | xI ⊆ I}
Od(I) = {x ∈ H | Ix ⊆ I}.

Un ideal I és bilàter si Oe = Od.

Un ideal I és normal si Oe i Od són maximals.

Un ideal I és enter si I ⊆ Oe. Equivalentment, I ⊆ Od.

Un ideal I és principal si I = Oeh = hOd.
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La norma redüıda d’un ideal I és l’ideal fraccionari de R generat
per les normes redüıdes dels seus elements. El denotem per n(I).

Com hem dit a la primera secció, si H és una K−àlgebra de
quaternions i t designa la traça redüıda, aleshores

H × H −→ K
(x, y) 7→ t(xy) = 2(x0y0 + ax1y1 + bx2y2 − abx3y3)

és una forma bilineal simètrica no degenerada. Si O és un ordre, el
seu dual és l’ideal bilàter enter

Ô = {x ∈ H | t(xO) ⊆ R}.

La diferent d’un ordre és l’ideal Ô−1.

El discriminant redüıt d’un ordre és la norma de la seva diferent:

d(O) = n(Ô−1).

Fixada una base, el quadrat del discriminant s’obté del determinant
de la matriu de les traces, és a dir, si {ei} és una R−base de O i
M =

(
t(eiej)

)
, aleshores

d(O)2 = R detM.

1.5.5 Proposició. Si O i O′ són ordres d’una àlgebra de quater-
nions, aleshores

O′ ⊆ O ⇒ d(O′) ⊆ d(O)

amb igualtat si, i només si, O′ = O.

1.6 Cas local

Tractem en aquesta secció el cas que K sigui un cos local. De fet, els
casos arquimedians ja han estat completament descrits anteriorment:

• K = C ⇒ H = M(2, C),

• K = R ⇒ H = H (quaternions de Hamilton) o H = M(2, R).
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1.6.1 Teorema. Si K és un cos local no arquimedià, aleshores hi ha
una única (mòdul isomorfisme) K−àlgebra de quaternions diferent
de M(2, K).

Si R és l’anell d’enters de K, π és un uniformitzant, F/K és
l’única extensió quadràtica no ramificada i σ ∈ Gal(F/K) és l’ele-
ment no trivial, aleshores la K−àlgebra de quaternions no trivial és

H =

{(
u v

πσ(v) σ(u)

)
| u, v ∈ F

}
.

S’obté H ≃ (a, π)K escrivint F = K(
√

a ) i prenent

i =

(√
a 0

0 −√
a

)
j =

(
0 1
π 0

)
.

1.6.2 Exemples. L’única Q2−àlgebra de quaternions no trivial és
(−3, 2)2 i l’única Q3−àlgebra de quaternions no trivial és (−1, 3)3

Pel que hem vist abans sobre la relació entre àlgebres de quater-
nions i formes quadràtiques, per a un cos local no arquimedià tenim
dues maneres diferents de definir un mateix caràcter quadràtic del
grup K∗/K∗ 2 × K∗/K∗ 2:

Invariant de Hasse

ε(a, b) =

{
1 si (a, b)K ≃ M(2, K),

−1 altrament.

Śımbol de Hilbert

(a, b) =

{
1 si aX2 + bY 2 − Z2 representa 0,

−1 altrament.

En aquest cas local també es tenen perfectament caracteritzats
els cossos neutralitzadors.

1.6.3 Proposició. Siguin K un cos local no arquimedià, H una
K−àlgebra de quaternions i F un cos extensió de K.

1. F és cos neutralitzador de H si, i només si, [F : K] és parell.
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2. H té F−representació si, i només si, [F : K] és parell.

Pel que fa als ordres, tractem aqúı únicament el cas K = Qp. Per
tenir els resultats sobre un altre cos local només cal substituir Zp per
l’anell d’enters i p per un uniformitzant.

1.6.4 Teorema. Els ordres maximals de M(2, Qp) són M(2, Zp) i
tots els seus conjugats.

On = M(2, Zp) ∩
(

pn 0
0 1

)
M(2, Zp)

(
pn 0
0 1

)−1

=

{(
a b

pn c d

)}

s’anomena ordre d’Eichler de nivell pn Zp.

Per a un ordre O de l’àlgebra M(2, Qp), les condicions següents
són equivalents:

1. O és ordre d’Eichler.

2. O s’escriu de manera única com a intersecció d’ordres maxi-
mals.

3. Existeix un únic n tal que O i On són conjugats

4. O conté un subanell conjugat de

{(
a 0
0 d

)
| a, d ∈ Zp

}
.

En les condicions anteriors, el discriminant redüıt és d(O) = pnZp.

En el cas de les Qp−àlgebres de quaternions no trivials, l’estruc-
tura és molt més senzilla.

1.6.5 Teorema. Si H és una Qp−àlgebra de quaternions tal que
H 6≃ M(2, Qp), aleshores ṽ(x) = vp(n(x)) és una valoració discre-
ta de H, l’anell de la qual és

O = {x ∈ H | n(x) ∈ Zp}.

Tenim que:



16 Cap. 1 Aritmètica d’àlgebres de quaternions

1. pO = ℘2 (p ramifica).

2. O és l’únic ordre maximal de H.

3. O és l’únic ordre d’Eichler. S’anomena ordre d’Eichler de
nivell Zp.

4. d(O) = p Zp.

1.7 Cas global

Suposem ara que K = Q (o un cos global). Sigui, doncs, H una
àlgebra de quaternions sobre Q.

1.7.1 Definicions.

H és ramificada a l’infinit si HR = H ⊗Q R = H, l’àlgebra dels
quaternions de Hamilton. És a dir,

H = (a, b)Q , amb a < 0 i b < 0.

H és ramificada a un primer p si Hp = H ⊗Q Qp és Qp-àlgebra de
divisió. És a dir, H = (a, b)Q i el śımbol de Hilbert en p és

(a, b)p = −1.

Per a qualsevol Q−àlgebra de quaternions H hi ha un nombre finit
de places ramificades, el conjunt de les quals denotem per Ram(H).
La llei de reciprocitat del śımbol de Hilbert ens diu que

∏
v(a, b)v = 1

i d’aqúı es dedueix que el conjunt Ram(H) té cardinal parell.

Direm que H és definida si ∞ ∈ Ram(H).

1.7.2 Exemple. Si H = (−1,−1)Q, llavors Ram(H) = {∞, 2}.

1.7.3 Proposició. Sigui H una Q−àlgebra de quaternions.

H és indefinida si, i només si, R és cos neutralitzador de H.

En aquest cas, existeix una R−representació de H que es realitza
en un cos quadràtic:

H →֒ M
(
2, Q(

√
a )

)
→֒ M(2, R)
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1.7.4 Definició. El discriminant redüıt d’una Q−àlgebra de quater-
nions H és

dH =
∏

p∈Ram(H)

p

Si substituim Q per un cos de nombres K, els discriminants redüıts
són ideals enters de l’anell d’enters de K.

En el cas global, els discriminants classifiquen les àlgebres de
quaternions.

1.7.5 Teorema. Siguin H1, H2 àlgebres de quaternions sobre Q.

1. H1 ≃ H2 ⇔ Ram(H1) = Ram(H2).

2. H1 ≃ H2 ⇔ dH1
= dH2

.

1.7.6 Teorema. Sigui H una Q−àlgebra de quaternions.

1. H ≃ M(2, Q) ⇔ Hp ≃ M(2, Qp) ∀p ⇔ dH = 1.

2. Sigui S un conjunt finit de places de Q (si K és un cos de
nombres, cal excloure les places complexes), de cardinal parell.
Mòdul isomorfisme, existeix una única Q−àlgebra de quater-
nions H tal que Ram(H) = S.

Donat d ∈ Z+ lliure de quadrats, es pot trobar expĺıcitament
H/Q tal que dH = d.

3. Sigui L un cos de nombres. Aleshores, L és cos neutralitzador
de H ⇔ L℘ és cos neutralitzador de Hp per a tot ℘ | p de L.

Aix́ı, per tractar el cas global cal tenir en compte que hi ha tota
una sèrie de propietats locals:

• ésser ordre
• ésser ordre maximal
• ésser ordre d’Eichler
• ésser ideal
• ésser ideal enter
• ésser ideal bilàter
• norma redüıda d’un ideal
• discriminant redüıt d’un ordre
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que fan molt útil la tècnica de la adelització.

Si per a cada plaça v del cos es té un grup Gv i un subgrup Cv,
en fixar un conjunt de places S es defineix el grup adèlic

{(xv) ∈
∏

Gv | xv ∈ Cv per a tot v /∈ S llevat d’un nombre finit}.

1.7.7 Definicions. Suposem que K és un cos global i R és el seu
anell d’enters.

Les adeles de K són el grup adèlic corresponent a

Gv = Kv Cv = Rv S = ∞,

és a dir,

A = {(xv) ∈
∏

Kv | xv ∈ Rv qpt v finita}.

Les ideles de K són el grup adèlic corresponent a

Gv = K∗
v Cv = R∗

v S = ∞,

és a dir, les unitats de les adeles:

A∗ = {(xv) ∈
∏

K∗
v | xv ∈ R∗

v qpt v finita}.

Considerem H/K una àlgebra de quaternions. Per a cada plaça v
de K posem Hv = H ⊗K Kv. Fixem S 6= ∅ un conjunt finit de places
de K tal que S ⊇ ∞.

L’anell

RS =
⋂

v/∈S

(Rv ∩ K)

és un anell de Dedekind. Si O és un RS−ordre de H, posem

Ov = O ⊗RS
Rv.

Considerem els grups adèlics corresponents a

• Gv = Hv Cv = Ov (Adeles HA),
• Gv = H∗

v Cv = O∗
v (Unitats H∗

A
),

• Gv = H1
v Cv = O1

v (Grup H1
A

),
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i definim

• la traça redüıda tA : HA −→ A,
• la norma redüıda nA : H∗

A
−→ A∗.

Els resultats següents s’obtenen utilitzant aquest tècnica d’adelit-
zació, que permet aprofitar l’estudi del cas local fet anteriorment.

1.7.8 Proposició. Sigui H una àlgebra de quaternions sobre Q.

1. Un Z−ordre O és maximal si, i només si, d(O) = dH .

2. El nivell d’un ordre d’Eichler O és

N =
∏

p

Np =
∏

p /∈Ram(H)

Np =
∏

p ∤dH

Np.

1.7.9 Notació. O(D, N) indica un ordre d’Eichler de nivell N d’una
àlgebra de quaternions de discriminant D i O(D, 1) un ordre maximal.

1.7.10 Teorema. Sigui O = O(D, N). Aleshores,

1. p ∤ ND ⇒ Op ≃ M(2, Zp).

2. p | D ⇒ Op ≃ únic ordre maximal de Hp ( que és 6≃ M(2, Qp)).

3. p | N ⇒ Op ≃
{(

a b
N c d

)
| a, b, c, d ∈ Zp

}
.

4. d(O) = D N.

1.7.11 Proposició. Sigui H una Q−àlgebra de quaternions de dis-
criminant D. Aleshores

1. Un Z−ordre d’Eichler és de nivell N ⇔ d(O) = D N.

2. Per a tot N tal que (N, D) = 1, existeixen ordres d’Eichler de
nivell N.

3. [O(D, 1) : O(D, N)] = N.
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1.8 Tipus i classes

De l’estudis fet pel cas local, sabem que tots els ordres d’Eichler
O(D, N) són localment conjugats. Diem que són del mateix tipus si
ho són globalment.

1.8.1 Notació. t(D, N) indica el nombre de tipus d’ordres d’Eichler
de nivell N en una àlgebra de quaternions de discriminant D.

Si O és un ordre d’una àlgebra de quaternions H, considerem els
ideals I tals que OI = I (és a dir, O ⊆ Oe(I) ) i en aquest conjunt
definim la relació d’equivalència

I ∼ J si existeix x ∈ H∗ tal que I = Jx.

1.8.2 Notació. h(O) indica el nombre de classes (laterals) d’aquesta
relació i h′(O) el nombre de classes de la relació restringida al conjunt
dels ideals bilàters.

Si O1 i O2 són ordres d’Eichler de nivell N , la conjugació local
implica que estan “lligats” per un ideal principal (O1x = xO2). En
aquest cas, els nombres de classes esmentats només depenen del parell
(D, N) i es designen per h(D, N) i h′(D, N), respectivament.

1.8.3 Proposició. Amb les notacions anteriors, es té h′(D, N) ≤
h(D, N) i t(D, N) ≤ h(D, N).

Per obtenir resultats relatius a tipus i classes novament entra
en joc l’adelització, ja que es tenen les correspondències bijectives
següents:

Ideals ↔ O∗
A
\H∗

A
,

Ideals bilàters ↔ O∗
A
\N(OA),

Classes d’ideals ↔ O∗
A
\H∗

A
/H∗

K ,

Classes d’ideals bilàters ↔ O∗
A
\N(OA)/(H∗

K ∩ N(OA)),

Tipus d’ordres ↔ H∗
K\H∗

A
/N(OA).
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on N(OA) és el normalitzador de OA en H∗
A

.

1.8.4 Proposició. El nombre de classes h(D, N) és finit i s’obté
sumant els nombres de classes d’ideals bilàters sobre un sistema de
representants dels tipus:

h(D, N) =

t(D,N)∑

i=1

h′
i(D, N).

1.8.5 Corol.lari. Si h′(D, N) no depèn del tipus, aleshores

h(D, N) = t(D, N)h′(D, N).

Aquesta situació és la que es dóna quan H és indefinida.

1.8.6 Proposició. Si K = Q, llavors h(D, N) = 1 i t(D, N) = 1.
En general, h(D, N) = h, el nombre de classes (restringit) del cos K.

1.9 Interpretació modular

Sigui H una Q−àlgebra de quaternions indefinida, és a dir, tal que

H →֒ H ⊗Q R ≃ M(2, R),

i de discriminant dH = D.

Atès que hi ha un sol tipus, tots els O(D, N) són conjugats.

1.9.1 Notació.

Γ(D, N) = {γ ∈ O(D, N) | n(γ) = 1} = O(D, N)1.

Tenim

Γ(D, N) →֒ H →֒ M(2, R)

i, atès que la norma es correspon amb el determinant,

Im(Γ(D, N)) ⊆ SL2(R).



22 Cap. 1 Aritmètica d’àlgebres de quaternions

Fent la identificació

SL2(R)/{±1} ≃ Aut(H),

resulta que Γ(D, N) opera sobre el semiplà superior.

Denotem per X(D, N) la corba tal que

Γ(D, N) \ H ≃ X(D, N)(C)

Un teorema degut a Shimura garanteix que les corbes X(D, N)
tenen models definits sobre Q.
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Caṕıtol 2

Superf́ıcies abelianes
amb multiplicació
quaterniònica
V. Rotger

Introducció

Un ingredient molt important en l’estudi de la geometria i l’aritmètica
de les corbes de Shimura és la seva interpretació modular. Sembla
doncs molt interessant tenir un bon coneixement dels objectes que
classifiquen aquestes corbes.

En efecte, les corbes de Shimura X(D, N) són espais de modu-
li de superf́ıcies abelianes amb multiplicació quaterniònica (per una
àlgebra de quaternions racional de discriminant D) i estructura de
nivell (de tipus Γ0(N)).

En aquestes notes estudiarem aquestes varietats abelianes sobre
el cos dels nombres complexos, cossos locals, cossos finits i cossos
globals.

Introdüım primer les definicions i notacions que utilitzarem al
llarg d’aquests apunts.

25
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Sigui k un cos i sigui A/k una varietat abeliana sobre k de dimen-
sió g ≥ 1.

Notem Endk(A) l’anell d’endomorfismes definits sobre el cos k de
la varietat abeliana A. Endk(A) és una Z-àlgebra de rang finit. Sigui
End0

k(A) = Endk(A) ⊗ Q.

Una varietat abeliana A/k és k-simple si A no conté subvarietats
abelianes pròpies definides sobre k. Dues varietats abelianes de la
mateixa dimensió són isògenes si existeix un morfisme finit d’una en
l’altra.

Una polarització en una varietat abeliana A és un feix invertible
ample L en A.

Finalment, una àlgebra associativa D és simple si no admet ideals
bilàters no trivials. D és semisimple si és suma directa d’àlgebres
simples. Una àlgebra simple és una àlgebra de divisió si tots els
elements no nuls són invertibles.

La motivació fonamental per a l’estudi de les superf́ıcies abelianes
amb multiplicació quaterniònica parametritzades per les corbes de
Shimura són els següents teoremes sobre l’estructura de l’àlgebra
d’endomorfismes d’una varietat abeliana.

2.0.2 Teorema. (de descomposició de Poincaré) Sigui A/k una
varietat abeliana definida sobre un cos k. Aleshores A és k-isògena a
un producte de varietats abelianes k-simples: A ∼ ΠAni

i per a certes
Ai/k varietats abelianes k-simples no isògenes entre si, ni ≥ 1.

En aquest cas, End0
k(A) ∼= ⊕M(ni, Di), on Di = End0

k(Ai) són
àlgebres de divisió. En particular obtenim que End0

k(A) és una àlgebra
associativa semisimple.

2.0.3 Teorema. (de classificació) Sigui (A, L) una varietat abe-
liana polaritzada i simple sobre un cos k, k = k̄, de dimensió g.

Sigui End0
k(A) = Endk(A) ⊗ Q l’àlgebra de divisió dels endomor-

fismes d’A i sigui K el centre de End0
k(A).

Sigui K0 = {f ∈ K, f = f∗}, el subcòs de K fix per la involució
de Rosati ∗ = ∗L associada a L.
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Notem e = [K : Q], e0 = [K0 : Q], d2 = [End0
k(A) : K].

Aleshores

a) K0 és un cos totament real.

b) K = K0 o bé K és un cos CM sobre K0. En el primer cas
e = e0 i en el segon e = 2e0.

c) End0
k(A) és una àlgebra de divisió isomorfa a una de les àlge-

bres següents :

I) End0
k(A) = K = K0 i ∗L = IdK .

En aquest cas, necessàriament e|g.
II) K = K0 és un cos totalment real. End0

k(A) és una àlgebra
de quaternions sobre K totalment indefinida. És a dir, per a tot
homomorfisme σ : K → R, End0

k(A) ⊗σ R ∼= M(2, R).

En aquest cas, necessàriament 2e|g.
III) K = K0 és un cos totalment real. End0

k(A) és una àlgebra de
quaternions totalment definida sobre K.

És a dir, per a tot homomorfisme σ : K → R, End0
k(A)⊗σ R ∼= H,

on H denoten els quaternions de Hamilton.

En aquest cas, necessàriament 2e|g si car k = 0; e|g si car k =
p > 0.

IV) K és un cos CM, extensió quadràtica de K0, un cos totalment
real. End0

k(A) és una àlgebra de divisió sobre K.

Necessàriament eod
2|g si car k = 0; e0d|g si car k = p > 0.

Si (A, L)/k és una varietat abeliana polaritzada de dimensió g
i simple sobre un cos k no necessàriament algebraicament tancat,
aleshores el teorema anterior no és cert per a l’àlgebra End0

k(A). Sigui
k̄ la clausura algebraica de k. Del teorema anterior, l’única informació
que obtenim és que End0

k(A) ⊂ End0
k̄
(A) és una subàlgebra simple.

Si especialitzem aquests resultats a les superf́ıcies abelianes obte-
nim el següent resultat.

2.0.4 Corol.lari. Sigui A, L una superf́ıcie abeliana polaritzada no
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necessàriament simple definida sobre un cos k. Aleshores End0
k
(A)

és isomorfa a una de les següents àlgebres:

1. Q

2. Un cos quadràtic real.

3. Un cos CM sobre un cos quadràtic real.

4. Una àlgebra de quaternions indefinida B sobre Q.

5. (Si car k = p > 0) Una àlgebra de quaternions B totalment
definida sobre Q(

√
d), d > 0, un cos quadràtic real.

6. (Si car k = p > 0) Una àlgebra de quaternions B sobre Q(
√
−d),

d > 0, un cos quadràtic imaginari.

7. Q×Q, Q×Q(
√
−d), Q(

√
−d)×Q(

√
−d), M(2, Q), M(2, Q(

√
−d))

on d > 0.

8. (Si car k = p > 0) Q × Dp, Q(
√
−d) × Dp, Dp × Dp, M(2, Dp)

on Dp és l’àlgebra de quaternions sobre Q de discriminant p.

Els dos darrers casos es produeixen si i només si A és isògena a
un producte de corbes el.ĺıptiques sobre k̄.

Notem també que el teorema 2.0.3 de classificació en principi no
presenta cap obstrucció perquè un cos quadràtic imaginari o una
àlgebra de quaternions definida sobre Q es realitzin com a àlgebra
d’endomorfismes d’una superf́ıcie abeliana.

En canvi, aquests dos casos han estat exclosos en la llista de pos-
sibilitats per a l’àlgebra d’endomorfismes End0

k̄
(A) d’una superf́ıcie

abeliana. Això es deu a què una anàlisi detallada (deguda a Shimu-
ra) mostra que aquestes dues possibilitats no es donen mai ([Shi63c],
[BL92]).

És convenient també remarcar de nou que aquest teorema des-
criu l’àlgebra dels endomorfismes d’A definits sobre la clausura alge-
braica k̄ de k i que en general tan sols tenim una inclusió End0

k(A) ⊂
End0

k̄
(A). A partir d’ara ens concentrarem en les superf́ıcies abelianes

amb multiplicació quaterniònica.
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Per a poder precisar què entenem per multiplicació quaterniònica,
introdüım la següent data inicial (cf. Rio, caṕıtol 1).

Sigui B una àlgebra de quaternions sobre Q de discriminant D.
Suposem a més que B és indefinida, és a dir,

B ⊗Q R ∼= M(2, R).

Sota aquesta assumpció, podem escollir una immersió

Ψ : B →֒ M(2, R)

que, pel teorema de Skolem-Noether (cf. Rio, caṕıtol I), és única
llevat de conjugació per elements de GL2(R).

Pels teoremes d’Eichler (cf. [Als00a], [Vig80], cap. V), tots els
anells maximals d’enters de B són conjugats entre si. Triem O ⊂ B
un ordre maximal d’enters en aquesta única classe de conjugació. O
és un anell principal: tots els ideals laterals són principals (cf. Rio,
caṕıtol 1).

Diem que una (anti-)involució φ : B → B és positiva (respecte a la
traça redüıda) si per a tot b ∈ B, b 6= 0, tr(b ·φ(b)) > 0. De nou degut
al teorema de Skolem-Noether, totes les involucions positives en B són
de la forma φ(b) = v−1 · b̄ · v on v ∈ B satisfà v2 + d = 0, d ∈ Q∗, d <
0. D’altra banda, pels teoremes d’Eichler sobre immersions d’ordres
quadràtics en ordres quaterniònics (cf. [Vig80], [Als00a]), existeix un
element u ∈ O tal que u2 +Disc(B) = 0. Fixant-ne un, obtenim una
involució positiva en B que denotarem

∗ : B → B
b 7→ b∗ = u−1 · b · u.

2.1 Superf́ıcies abelianes amb multiplicació
quaterniònica sobre un cos k qualsevol

Fixem la data inicial (B, O, Ψ : B →֒ M(2, R), b → b∗) tal com hem
descrit anteriorment.

2.1.1 Definició. Una superf́ıcie abeliana amb multiplicació quater-
niònica (QM) sobre un cos k és un parell (A, i) on
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• A és una varietat abeliana de dimensió 2,

• i : O →֒ Endk(A) és una immersió de l’ordre d’enters O en
l’anell de k-endomorfismes d’A.

En aquest cas es diu que A té QM per O. Una ullada al corol.lari
2.0.4 mostra que si A té QM i car k = 0, aleshores necessàriament
End0

k̄
(A) és del tipus 4 ó 7. M2(Q(

√
−d)).

En cas que car k = p > 0, aleshores poden donar-se els tipus 4,
6, 7. M2(Q(

√
−d)) i 8.

Una superf́ıcie abeliana polaritzada amb multiplicació quaterniò-
nica sobre k és una tripleta (A, i, L) on

• (A, i) és una superf́ıcie abeliana amb QM sobre k i

• L és una polarització definida sobre k tal que la involució de
Rosati ∗L : End0

k(A) → End0
k(A) restringida a B via la immer-

sió i coincideix amb la involució positiva ∗ de B que hem fixat
abans.

És a dir, per a tot b ∈ O, i(b∗) = φL · ˆi(b) · φ−1
L , on φL denota

la isogènia entre A i la superf́ıcie abeliana dual Â indüıda per L
(cf. [GL00]).

Recordem que una polarització L està definida sobre un cos k si
i només si és el feix invertible associat a una corba C ⊂ A definida
sobre k.

Les superf́ıcies abelianes polaritzades amb QM (A, i, L) a vegades
s’anomenen corbes el.ĺıptiques falses perquè, tal com veurem, s’assem-
blen en molts aspectes al quadrat d’una corba el.ĺıptica E2 = E ×E.
De fet, si E és una corba el.ĺıptica, aleshores A = E2 és una su-
perf́ıcie abeliana amb una immersió natural i : M2(Z) →֒ End(A).
Com M2(Z) és un ordre d’enters maximal de l’àlgebra de quater-
nions escindida M2(Q), (A, i) esdevé l’exemple bàsic de superf́ıcies
abelianes amb QM.

Tal com hem dit a la introducció, la motivació principal per a
estudiar aquestes superf́ıcies és que les corbes de Shimura X(D) =
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X(D, 1) de nivell trivial parametritzen les classes d’isomorfisme de
tripletes (A, i, L) on O és l’ordre maximal d’enters d’una àlgebra de
quaternions B de discriminant D. Les corbes de Shimura X(D, N)
de nivell N classifiquen llevat d’isomorfisme les quadrupletes (A, i,
L, 〈P 〉) on (A, i, L) són superf́ıcies abelianes polaritzades amb QM
per l’ordre O maximal d’enters i on 〈P 〉 ∈ A[N ] és un grup ćıclic de
N -torsió invariant per l’acció d’O (cf. [Cla03]).

És important observar que les superf́ıcies abelianes parametritza-
des per les corbes X(D, N) tenen multiplicació per O un ordre ma-
ximal i no per un ordre d’Eichler.

Superf́ıcies abelianes amb QM i CM

2.1.2 Definició. Una varietat abeliana A de dimensió g definida so-
bre un cos k té multiplicació complexa sobre k si existeixen un cos
CM F de grau 2g sobre Q i una immersió j : F →֒ End0

k(A).

És convenient aclarir que una varietat abeliana A pot tenir multi-
plicació complexa per diferents (i fins i tot infinits) cossos CM. Aquest
fet contrasta amb el que succeeix en corbes el.ĺıptiques amb CM: el
cos de multiplicació complexa és únic.

Sigui ara (A, i) una superf́ıcie abeliana amb multiplicació quater-
niònica sobre un cos k.

Aleshores, d’acord amb la definició anterior, A té multiplicació
complexa sobre una extensió k′ de k si existeix un cos CM F de grau
4 sobre Q i una immersió j : F →֒ End0

k′(A). En aquest cas direm que
A (o potser millor la tripleta (A, i, j)) té QM i CM simultàniament.

Podem donar la següent caracterització de les superf́ıcies abelianes
amb QM i CM sobre un cos de caracteŕıstica 0.

2.1.3 Teorema. Sigui (A, i) una superf́ıcie abeliana amb QM sobre
k, cark = 0, per un ordre maximal d’enters O en l’àlgebra de quater-
nions B. Identifiquem B amb una subàlgebra de End0

k(A) via i.

Aleshores són equivalents:

i) A té multiplicació complexa sobre k′.
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ii) el commutador

End0
B(A/k′) = {φ ∈ End0

k′(A) : φ · b = b · φ ∀b ∈ B}

és un cos quadràtic imaginari K que escindeix B, és a dir,
B ⊗ K ∼= M(2, K) o, equivalentment, K ⊂ B.

iii) End0
k′(A) ∼= M(2, K) on K és un cos quadràtic imaginari K

que escindeix B.

iv) A és k′-isògena al quadrat E×E d’una corba el.ĺıptica E/k′ amb
multiplicació complexa sobre k′ per un cos quadràtic imaginari
K que escindeix B.

Prova: Observem primer que iii) i iv) són clarament equivalents
pel teorema 2.0.3.

i)⇒iii), iv): Si A té multiplicació complexa per un cos CM F
de grau 4 aleshores End0

k′(A) inclou estrictament B i pel teorema
2.0.3 A no pot ser k′-simple. Només pot donar-se el cas que A és
k′ isògena al quadrat d’una corba el.ĺıptica E/k′ amb multiplicació
complexa per un cos quadràtic imaginari K tal que B⊗K ∼= M(2, K).
Necessàriament K ⊂ B (cf. Rio, caṕıtol 1) o, equivalentment (cf. Rio,
caṕıtol 1), K escindeix B.

iii)⇒ii): Segueix del següent teorema clàssic de bicommutativi-
tat de R-àlgebres associatives: sigui R un anell commutatiu i siguin
B1,B2 dues àlgebres associatives sobre R. Sigui B = B1 ⊗R B2.
Aleshores el commutador de B1 en B és B2 i viceversa.

ii)⇒i): Sigui L un cos quadràtic real que escindeix B i l’identi-
fiquem amb un subcos de B. L’existència d’L la garanteix el fet que
B és indefinida ([Als00a], [Vig80]). Identificant de nou ara L amb un
subcòs d’End0

k′(A) via la immersió i, la composició L · End0
B(A/k′)

és un subcòs d’End0
k′(A) isomorf a L ·K, de grau 4 = 2 dim(A) sobre

Q. Per tant, A té CM sobre k′. 2

Com a conseqüència d’aquest teorema, observem que si una su-
perf́ıcie amb QM (A, i) té multiplicació complexa, aleshores en reali-
tat (A, i) té multiplicació complexa per a infinits cossos CM quàrtics F .

De tota manera, de les caracteritzacions anteriors queda clar que
si (A, i) té multiplicació complexa sobre un cos k′, aleshores hi ha un
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cos quadràtic imaginari distingit i únicament determinat: el commu-
tador K = End0

B(A/k′). És natural aleshores fer la següent definició,
que tan sols està ben motivada en aquest cas particular de les su-
perf́ıcies abelianes amb QM.

2.1.4 Definició. Sigui (A, i)/k una superf́ıcie abeliana amb QM. Si
a més (A, i) té multiplicació complexa sobre un cos k′, diem que (A, i)
té CM pel cos quadràtic K = End0

B(A/k′)).

2.1.5 Observació. Podem descriure millor la multiplicació comple-
xa de (A, i) precisant l’ordre quadràtic EndO(A/k′) ⊂ K. Tenim
que EndO(A/k′) = Rf és un ordre d’enters de conductor f en l’ordre
maximal R1 = RK .

2.1.6 Observació. És un resultat clàssic de Tate que totes les varie-
tats abelianes definides sobre un cos finit tenen CM. Això contrasta
amb el que succeeix sobre un cos de caracteŕıstica 0, on una varie-
tat abeliana genèrica no té multiplicació complexa. Més endavant
tractarem aquests punts amb més detall.

2.2 Superf́ıcies abelianes amb multiplicació
quaterniònica sobre C

Sobre el cos dels nombres complexos C, una superf́ıcie abeliana A/C
és isomorfa, com a varietat anaĺıtica, a un tor complex:

C2/Λ ∼= A(C).

És natural preguntar-se si podem construir expĺıcitament xarxes de
peŕıodes Λ tals que el tor complex C2/Λ és una superf́ıcie abeliana
amb multiplicació quaterniònica. Recordem [GL00] que si Λ ⊂ C
és una xarxa qualsevol, C2/Λ no és necessàriament una superf́ıcie
abeliana perquè sovint aquesta varietat anaĺıtica no és algebraica.
De fet, aquest és el cas genèric.

Sigui D = p1 · ... ·p2r un enter positiu lliure de quadrats, producte
d’un nombre parell de primers. Sigui B l’àlgebra de quaternions in-
definida sobre Q de discriminant D. Triem un ordre maximal d’enters
O i fixem una immersió Ψ : B →֒ M(2, R). Per a completar la data
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inicial ens cal triar una involució positiva en B i per a fer-ho consi-
derem un element µ ∈ O tal que µ2 + D = 0. L’existència d’aquest
element és garantida pels teoremes d’immersions optimals d’Eichler
(cf. [Als00a], [Vig80]).

L’element µ ∈ O defineix una (anti-)involució en l’àlgebra B:

∗ : B 7→ B
β 7→ β∗ := µβ̄µ−1 ,

No és dif́ıcil veure que la involució * és positiva respecte a la traça
redüıda trB/Q, és a dir, trB/Q(β · β∗) > 0, per tot β ∈ B.

Donada la data inicial (B, O, Ψ : B →֒ M(2, R), b → b∗), volem
trobar xarxes Λ ⊂ C tals que:

i) Existeix una forma bilineal alternada EΛ : Λ×Λ → Z tal que EΛ

és la part imaginària Im H d’una forma hermı́tica definida positiva
HΛ : C2 × C2 → C.

ii) Existeix una immersió i : O ⊂ End(Λ)

La primera condició garanteix que C2/Λ és una superf́ıcie abeliana
polaritzada amb la forma de Riemann EΛ. La segona condició fa que
C2/Λ tingui QM. De fet, veurem que la tripleta (C2/Λ, i, EΛ) és,
segons la convenció que hem adoptat, una superf́ıcie abeliana polarit-
zada amb multiplicació quaterniònica sobre C.

Sigui τ ∈ H = {a + bi, a ∈ R, b ∈ R>0}. Construirem una xarxa
Λτ com la que volem per a cada element τ en el semiplà superior
de Poincaré. El mètode és similar a la construcció clàssica C/Z +
Zτ de corbes el.ĺıptiques sobre C. Observem primer de tot que la
immersió Ψ : B →֒ M(2, R) indueix una acció natural de l’ordre
d’enters maximal O en C2: ∀β ∈ O, v =

(
v1

v2

)
∈ C2, β(v) = Ψ(β)(v)

és el producte natural d’una matriu per un vector.

2.2.1 Definició. Λτ := O
(
τ
1

)
= {v ∈ C2 tals que existeix β ∈ O amb

v = β(v)}.

Notem que Λτ és una xarxa completa de C2 degut a què O és un
Z-mòdul de rang 4.

A més, la multiplicació per l’esquerra indueix una acció natu-
ral d’O en Λτ sense punts fixos i per tant una immersió iτ : O →֒
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End(Λτ ). Aquesta xarxa admet la següent forma de Riemann:

Eτ : O
(
τ
1

)
×O

(
τ
1

)
→ Z

(α
(
τ
1

)
, β

(
τ
1

)
) 7→ tr(µαβ̄)

per a tot α, β ∈ O.

Aix́ı, Λτ i Eτ defineixen la varietat abeliana complexa polaritzada
(Aτ = C2/Λτ , Eτ ). De fet, és un resultat de Jordan [Jor81] que Eτ

és la forma de Riemann d’una polarització principal d’Aτ , és a dir,
Eτ indueix un isomorfisme Aτ

∼= Âτ entre Aτ i la varietat abeliana
dual Âτ .

D’altra banda, la polarització principal Eτ defineix la (anti-)invo-
lució de Rosati ∗E en End0(A) ([GL00]) i per tant restringeix a una
involució en B via la immersió Ψ : B →֒ End0(A). Perquè (Aτ =
C2/Λτ , iτ , Eτ ) sigui una superf́ıcie abeliana polaritzada amb QM,
tan sols resta comprovar que les dues involucions b → b∗ = µ−1b̄µ i
∗E coincideixen en B.

Ho recollim tot plegat en el següent teorema fonamental per a la
interpretació modular de les corbes de Shimura.

2.2.2 Teorema. 1. (Shimura) Aτ = C2/Λτ , iτ , Eτ és una su-
perficie abeliana principalment polaritzada amb QM. En partic-
ular, ∗ = ∗E : B → B.

2. (Milne) E = Eτ és l’única polarització principal tal que la
involució de Rosati ∗E coincideix amb la involució positiva ∗.

3. (Shimura) Sigui (A, i, E) una superf́ıcie principalment polar-
itzada amb QM per la data (B, O, Ψ : B →֒ M(2, R), b → b∗).
Aleshores existeix un element del semiplà superior τ ∈ H tal
que (A, i, E) ∼= (Aτ , iτ , Eτ ).

4. (Shimura) Siguin τ1, τ2 ∈ H. Aleshores (Aτ1, iτ1, Eτ ) ∼= (Aτ2,
iτ2, Eτ2) ⇔ existeix γ ∈ Γ(D, 1) = O1 := {γ ∈ O, n(γ) = 1}
tal que γτ1 = τ2.

Com a conseqüència d’aquests teoremes de Shimura, podem interpre-
tar els punts complexos de la superf́ıcie de Riemann com a classes d’i-
somorfisme de superf́ıcies abelianes principalment polaritzades amb
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QM per O. Relativitzant aquest argument sobre una base arbitrària
s’obté un resultat més profund:

2.2.3 Teorema. (Shimura) Existeix una corba algebraica projecti-
va X(D, 1)/Q definida sobre Q que resol (grollerament) el problema
de moduli (sobre Q) de classificació de superf́ıcies abelianes princi-
palment polaritzades amb QM per (B, O, Ψ, b → b∗).

A més,

O1\H = X(D, 1)(C).

Aquest model racional distingit s’anomena el model canònic de
Shimura i està caracteritzat de manera única pel fet que els punts
CM o punts de Heegner en X(D, 1)/Q generen certs cossos de classes
([Shi67], M. Alsina, caṕıtol 7, V. Rotger, caṕıtol 8).

Superf́ıcies abelianes amb QM i CM sobre C

El teorema anterior planteja la següent qüestió. Sigui τ ∈ H. Po-
dem determinar quan (Aτ , iτ , Eτ ) té multiplicació complexa? Veurem
que la resposta té una forta analogia amb el cas de les corbes el.ĺıpti-
ques.

La xarxa Λτ := O
(
τ
1

)
és estable per l’acció natural per l’esquerra

de l’ordre de quaternions O. Si tenim en compte les caracteritzacions
que hem donat de superf́ıcies abelianes amb QM i CM, cal estudiar
el cos K = End0

B(Aτ/C), el commutador de B en End0(Aτ ).

Pot comprovar-se que només poden donar-se dues possibilitats:

O bé K = Q o bé K és un cos quadràtic imaginari.

En el primer cas, (Aτ , iτ , Eτ ) és una superf́ıcie abeliana amb QM
que no té CM.

En el segon cas, K és un cos quadràtic que escindeix l’àlgebra B
i (Aτ , iτ , Eτ ) té multiplicació complexa per K.

Estudiem ara la qüestió des d’un altre punt de vista: sigui K un
cos quadràtic imaginari que escindeix B i sigui Rf ⊂ K un ordre
d’enters de conductor f. Fixem, en cas que existeixi, una immersió
optimal j : Rf →֒ O. Això vol dir que j(K) ∩ O = j(Rf ) ⊂ B.
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Els teoremes d’Eichler (cf. [Als00a], [Vig80]) determinen comple-
tament quan existeix una immersió optimal j : Rf →֒ O.

En composar amb Ψ : B →֒ M(2, R), obtenim una immersió Ψ◦j :
Rf \ {0} →֒ B∗ →֒ GL+

2 (R). Aix́ı Rf \ {0}, via j, actua en el semiplà
superior de Poincaré per transformacions de Möbius i pot comprovar-
se que ho fa amb un únic punt fix que anomenem τRf ,j .

2.2.4 Teorema. (Shimura) 1. Sigui j : Rf →֒ O una immersió
optimal i sigui τ = τRf ,j ∈ H l’únic punt fix de (Rf , j) tal com

hem descrit abans. Aleshores End0
B(Aτ ) = K, EndO(Aτ ) = Rf

i per tant (Aτ , iτ , Eτ ) és una superf́ıcie abeliana principalment
polaritzada amb QM per O i CM per Rf .

2. Siguin j1, j2 : Rf →֒ O immersions optimals. Obtenim els
mateixos punts fixos τ1 = τRf ,j1 = τ2 = τRf ,j2 si i només si
existeix una unitat u ∈ O∗ tal que j1 = u · j2 · u−1.

3. Sigui (A, i, E) una superf́ıcie abeliana principalment polaritza-
da amb QM i CM per un ordre quadràtic Rf ⊂ K. Aleshores
existeix una immersió optimal j : Rf →֒ O tal que (A, i,
E) ∼= (Aτ , iτ , Eτ ) on τ = τRf ,j.

Aquest teorema dóna una descripció exhaustiva de les superf́ıcies
abelianes amb QM i CM sobre el cos dels nombres complexos. Tenint
en compte la interpretació modular que hem comentat anteriorment,
aquestes superf́ıcies corresponen a punts especials en la corba de
Shimura X(D, 1). Aquests punts s’anomenen punts de multiplicació
complexa o punts de Heegner. El conjunt de punts de multiplicació
complexa per un ordre quadràtic Rf en X(D, 1) es denota CM(Rf ).

Si no existeixen immersions optimals de Rf en O aleshores es té
que CM(Rf ) = ∅. Donat un ordre quadràtic Rf podem preguntar-
nos quin és el cardinal de CM(Rf ). En el cas clàssic de les corbes
el.ĺıptiques sabem que card(CM(Rf )) = h(Rf ), on h(Rf ) denota el
nombre de classes de l’ordre Rf . Cal esperar doncs una fórmula
similar en el nostre cas.

Pel teorema anterior, hi ha tants punts de multiplicació complexa
per Rf en X(D, 1) com classes de O∗-conjugació d’immersions opti-
mals j : Rf →֒ O. Les fórmules d’Eichler ([Als00a], [Vig80]) compten
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aquestes classes d’immersions, que sempre n’hi ha en un nombre finit.

En el cas més senzill, quan el conductor de l’ordre quadràtic és
trivial (f = 1), obtenim el següent resultat.

2.2.5 Teorema. (Eichler)

cardCM(RK) = h(RK) ·
∏

p|D

(
1 −

(
disc(RK)

p

))
.

Observem que quan D = 1, CM(RK) = h(RK), tal com calia
esperar del fet que X(1, 1) = Cj és la recta af́ı j.

2.3 Superf́ıcies abelianes amb multiplicació
quaterniònica sobre un cos finit

En aquesta secció estudiem superf́ıcies abelianes amb QM definides
sobre un cos finit k = Fq, on q = pr és la potència d’un nombre
primer p. Aquestes superf́ıcies poden interpretar-se com els punts
sobre cossos finits de la reducció mod p del model de Morita-Drinfeld
de les corbes de Shimura X(D, 1).

Sigui A/k una superf́ıcie abeliana tal que End0
k(A) conté una

àlgebra de quaternions B indefinida de discriminant D = Π2r
i=1pi.

El fet que B ⊂ End0
k(A) imposa moltes restriccions en l’àlgebra

End0
k(A). El teorema de classificació d’àlgebres d’endomorfismes de

varietats abelianes que hem donat a la primera secció, juntament
amb els teoremes de Tate sobre varietats abelianes sobre cossos finits,
conclouen que tan sols tenim tres possibilitats:

1. A és k-simple i End0
k(A) és una àlgebra de quaternions de cen-

tre un cos quadràtic imaginari K. En aquest cas, tenint en
compte els teoremes de Tate, podem assegurar que p descom-
pon totalment en K i l’àlgebra de quaternions End0

k(A) ramifica
exactament en els dos primers ℘, ℘̄ a sobre de p.

2. A/k és k-isògena al quadrat E2 = E × E d’una corba el.ĺıptica
E/k ordinària i per tant End0

k(A) ∼= M(2, K) on K és un cos
quadràtic imaginari.
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3. A/k és k-isògena al quadrat E2 = E × E d’una corba el.ĺıptica
E/k supersingular i per tant End0

k(A) ∼= M(2, Dp) on Dp és
l’àlgebra de quaternions definida sobre Q ramificada en p i ∞.

En el primer cas, tot i que A és k-simple, descompon també com
el quadrat d’una corba el.ĺıptica sobre una extensió finita de k.

Denotem πA ∈ End0
k(A) l’endomorfisme de Frobenius de A/k.

Sigui ℓ un primer diferent de p =car k. Weil va provar que l’acció
de πA en el mòdul de Tate Tℓ(A) té per polinomi caracteŕıstic fA =
det(πA − tId) un polinomi mònic de grau 2g que té tots els seus
coeficients enters i no depèn del nombre primer ℓ triat.

En qualsevol cas, el centre d’End0
k(A) és sempre un cos quadràtic

imaginari (casos 1 i 2) o bé el cos dels nombres racionals Q (cas
3). Sabem (Tate) que Q(πA) = centre (End0

k(A)) i per tant fA =
(f0

A)2 per a algun polinomi f0
a ∈ Z[t] de grau 2. De fet, degut a les

conjectures de Weil, podem assegurar que f0
a = t2 + at± q on a ∈ Z,

−2
√

q ≤ a ≤ 2
√

q.

Hi ha una forta relació entre el polinomi caracteŕıstic fA = (f0
A)2

i l’àlgebra d’endomorfismes End0
k(A). Aquesta relació l’estableix la

teoria d’Honda-Tate que en el nostre cas es tradueix en el següent
teorema (cf. [Jor86]). Donada A/k una varietat abeliana sobre k,
notem A0 la classe de k-isogènia d’A.

2.3.1 Teorema. (Honda-Tate) Considerem d’una banda el con-
junt de classes de k-isogènia de superf́ıcies abelianes tals que End0

k(A)
conté una àlgebra de quaternions racional indefinida.

D’altra, considerem el conjunt format pels polinomis quadràtics
t2 + at + q ∈ Z[t] amb q = pr, a ∈ Z, −2

√
q ≤ a ≤ 2

√
q que satisfan

alguna de les següents condicions:

1. (a, p) = 1.

2. a = 0.

3. r és parell i a = ±√
q, a = ±2

√
q.

4. r és senar i p = 2 o 3, a = ±r+1/2.
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Aleshores, la correspondència A0 ←→ f0
A és una correspondència

bijectiva entre aquests dos conjunts. En cada cas, pot precisar-se
quina és l’àlgebra d’endomorfismes End0

k(A):

1. End0
k(A) = M(2, Q(

√
a2 − 4q)).

2. Si r és parell, p = 2 o p ≡ 3(mod4) : End0
k(A) = M(2, Q(i)). Si

r és parell, p ≡ 1(mod 4) : End0
k(A) = àlgebra de quaternions

sobre Q(i) ramificada exactament als dos primers a sobre de p.
Si r és senar, End0

k(A) = M(2, Q(
√−p)).

3. Si a = ±2
√

q, End0
k(A) = M(2, Dp). Si a = ±√

q, p = 3 o
p ≡ 2(mod3) : End0

k(A) = M(2, Q(
√
−3)). I si p ≡ 1(mod3) :

End0
k(A) és l’àlgebra de quaternions sobre Q(

√
−3) ramificada

als primers a sobre de p.

4. Si p = 2 : End0
k(A) = M(2, Q(i)). Si p = 3 : End0

k(A) =
M(2, Q(

√
−3)).

2.3.2 Observació. Sigui p un nombre primer. L’invariant de Hasse
d’una superf́ıcie abeliana A definida sobre un cos k de caracteŕıstica
p és i(A) = dimFp

(A[p]), que pot ser 0, 1 o 2. No varia en fer exten-
sions del cos on la superf́ıcie A està definida i també és invariant per
isogènies.

Dels resultats anteriors observem que si la superf́ıcie A té multi-
plicació quaterniònica, aleshores i(A) = 0 o 2. En el primer cas A és
k̄-isògena al quadrat d’una corba el.ĺıptica supersingular i direm que
A és supersingular. En el segon cas A és k-isògena al quadrat d’una
corba el.ĺıptica ordinària i es diu que A és ordinària.

2.3.3 Observació. Si A/k té multiplicació quaterniònica per una
àlgebra de quaternions B de discriminant D, pot comprovar-se que
si p = car k | D, aleshores A és supersingular (cf. [Jor81]).

2.4 Superf́ıcies abelianes amb multiplicació
quaterniònica sobre un cos de nombres

Cossos de definició i cossos de moduli
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Les superf́ıcies abelianes amb multiplicació quaterniònica definides
sobre un cos de nombres poden interpretar-se com a punts racionals
en les corbes de Shimura.

Sigui (A, i, L) una superf́ıcie abeliana polaritzada amb QM sobre
un cos de nombres k ⊂ Q̄, on Q̄ és una clausura algebraica fixada de
Q. Diem que (A, i, L) admet un model sobre un cos k′ ⊂ Q̄ si existeix
(A′, i′, L′) una superf́ıcie abeliana polaritzada amb QM sobre k′ tal
que és Q̄-isomorfa a (A, i, L).

2.4.1 Definició. Sigui (A, i, L) una superf́ıcie abeliana polaritzada
amb QM sobre k. El cos de moduli k0 de (A, i, L) és el mı́nim subcòs
de k tal que per tot σ ∈ Gal(k/Q), (Aσ, iσ, Lσ) és isomorfa sobre Q̄
a (A, i, L).

En altres paraules, sigui H ⊂ Gal(k/Q) el subgrup format pels
elements σ ∈ Gal(k/Q) tals que (Aσ, iσ, Lσ) és isomorfa sobre Q̄ a
(A, i, L). Aleshores el cos de moduli k0 és el subcòs de k fix per H.

Si P ∈ X(D, 1)(Q) denota el punt en la corba de Shimura as-
sociat a una superf́ıcie (A, i, L), el cos de moduli k0 és el cos de
nombres Q(P ) que generen les coordenades de P en el model canònic
de Shimura X(D, 1)/Q. És a dir: Q(P ) = k0.

No sempre existeix un model de la superf́ıcie abeliana polaritzada
amb QM (A, i, L) sobre el seu cos de moduli k0. En qualsevol cas,
k0 sempre està contingut en els possibles cossos de definició de la
superf́ıcie. Jordan [Jor86] va estudiar aquest problema i va obtenir el
següent

2.4.2 Teorema. (Jordan) Sigui k un cos de caracteŕıstica 0 que
conté el cos de moduli k0 d’una superf́ıcie abeliana polaritzada (A, i,
L) amb QM per una àlgebra de quaternions B. Aleshores (A, i, L)
admet un model sobre k si i només si k escindeix B.

Exemples:

1. Si A és una corba el·ĺıptica definida sobre un cos k, aleshores
el cos de moduli k0 de A és el mı́nim cos de definició de la corba.

2. La corba de Shimura X(6, 1) de discriminant 6 i nivell 1 té
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gènere 0. Una equació del model canònic sobre Q la va trobar Kuri-
hara: x2 + y2 + 3 = 0. Sigui SQ la corba definida sobre Q definida
per aquesta equació. Segons la interpretació modular de Shimura de
la corba SQ:

SQ(k0) ←→ {(A, i, L) amb cos de moduli k0}

Observem que (
√
−7, 2) ∈ SQ(Q(

√
−7)). Per la interpretació modu-

lar, dedüım que existeix una superf́ıcie abeliana principalment polar-
itzada amb multiplicació quaterniònica (A,ι,L) amb Q(

√
−7) com a

cos de moduli.

En canvi, no pot existir cap model de (A,ι,L) sobre Q(
√
−7)

perquè aquest cos no escindeix l’àlgebra de quaternions B(6).

Representacions de Galois sobre la torsió de les superf́ı-
cies abelianes amb QM

Sigui (A, i, L) definida sobre un cos de nombres k. Per cada
primer ℓ, el grup de Galois absolut Gal(k/k) actua sobre la ℓ-torsió
A[ℓ] de la superf́ıcie abeliana A. Ho fa de manera compatible amb

els morfismes naturals A[ℓn+1]
·ℓ→ A[ℓn] i per tant Gal(k/k) descriu

una acció cont́ınua sobre el mòdul de Tate Tℓ(A). D’aquesta manera
s’indueix una representació:

ρℓ : Gal(k/k) → GL4(Zℓ).

D’altra banda A també té multiplicació quaterniònica definida sobre
k: O →֒ Endk(A). Això indueix una representació de l’ordre maximal
de quaternions

iℓ : O →֒ Endk(Tℓ(A)).

L’acció de Gal(k/k) sobre Tℓ(A)) ha de commutar amb la d’O:

ρℓ : G(k/k) → AutO(Tℓ(A))

on AutO(Tℓ(A)) ∼=

∼= {α ∈ GL4(Zℓ) tals que αβ = βα per a tot β ∈ O} ∼= (O ⊗ Zℓ)
∗.
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Notem Oℓ = O ⊗ Zℓ. Obtenim aleshores una representació natural

ρℓ : Gal(k/k) → O∗
ℓ

Notem que l’isomorfisme EndO(Tℓ(A)) ∼= O∗
ℓ s’obté aplicant el teo-

rema de bicommutativitat citat anteriorment aplicat a l’isomorfisme
de Zℓ-mòduls Oℓ ⊗Oℓ

∼= M(4, Zℓ).

Aquesta representació del grup de Galois absolut en el grup d’u-
nitats de l’ordre maximal és molt coneguda quan especialitzem a
l’àlgebra de quaternions B = M(2, Q) de discriminant 1. En aquest
cas les superf́ıcies abelianes amb multiplicació per l’ordre maximal
d’enters M(2, Z) són isomorfes al quadrat d’una corba el.ĺıptica: A =
E2. Si E és definida sobre el cos k, aleshores la tripleta natural
(E2, i : M(2, Z) →֒ Endk(E

2), L⊗2), on L és l’única polarització prin-
cipal en E, també és definida sobre k.

En aquest cas, la representació de Galois que obtenim és la rep-
resentació clàssica del grup de Galois actuant en el mòdul de Tate de
la corba el.ĺıptica E:

ρℓ : Gal(k/k) → GL2(Zℓ)

Recordem els teoremes de Serre que estudien la imatge d’aquestes
representacions en el cas clàssic de les corbes el.ĺıptiques:

2.4.3 Teorema. (Serre, Deuring) Sigui E una corba el.ĺıptica defini-
da sobre un cos de nombres k.

1. Si E no té multiplicació complexa, aleshores la imatge de la
representació

ρ : Gal(k/k) → Πℓ GL2(Zℓ)

és un obert dens per la topologia ℓ-àdica, és a dir, un subgrup
d’́ındex finit.

2. Si E té multiplicació complexa, aleshores la imatge de la repre-
sentació ρ és subgrup abelià de Πℓ GL2(Zℓ).

Ohta [Oht74], tal com suggereix (però no publica) Serre, demostra
que la situació és molt semblant en el cas general d’una superf́ıcie
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abeliana amb QM no necessàriament simple. Pot considerar-se com
una altra motivació per anomenar aquestes superf́ıcies falses corbes
el.ĺıptiques.

2.4.4 Teorema. (Ohta) Sigui (A, i : O →֒ Endk(A), L) definida
sobre un cos de nombres k. Per simplicitat suposarem que O és un
ordre (maximal) en una àlgebra de quaternions de divisió, és a dir,
disc(B) 6= 1. Aquest cas ja està cobert pels teoremes de Serre anteri-
ors.

Aleshores:

1. Si A no té multiplicació complexa (és a dir A és k-simple o,
equivalentment, el monomorfisme i és un isomorfisme (cf. teo-
rema 2.0.3)), aleshores la imatge de la representació

ρ : Gal(k/k) → ΠℓO∗
ℓ

és un obert dens per la topologia ℓ-àdica, és a dir, un subgrup
d’́ındex finit.

En altres paraules, les representacions ρℓ : Gal(k/k) → O∗
ℓ són

exhaustives llevat d’un nombre finit de primers, on la imatge
pot ser un subgrup d’́ındex finit.

2. Si A té multiplicació complexa (és a dir, A és k-isògena al pro-
ducte de dues corbes el.ĺıptiques o, equivalentment, i és una in-
clusió estricta), aleshores la imatge de la representació ρ és
subgrup abelià de ΠℓO∗

ℓ .

Reducció d’una superf́ıcie abeliana amb QM

Finalment, exposem breument uns resultats sobre la reducció de
les superf́ıcies abelianes amb multiplicació quaterniònica.

2.4.5 Teorema. (de la bona reducció potencial) Sigui (A, i, L)
una superf́ıcie abeliana polaritzada amb QM sobre un cos de nombres
k. Aleshores existeix una extensió finita L/k sobre la qual A té bona
reducció en tots els primers.
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Molt breument, la idea de la demostració és la següent: pel teore-
ma de la reducció semiestable de Grothendieck, existeix una extensió
finita L/k on la superf́ıcie abeliana A té reducció semiestable. Si A no
tingués bona reducció en totes les places de L, aleshores la reducció
del model de Néron de A sobre una plaça de mala reducció descom-
pondria en una part tòrica no trivial i una part abeliana. Però això
és incompatible amb l’acció quaterniònica que pressuposem en A.

Com a corol.lari dels resultats de la secció anterior sobre cossos
finits obtenim el següent

2.4.6 Teorema. Sigui (A, i, L) definida sobre un cos de nombres k.
Sigui v una plaça finita de k de bona reducció d’A. Posem kv = Fq.
Aleshores la superf́ıcie abeliana redüıda Av/kv descompon (sobre kv)
en el producte de dues corbes el.ĺıptiques.

De fet pot precisar-se que si v és una plaça ordinària (i aquesta és
la situació més habitual) aleshores la descomposició es produeix sobre
kv. Si v és una plaça supersingular, es pot assegurar que es produeix
sobre Fq12.

Es produeix el fenomen curiós que A sovint és absolutament simple
(aquest és el cas genèric si disc(B) 6= 1) però totes les reduccions
descomponen. Això dóna una altra motivació per a anomenar les
superf́ıcies abelianes amb QM falses corbes el.ĺıptiques.
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Caṕıtol 3

Uniformització p-àdica de
corbes de Shimura
X. Xarles

Introducció

Les idees per investigar la versió p-àdica de la uniformització
clàssica (sobre C) de les corbes van començar amb el treball de John
Tate [Tat71] del 1962 (treball que no va ser publicat fins al 1971),
on va demostrar que les corbes el.ĺıptiques sobre un cos p-àdic amb
reducció multiplicativa split poden ser uniformitzades anaĺıticament
pel grup multiplicatiu si s’utilitza una noció adequada de geometria
anaĺıtica p-àdica, la geometria anaĺıtica ŕıgida. D’altra banda, les
corbes el.ĺıptiques amb bona reducció no poden en principi ser p-
àdicament uniformitzades, ja que són simplement connexes (com a
varietats ŕıgides anaĺıtiques).

El 1972, David Mumford [Mum72] va aconseguir estendre el re-
sultat de Tate a les corbes de gènere més gran que 1. Com en el
cas complex, l’espai uniformitzador passa a ser el “semiplà superior
de Poincaré p-àdic”, i el “grup fonamental”ja no és un grup abelià
discret sinó un cert subgrup del grup de les matrius 2×2. D’altra ban-
da, com en el cas de les corbes el.ĺıptiques, no totes les corbes poden
ser p-àdicament uniformitzades: sols les que tenen reducció “total-
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ment degenerada split”, anomenades actualment corbes de Mumford.
De fet, Mumford no va utilitzar el llenguatge de la geometria ŕıgida
anaĺıtica, sinó el llenguatge equivalent de la geometria formal; poste-
riorment L. Gerritzen i M. van der Put [GvdP80] van traduir aquests
resultats a la geometria ŕıgida anaĺıtica i van estendre els resultats a
qualsevol cos complet respecte a un valor absolut no arquimedià.

El 1976, I. V. Čerednik [Čer76] va observar que les corbes de
Shimura amb discriminant múltiple de p són de fet corbes de Mum-
ford (sobre una certa extensió finita de Qp), i va construir expĺıcitament
(en funció de l’àlgebra de quaternions) aquesta uniformització. El
mateix any 1976, V. G. Drinfeld [Dri76] va aclarir i millorar aquests
resultats de Čerednik dotant d’una interpretació de moduli al semiplà
superior de Poincaré p-àdic. A la vegada va donar una formulació de
la uniformització p-àdica però ara sobre Qp, perfectament anàloga a
la uniformització complexa.

En aquesta presentació farem una breu ullada a tots aquests re-
sultats, des de les corbes de Mumford i la seva uniformització ŕıgida
anaĺıtica, el semiplà superior de Poincaré p-àdic i formal juntament
amb la seva interpretació de moduli, i, finalment, la uniformització
de les corbes de Shimura.

3.1 Corbes de Mumford

Sigui K un cos complet respecte a una valoració discreta, i sigui

C = K̂ la completació de la clausura algebraica de K. Sigui R l’anell
d’enters de K, k el cos residual de R, π un uniformitzant de R i | |
el valor absolut de K i la seva extensió a C.

3.1.1 Definició. Una corba X sobre R amb fibra genèrica llisa i
projectiva s’anomena estable si és pròpia i plana sobre R i la seva
fibra sobre k és geomètricament redüıda, connexa, amb singularitats
que siguin punts dobles ordinaris i tal que cada component racional
interseca les altres en, com a màxim, tres punts (fet que implica que
el gènere de X és més gran que 1).

Una corba estable X sobre R té reducció totalment degenerada
split si tots els components de (la normalització de) la seva reducció
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són isomorfs a P1 i tots els punts dobles són k-racionals.

Finalment, si X és una corba irreductible, llisa i projectiva sobre
K, direm que és una corba de Mumford si té un model estable X
sobre R amb reducció totalment degenerada split.

Les corbes de Mumford són l’equivalent a les corbes el.ĺıptiques
de Tate per a gènere més gran que 1.

3.1.2 Teorema. Sigui X una corba irreductible, llisa i projectiva so-
bre K. Si X és una corba de Mumford, aleshores

1. La jacobiana Jac(X) té reducció tòrica split, o sigui que la re-
ducció del component connex del model de Néron és isomorf a
Gm

g.

2. La jacobiana Jac(X) és isomorfa com a varietat ŕıgida anaĺıtica
a Gm

g mòdul una xarxa.

3. Si ℓ és un nombre primer diferent de la caracteŕıstica de k,
aleshores el primer grup de cohomologia étale verifica que

dimQℓ
H1(Xet, Qℓ)(1)GK = g,

on GK és el grup de Galois absolut de K, i (1) és el twist de Tate
(o sigui és el producte tensorial amb Qℓ(1) := (limµℓn(K̄)) ⊗
Qℓ).

A més a més, totes les condicions anteriors són equivalents.

La demostració d’aquest teorema es basa en diversos resultats:
que les corbes de Mumford verifiquen 1 és conseqüència de la se-
va uniformització no arquimediana i es pot consultar en el llibre de
Gerritzen i Van der Put [GvdP80] o bé en els articles de Bosch i
Lütkebohmert [BL85] i [BL84]; que 2 i 3 són equivalents a 1 és
una conseqüència de la uniformització ŕıgida anaĺıtica de les vari-
etats abelianes (vegeu per exemple l’article de Bosch i Lütkebohmert
[BL91]).

3.1.3 Exemple. Les corbes X0(p), on p és un nombre primer, són
corbes de Mumford sobre Qp2 , l’única extensió quadràtica no rami-
ficada de Qp. No ho són sobre Qp ja que les singularitats de la seva
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reducció (per a un model adequat) són definides sobre Fp2 ja que
es corresponen (via la interpretació de moduli) a certes corbes el-
ĺıptiques supersingulars que estan definides sobre Fp2 .

El nostre objectiu és veure que les corbes de Mumford tenen una
uniformització ŕıgida anaĺıtica similar a la uniformització complexa.
Abans cal que definim l’objecte que jugarà el paper del semiplà su-
perior de Poincaré.

3.2 El semiplà superior no arquimedià

Com abans, sigui K un cos complet respecte a una valoració discreta,

i sigui C = K̂ la completació de la clausura algebraica de K. Sigui
R l’anell d’enters de K, k el cos residual de R que suposarem finit,
π un uniformitzant de R i | | el valor absolut de K i la seva extensió
a C. Molts dels resultats d’aquesta secció són vàlids amb lleugers
canvis si el cos residual no és finit (vegeu la remarca 3.2.9).

3.2.1 Definició. El semiplà superior no arquimedià (associat a K)
és el conjunt Ω := P1

C(C) \ P1
K(K) = C \ K, amb l’estructura de

varietat ŕıgida anaĺıtica sobre K que definirem seguidament.

3.2.2 Observació. L’anàleg arquimedià de Ω és l’espai Ω := P1
C\P1

R;
aquest espai és no connex i per això agafem normalment el semiplà
superior. En el cas no arquimedià Ω és connex, i per tant ens hem
de quedar amb tot Ω.

Per poder definir una estructura de varietat ŕıgida anaĺıtica a Ω
hem d’estudiar primer l’arbre de PGL(2, K), també anomenat arbre
de Bruhat-Tits.

Anomenarem xarxa de K2 un sub-R-mòdul lliure de K2 de rang
2. Direm que dues xarxes M1 i M2 són (homotèticament) equivalents
si existeix un λ ∈ K tal que M2 = λM1. Designarem amb la notació
[M ] les classes mòdul homotècia de xarxes en K2.

El graf T de PGL(2, K) és definit per les dades següents:
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Figura 3.1: Arbre T per a Q2.

(i) els vèrtexs de T són les classes mòdul homotècia de xarxes de
K2.

(ii) dos vèrtexs s i s′ estan units per una aresta si i només si ex-
isteixen M1 ∈ s i M2 ∈ s′ tals que πM2 Ã M1 Ã M2, o,
equivalentment, M1/M2

∼= k.

3.2.3 Proposició. El graf T és un arbre. Fixat un vèrtex s, tenim
una correspondència entre el conjunt d’arestes amb origen s i els
punts de P1

k(k).

3.2.4 Exemple. Suposem que K = Qp amb p = 2. Aleshores cada
vèrtex de l’arbre T té tres arestes que surten d’ell, i és infinit (però
localment finit). Vegeu la figura 3.1.

3.2.5 Observació. El grup PGL(2, K) actua de manera natural en
T de la manera següent. Si A és una matriu de GL(2, K),

(i) per a tot vèrtex [M ] de T , A[M ] := [AM ];

(ii) si tenim dos vèrtexs s i s′ units per una aresta [s, s′], aleshores
A[s, s′] := [As, As′].

És senzill comprovar que aquesta acció està ben definida.
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Finalment observem que els “punts ĺımit”de l’arbre T són els
punts de P1

K(K).

3.2.6 Observació. Definim semiĺınies de T les successions infinites
de vèrtexs {sn} sense repetició tals que si està connectada a si−1

per a tot i. Aleshores el conjunt de semiĺınies de T (amb la relació
d’equivalència natural tal que dues semiĺınies son equivalents si dife-
reixen en un nombre finit de vèrtexs) és correspon de manera natural
als punts de P1

K(K).

En efecte, només hem de prendre un representant Mi de si per a
cada i i considerar el subespai

⋂
i Mi ⊗R K ⊂ K2; aquest subespai

ens determina el punt buscat.

Per definir una estructura d’espai ŕıgid anaĺıtic a Ω el que farem
serà identificar T amb el graf dual de la reducció d’un cert model for-
mal de Ω sobre R. Recordem que els espais ŕıgids anaĺıtics són sempre
la “fibra genèrica”d’esquemes formals (sota unes certes condicions de
finitud). En general no tenim un model formal canònic d’un espai
ŕıgid anaĺıtic; en el nostre cas, però, en construirem un.

Observem que donar una xarxa M de K2 mòdul homotècia és
equivalent a donar un esquema X sobre R isomorf a la recta projectiva
P1

R amb fibra genèrica P1
K ,

P(M) := Proj(Sym(HomR(M, R))).

Els punts R-racionals de P(M) es corresponen aleshores als morfismes
com a R-mòduls M → R. Tenim que dues xarxes M i M ′ són equi-
valents mòdul homotècia si i només si l’isomorfisme canònic entre les
fibres genèriques de P(M) i P(M ′) puja a un isomorfisme entre P(M)
i P(M ′).

Ara, donada una aresta [s, s′] de T , escollim M ∈ s i M ′ ∈ s′ tal
que πM Ã M ′ Ã M . Els morfismes exhaustius M → M/M ′ ∼= k i
M ′ → M ′/πM ∼= k ens determinen punts p ∈ P(M) i p′ ∈ P(M ′).
Considerem l’esclatament (blowing up) Bp(P(M)) de P(M) en el punt
p i igualment Bp′(P(M ′)); aquests dos esquemes són canònicament
isomorfs i el designarem mitjançant P(M, M ′).

3.2.7 Observació. La fibra en k de l’esquema P(M, M ′) és isomorfa
a dues rectes projectives que es tallen en un punt.
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3.2.8 Observació. Es pot donar una descripció més expĺıcita de
P(M, M ′) de la següent forma: si escollim com abans M ∈ s i M ′ ∈ s′

tal que πM Ã M ′ Ã M i prenem e0, e1 una base de M tal que e0, πe1

sigui una base de M ′, aleshores tenim que

P(M) ∼= Proj(R[X0, X1]))

P(M ′) ∼= Proj(R[Y0, Y1])

P(M, M ′) ∼= la clausura de Y0X1 − πX0Y1 = 0 a

Proj(R[X0Y0, X0Y1, X1Y0, X1Y1]),

on Xi : M → R donats per Xi(ej) = δij , i Yi : M → R donats per
Yi(e0) = δi0 i Yi(πe1) = δi1.

Ara, donat un vèrtex s de T , sigui Ωs l’esquema P(M) \P(M)(k)

i Ω̂s la completació de Ωs al llarg de la fibra tancada. I, donada una
aresta [s, s′] designarem mitjançant Ω[s,s′] l’esquema P(M, M ′) menys

els seus punts k-racionals i mitjançant Ω̂[s,s′] la seva completació al
llarg de la fibra tancada.

Tenim que els esquemes formals Ω̂s i Ω̂s′ són de manera natural
subesquemes formals oberts de Ω̂[s,s′]. Això ens permet d’anar en-

ganxant els diferents esquemes formals Ω̂[s,s′] per a totes les arestes

de T fins a obtenir l’esquema formal Ω̂.

3.2.9 Remarca. De fet aquest procediment no el podem fer a menys
que l’arbre T sigui localment finit, o sigui que a cada vèrtex li arriben
sols un nombre finit d’arestes. Per exemple, si el cos residual k és
finit, aleshores T és localment finit.

En el cas que el nostre cos residual no és finit, l’únic que podem
aconseguir és construir un semiplà superior de Poincaré no arquime-
dià per a qualsevol subarbre localment finit.

3.2.10 Observació. La fibra especial de Ω̂ és l’arbre de rectes pro-
jectives sobre k intersecant-se en els punts k-racionals. El seu graf
associat és T (o sigui que T és el graf dual de la fibra especial de Ω̂).
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Finalment ens cal veure que la fibra genèrica de Ω̂ es pot identi-
ficar amb Ω. En fer-ho obtindrem de pas un recobriment per oberts
afinoides de Ω que ens definirà la seva estructura ŕıgida anaĺıtica.

Comencem per identificar qui és la fibra genèrica de Ω̂s i de Ω̂[s,s′].

3.2.11 Lema. La fibra genèrica de Ω̂s és isomorfa al subconjunt de
C

{ξ ∈ C | |ξ| ≤ 1} \
⋃

a ∈ R
mod πR

{ξ ∈ C | |ξ − a| ≤ 1}.

3.2.12 Lema. La fibra genèrica de Ω̂[s,s′] és isomorfa al subconjunt
de C

{ξ ∈ C | |ξ| ≤ 1} \
⋃

a ∈ R
mod πR

{ξ ∈ C | |ξ − a| < 1}

\
⋃

b ∈ πR
mod π2R

{ξ ∈ C | |ξ − a| < |π|}

on la fibra genèrica de Ω̂s s’identifica amb el conjunt definit al lema
anterior i la fibra genèrica de Ω̂s′ s’identifica amb

{ξ ∈ C | |ξ| ≤ |π|} \
⋃

b ∈ πR
mod π2R

{ξ ∈ C | |ξ − a| < |π|}.

La demostració d’aquests lemes és senzilla; per demostrar el segon
cal identificar P(M, M ′) amb l’esclatament Bp(P(M)) de P(M) en el
punt p : M → M/M ′ ∼= k. Vegeu la figura 3.2 de l’obert del lema
anterior en el cas K = Q2.

Tampoc és dif́ıcil de comprovar que cadascun d’aquests conjunts
són varietats ŕıgides anaĺıtiques afinoides. Podeu consultar per exem-
ple l’excel.lent article de Boutot i Carayol [BC91].
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1 02
Obert associat a s'Obert associat a sObert associat a ]s,s'[

Figura 3.2: Fibra genèrica de Ω̂[s,s′] per a Q2.
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Ara s’han d’identificar aquests conjunts amb subconjunts de Ω.
És clar que només és necessari fer-ho per a la fibra genèrica de Ω̂[s,s′].

Escollim com abans M ∈ s i M ′ ∈ s′ tal que πM Ã M ′ Ã M i
prenem e1, e2 una base de M tal que e1, πe2 sigui una base de M ′.
Aleshores e1 = (e1

1, e
2
1) ∈ K2 i e2 = (e1

2, e
2
2) ∈ K2, i podem identificar

Ω amb C \K mitjançant l’aplicació que a cada [a : b] ∈ Ω = P1
C \ P1

K

li associa
Ω −→ C \ K

[a : b] 7−→ ae1
1
+be2

1

ae1
2
+be2

2

.

Utilitzem aquest morfisme per identificar la fibra genèrica de Ω̂[s,s′]

amb un subconjunt de Ω.

3.2.13 Proposició. La construcció anterior ens dóna un recobri-
ment de Ω per a varietats ŕıgides anaĺıtiques afinoides que ens de-
termina una estructura de varietat ŕıgida anaĺıtica sobre K de Ω.

La reducció d’aquesta varietat respecte a aquest recobriment és
el graf infinit de rectes projectives que es tallen en els seus punts
k-racionals.

La demostració d’aquest fet és estàndard. Per a reduccions de
varietats ŕıgides anaĺıtiques respecte a recobriments podeu consultar
el llibre [BGR84] o bé el llibre [GvdP80].

3.3 Uniformització de corbes de Mumford

Situem-nos a partir d’ara en el cas que K és una extensió finita de
Qp; aquest és, de fet, el cas que necessitem per estudiar les corbes de
Shimura i ens simplificarà alguns dels resultats. La teoria general es
pot consultar per exemple en el llibre [GvdP80] o bé de forma molt
resumida en l’article [Sch00].

El resultat de Mumford es basa a associar a cada corba de Mum-
ford X — tal com les hem definit en la primera secció — un cert
subgrup Γ de PGL(2, K) i demostrar que X és de fet isomorfa a
Γ\Ω′, per a una certa subvarietat anaĺıtica ŕıgida de Ω.
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La idea és senzilla: considerem el graf associat a la reducció de
X (si es vol el graf dual de la reducció de X) i el seu recobriment
universal G. Es pot veure que el recobriment universal és de fet un
subarbre (localment finit) T ′ de l’arbre T de Bruhat-Tits. El grup de
transformacions Γ d’aquest recobriment universal és el grup buscat.
Observeu que és un grup lliure amb g generadors, on g és el nombre
de “llaços”del graf. Constrüım aleshores el subespai Ω′ := ΩT ′ de Ω
associat a T ′ (vegeu la remarca 3.2.9).

Tenim aleshores un morfisme recobridor de la reducció de Ω′ a
la reducció de X amb grup de transformacions Γ. Aquest morfisme
puja a un morfisme d’esquemes formals de Ω̂′ a la completació formal
respecte a la fibra especial del model de X escollit, que ens dóna
un isomorfisme entre aquesta completació formal i Γ\Ω̂′ Finalment
aquest Γ es pot identificar amb un subgrup de PGL(2, K), grup de
transformacions de la recta projectiva sobre K.

3.3.1 Definicions. Un subgrup Γ de PGL(2, K) diem que és un sub-
grup de Schottky si és discret, lliure de torsió i lliure amb dos o més
generadors.

Donat un subgrup de Schottky Γ, sigui ΣΓ és conjunt de punts
de P1

K que són fixos per algun element de Γ diferent de la identi-
tat. Tenim que ΣΓ ⊂ P1(K) i que és infinit (ja que Γ té dos o més
generadors).

Ara, donat un subconjunt infinit Σ ⊂ P1(K), definim el subgraf
TΣ de T que té com a vèrtexs

V er(TΣ) := {[s(x0, x1, x2)] | (x0, x1, x2) ∈ Σ3},

on [s((x0, x1, x2))] és l’únic vèrtex de T intersecció de les tres semiĺı-
nies associades a cada un dels xi (vegeu 3.2.6), i com a arestes totes
les arestes entre els vèrtexs donats.

Finalment, denotem per ΩΓ el subespai ŕıgid anaĺıtic de Ω associat
a l’arbre TΣ per a Σ = ΣΓ, i per Ω̂Γ el subesquema formal de Ω
associat.

El següent teorema va ser demostrat per David Mumford [Mum72].
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3.3.2 Teorema. (Mumford) Sigui K una extensió finita de Qp amb
anell d’enters R. Aleshores,

(i) Donat Γ un grup de Schottky de PGL(2, K) existeix una corba
estable XΓ sobre R amb reducció totalment degenerada split tal
que la seva completació formal respecte a la fibra especial és
isomorfa a Γ\Ω̂Γ.

(ii) Donada una corba estable X sobre R amb reducció totalment de-
generada split existeix un subgrup de Schottky Γ de PGL(2, K)
i un isomorfisme entre X i XΓ.

Del teorema es dedueix fàcilment la següent versió ŕıgida anaĺıtica.

3.3.3 Teorema. Sigui K una extensió finita de Qp. Aleshores

(i) Donat Γ un grup de Schottky de PGL(2, K) existeix una corba
de Mumford XΓ sobre K que és isomorfa a Γ\ΩΓ com a varietat
ŕıgida anaĺıtica.

(ii) Donada una corba de Mumford X sobre K existeix un subgrup
de Schottky Γ de PGL(2, K) i un isomorfisme entre X i XΓ.

Per a veure una generalització a cossos complets respecte a un
valor absolut no arquimedià podeu consultar [GvdP80].

3.3.4 Exemple. Ja hem dit que les corbes X0(p), on p és un nombre
primer, són corbes de Mumford sobre Qp2 , l’única extensió quadràtica
no ramificada de Qp. No es coneix, però, una interpretació aritmètica
del subgrup de Schottky associat.

3.4 El teorema de Čerednik-Drinfeld

Recordem primer algunes notacions per a les corbes de Shimura
(vegeu A. Rio, caṕıtol 1, secció 8).

3.4.1 Notació. Sigui B una àlgebra de quaternions indefinida de
discriminant D > 1, i sigui N ≥ 1 un nombre enter coprimer amb



3.4. El teorema de Čerednik-Drinfeld 61

D. Fixem O(D, N) un ordre d’Eichler de conductor N a B, i O(D)
un ordre maximal. Sigui X(D, N) la corba de Shimura associada a
O(D, N). Sabem, gràcies a Shimura, que X(D, N) té un model pro-
jectiu i de tipus finit a Z[1/N ], interpretant-la com la corba associada
a un cert problema de moduli (vegeu V. Rotger, caṕıtol 2, teorema
2.2.3 i r. Re, caṕıtol 4).

3.4.2 Notació. Sigui Cp la completació de la clausura algebraica de
Qp. Si K és una extensió finita de Qp, designarem mitjançant ΩK el
semiplà superior no arquimedià associat a K; o sigui,

ΩK := P1
Cp

(Cp) \ P1
K(K),

amb l’estructura d’espai ŕıgid anaĺıtic definida a la secció 3.2. Per a
simplificar la notació, quan K = Qp utilitzarem Ω. Igualment Ω̂K i

Ω̂ seran els esquemes formals associats. Finalment, designarem per
Qp2 a l’extensió quadràtica no ramificada de Qp.

Fixem p un primer que divideixi D (i no divideixi N), i considerem
X(D, N) sobre Qp i sobre Zp. El teorema de Čerednik-Drinfeld ens
diu que X(D, N) és de fet una corba de Mumford sobre Qp2 , i a
més ens determina quin grup de Schottky hem de prendre. De fet,
el teorema ens dóna també una mena d’uniformització de X(D, N)
sobre Qp: és la torçada del quocient d’una corba de Mumford.

La idea bàsica prové de la següent construcció de Čerednik, ano-
menada l’intercanvi d’invariants locals.

3.4.3 Definició. Sigui B una àlgebra de quaternions indefinida de
discriminant D > 1, i p un nombre primer dividint D. Aleshores
l’àlgebra de quaternions B(p) obtinguda a partir de B intercanviant
els invariants locals p i ∞ és l’àlgebra de quaternions definida amb
discriminant D/p.

3.4.4 Lema. Sigui O(D, N)(p) un ordre d’Eichler de conductor N a
B(p)(cf. Rio, caṕıtol 1). Sigui

Γ̃ := O(D, N)(p)[1/p]∗ ⊂ (B(p) ⊗ Qp)
∗ ∼= GL(2, Qp)

i
Γ̃+ = {γ ∈ Γ̃ | vp(det(γ)) ∼= 0 mod 2}.
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Aleshores, la imatge Γ+ de Γ̃+ dins de PGL(2, Qp2) és un subgrup de
Schottky.

Observem que Γ, la imatge de Γ̃ a dins de PGL(2, Qp), no és
un grup de Shottky, ja que no és lliure de torsió. Tot i aix́ı podem
considerar Γ\Ω, que és una corba però no és X(D, N). Per obtenir
X(D, N) ens cal fer una construcció una mica més elaborada.

Sigui Zp∞ l’anell de Witt de la clausura algebraica de Fp (o l’anell
d’enters de la màxima extensió no ramificada de Qp). Considerem
l’acció de Γ a Zp∞ donada a través del Frobenius:

γ(λ) = Frobn(γ)(λ)

∀λ ∈ Zp∞ i ∀γ ∈ Γ, on n(γ) := vp(det(γ)) i Frob és el Frobenius de
Zp∞ .

Podem fer operar aix́ı Γ a Ω̂⊗̂Zp∞ , que considerem com a esquema
formal sobre Zp. Tenim aleshores el teorema següent.

3.4.5 Teorema. (Čerednik-Drinfeld) La completació formal res-
pecte a la fibra especial de la corba X(D, N) sobre Zp és canònicament
isomorfa a l’esquema formal

Γ\
(
Ω̂⊗̂Zp∞

)
.

Aquest teorema de fet es pot explicitar una mica més. Tenim que
l’acció de Γ a Ω factoritza a través de Γ+, d’on

Γ+\
(
Ω⊗̂Zp∞

) ∼= (Γ+\Ω) ⊗̂Zp2 .

3.4.6 Corol.lari. X(D, N)⊗Qp2
∼= Γ+\ΩQ

p2
com a varietats ŕıgides

anaĺıtiques sobre Qp2.

Finalment podem veure que de fet la corba de Shimura X(D, N)
és una torçada de Γ+\Ω.

3.4.7 Corol.lari. Si designem W := Γ/Γ+, aleshores W és un grup
d’ordre 2, generat per w operant a ΩQ

p2
via el Frobenius, i tenim

X(D, N) ⊗ Qp
∼= W\

(
Γ+\ΩQ

p2

)
.
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Aquests dos corol.laris són conseqüències més o menys directes
del teorema. Per donar una idea de com es demostra aquest teorema
necessitem veure la interpretació de moduli que dóna Drinfeld del
semiplà superior formal.

Ens podem preguntar com és que hem de fer el procés d’intercan-
viar invariants locals. Una idea sobre aquest fet ens la pot donar la
següent proposició, conseqüència dels resultats de Serre i Tate sobre
varietats abelianes sobre cossos finits.

3.4.8 Proposició. Hi ha una única classe mòdul isogènia de parelles
(A, i), on A és una superf́ıcie abeliana sobre k := Fp i

i : O(D) →֒ Endk(A)

és una acció de O(D) a A. A més, A és isògena al producte de dues
corbes el.ĺıptiques supersingulars.

Finalment, tenim un isomorfisme natural entre B(p) i

EndO(D)((A, i)) ⊗ Q.

Com hem dit, la demostració de Drinfeld del teorema anterior es
basa en una interpretació del semiplà superior p-àdic com a espai de
moduli: és essencialment l’espai de moduli dels grups formals de pes
4 amb acció quaterniònica amb certes condicions de rigidificació. O
sigui, els grups formals que es comporten com el grup formal associat
a la varietat abeliana determinada en la proposició anterior. Aquest
és el pas més dif́ıcil de la demostració, on s’utilitzen tècniques de
grups formals i de mòduls de Dieudonné (vegeu l’article [BC91] per
a una exposició més detallada).

3.4.9 Teorema. (Drinfeld) Sigui A una superf́ıcie abeliana sobre
Fp amb acció de O(D). Sigui Φ el grup formal associat a A.

Donada una Zp∞-àlgebra B on p és nilpotent, designem per F (B)
el conjunt de classes d’isomorfisme de parelles (X, ρ) on X és un
esquema formal sobre B de dimensió 2 i alçada 4 amb acció de O(D)
i ρ és una quasi-isogènia d’alçada 0

ρ : ΦB/pB → XB/pB.
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Aleshores el functor F és representat per l’esquema formal sobre
Zp∞ donat per Ω̂⊗̂Zp∞.
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(Luminy, 1998), Progr. Math., vol. 187, Birkhäuser, Basel,
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Caṕıtol 4

Integral models of
Shimura curves
(after K. Buzzard)
R. Re

4.1 The functorial point of view on Shimura
curves

The present report is a brief summary of the author’s talk at the
seminar of the Number Theory group of the University of Barcelona
of year 2001. It consists of an exposition of the results contained in
the article [Buz97], by K. Buzzard. The author of these notes heart-
ly thanks prof. Pilar Bayer for her invitation to participate to this
seminar, and the Department of Mathematics of the University of
Barcelona for the hospitality.

False elliptic curves

Let D be an indefinite nonsplit quarternion algebra over Q, OD a
fixed maximal order of D and d = disc(D). Let S be a scheme on

67
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which d is invertible. A false elliptic curve over S is a pair (A/S, i)
where A/S is an abelian surface over S and i : OD → EndS(A) is an
injective ring homomorphism.

A false elliptic curve always admits a canonical principal polariza-
tion, whose associated Rosati involution in End(As), for any s ∈ S,
induces the involution on OD given by x 7→ t−1x̄t, where t ∈ OD is
such that t2 = −d.

Isogenies

Isogenies π of false elliptic curves (A, i) and (B, j) are defined as the
isogenies compatible with the structure maps i, j. Their transposed
πt : B → A are defined in terms of the canonical pricipal polarization
defined above. The false degree of an isogeny is the integer number
n = πtπ.

Level structures

A näıve full level M-structure on a f.e.c. (A/S, i) is an isomorphism
of schemes α : (OD ⊗Z/MZ)S → A[M ], where by A[M ] we mean the
M -torsion points of A (as group scheme over S.) This isomorphism
is required to preserve the left action of OD.
There is the following generalization of this to the concept of a näıve
H-structure on (A/S, i), for a subgroup H ⊆ (OD ⊗ Z/MZ)∗:
a näıve H-structure is a full M-structure on AUi

for each open set
Ui of an (étale) open covering of S such that two of these are related
by the left multiplication by an element in H on Ui ×S Uj . In other
words a global section of a suitable sheaf in the étale topology.
If we denote by OD,f the inverse limit of the rings OD ⊗Z/MZ, that

is OD ⊗ Ẑ, and calling U ⊆ O∗
D,f the preimage of H, we may also

speak of level U− structure, since a H− structure lifts to any M ′

divisible by M. In particular one may consider the following cases:
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• U = V0(M) the preimage of
{(

a b
c d

)
∈ GL2(Z/MZ) |c = 0

}

under the natural surjection uM : O∗
D,f → GL2(Z/MZ) ∼=

(OD ⊗ Z/MZ)∗.

• U = V1(M) the preimage of
{(

a b
c d

)
∈ GL2(Z/MZ) |c = 0 and d = 1

}
.

Shimura curves as algebraic stacks

Let U be a compact open subgroup of O∗
D,f with the following three

properties:

1. det(U) = Ẑ∗.

2. U is maximal at primes dividing d that is U = (OD ⊗Zp)
∗×U ′

for any p 6 |d.

3. U ⊆ V1(N) for some N ≥ 4 prime to d.

One defines MU as the smallest positive integer M prime to d and
such that keruM ⊆ U.

Then one defines the category XD(U) as follows: an object of
XD(U) is a f.e.c. (A/S/Z[1/MUd], iA) equipped with a level U−
structure; a morphism is a morphism of f.e.c. compatible with all
the given structures in the natural sense. There is a morphism of
XD(U) in the category of Spec(Z[1/MUd])−schemes given by sending
(A/S, i) to S. With all this set we can state the following theorems.

4.1.1 Theorem. If (1) and (2) hold then XD(U) is an algebraic
stack over Z[1/MUd]. Moreover the morphism

XD(U) → Spec(Z[1/MUd])

is proper of relative codimension one.
If also (3) holds then XD(U) is associated to a scheme, and XD(U) →
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Spec(Z[1/MUd]) is projective. Moreover its fibres are geometrically
irreducible.

The reader may look [CF90] for the basic definitions and results on
algebraic stacks.

New structures at l

One can add new structures to the algebraic stack XD(U).

• A Γ0(l)-structure on a f.e.c. A/S is an isogeny π of f.e.c’s π :
A/S → B/S of false degree l. Equivalently, a Γ0(l)-structure
can be thought as a finite subgroup scheme K ⊂ A[l] of rank l2

which is OD-invariant, interpreted as the kernel of an isogeny
of false degree l. If one considers the isomorphism of OD with

M2(Fl) then by taking e =

(
1 0
0 0

)
, one sees that K ∼= K1 ⊕

K2 where K1 = ker(e) and K2 = ker(1−e). Moreover K1
∼= K2

via the action of the element

(
0 1
1 0

)
and therefore K1 alone

is sufficient to determine K and therefore a Γ0(l)-structure.

• A Γ1(l)-structure on (A/S, i) is a Γ0(l)-structure, plus a gener-
ator P of K1.

• A balanced Γ1(l)-structure is a Γ0(l)-structure plus also a gen-
erator P ′ of K ′

1, which is the kernel of e∗ : K ′ → K ′ where K ′

is the kernel of the dual isogeny.

• A canonical balanced Γ1(l)-structure is as above plus the con-
dition that 〈P, P ′〉 = ωl, where 〈P, P ′〉 is the canonical pairing
between kerπ and kerπt and ωl is a fixed primitive l−th root
of unity.

The results on the new structures are the following.

4.1.2 Theorem. Let U be a compact group satisfying (1)-(3) as
above and suppose that l does not divide MUd. Then the functors
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from Z[1/MUd]-schemes to sets, which send S to the sets of isomor-
phism classes of f.e.c. over S equipped with a level U - structure
and a Γ0(l)-structure , or a canonical balanced Γ1(l)-structure are
representable by schemes XD(U,Γ0(l)) and XD(U, Bal.canΓ1(l)) re-
spectively.

The following theorem analyzes the structure of these schemes
more closely.

4.1.3 Theorem. One has the following:

1. XD(U,Γ0(l)) is smooth over Z[1/MUd] away from the supersin-
gular points in characteristic l.

2. XD(U,Γ0(l))/Z[1/MUd] is proper.

3. The forgetful map c : XD(U,Γ0(l)) → XD(U) is finite. More-
over c is flat and XD(U,Γ0(l)) is a regular scheme.

4. The fibre XD(U,Γ0(l))Fl
of XD(U,Γ0(l)) is composed of two

irreducible components, both isomorphic to XD(U)Fl
, which

intersect transversely at the supersingular points.

A similar theorem also holds for XD(U, Bal.can.Γ1(l)) as a scheme
over Spec(Z[1/MUd][ωl]). Here the role of XD(U) is played by a cov-
ering of it, the scheme XD(U, Ig(l)) representing the functor of iso-
morphism classes of f.e.c. plus Igusa structures. We will not discuss
this case in more detail.
The proof of these results follows similar techniques to those in [KM85],
and the results themselves are clear analogues of those holding for
modular curves.
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Caṕıtol 5

Operadors de Hecke.
Fórmula de les traces
A. Arenas

En aquestes notes introdüım l’àlgebra de Hecke respecte del grup de
les unitats de norma 1 d’un ordre d’Eichler d’una Q-àlgebra de quater-
nions indefinida. Això permet considerar sense ambigüitat els opera-
dors de Hecke i justificar la seva acció sobre les formes parabòliques
amb caràcter. L’objectiu final d’aquestes notes és arribar a la fórmula
de les traces d’aquests operadors, aix́ı com oferir una panoràmica gen-
eral dels mètodes i prerequisits emprats.

5.1 Operadors de Hecke

Un subgrup Γ de SL(2, R) s’anomena fuchsià de primera espècie si és
discret i Γ\H∗ és compacte; on H∗ = H∪ { puntes de Γ} i H denota
l’hiperplà superior de Poincaré. Per un teorema de Siegel ([Sie45]),
un subgrup de SL(2, R) és fuchsià de primera espècie si i només si
el volum de Γ\H∗ és finit. L’exemple més conegut és el del grup
modular SL(2, Z) i els seus subgrups de congruència. En aquestes
notes ens interessarem pel grup fuchsià de primera espècie

Γ(O) = {γ ∈ O|NB(γ) = 1},

75
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de les unitats de norma 1 d’un ordre O d’una Q-àlgebra de quater-
nions indefinida B. Per a provar que Γ(O) és fuchsià de primera
espècie cal fer primer un estudi previ detallat dels ordres de B

⊗
Qp

(veure ([Wei67a]) i, si denotem per AQ les adèles de Q, globalitzar
després els resultats obtinguts en l’idelitzat (B

⊗
AQ)∗ de B. Aix́ı

doncs, és gairebé essencial pensar aquest grup adèlicament:

Γ(O) = (GL+(2, R) × ΠpO∗
p) ∩ B∗,

on Op = O ⊗ Zp.

En el cas en què B sigui una Q-àlgebra de quaternions indefinida
de discriminant D i O(D, N) un ordre d’Eichler de nivell N de B,
denotarem per Γ(D, N) el corresponent grup d’unitats de norma 1.

Si B és una àlgebra de divisió, aleshores Γ\H és compacte i per
tant Γ(O) no té puntes.

Si D = 1 podem suposar B = M(2, Q), aleshores es recuperen el
grup modular i els seus subgrups de congruència. En particular, si

O =

{(
a b
c d

)
∈ M(2, Z)|c ≡ 0 mod N

}
,

es té Γ(O) = Γ0(N).

Pel fet que Γ(O) és un grup fuchsià de primera espècie tenim que
Γ(O)\H∗ és una superf́ıcie de Riemann compacta que dóna lloc a la
corba de Shimura X(Γ(O)) := relativa al grup Γ(O). Si O(D, N) és
un ordre d’Eichler de discriminant D i de nivell N , denotarem per
X(D, N) la corresponent corba de Shimura i observem que en el cas
Γ(O) = Γ0(N), obtenim la corba modular X0(N).

Donem ara un recull de les definicions habituals de formes auto-
morfes i d’operadors de Hecke introdüıts a partir de classes laterals
dobles (cf. [Shi71]).

Si f és una funció a valors complexos definida sobre H i α =(
a b
c d

)
és un element de GL+(2, R), aleshores l’acció, de pes k ∈ Z,

de α sobre f ve donada per:

(f |kα)(z) = (detα)
k
2 (cz + d)−kf(α(z)).
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Si Γ ⊂ SL(2, R) és un grup fuchsià de primera espècie i χ és un
caràcter de Γ d’ordre finit, una funció f : H → C s’anomena forma
automorfa de pes k respecte de Γ amb caràcter χ quan es compleixen
les condicions següents:

(i) f és meromorfa en H,

(ii) f |kγ = χ(γ)f , per a tot γ ∈ Γ,

(iii) f és meromorfa a les puntes de Γ.

Ak(Γ, χ) denotarà el conjunt de formes automorfes de pes k re-
specte de Γ amb caràcter χ.

Anàlogament es defineix el conjunt Gk(Γ, χ) de formes enteres
de pes k respecte de Γ amb caràcter χ, és a dir, f ∈ Gk(Γ, χ) si
f : H → C, és holomorfa, f |k = χ(γ)f,∀γ ∈ Γ, i f és holomorfa
a les puntes de Γ. En el cas en què Γ ⊂ SL(2, Z) sigui un subgrup
de congruència, Gk(Γ, χ) s’anomena espai de formes modulars. Per
Sk(Γ, χ) es denotarà l’espai de formes parabòliques, és a dir el format
per les formes enteres que s’anul.len a les puntes de Γ. Òbviament, si
Γ no té puntes els C-espais vectorials Gk(Γ, χ) i Sk(Γ, χ) coincideixen.

Donades dues formes enteres f ,g amb almenys una d’elles para-
bòlica, es defineix el producte escalar de Petersson:

< f, g >=

∫

Γ\H
f(z)g(z)yk−2dxdy,

amb z = x + iy.

Aquest producte és hermı́tic a l’espai de formes parabòliques.

Dos subgrups Γ, Γ′ d’un mateix grup G s’anomenen commensu-
rables, i això ho denotarem Γ ≈ Γ′, si [Γ : Γ∩Γ′] < ∞ i [Γ′ : Γ∩Γ′] <
∞. El subgrup de G

Γ̃ = {g ∈ G|gΓg−1 ≈ Γ}

s’anomena el commensurador de Γ.

Per a tot α ∈ Γ̃ considerarem la classe lateral doble ΓαΓ de α
respecte de Γ. Es té

ΓαΓ = ⊔Γαi,
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on αi = αγi, i on {γ1, ..., γn} és un conjunt de representants de (Γ ∩
α−1Γα)\Γ. Si Γ és un subgrup de G, ∆ ⊂ G és un semigrup de G
tal que Γ ⊂ ∆ ⊂ Γ̃, i considerem elements α, β ∈ ∆ amb les seves
corresponents classes laterals dobles ΓαΓ = ⊔Γαi, i ΓβΓ = ⊔Γβj , es
pot definir el següent producte:

(ΓαΓ).(ΓβΓ) =
∑

γ

cγ ΓγΓ,

amb
cγ = #{(i, j)|Γαiβj = Γγ}.

Es pot comprovar que aquesta definició no depèn dels representants
triats. Estenent per bilinealitat s’obté aix́ı l’anomenada àlgebra de
Hecke, que denotarem T(Γ, ∆), formada per les combinacions lineals
formals

∑
α∈∆ aαΓαΓ amb aα ∈ Z, aα = 0 per a quasi tot α. Els

elements de T(Γ, ∆) s’anomenen (per abús del llenguatge) operadors
de Hecke.

Donada una forma automorfa f ∈ Ak(Γ, χ), es defineix l’acció
d’una classe doble ΓαΓ sobre una forma automorfa f ∈ Ak(Γ, χ) de
la següent manera:

(f |ΓαΓ)(z) =
n∑

j=1

det(αj)
k
2
−1χ(αj)(f |αj)(z).

Aquesta definició és independent dels representants triats.

Sigui B una Q-àlgebra de quaternions indefinida de discriminant
D. Ara esbrinarem l’estructura de l’àlgebra de Hecke associada al
grup Γ = Γ(N, D) de les unitats de norma 1 d’un ordre d’Eichler
O = O(N, D) de nivell N de l’àlgebra B que, de fet, veurem que es
redueix a la de les corresponents àlgebres de Hecke locals. Denotem
per BA = B⊗QA l’adelitzat de B i considerem els següents conjunts

U = GL+(2, R) × ΠpO∗
p

i D = (GL+(2, R) × ΠpDp) ∩ B∗
A,

on

Dp =





{g ∈ Op|NBp(g) 6= 0}, si p ∤ N{(
a b

pec d

)
∈ Op| a ∈ Z∗

p, ad − pebc 6= 0

}
, si p | N



5.1. Operadors de Hecke 79

i el semigrup ∆ = O ∩ D.

La següent proposició permetrà considerar les àlgebres de Hecke:
T(O∗

p,Dp), T(U,D), T(Γ, ∆).

5.1.1 Proposició. U és un subgrup de B∗
A i D és un semigrup de

B∗
A. O∗

p és un subgrup de B∗
p i Dp és un semigrup de B∗

p. Γ és
un subgrup de B∗ i ∆ és un semigrup de B∗. A més es tenen les
inclusions: O∗

p ⊂ Dp ⊂ Õ∗
p, U ⊂ D ⊂ Ũ, Γ ⊂ ∆ ⊂ Γ̃.

El teorema següent permet reduir l’estudi de l’estructura de l’àlgebra
de Hecke T(Γ, ∆) al cas local.

5.1.2 Teorema. (i) L’aplicació

ΓαΓ 7→ UαU

indueix un isomorfisme

T(Γ, ∆) ∼= T(U,D).

(ii) L’aplicació
UgU 7→ O∗

pgpO∗
p,

on g = (gv), indueix un isomorfisme

T(U,D) ∼=
⊗

p

T(O∗
p,Dp).

L’estructura de l’àlgebra de Hecke local T(O∗
p,Dp) és donada pel

següent:

5.1.3 Teorema. Per a tot primer p, la Z-àlgebra T(O∗
p,Dp) és com-

mutativa, i es satisfà:

(i) T(O∗
p,Dp) = Z[T ′(1, p), T ′(p, p)], si p ∤ ND,

amb T ′(1, p) i T ′(p, p) algebraicament independents, on

T ′(1, p) = O∗
p

(
1 0
0 p

)
O∗

p,

T ′(p, p) = O∗
p

(
p 0
0 p

)
O∗

p.
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Els seus elements satisfan:

T ′(1, p)T ′(1, p) = T ′(1, p2) + (p + 1)T ′(p, p);
T ′(1, p)T ′(1, pe) = T ′(1, pe+1) + pT ′(p, p)T ′(1, pe−1), si e > 1;
T ′(p, p)T ′(pe, pf ) = T ′(pe+1, pf+1), per a qualssevol e, f ∈ Z+.

(ii) T(O∗
p,Dp) = Z[T ′(1, p)], si p|N,

amb T ′(1, p) algebraicament independent, i es té

T ′(1, p)T ′(1, pe) = T ′(pe+1),

per a tot e ∈ Z+.

(iii) T(O∗
p,Dp) = Z[O∗

pπpO∗
p], si p|D,

amb πp un element primer de Bp, i amb les relacions

O∗
pπ

2
pO∗

p = O∗
ppO∗

p

i

(O∗
pπpO∗

p)(O∗
pπ

e
pO∗

p) = O∗
pπ

e+1
p O∗

p,

per a tot e ∈ Z+.

5.1.4 Definició.

T (n) :=
∑

ΓαΓ,

amb les condicions n ∈ Z+, α ∈ ∆, NB(α) = n.

T (n, n) := ΓnΓ, si (n, N) = 1.

Tenint en compte que T(O∗
p, Dp) és un subanell de

⊗
p T(O∗

p, Dp) i
que aquest últim és isomorf a T(Γ, ∆) es té:

5.1.5 Proposició. (i) Si p ∤ ND, aleshores l’operador T (pm) cor-

respon a
∑O∗

p

(
pr 0
0 ps

)
O∗

p, amb la suma estesa a les parelles

(r, s) satisfent r + s = m, 0 ≤ r ≤ s. A més, l’operador de
Hecke T (p, p) correspon a O∗

ppO∗
p.

(ii) Si p|N , aleshores T (pm) correspon a O∗
p

(
1 0
0 pm

)
O∗

p.
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(iii) Si p|D, aleshores T (pm) correspon a O∗
pπ

m
p O∗

p.

Els resultats anteriors permeten de donar l’estructura de l’àlgebra
de Hecke T(Γ, ∆) respecte del grup d’unitats de norma 1 d’un ordre
d’Eichler O(D, N) d’una Q-àlgebra de quaternions indefinida de dis-
criminant D.

5.1.6 Teorema. L’àlgebra de Hecke T(Γ, ∆) és commutativa i

T(Γ, ∆) = Z[T (p), T (p, p), T (q)],

amb els T (p), T (p, p) i T (q) algebraicament independents, de manera
que p ∤ ND, q|ND.

Amb les següents lleis de multiplicació:

T (nm) = T (n)T (m) (n, m) = 1,
T (pr)T (p) = T (pr+1) + pT (p, p)T (pr−1) p ∤ ND,
T (qr)T (q) = T (qr+1) q|ND.

El teorema anterior és equivalent a dir que la sèrie formal de
Dirichlet

∑
T (n)n−s té producte d’Euler:

∑
T (n)n−s =

∏

p∤ND

(1 − T (p)p−s + pT (p, p)p−2s)−1

×
∏

q|ND

(1 − T (q)q−s)−1.

5.1.7 Remarques. (i) Tot caràcter χ de Dirichlet mòdul N indueix
un caràcter a Γ(D, N). (ii) T(Γ, ∆) opera a l’espai Gk(Γ, χ) de formes
modulars enteres i, en particular, a l’espai Sk(Γ, χ) de formes modu-
lars parabòliques.

Tenint en compte les propietats anteriors i treballant anàlogament
al cas modular s’obté el següent:

5.1.8 Teorema. Sigui Γ = Γ(N, D) i sigui χ un caràcter de Dirich-
let mòdul N , aleshores

〈f |kT (n), g〉 = 〈f, g|kχ(n)T (n)〉,
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per a f , g ∈ Sk(Γ, χ).

L’espai Sk(Γ, χ) té una base de funcions pròpies respecte de tots
els operadors de Hecke T (n) amb (n, N) = 1.

5.2 Fórmula de les traces

L’origen de la recerca d’una fórmula que permeti calcular les traces
dels operadors de Hecke es troba en el treball de E. Hecke [Hec40]
per tal de calcular nombres de representacions d’enters per formes
quadràtiques enteres. M. Eichler ([Eic55a], [Eic57]) dóna una fórmula
expĺıcita per a la traça dels operadors T (n) actuant a Sk(Γ0(N))
amb nivell N lliure de quadrats i pes k ≥ 2. H. Shimizu ([Shi63b],
[Shi63a]) generalitza la fórmula per a formes modulars de Hilbert,
però mantenint la condició de nivell N lliure de quadrats i, per qües-
tions tècniques, per a pes k ≥ 3. M. Yamauchi [Yam71] considera
nivell 4N , amb N imparell i lliure de quadrats. H. Hijikata [Hij74]
dóna una fórmula expĺıcita de la traça de T (n) que actuen sobre
Sk(Γ0(N), χ) per a nivell N qualsevol i pes k ≥ 2 i per a la traça de
T (n) actuant sobre Sk(Γ, χ), on Γ és el grup d’unitats de norma 1
d’un ordre d’Eichler dins una Q-àlgebra de quaternions indefinida de
discriminant D > 1. La fórmula de les traces s’aplica per a l’obten-
ció de dimensions d’espais de formes parabòliques, polinomis carac-
teŕıstics d’operadors de Hecke i bases d’espais de formes parabòliques
(cf. [Miy76], [Wad71], [Wad73]).

Cal recordar que Sk(Γ, χ) és un espai de Hilbert de dimensió finita
i per tant té la funció nucli

Kk(z1, z2) =
∑

i=1,...,d

fi(z1)fi(z2), ∀z1, z2 ∈ H,

on {f1, ..., fd} és una base ortonormal de Sk(Γ, χ). A més, es té la
notable propietat

Kk(z1, z2) = ε−1
∑

γ∈Γ

χ(γ)K(γ(z1), z2)j(γ, z1)
−k,

on

K(γ(z1), z2) =
k − 1

4π

(
z1 − z2

2i

)−k
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i ε = 2, 1 segons −I sigui o no un element de Γ.

5.2.1 Notació. Denotarem per T l’operador de Hecke T (n) definit
per la suma de totes les classes laterals dobles distintes ΓβΓ amb
β ∈ ∆ i N(β) = n. A més a més, denotarem per α ∈ T la condició
α ∈ ΓβΓ, on β ∈ ∆, N(β) = n, i observem que si α ∈ T , aleshores
α ∈ B∗.

5.2.2 Remarca. Si {f1, ..., fd} és una base ortonormal de Sk(Γ, χ)
aleshores la traça tr(T ) de T (n) actuant sobre Sk(Γ, χ) és donada per

tr(T ) =
∑

i=1,...d

〈fi|T, fi〉.

Ara aplicant successivament les definicions de producte escalar de
Petersson, d’acció d’un operador de Hecke sobre una forma parabòlica
i el valor de la funció nucli de Sk(Γ, χ) s’obté

tr(T ) = ε−1

∫

Γ\H

∑

α∈T

κ(z, α)y−2dxdy.

Com que Γ actúa sobre B per conjugació, podem considerar, en
particular, el grup d’isotropia

Γ(α) = {γ ∈ Γ|γαγ−1 = α},

dels elements α ∈ T i denotarem per T//Γ el conjunt de classes de
conjugació.

La integral i la suma involucrades en el càlcul de la traça es poden
invertir tenint en compte l’acció de Γ sobre T per conjugació:

tr(T ) = ε−1
∑

α∈T//Γ

∫

Γ(α)\H
κ(z, α) y−2dxdy.

Distingint ara segons l’element α ∈ T sigui un múltiple de ±I,
(α ∈ T o); una transformació elúĺıptica, (α ∈ T e); una transforma-
ció hiperbòlica, (α ∈ T h); o una transformació parabòlica, (α ∈ T p);
i donat que el tipus de α es respecta per conjugació, la suma precedent
que expressa la traça de T es pot descompondre en quatre sumands:

tr(T ) = to + te + th + tp ,
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amb

t∗ = ε−1
∑

α∈T ∗//Γ

∫

Γ(α)\H
κ(z, α) y−2dxdy.

(l’estrella * pot designar o, e, h, p).

En el cas de α ∈ T o és fàcil fer els càlculs. Es té

α =

(
a 0
0 a

)
, Γ(α) = Γ

i aleshores ∫

Γ(α)\H
κ(z, α)y−2dxdy

= det(α)k−1χ(α)
k − 1

4π

∫

Γ\H

(
z − z

2i

)−k

a−kyk−2dxdy

= det(α)k−1χ(α)
k − 1

4π
a−k

∫

Γ\H

(
2iy

2i

)−k

yk−2dxdy

= sgn(α)k det(α)
k
2
−1χ(α)

k − 1

4π
vol(Γ\H).

Els càlculs involucrats en els altres sumands són tediosos, però esde-
venen relativament senzills si prèviament es consideren els punts fixos
de les transformacions que hi surten. Concretament, cal remarcar en
el cas hiperbòlic que si α ∈ T h té almenys un punt fix que sigui punta
de Γ, aleshores l’altre punt fix també és una punta de Γ. Si α ∈ T h

és tal que cap dels seus dos punts fixos és una punta de Γ, aleshores

∫

Γ(α)\H
κ(z, α) y−2dxdy = 0,

i, en el cas parabòlic, que el seu punt fix és necessàriament una punta
de Γ. En definitiva, resulta el següent:

5.2.3 Teorema.

to =
k − 1

4π
ε−1vol(Γ\H)

∑

α∈T 0

χ(α)sgn(α)k det(α)
k
2
−1,

te = −
∑

α∈T e//Γ

χ(α)k(α)l(α),
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th = −
∑

α∈T h//Γ

χ(α)k(α)l(α),

tp = −lims→0+

∑

α∈T p//Γ

χ(α)k(α)l(α),

on

k(α) =





ηk−1
α − ζk−1

α

ηα − ζα
, α ∈ T e,

min{|ζα|, |ηα|}k−1

|ζα − ηα|
sgn(α)k, α ∈ T h,

s

4
sgn(α)k det(α), α ∈ T p,

sgn(α) = sgn(ζα),

l(α) =





(2ε)−1, α ∈ T e,

ε−1, α ∈ T h,

ε−1|m(α)|s+1, α ∈ T p,

on m(α) s’expressa bàsicament en termes de l’arrel ζα (cf. [Miy76],
chap. 6).

Observem que si Γ\H és compacte, aleshores tp = th = 0. Per
tal de calcular les sumes que surten al teorema anterior, considerem
l’acció de B∗ sobre T per conjugació. Sigui α ∈ B∗ ∩ O, α /∈ Q,
denotem per C(α) l’òrbita de α

CB∗(α) = {δαδ−1|δ ∈ B∗}.

Si α ∈ T , aleshores α ∈ B∗∩O, ja que Γ ⊂ ∆ = O∩D i det α = n > 0.

Denotem S = T e, T h, T p. Aleshores:

S ∩C(α) = T ∩C(α), la qual cosa permet unificar notacions. Per
tal de calcular ∑

α∈S//Γ

χ(α)k(α)l(α),



86 Cap. 5 Operadors de Hecke. Fórmula de les traces

trencarem aquesta expressió en tres sumes.

La funció k(α), α ∈ S, és invariant respecte de la conjugació re-
specte d’elements de B∗:

k(α) = k(δαδ−1), ∀δ ∈ B∗.

Per tant:
∑

α∈S//Γ

χ(α)k(α)l(α) =
∑

α∈S//B∗

k(α)
∑

β∈(T∩C(α))//Γ

χ(β)l(β).

Si α ∈ T, α /∈ Q, considerem la Q-àlgebra Q[α]. Si α ∈ T e ∪ T h ∪ T p,
tenim:

Q[α] ∼=





Q(
√

d), d < 0, α ∈ T e,
Q × Q, α ∈ T h,
Q[ε], ε2 = 0, α ∈ T p.

Aquest últim resultat ve d’observar que el discriminant del polinomi
caracteŕıstic de α coincideix amb el discriminant de l’equació de punts
fixos de α.

5.2.4 Remarca. Si β := δαδ−1 ∈ T ∩C(α), aleshores Q[α]∩ δ−1Oδ
és un ordre rβ de Q[α] que conté Z[α]. Si rβ

′ = rβ, es té l(β
′

) = l(β)
i es denota per l(r). Tenint aquests resultats en consideració, s’obté:

∑

α∈S//Γ

χ(α)k(α)l(α)

=
∑

α∈S//B∗

k(α)
∑

Z[α]⊂r

l(r)
∑

β∈(T∩C(α,r))//Γ

χ(β) ,

on
C(α, r) = {δαδ−1 | δ ∈ B∗, Q[α] ∩ δ−1Oδ = r}.

5.2.5 Notació.

ZA = R ×
∏

p

Zp, OA = O ⊗ ZA,

rA = r ⊗ ZA,

CA(α) = {hαh−1 | h ∈ B∗
A},

CA(α, r) = {hαh−1 | h ∈ B∗
A, QA[α] ∩ h−1OAh = rA}.
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5.2.6 Propietats.

C(α) ⊂ CA(α), C(α, r) ⊂ CA(α, r).

L’aplicació natural C(α)//Γ → CA(α)//U és epijectiva i el cardinal
de la preimatge de cada element és el nombre de classes h(r) de l’ordre
r corresponent. A més:

∑

β∈(T∩C(α,r))//Γ

χ(β) = h(r)
∑

g∈(TA∩CA(α,r))//U

χ(g).

Tenint en compte que χv(gv) = 1, si v = ∞ o bé v ∤ N es té:

∑

g∈(TA∩CA(α,r))//U

χ(g) =
∏

v

∑

gv∈(Tv∩Cv(α,r))//O∗

v

χv(gv).

Aquestes observacions ens permeten en essència reduir els càlculs
de les sumes precedents al cas de les idèles o, dit en altres paraules, als
corresponents càlculs en totes les localitzacions. Els detalls d’aquestes
reduccions es fan un xic llargs, però finalment s’arriba a provar el
següent:

5.2.7 Teorema. (Eichler, Selberg, Shimizu, Miyake). Sigui B una
Q-àlgebra de quaternions indefinida de discriminant D, i sigui O ⊂ B
un ordre d’Eichler de nivell N =

∏
p pν amb la condició (D, N) = 1.

Sigui

Γ = {γ ∈ O∗|NB(γ) = 1}
el grup de les unitats de norma 1 de O. Sigui χ un caràcter de
Dirichlet mòdul N de conductor mχ =

∏
p pe i considerem l’operador

de Hecke

T (n) =
∑

ΓβΓ,

amb β ∈ ∆, NB(β) = n i l’espai de formes parabòliques de pes k ≥ 2,
Sk(Γ, χ). Aleshores, es té la fórmula següent:

tr(T (n)) = tr(T (n)|Sk(Γ, χ))

= χ(
√

n)
k − 1

12
n

k
2
−1N

∏

p|N
(1 + p−1)

∏

p|D
(p − 1)
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−
∑

t

a(t)
∑

f

b(t, f)c(t, f) + δ2(N, n),

amb χ(
√

n) = 0 si n no és un quadrat i per a certes funcions a, b, c,
δ2, explicitades, per exemple, en ([Miy76], pp.263,264).

Una generalització d’aquesta fórmula per a pes semienter es troba
en el treball de G. Shimura [Shi74].
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Caṕıtol 6

Congruències
d’Eichler-Shimura
A. Travesa

6.1 Definicions i notacions

6.1.1 • Fixem una Q-àlgebra de quaternions indefinida, B; un ordre
maximal, O ⊆ B; i una immersió de B en B ⊗Q R ≃ M(2, R), χ :
B −→ M(2, R).

• Sigui D := disc(B) = disc(O) el discriminant de l’àlgebra de quater-
nions, que coincideix amb el dels ordres maximals, i considerem el
subgrup d’unitats de norma 1 de O, Γ := {α ∈ O : n(α) = 1}.
• Considerem, també, el semigrup dels elements de O de norma posi-
tiva, ∆ := {α ∈ O : n(α) > 0}.
• Denotarem per α 7→ α′ la conjugació canònica de B; aquesta con-
jugació es pot veure com la restricció de la conjugació de M(2, R),

[
a b
c d

]
7→

[
d −b
−c a

]
.

• Per a tot ideal bilateral a = αO = Oα ⊆ O, escriurem Γα := Γa :=
{γ ∈ Γ : γ ≡ 1 (mod a)}.

91
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• Notem que, per a tot nombre enter m 6= 0, mO = Om és un ideal
bilateral, ja que m és un element regular i central. En particular,
podem considerar el grup Γm.

• Se satisfan les inclusions Γ ⊆ ∆ ⊆ Γ̃, on Γ̃ = B∗ és el commensu-
rador de Γ en B∗. Per tant, podem parlar de l’anell de Hecke R(Γ, ∆)
(cf. Arenas, caṕıtol 5).

• Si, per a α ∈ ∆, posem

deg(ΓαΓ) := #{Γαi : Γαi ⊆ ΓαΓ, αi ∈ B∗},
obtenim que deg(ΓαΓ) = [Γ : Γ ∩ α−1Γα] = [αΓα−1 : αΓα−1 ∩ Γ] <
+∞, perquè α ∈ Γ̃.

6.1.1 Divisors elementals

6.1.2 Volem associar, a cada α ∈ ∆, una famı́lia de “divisors ele-
mentals”, un per a cada nombre natural primer.

• Si p ∤ D, és Bp := B⊗QQp ≃ M(2, Qp) i l’isomorfisme pot ésser triat
de manera que Op := O ⊗Z Zp s’identifiqui amb M(2, Zp). Llavors,
vist α en M(2, Zp), existeixen ε1, ε2 ∈ GL(2, Zp) tals que ε1αε2 =[
pe1 0
0 pe2

]
, on e1, e2 ∈ Z i 0 ≤ e1 ≤ e2. El p-èsim divisor elemental

associat a α és, per definició, la parella (e1, e2).

• Si p|D, Bp és un cos no commutatiu i Op és l’únic ordre maximal de
Bp. Sigui πp ∈ Op un element qualsevol de norma p (l’existència n’és
garantida, ja que en B hi ha elements de norma qualsevol nombre
racional donat). Ara, l’ideal Opα generat per α en Op és una certa
potència de Opπp, posem Opα = (Opπp)

ep , on ep ∈ Z, ep ≥ 0, és
un nombre enter independent de l’element πp elegit de norma p. El
p-èsim divisor elemental associat a α és, per definició, ep.

6.1.3 Proposició. Siguin α, β ∈ ∆. Les propietats següents són
equivalents.

(a) ΓαΓ = ΓβΓ.

(b) Per a tot nombre natural primer p, el p-èsim divisor elemental
de α coincideix amb el p-èsim divisor elemental de β.
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(c) Els O-mòduls O/Oα O/Oβ són isomorfs.

(d) Existeix γ ∈ Γ tal que Oαγ = Oβ. ¤

Notem que les condicions (a), (c) i (d) són globals, mentre que la
condició (b) és intŕınsecament local.

6.2 Sèries de Dirichlet formals

Donat un anell R, que suposarem que és commutatiu, l’anell de les
sèries de Dirichlet de coeficients en R és l’anell que té per elements les
funcions aritmètiques S : N−{0} −→ R; és a dir, les successions S :=
(S(1), S(2), . . . , S(n), . . . ) d’elements S(n) ∈ R. La suma es defineix
com la suma de successions, i el producte és la convolució de Dirichlet,
definida de la manera següent. Si S = (S(1), S(2), . . . , S(n), . . . ) i
T = (T (1), T (2), . . . , T (n), . . . ), S(n), T (n) ∈ R, llavors,

S ∗ T := (U(1), U(2), . . . , U(n), . . . ),

on, per a tot nombre natural n ≥ 1, és

U(n) :=
∑

d|n
S(d)T (n/d).

És un exercici immediat comprovar que aquestes operacions determi-
nen una estructura d’anell, que anomenarem l’anell de les sèries de
Dirichlet de coeficients en R.

És usual escriure les sèries de Dirichlet en la forma

D(S; s) =
∑

n≥1

S(n)n−s,

i el producte de Dirichlet s’ha definit de manera que se satisfaci for-
malment la propietat que

D(S; s)D(T ; s) =
∑

n≥1

S(n)n−s
∑

n≥1

T (n)n−s

=
∑

n≥1

(S ∗ T )(n)n−s = D(S ∗ T ; s),
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on els śımbols n−s (de moment, només són śımbols) satisfan les pro-
pietats (n · m)−s = n−sm−s, per a tot m, n ∈ Z, m, n ≥ 1, per
definició.

6.2.1 Observació. Notem que si, per exemple, s és una variable
complexa, es pot definir una funció N − {0} × C −→ C per (n, s) 7→
n−s, de manera que se satisfan les propietats anteriors dels śımbols
n−s.

6.2.1 Productes d’Euler formals

Sigui D(S; s) una sèrie de Dirichlet formal de coeficients en un anell
commutatiu R i suposem que la funció aritmètica S : N − {0} −→ R
és multiplicativa; és a dir, que se satisfà que S(mn) = S(m)S(n), per
a m, n ≥ 1 tals que mcd(m, n) = 1.

En aquest cas, se satisfà la propietat que

D(S; s) =
∑

n≥1

S(n)n−s =
∏

p

∑

m≥0

S(pm)p−ms (producte d’Euler),

el producte estès, com és habitual, al conjunt de tots els nombres
naturals primers.

Això és dir que, d’una banda, considerem una infinitat de sèries
de Dirichlet, una per a cada nombre primer p,

Ep(S; s) :=
∑

m≥0

S(pm)p−ms,

els coeficients de la qual que corresponen als ı́ndexs n que no són
potències de p són nuls; i, d’altra banda, que considerem el producte
infinit d’aquestes sèries ∏

p

Ep(S; s).

Hem d’observar que cal definir aquest producte infinit; però això no
comporta cap problema. En efecte; donat n ∈ Z, n ≥ 1, el conjunt
de nombres primers p que divideixen n és finit; per tant, per a tot
n ≥ 1, i per al càlcul del coeficient de n−s de la sèrie producte, només
intervé una quantitat finita de sèries Ep(S; s) en què el coeficient de
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les quals que cal multiplicar és diferent de 1. Aix́ı, podem definir el
producte infinit, perquè cadascun dels coeficients de la sèrie producte
és definit com un producte (finit) d’elements de R.

6.2.2 Observació. Suposem que la funció aritmètica S és completa-
ment multiplicativa; és a dir, que la propietat que S(mn) = S(m)S(n)
se satisfà per a tota parella de nombres naturals m, n ≥ 1, sense res-
tricció. Aleshores, per als factors d’Euler se satisfà que

Ep(S; s) =
∑

m≥0

S(pm)p−ms = (1 − S(p)p−s)−1.

En efecte; observem que 1−S(p)p−s és una sèrie de Dirichlet que
només conté els dos sumands que corresponen a n = 1 i n = p, de
manera que el càlcul dels coeficients de la sèrie de Dirichlet producte
de 1 − S(p)p−s per ∑

m≥0

S(pm)p−ms

és immediat i proporciona la sèrie de Dirichlet 1; és a dir, 1−S(p)p−s

és l’element invers, en l’anell de les sèries de Dirichlet, de
∑

m≥0

S(pm)p−ms.

Notem que, de fet, per a un factor d’Euler donat, Ep(S; s), només
cal demanar que se satisfaci la propietat que S(pm) = S(p)m, per a
tot m ≥ 0. Si és aix́ı, obtenim que aquest factor d’Euler és

Ep(S; s) =
∑

m≥0

S(pm)p−ms = (1 − S(p)p−s)−1,

independentment de si els altres satisfan o no la propietat anàloga.

6.3 Sèries de Dirichlet a l’anell de Hecke

6.3.1 Definició i propietats

Volem definir una sèrie de Dirichlet de coeficients en l’anell de Hecke
R(Γ, ∆); cal, doncs, donar els coeficients.
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En el caṕıtol anterior, i per a tot nombre enter n ≥ 1, s’han definit
els elements de Hecke o coeficients de Hecke (més endavant, definirem
els operadors de Hecke)

T (n) :=
∑

{(ΓαΓ) : α ∈ ∆, n(α) = n} ∈ R(Γ, ∆).

6.3.1 Definició. Posarem,

D(T ; s) :=
∑

n≥1

T (n)n−s,

la sèrie de Dirichlet definida pels coeficients de Hecke T (n) ∈ R(Γ, ∆).

6.3.2 En el nostre cas, les propietats dels elements Hecke anàlogues
a les de 5.1.5 i 5.1.6 es poden escriure en la forma:

• La funció aritmètica n 7→ T (n) és multiplicativa.

• Si p|D, per a tot nombre enter m ≥ 0, és

T (pm) = T (p)m.

A més a més, si α ∈ ∆ és un element de norma n(α) = p i m ≥ 0, és

T (pm) = (ΓαmΓ).

• Suposem ara que p ∤ D; per a nombres enters e1, e2 ∈ Z tals que
0 ≤ e1 ≤ e2, posem

T (pe1 , pe2) := (ΓαΓ),

on (ΓαΓ) és l’única classe doble amb α ∈ ∆ caracteritzada pel fet
que el p-èsim divisor elemental de α és la parella (e1, e2). Llavors:

(a) T (pe1+1, pe2+1) = T (p, p)T (pe1 , pe2).

(b) Per a tot e ≥ 1, T (p)T (pe) = T (1, pe+1) + (p + 1)T (p, p)T (pe−1).

(c) Per a tot e > 1, T (1, p)T (1, pe) = T (1, pe+1) + pT (p, pe).

(d) Per a tot e ≥ 1, deg(T (1, pm)) = pm−1(p + 1).

(e) Notem que T (1) = 1 i que T (1, p) = T (p); en particular, el cas
e = 1 de (b) és T (1, p)2 = T (1, p2) + (p + 1)T (p, p).

(f) Per a m ≥ 2, se satisfà que

T (pm) = T (1, pm) + T (p, p)T (pm−2).
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6.3.2 Producte d’Euler

Les propietats anteriors ens permeten establir fàcilment el resultat
següent.

6.3.3 Teorema. Per a la sèrie de Dirichlet D(T ; s) se satisfà que

D(T ; s) =
∏

p|D
(1 − T (p)p−s)−1

∏

p∤D

(1 − T (p)p−s + T (p, p)p1−2s)−1.

Demostració: Com que la funció aritmètica n 7→ T (n) és multi-
plicativa, obtenim de seguida el desenvolupament de D(T ; s) com a
producte d’Euler de la forma

D(T ; s) =
∑

n≥1

T (n)n−s =
∏

p

Ep(T ; s),

on

Ep(T ; s) =
∑

m≥0

T (pm)p−ms;

doncs, cal estudiar aquests factors.

Suposem, en primer lloc, que p és un divisor de D. El fet que, per
a tot m ≥ 0 sigui T (pm) = T (p)m fa que el factor d’Euler Ep(T ; s)
sigui la sèrie

Ep(T ; s) =
∑

m≥0

T (p)mp−ms = (1 − T (p)p−s)−1,

com més amunt.

Suposem, finalment, que p ∤ D, i calculem els coeficients de la sèrie
de Dirichlet producte de les dues sèries 1 − T (p)p−s + pT (p, p)p−2s i

Ep(T ; s) =
∑

m≥0

T (pm)p−ms.

Clarament, per als valors de n que no siguin potències de p, els coe-
ficients n-èsims del producte són nuls. A més a més, per a n = 1,
el coeficient del producte és T (1) = 1; per a n = p, el coeficient del
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producte és T (p) − T (p)T (1) = 0; i, per a n = pm, amb m ≥ 2,
obtenim que el coeficient del producte és

T (pm) − T (p)T (pm−1) + pT (p, p)T (pm−2)

=T (pm) − (T (1, pm) + (p + 1)T (p, p)T (pm−2)) + pT (p, p)T (pm−2)

=T (pm) − T (1, pm) − T (p, p)T (pm−2) = 0,

ja que T (pm) = T (1, pm) + T (p, p)T (pm−2). Això acaba la prova. 2

6.3.4 Corol.lari. Per a tot nombre enter n ≥ 1, és té

deg(T (n)) =
∑

d|n
mcd(d, D) = 1

d. ¤

6.4 Operadors de Hecke

6.4.1 Caracterització de l’anell de Hecke

Interessa, a continuació, caracteritzar l’anell de Hecke a partir dels
ideals bilaterals coprimers amb el discriminant D de l’àlgebra de
quaternions. Per a això, comencem per observar que els subgrups
Γa, per a a = Oα un ideal bilateral de O, fan el paper dels subgrups
Γ(N) ⊆ SL(2, Z) del cas clàssic. En efecte, se satisfan les propietats
següents.

6.4.1 • Si a, b ⊆ O són ideals bilaterals primers entre si, llavors
Γ = ΓaΓb.

• Si a ⊆ O és un ideal bilateral de O i α, β ∈ ∆ són elements tals
que mcd(n(α), a) = mcd(n(β), a) = 1, llavors, condició necessària i
suficient perquè sigui Γaα = Γaβ és que sigui Γα = Γβ i, alhora,
α ≡ β (mod a).

• Si a ⊆ O és un ideal bilateral i α ∈ ∆ és un element tal que
mcd(n(α), a) = 1, llavors,

(a) ΓαΓ = ΓαΓa = ΓaαΓ.
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(b) ΓaαΓa = {β ∈ ΓαΓ : β ≡ α (mod a)}.

(c) Si ΓaαΓa =
⊎

i Γaαi, llavors, ΓαΓ =
⊎

i Γαi.

6.4.2 Definició. Per a tot ideal bilateral a ⊆ O, posarem ∆a :=
{α ∈ ∆ : mcd(n(α), a) = 1}.

6.4.3 Definició. Si a ⊆ O és un ideal bilateral tal que mcd(D, a) =
1, llavors existeix un nombre enter a ∈ Z, a > 0, tal que a = aO i
O/a = O/aO ≃ M(2, Z/aZ). Posarem ∆∗

a := {α ∈ ∆a : existeix c ∈
Z/aZ tal que α ≡

[
1 0
0 c

]
(mod a)}.

El conjunt ∆∗
a és un subsemigrup de B∗ que conté Γa i que, alhora,

està inclòs en el commensurador de Γa. Per tant, podem parlar,
també, de l’anell de Hecke R(Γa, ∆

∗
a). Se satisfà el resultat següent,

que permet caracteritzar l’anell de Hecke R(Γ, ∆).

6.4.4 Proposició. Si a ⊆ O és un ideal bilateral tal que mcd(D, a) =
1, l’assignació

ΓaαΓa 7→ ΓαΓ

defineix un isomorfisme R(Γa, ∆
∗
a) −→ R(Γ, ∆) entre els anells de

Hecke. ¤

Notem que, ara, el grup Γa ja no és el grup de les unitats de norma
1 d’un ordre maximal de B, sinó que n’és un cert subgrup.

6.4.2 Formes modulars

Posarem H := {z ∈ C : Im(z) > 0}, el semiplà superior de Poincaré,
i considerarem l’acció usual de GL+(2, R) en H:

[
a b
c d

]
z :=

az + b

cz + d
;

denotarem per j

([
a b
c d

]
, z

)
el nombre complex cz + d.
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6.4.5 La representació (fidel) χ : B −→ B⊗QR ≃ M(2, R) identifica
Γ amb un subgrup discret de GL+(2, R). En particular, per a tot
ideal bilateral a ⊆ O i per a tot nombre enter k ≥ 0 podem parlar de
les formes parabòliques de pes k respecte de Γa; sigui Sk(Γa) l’espai
vectorial complex d’aquestes formes parabòliques.

Recordem que f és una forma parabòlica de Sk(Γa) si:

(a) f : H −→ C és una funció holomorfa;

(b) per a tot γ ∈ Γa i tot z ∈ H és f(γ(z))j(γ, z)−k = f(z); i

(c) f s’anul.la en les puntes de Γa.

6.4.6 Definició. Sigui a ⊆ O un ideal bilateral. Donada una classe
doble ΓaαΓa, α ∈ ∆∗

a, considerem una descomposició

ΓaαΓa =
⊎

i

Γaαi

i, a cada f ∈ Sk(Γa), associem-li la funció g(z) definida per

g(z) := n(α)k−1
∑

i

f(αi(z))j(αi, z)−k.

6.4.7 Se satisfan les propietats següents:

• La funció g no depèn ni de α ni de la famı́lia de representants {αi}i;
només depèn de la classe doble ΓaαΓa (i, naturalment, de la funció
f).

• g ∈ Sk(Γa); és a dir, g(z) és una forma parabòlica de pes k per a
Γa.

• L’aplicació

(ΓaαΓa)k : Sk(Γa) −→ Sk(Γa),

definida per l’assignació

f 7→ f |(ΓaαΓa)k := g,

és C-lineal.
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6.4.8 Proposició. L’aplicació R(Γa, ∆
∗
a) −→ EndC(Sk(Γa)), defi-

nida per l’assignació (ΓaαΓa) 7→ (ΓaαΓa)k i estesa per linealitat, és
una representació de l’anell de Hecke R(Γ, ∆) ≃ R(Γa, ∆

∗
a) en l’espai

de les formes parabòliques Sk(Γa). ¤

6.4.9 Si prenem una C-base {f1, . . . , fm} de Sk(Γa), obtenim un
isomorfisme d’anells EndC(Sk(Γa)) ≃ M(m, C) i, per composició, una
representació R(Γa, ∆

∗
a) −→ M(m, C), on designem per Tk(ΓaαΓa) la

imatge de (ΓaαΓa). Aix́ı, Tk(ΓaαΓa) ∈ M(m, C) és una matriu tal

que, si posem f :=




f1
...

fm


, és

f |(ΓaαΓa)k = Tk(ΓaαΓa)f .

Se satisfan les propietats següents.

• Si ΓaαΓa =
⊎

i Γaαi, llavors Γaα
′Γa =

⊎
i α

′
iΓa; i, per a tota funció

f ∈ Sk(Γa), és

f |(Γaα
′Γa)k = n(α−1)

∑

i

f(α′ −1
i (z))j(α′ −1

i , z)−k.

• En particular, si b ∈ Z, b > 0, obtenim que

f |(ΓabΓa)k = bk−2f.

6.4.10 Proposició. L’assignació α 7→ Tk(ΓaαΓa) proporciona una
representació del grup Γ tal que Γa està inclòs en el nucli de la repre-
sentació; per tant, una representació de Γ/Γa. ¤

6.4.3 Operadors de Hecke i sèries de Dirichlet

6.4.11 Definició. Sigui a ⊆ O un ideal bilateral tal que mcd(D, a) =
1. Per a tot nombre enter b ∈ Z tal que mcd(b, a) = 1, existeix un

element γ ∈ Γ tal que γ ≡
[
b−1 0
0 b

]
(mod a), i la matriu Tk(ΓaαΓa)

és determinada uńıvocament per b; escriurem Rk(b; a) := Tk(ΓaγΓa).



102 Cap. 6 Congruències d’Eichler-Shimura

6.4.12 Definició. Anàlogament, per a tot nombre natural n i tot
nombre primer p tal que p ∤ D, escriurem T (n; a), T (p, p; a) les imat-
ges en R(Γa, ∆

∗
a) dels elements T (n), T (p, p), i Tk(n; a), Tk(p, p; a) les

imatges en M(m, C), respectivament.

6.4.13 Si γ ∈ Γ és un element tal que γ ≡
[
p−1 0
0 p

]
(mod a),

llavors pγ ≡
[
1 0
0 p2

]
(mod a), i Tk(p, p; a) = pk−2Rk(p; a).

Aquestes propietats formals dels operadors de Hecke —observem
que, efectivament, ara són operadors lineals, mentre que abans eren
elements d’un anell abstracte—, permeten escriure el resultat següent.

6.4.14 Teorema. Sigui a ⊆ O un ideal bilateral tal que mcd(D, a) =
1. Siguin k ≥ 0 un nombre enter i m la dimensió de l’espai Sk(Γa),
de les formes parabòliques, i fixem una C-base, f , d’aquest espai,
respecte de la qual considerarem la representació matricial de l’anell
de Hecke R(Γa, ∆

∗
a). Aleshores, com a sèries de Dirichlet de matrius

de M(m, C), se satisfà la igualtat
∑

(ΓaαΓa)
α ∈ ∆∗

a

Tk(ΓaαΓa) n(α)−s =
∑

mcd(n,a)=1

Tk(n; a)n−s.

D’altra banda, també es té la descomposició en producte de factors
d’Euler

∑

mcd(n,a)=1

Tk(n; a)n−s =

=
∏

p|D
(1 − Tk(p; a)p−s)−1

∏

p∤Da

(1 − Tk(p; a)p−s + Rk(p; a)pk−1−2s)−1.

A més a més, per a la topologia usual de M(m, C), la sèrie és con-
vergent per a tot nombre complex s ∈ C tal que Re(s) > k + 1.

Demostració: Les igualtats formals es dedueixen immediatament
del resultat anàleg formal; només cal preocupar-se de les qüestions
de convergència.
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Per a cada forma parabòlica f ∈ Sk(Γa), definim f∗ : SL(2, R) −→
C per l’assignació β 7→ f∗(β) := f(β(i))j(β, i)−k, on i2 = −1. Ara, si
a ⊆ O és un ideal bilateral, α ∈ ∆∗

a, ΓaαΓa =
⊎

i Γaαi, i f ∈ SK(Γa)
és una forma parabòlica qualsevol, podem considerar la funció g∗

definida a partir de la forma parabòlica g := f |(ΓaαΓa)k; obtenim
immediatament que, per a tot β ∈ SL(2, R), se satisfà la igualtat

g∗(β) = n(α)k−1
∑

i

f∗(αiβ).

Com que per a tot γ ∈ Γa i tot β ∈ SL(2, R) és f∗(γβ) = f∗(β),
podem considerar la funció g∗ com una funció definida en el conjunt
quocient Γa\SL(2, R), que és compacte (recordem que l’àlgebra de
quaternions és indefinida), de manera que g∗ assoleix el màxim en
algun punt de SL(2, R). Com a conseqüència, s’obté que les arrels ca-
racteŕıstiques de l’operador Tk(ΓaαΓa) són fitades, en valor absolut,
per n(α)k−1 deg(ΓaαΓa).

Si ara tenim en compte que, per a una certa base de Sk(Γa), tots
els operadors Tk(ΓaαΓa) són diagonals (cf. més avall), el corol.lari 3.5
ens serveix per a concloure que la sèrie de Dirichlet és absolutament
convergent per a Re(s) > k + 1, com voĺıem demostrar. 2

Resta provar que, per a una certa base de Sk(Γa), tots els ope-
radors Tk(ΓaαΓa) són diagonals. Per a això, comencem per observar
que si ε ∈ O és un element de norma n(ε) = −1, i si considerem
l’operador T (ε)k ∈ EndZ(Sk(Γa)) definit per

f |T (ε)k(z) := f(ε(z))j(ε, z)−k,

on la barra indica la conjugació complexa, llavors, per a tot nombre
complex a ∈ C, és (af)|T (ε)k = a(f |T (ε)k); és a dir, T (ε)k és un
operador hermitià en Sk(Γa).

D’altra banda, en el cas en què a sigui un ideal bilateral tal que

mcd(D, a) = 1, podem prendre ε ≡
[
−1 0
0 1

]
(mod a), i obtenim

que ε2 ∈ Γa i que, per a tot α ∈ ∆∗
a, és ε−1αε ≡ α (mod a). Això

implica que és T (ε)2k = 1 i que T (ε)k commuta amb tots els operadors
(ΓaαΓa)k.
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Com a conseqüència d’aquestes propietats, els operadors (ΓaαΓa)k

són tots hermitians respecte de la mètrica de Petersson i formen un
anell commutatiu d’operadors normals; en conseqüència, obtenim el
resultat següent.

6.4.15 Proposició. Per a tot ideal bilateral a ⊆ O existeix una base
de Sk(Γa) tal que tots els operadors (ΓaαΓa)k, α ∈ ∆∗

a, són represen-
tats per matrius diagonals. ¤

6.4.16 Corol.lari. Per a tot nombre natural parell k i tot element
α ∈ ∆, les arrels caracteŕıstiques dels operadors (ΓaαΓa)k són nom-
bres enters algebraics. A més a més, si a = O, aquestes arrels carac-
teŕıstiques són nombres totalment reals. ¤

Finalment, en el cas que a = O, observem que podem elegir
una base de Sk(Γa) formada per elements invariants per a l’opera-
dor T (ε)k; per a aquesta base, els operadors (ΓaαΓa)k, α ∈ ∆∗

a, són
representats per matrius de coeficients reals.

Suposem, ara, que B és un cos no commutatiu; és a dir, que
l’àlgebra de quaternions B no és isomorfa a l’àlgebra de matrius
M(2, Q).

Un procés d’adelització, que inclou considerar les adeles i les ide-
les de B, però no només aquestes, més l’elecció de mesures de Haar
adequades i anàlisi harmònica en els grups de les adeles i de les ideles,
més la fórmula de Selberg, més la fórmula de sumació de Poisson, més
l’ús de transformades de Fourier, etcètera, permeten obtenir el teore-
ma següent, en el qual només fem la descripció de l’equació funcional
en el cas en què a = O.

6.4.17 Teorema. Siguin a ⊆ O un ideal bilateral tal que mcd(D, a) =
1, i k ≥ 0 un nombre enter. Posem

Hk(s; a) := Ds/2(2π)−sΓ(s)
∑

mcd(n,a)=1

Tk(n; a)n−s.

Llavors, Hk(s; a) és una funció holomorfa en tot C, per a la qual se
satisfà una certa equació funcional. Per al cas en què a = O, una
equació funcional es pot escriure en la forma

Hk(s;O) = ΛHk(k − s;O),
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on

Λ := (−1)k/2
∏

p|D
pk/2−1Tk(p;O)

és un nombre tal que Λ2 = 1. ¤

Aquest teorema és el punt de partida per a l’obtenció del següent;
l’altre ingredient bàsic és la fórmula de congruència de què parlarem
en les dues subseccions següents.

6.4.18 Teorema. Siguin B una Q-àlgebra de quaternions indefinida
i O ⊆ B un ordre maximal. Siguin D := disc(B) = disc(O) el
discriminant de l’àlgebra i de l’ordre, i N ∈ Z, N > 0, un nombre
enter tal que mcd(D, N) = 1. Considerem el grup de congruència

ΓN := {γ ∈ O∗ : n(γ) > 0, γ ≡ 1 (mod NO)}.

Llavors, existeix una corba algebraica llisa X(D, ΓN ), definida sobre
Q, anomenada corba de Shimura, tal que

(a) el cos de les funcions de X(D, ΓN ) és isomorf al cos de les fun-
cions automorfes respecte de ΓN .

(b) la funció zeta de X(D, ΓN ) sobre Q s’escriu en la forma

ζ(s; X(D, ΓN )) = f(s)ζ(s)ζ(s − 1)D(s)−1,

on f(s) és un producte de funcions racionals de p−s, per a un conjunt
finit de nombres primers p, ζ(s) és la funció zeta de Riemann, i

D(s) = det


 ∑

mcd(n,N)=1

T2(n; NO)n−s


 . ¤

Per tant, la funció zeta ζ(s; X(D, ΓN )) admet prolongació mero-
morfa a tot C i satisfà una certa equació funcional, dedüıda de l’e-
quació funcional per a D(s).
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6.4.4 Correspondències modulars

Recordem que, si C és una corba llisa, una correspondència pròpia
de C és un divisor de C × C sense components de cap de les formes
x × C ni C × x, per a x ∈ C; i que les correspondències pròpies de
C formen un anell, en el qual la permutació dels dos factors del pro-
ducte cartesià C×C indueix un antiautomorfisme, x 7→ tx, anomenat
involució de Rosati.

En interessa especialment el cas en què C = X(D, ΓN ) és la corba
de Shimura definida més amunt; notem que el cas N = 1 correspon
a la corba X(D, Γ). Per a qualsevol element α ∈ ∆, posem Γ(α) :=
Γ ∩ α−1Γα i sigui f1 : Γ(α)\H −→ X(D, Γ) la projecció canònica.
D’altra banda, per a tot z ∈ H i tot α ∈ ∆, és αΓ(α)z ⊆ Γαz; per
tant, obtenim immediatament una altra aplicació f2 : Γ(α)\H −→
X(D, Γ).

6.4.19 Proposició. Per a tot element α ∈ ∆, la imatge de Γ(α)\H
en X(D, Γ)×X(D, Γ) per l’aplicació (f1, f2) és una correspondència
pròpia, que només depèn de la classe doble ΓαΓ. ¤

6.4.20 Definició. Aquesta correspondència s’anomena la correspon-
dència modular, i l’escriurem en la forma md(ΓαΓ).

6.4.21 • L’aplicació ΓαΓ 7→ md(ΓαΓ) indueix un morfisme d’anells
de l’anell de Hecke R(Γ, ∆) en l’anell de les correspondències modu-
lars pròpies, definides sobre Q, de la corba de Shimura.

• Per a tot nombre primer p, es té que la correspondència modular
associada a l’element T (p, p) és la identitat.

• Si ΓαΓ =
⊎

i Γαi, i si pr indica la projecció canònica de H en
X(D, ΓN ), es té que

md(pr(z)) =
∑

i

pr(αi(z)).

6.4.5 Fórmula de congruència

6.4.22 Proposició. Siguin redp la reducció mòdul un nombre primer
p que no divideixi el discriminant D de l’àlgebra de quaternions i que
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sigui un primer de bona reducció; redp(T (p)) la reducció mòdul p de
l’operador T (p) vist com a correspondència sobre redp(X(D, Γ)); i πp

la correspondència de Frobenius de redp(X(D, Γ)); és a dir, el graf
de l’aplicació que eleva a la potència p les coordenades homogènies
dels punts. Se satisfà la fórmula de congruència:

redp(T (p)) = πp + tπp. ¤

Per al cas més general de la corba X(D, ΓN ), la fórmula de
congruència no és tan senzilla; de fet, la demostració presenta al-
gunes complicacions tècniques i cal introduir un automorfisme con-
venient YN de la corba X(D, ΓN ) que deixa invariants les fibres de
X(D, ΓN ) −→ X(D, Γ).

En aquest cas, la fórmula de congruència s’escriu de la forma

redp(T (p)) = πp + tπp ◦ redp(Yp),
tπp ◦ redp(Yp) = tredp(Z) ◦ tπp ◦ redp(Z),

on Z és un automorfisme convenient de X(D, ΓN ) definit sobre Q.

6.5 Reducció de les corbes de Shimura

Per als primers de bona reducció de les corbes de Shimura que apa-
reixen a la fórmula de congruència, cal tenir en compte el teorema de
Morita dels primers de bona reducció.

6.5.1 • Mantinguem la hipòtesi que la Q-àlgebra de quaternions in-
definida B sigui un cos no commutatiu; és a dir, que no sigui isomorfa
a l’àlgebra de matrius M(2, Q). Siguin O un ordre maximal i D el
seu discriminant.

• Siguin G el grup algebraic, definit sobre Q, tal que GQ = B∗; i GA,
l’adelització de G.

• Notem que B ⊗Q R ≃ M(2, R), de manera que la projecció en ∞
de GA és M(2, R); per tant, podem considerar GA,+ := {x ∈ GA :
det x∞ > 0}.
• Siguin G∞,+ := GL+(2, R) la part arquimediana, i G0 la part finita
de GA,+; i GQ,+ := GA,+ ∩ GQ = GA,+ ∩ B∗.
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• Sigui S la famı́lia dels subgrups S ⊆ GA,+ tals que S és de la forma
S = G∞,+ · S0, on S0 és qualsevol subgrup compacte i obert de G0.

• Per a tot S ∈ S, sigui ΓS := S ∩ GQ,+ ⊆ GL(2, R). Aix́ı, ΓS actua
en el semiplà H i l’espai quocient ΓS\H defineix una corba completa
i no singular.

• Per teoria de cossos de classes, i si n : B∗ −→ Q∗ és la norma
redüıda, al subgrup n(S)Q∗ ⊆ Q∗

A de les ideles de Q li correspon una
extensió abeliana de Q, que denotarem per kS |Q.

• En aquesta situació (i, més generalment, en una situació anàloga
on Q es pot canviar per un cos de nombres totalment real, F , i B
per una F -àlgebra de quaternions que sigui un cos i tal que B ⊗Q R
sigui el producte d’una sola còpia de M(2, R) i, la resta, còpies dels
quaternions de Hamilton), podem parlar de la corba de Shimura XS ;
és una corba algebraica llisa, definida sobre kS , i isomorfa, a nivell de
punts complexos, a ΓS\H.

6.5.2 Teorema. Amb les notacions i les hipòtesis anteriors, i per a
tot S ∈ S, sigui PS el conjunt dels ideals primers q de kS tals que
q ∤ D i existeix xp ∈ GQ,+ per al qual S ⊆ x−1

p O∗
pxp, on pZ := q ∩ Q,

i Op és la compleció p-àdica de O. Llavors,

(a) PS és un conjunt d’ideals primers de OkS
, tots llevat d’una quan-

titat finita.

(b) La corba de Shimura XS admet un model enter sobre OkS
que té

bona reducció per a tot q ∈ PS. ¤

6.6 El teorema de comparació

Acabarem l’exposició amb l’enunciat d’un teorema de comparació
aplicable a les funcions zeta associades a corbes de Shimura que cor-
responen a àlgebres de quaternions de discriminants diferents i a or-
dres de nivells diferents en aquestes àlgebres.

Fixem notacions.

• Siguin D, D′, p nombres enters, p primer, tals que DD′p sigui lliure
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de quadrats.

• Siguin B una Q-àlgebra de quaternions de discriminant D, i O ⊆ B
un ordre d’Eichler de nivell D′ cf. Rio, caṕıtol 1.

• Siguin B′ una Q-àlgebra de quaternions de discriminant D, i O′ ⊆
B′ un ordre d’Eichler de nivell D′p.

• Siguin B′′ una Q-àlgebra de quaternions de discriminant Dp, i O′′ ⊆
B′′ un ordre d’Eichler de nivell D′.

• Notem que B i B′ són àlgebres del mateix discriminant i que el
discriminant de B′′ té exactament un divisor primer més. Per tant,
si B, B′ són indefinides, llavors B′′ és definida; i, rećıprocament, si
B, B′ són definides, llavors B′′ és indefinida.

• Si considerem el grup de les ideles de B, I, i el grup de les O-unitats
de I, U , per adelització de les nocions establertes en les seccions
anteriors, podem parlar, per a tot nombre enter k > 0, d’un espai de
funcions automorfes de pes k i d’una representació Tk de l’anell de
Hecke R(U , I) en aquest espai.

• En conseqüència, podem parlar de la sèrie de Dirichlet

D(s) :=
∑

n≥1

Tk(T (n))n−s;

aquesta sèrie és convergent per a ℜ(s) ≫ 0, i admet un producte
d’Euler de la forma

D(s) =
∏

ℓ

Eℓ(s).

• Com que les sèries i els factors depenen de l’àlgebra i de l’ordre,
escriurem D(B,O; s) per a designar aquesta dependència.

• Escriurem D′(B,O; s) :=
∏

ℓ6=p Eℓ(B,O; s) el producte de tots els
factors d’Euler, llevat el que correspon al primer p, fixat a l’inici.

• Un cop fixada una base de l’espai de representació, és a dir, de
l’espai de funcions automorfes, la funció D(B,O; s) pren valors en
un espai de matrius. Per a a, b ∈ Z, a, b ≥ 0, i per a matrius X, Y ,
escriurem aX ⊕ bY per a designar la suma directa de a còpies de la
matriu X i b còpies de la matriu Y .
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6.6.1 Teorema. (Eichler, Shimizu) Amb aquestes notacions i hi-
pòtesis, se satisfà que

(a) D′(B′,O′; s) = D′(B′′,O′′; s) ⊕ 2D′(B,O; s).

(b) D(B,O; s) només depèn de D i de D′, però no de l’àlgebra de
quaternions de discriminant D ni de l’ordre de nivell D′ que consi-
derem. ¤



Bibliografia
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Caṕıtol 7

Racionalitat de punts de
corbes de Shimura
M. Alsina

En aquest caṕıtol descriurem els principals resultats coneguts relatius
als punts de les corbes de Shimura.

Considerem el model canònic X(D, N) de la corba de Shimu-
ra associada a un ordre d’Eichler de nivell N en una àlgebra de
quaternions H racional indefinida i de discriminant D. L’ordre el
denotem O(D, N). Fixat un discriminant D i un nivell N , escriurem
X := X(D, N), O := O(D, N).

En el cas D = 1, que anomenem cas no ramificat, s’obté la cor-
ba modular X(1, N) = X0(N). En aquest cas hi ha resultats ben
coneguts i abundant experimentació numèrica, que no inclourem en
aquesta descripció. En el cas D > 1, que anomenem cas ramificat, es
coneixen molts menys resultats efectius. Concretament, pel que fa a
la qüestió dels punts de les corbes de Shimura notem que la majoria
de resultats coneguts són només existencials. Cal tenir en compte
també que sovint s’apliquen només a N = 1, és a dir, que l’ordre de
l’àlgebra de quaternions és maximal, o incorporen restricions sobre
D. En particular, anomenarem cas poc ramificat el cas en què D
és producte de tan sols dos nombres primers, D = pq. Per a més
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detalls sobre les notacions, definicions i resultats bàsics de corbes de
Shimura cf. [Als00a].

Al llarg d’aquesta exposició ens situarem sempre en el cas rami-
ficat D > 1, que no inclou les corbes modulars.

En la primera secció esmentem el remarcable resultat de Shimura
sobre la no-existència de punts reals ni, per tant, racionals; tractem
també les corbes obtingudes fent quocient per involucions, que śı que
poden tenir punts reals. La segona secció és dedicada als punts locals,
sobre Qp i sobre un cos local K|Qp. Posarem especial atenció també
en l’existència de classes de divisors racionals sobre cossos locals,
de manera que, com a aplicació, s’obtenen resultats sobre grups de
Tate-Shafarevich. Dediquem la tercera secció a l’estudi dels punts de
corbes de Shimura sobre cossos de nombres, on s’obtenen resultats de
finitud, a partir de la interpretació modular i de la hiperel·lipticitat i
biel·lipticitat de les corbes.

7.1 Punts reals de corbes de Shimura

G. Shimura va dur a terme l’estudi dels punts reals i donà el resultat
remarcable següent.

7.1.1 Teorema. (cf. [Shi75]) Sigui X(D, N) la corba de Shimura as-
sociada a un ordre d’Eichler de nivell N en una àlgebra de quater-
nions de discriminant D. Aleshores, X(D, N)(R) = ∅.

Notem que, en particular, això implica la no-existència de punts
racionals, la qual cosa comporta una situació molt diferent del cas
de les corbes modulars. De fet, el resultat provat per Shimura és
molt més general i inclou el cas modular. Donada una varietat de
Shimura V associada a una àlgebra de quaternions H, demostrà que
V (R) 6= ∅ si, i només si, o bé la dimensió de la varietat V és parella
o bé l’àlgebra de quaternions és l’àlgebra de matrius.

Això completà l’estudi dels punts reals de les corbes de Shimura
i donà peu a traslladar la qüestió de l’existència de punts reals als
quocients de les corbes per l’acció donada per les involucions d’Atkin.
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L’estudi dels quocients fou dut a terme principalment per A. Ogg,
cf. [Ogg83], i se’n dedueixen resultats com ara la determinació de les
corbes de Shimura hiperel.ĺıptiques. R. Roberts [Rob89] ho utilitzà
també per a iniciar una classificació efectiva d’aquests quocients.
Sigui w := w(m) la involució d’Atkin associada a m|DN . Escriurem
X(D, N)(m), o bé X(m), el quocient X(D, N)/w(m). L’existència de
punts reals es determina a partir del teorema següent.

7.1.2 Teorema. (cf. [Ogg83]) Suposem N = 1. Aleshores tenim
X(m)(R) 6= ∅ si, i només si, m no és un quadrat i existeix una im-
mersió Q(

√
m) →֒ H.

En el treball d’Ogg es donen també fórmules expĺıcites per a comp-
tar el nombre de components dels punts reals del quocient X(m)(R),
que escriurem ♯ comp(X(m)(R)). Posem ν(O, Λ) el nombre de classes
d’immersions optimals d’un ordre quadràtic Λ en un ordre quater-
niònic O. A continuació enunciem el resultat d’Eichler que mostra
com aquest nombre de classes és calculable en funció del nombre de
classes de l’ordre quadràtic, h(Λ), i del nombre de classes d’immer-
sions locals, νp(Op, Λp). Concretament,

ν(O, Λ) = h(Λ)
∏

p|DN

νp(Op, Λp).

Per a fórmules expĺıcites per al nombre de classes d’immersions locals
consulteu per exemple [Ogg83]. En particular, notem que si p ∤ DN ,
es té νp(Op, Λp) = 1.

Per a cada m | DN , posem

ν(m) :=





ν(Z[
√

m],O), si m ≡ 2, 3 mod 4,

ν(Z[
√

m],O) + ν(Z[(1 +
√

m)/2],O)
si m ≡ 1 mod 4.

7.1.3 Teorema. (cf. [Ogg83]) Suposem D > 1. Sigui m un enter
no quadrat tal que m||DN . Diem que se satisfà la condició (*) si
ν(m) > 0, i ∈ O, DN = 2t, amb t senar, m = t o bé m = 2t, i
x2 − my2 = ±2 té solució amb x, y ∈ Z.

(i) Si no se satisfà (*), aleshores ♯ comp(X(m)(R)) = ν(m)/2.
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(ii) Si se satisfà (*), aleshores ♯ comp(X(m)(R)) = (ν(m)+2r−2)/2,
on r és el nombre de factors primers, diferents entre si, de DN .

Es tenen també resultats sobre els punts racionals en el cas par-
ticular de N = 1 i m = D.

7.1.4 Proposició. (cf. [Mic84b]) Suposem N = 1. Si existeix un
cos F quadràtic imaginari de nombre de classes 1 que escindeix H,
aleshores X(D)(Q) 6= ∅.

7.1.5 Exemples. (1) Per als primers valors del discriminant, amb
un ordre maximal, tenim
X(6, 1)(m)(R) 6= ∅ per a m = 2, 3, 6;
X(10, 1)(m)(R) 6= ∅ per a m = 2, 5, 10;
X(14, 1)(m)(R) = ∅ per a m = 2 i X(14, 1)(m)(R) 6= ∅ per a m = 7, 14;
X(15, 1)(m)(R) 6= ∅ per a m = 3, 5, 15.
De fet, observem que sempre X(D, 1)(D)(R) 6= ∅, ja que tots els
primers p|D ramifiquen a Q(

√
D).

(2) Considerem X = X(2p, 1) i m = p primer. Aleshores tenim
X(p)(R) 6= ∅ si, i només si, p 6≡ 1 mod 8. En aquest cas, tenim que
la condició (*) se satisfà per a p ≡ 3 mod 4, i no se satisfà per a
p ≡ 5 mod 8.

7.2 Punts locals de corbes de Shimura

Després d’analitzar el cas dels punts reals, i tenint en compte la man-
ca de punts racionals (sobre Q), el pas natural següent consisteix a
estudiar l’existència de punts en els cossos locals Qp. Els resultats
obtinguts, que descrivim a continuació, podrien culpabilitzar els cos-
sos locals Qp de la no-existència de punts racionals.

Notem que la mateixa qüestió estesa als cossos de nombres és molt
més complicada. Descriurem com els resultats anteriors es generalit-
zen als cossos locals K | Qp. L’estudi pel cas dels cossos de nombres
el recollim en la secció 7.3. Notem que, en aquest cas, quedarà clar
que la responsabilitat de la no-existència global de punts racionals no
recau només en la no-existència local de punts.
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Incloem també una recopilació de resultats sobre l’existència de
classes de divisors locals, per tal d’il·lustrar una de les aportacions
recents a l’estudi d’objectes importants com ara el grup de Tate-
Shafarevich.

7.2.1 Punts de corbes de Shimura sobre Qp

Ens restringim als cossos p-àdics Qp. B. Jordan [Jor84] dóna resultats
d’existència per a N = 1, en el cas de bona reducció i de mala reduc-
ció, que corresponen a p ∤ D i p|D, respectivament. A continuació
resumim les eines utilitzades i els resultats obtinguts.

Suposem que p ∤ D; és a dir, p és un primer de bona reducció. El
lema de Hensel ens diu que X(Qp) = ∅ si, i només si, X̃(Fp) = ∅. Per
altra banda, el nombre de punts sobre cossos finits es pot comptar:
♯X̃(Fp) = 1 + p− ap, on ap és la traça de l’operador de Hecke que es
calcula com

ap = 1 + p −
∑

s

∑

Λ

h(Λ)

[Λ∗ : Z∗]

∏

q|D

(
1 −

(
Λ

q

))
,

on Λ varia entre els ordres quadràtics imaginaris que contenen arrels
de x2 + sx + p. Aquest resultat és conseqüència de la fórmula de les
traces i les congruències d’Eichler-Shimura (cf. Arenas, caṕıtol 5; A.
Travesa, caṕıtol 6).

Recordem que el fet que un cos quadràtic F escindeixi l’àlgebra
de quaternions H (cf. Rio, caṕıtol 1), és caracteritzat per la condició
que hi hagi una immersió de F en H. Això equival a què hi hagi
immersions locals de Fp en Hp, per a tot p, i és equivalent a què, per
a tot p | DH , p no descompongui completament en el cos quadràtic

F ; és a dir,

(
F

p

)
6= 1.

Aix́ı es demostra el teorema següent.

7.2.1 Teorema. (cf. [Jor84]) Suposem p ∤ DN . Aleshores X(Qp) =
∅ si, i només si, cap dels cossos quadràtics imaginaris que contenen
enters de norma p escindeix l’àlgebra de quaternions.
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Suposem ara p|D; és a dir, p és un primer de mala reducció. En
aquest cas es necessita una versió més fina del lema de Hensel.

7.2.2 Lema. Sigui X una corba pròpia i llisa sobre Qp. Aleshores
tenim que X(Qp) = ∅ si, i només si, un model regular de X sobre Zp

no té punts racionals llisos a Fp.

Jordan realitza un estudi sistemàtic de la fibra especial del model
minimal (els seus components, l’acció del Frobenius, etc.), a partir
del model constrüıt per Drinfeld i introdueix combinatòria en el graf
dual. Això el condueix a provar el teorema següent.

7.2.3 Teorema. (cf. [Jor84]) Suposem p|D. Aleshores, X(Qp) 6= ∅
si, i només si, es satisfà una de les dues condicions següents

(1) D = 2p, p ≡ 1 mod 4,

(2) p = 2 i D = 2q1 · · · q2r−1, qi ≡ 3 mod 4, 1 ≤ i ≤ 2r − 1.

7.2.4 Exemples.
X = X(6, 1): X(Q3) = ∅ i X(Qp) 6= ∅, per a p 6= 3.
X = X(10, 1): X(Q2) = ∅ i X(Qp) 6= ∅, per a p 6= 2.
X = X(14, 1): X(Q7) = ∅ i X(Qp) 6= ∅, per a p 6= 7.
X = X(15, 1): X(Q3) = X(Q5) = ∅ i X(Qp) 6= ∅, per a p 6= 3, 5.
X = X(87, 1): X(Q3) = X(Q29) = ∅ i X(Q2) = ∅ (notem que
2 6 |87).
X = X(194, 1): X(Q2) = ∅, X(Q97) 6= ∅ i X(Q3) = ∅ (notem que
3 6 |194).

Considerem ara el cas de mala reducció, p|D per a N > 1, tractat
per Ogg a [Ogg85]. Les eines són aproximadament les mateixes que
en el cas de nivell 1: lema de Hensel adequat, graf dual, . . . També s’hi
utilitzen de manera essencial els resultats sobre la uniformització p-
àdica. En l’enunciat del resultat intervenen condicions sobre el graf
dual (cf. Xarles, caṕıtol 3). Donat un vèrtex x del graf dual, Ôx

denota l’ordre per la dreta de l’ideal corresponent al vèrtex.

7.2.5 Teorema. (cf. [Ogg85]) Fixem p | D. Sigui m > 1 tal que
m || ND/p.
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(i) X(Qp) 6= ∅ ⇔ o bé i ∈ O i p = 2
o bé p ≡ 1 mod 4, N = 1, D = 2p.

(ii) Suposem X(Qp) = ∅. Aleshores, X(m)(Qp) 6= ∅ si, i només si,

• o bé p = 2, m = DN/p i
√
−2 ∈ O,

• o bé p > 2,
√−p ∈ O,

(−m

p

)
= 1, DN/p igual a m o

2m, i (p + 1)(m + 1) ≡ 0 mod 8 si DN/p = 2m i 2 | N ,

• o bé p ≡ 1 mod 4,
√
−1 ∈ Ôx per a cert x, DN/p igual a

m o 2m, i
√−pm ∈ O.

(iii) X(p)(Qp) 6= ∅ si, i només si, en el graf dual existeix un vèrtex

x tal que Ôx conté
√−p o una unitat 6= ±1.

(iv) Suposem X(Qp) = ∅. Aleshores, X(pm)(Qp) 6= ∅ si, i només
si, en el graf dual hi ha un vèrtex x tal que wm(x) = x (i.e.√−m ∈ Ôx, o bé

√
−1 ∈ Ôx en el cas m = 2).

En particular se’n dedueix el corol·lari següent.

7.2.6 Corol.lari. (cf. [Ogg85]) Si p|D, aleshores X(DN)(Qp) 6= ∅.

7.2.2 Punts de corbes de Shimura sobre cossos locals

El cas de cossos locals en general és considerat per Jordan i Livné en
[JL85]. Sigui K una extensió finita de Qp, i posem R l’anell d’enters
de K.

Els resultats obtinguts pel cas de bona i mala reducció, respec-
tivament, són els següents. Les eines inclouen, altre cop, una versió
més sofisticada del lema de Hensel i la construcció de Drinfeld d’un
model de la corba sobre Spec Zp, que cal traslladar a SpecR. Cal de-
senvolupar també combinatòria sobre el graf dual, per a la qual cosa
utilitzen part del treball que féu Kurihara [Kur79] per tal de deter-
minar algunes equacions de corbes de Shimura, (cf. Rotger, caṕıtol
8).

Posem f = f(K|Qp) i e = e(K|Qp).
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7.2.7 Teorema. (cf. [JL85]) Suposem p ∤ D.

(i) Si f és parell, aleshores X(K) 6= ∅.

(ii) Si f és senar, aleshores X(K) = ∅ si, i només si, per a cada α
solució de x2 + sx + pf = 0 amb s ∈ Z, |s| < 2pf/2, o bé Q(α)
no escindeix H o bé p | α i p descompon a Q(α).

7.2.8 Teorema. (cf. [JL85]) Suposem p|D.

(i) Si f és parell, aleshores X(K) 6= ∅.

(ii) Si f és senar i e és parell, aleshores X(K) 6= ∅ si, i només si,
o bé Q(

√−p) escindeix H o bé p = 2 i Q(
√
−1) escindeix H.

(iii) Si f i e són senars, aleshores X(K) 6= ∅ si, i només si, o bé
D = 2p amb p ≡ 1 mod 4 o bé p = 2 i D = 2q1 · · · q2r−1, qi ≡ 3
mod 4, 1 ≤ i ≤ 2r − 1.

7.2.3 Classes de divisors racionals sobre cossos locals

Donats un cos K i una corba de Shimura X, considerem Picd X(K), el
conjunt de classes de divisors de la corba X de grau d racionals sobre
K (i.e. [D] tal que [D]σ = [D], Dσ ∼ D, per a tot σ ∈ Gal(K|K)).
Considerem també Picd X(K)+, el conjunt de classes de divisors de
X de grau d que contenen un divisor racional sobre K (i.e. [D] tal
que Dσ = D, per a tot σ ∈ Gal(K|K)).

L’existència de divisors racionals sobre el cos dels nombres reals
es coneix en general per a qualsevol corba projectiva, llisa i geomè-
tricament irreductible, cf. [GH81]. Utilitzant la fórmula pel gènere de
les corbes de Shimura i el fet que no tenen punts reals, se’n dedueix
el resultat següent.

7.2.9 Proposició. Sigui X = X(D, 1).

(i) Picd X(R)+ = ∅ si, i només si, d és senar.

(ii) Picd X(R) = ∅ si, i només si, d és senar i D 6= 2p amb p ≡ 3, 5
mod 8.
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El resultat obtingut per Jordan i Livné per als cossos locals no ar-
quimedians és anàleg a aquest resultat general per al cas real. Notem
que es tracta d’una caracterització expĺıcita, ja que l’existència de
punts de la corba sobre els cossos locals és també expĺıcita, com hem
vist a la secció anterior.

7.2.10 Teorema. (cf. [JL87]) Sigui K|Qp finita. Considerem la cor-
ba X := X(D, 1). Aleshores,

(i) Picd X(K)+ = ∅ si, i només si, d és senar, p | D o bé p = ∞,
i X(K) = ∅.

(ii) Picd X(K) = ∅ si, i només si, Picd X(K)+ = ∅ i g(X) és senar.

En el cas de corbes de Shimura associades a àlgebres de quater-
nions poc ramificades, Jordan i Livné plantegen també el problema
de l’existència de classes de divisors racionals en els quocients de la
corba per la involució d’Atkin. El resultat que obtenen és el següent.

7.2.11 Proposició. (cf. [JL99]) Considerem X = X(pq, 1), per a
p, q primers senars. Aleshores,

(i) Pic1 X(p)(R)+ 6= ∅ si, i només si, Q(
√

p) escindeix H.

(ii) Pic1 X(p)(Qp)
+ 6= ∅.

(iii) Pic1 X(q)(Qp)
+ 6= ∅ si, i només si, el discriminant d’una de les

àlgebres de quaternions

(−1,−pq

Q

)
i

(−p,−q

Q

)
és igual a q.

De fet, aquesta condició és equivalent a què X(q)(Qp) 6= ∅.

Utilitzant aquest estudi sobre l’existència de divisors i resultats
del treball de B. Poonen i M. Stoll [PS99], Jordan i Livné donen
exemples de grups de Tate-Shafarevich d’ordre no quadrat. Això
contrasta amb els exemples de grups de Tate-Shafarevich finits i no
trivials coneguts anteriorment. Aquests exemples, començant pels
determinats per Rubin (1987), provenien de corbes el.ĺıptiques sobre
Q. Això implicava, pels resultats de Cassels [Cas62] (generalitzats
per Tate [Tat63] a corbes el.ĺıptiques sobre un cos de nombres K),
que l’ordre era sempre un quadrat.
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7.2.12 Definició. (cf. [PS99]) Sigui A una varietat abeliana princi-
palment polaritzada sobre un cos global. Suposem que el quocient del
seu grup de Tate-Shafarevich pel subgrup divisible maximal té ordre
finit. Diem que A és parella si aquest ordre és igual a un quadrat i
diem que és senar si aquest ordre no és un quadrat. En aquest darrer
cas, l’ordre és el doble d’un quadrat.

7.2.13 Criteri. (cf. [PS99]) Sigui C una corba de gènere g sobre un
cos global K. Aleshores, la jacobiana de C és senar si, i només si, el
nombre de places v de K en les quals C no té divisors Kv-racionals
de grau g − 1 és senar.

7.2.14 Teorema. (cf. [JL99]) Siguin p, q dos primers diferents, tals

que p ≡ 5 mod 24, q ≡ 5 mod 12 i

(
p

q

)
= −1. Posem X :=

X(pq, 1) la corba de Shimura sobre Q i considerem el seu quocient
X(p). Aleshores, la jacobiana de X(p) és senar.

En la demostració d’aquest resultat, les hipòtesis sobre p i q s’uti-
litzen per a provar que el gènere de la corba quocient és parell. A
partir dels resultats anteriors sobre l’existència de divisors racionals,
es té que l’única plaça en què no hi ha divisors racionals de grau
g − 1 (senar) és q. El teorema s’obté aleshores aplicant el criteri de
Poonen-Stoll.

7.2.15 Exemple. Considerem p = 5 i q = 17. Aleshores la corba
X := X(85, 1) té gènere 5 i el quocient X(5) té gènere 2. Pels resultats
sobre divisors tenim que Pic1 X(5)(Ql)

+ 6= ∅ per a tot l 6= 17. Per
tant, la jacobiana de X(5) és una varietat abeliana senar i ens dóna un
exemple de grup de Tate-Shafarevich no trivial d’ordre no quadrat.

7.3 Punts de corbes de Shimura sobre cossos
de nombres

Els primers resultats sobre l’existència de punts racionals sobre cos-
sos de nombres es dedueixen dels resultats de Shimura, en dues di-
reccions. En primer lloc la que fa referència a la no-existència de
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punts reals [Shi75]. En segon lloc, la caracterització dels punts de
multiplicació complexa donada en el model canònic [Shi67].

7.3.1 Remarca. Sigui K un cos de nombres. Si X(K) 6= ∅, aleshores
X(Kv) 6= ∅ per a tota plaça v de K. Això ens permet, en alguns ca-
sos, demostrar la no-existència de punts racionals sobre K a partir de
l’estudi dels punts als cossos locals Kv corresponents, que realitzem
mitjançant els resultats enunciats a la secció anterior. És clar que
el rećıproc no és pas cert. Per exemple, es prova que per la corba
de Shimura X := X(39, 1) i pel cos quadràtic K = Q(

√
−13), es té

X(K) = ∅ malgrat X(Kv) 6= ∅ per a tota plaça v de K.

En particular, si utilitzem la informació local sobre el cos dels
nombres reals, cf. 7.1.1, com que tota extensió de grau senar té al-
menys una plaça infinita real obtenim el resultat següent.

7.3.2 Proposició. Sigui K un cos de nombres de grau senar. Ales-
hores, per a qualsevol corba de Shimura X, es té X(K) = ∅.

D’ara en endavant suposarem doncs que K és un cos de nombres
de grau parell.

Per altra banda, els primers exemples de punts racionals de corbes
de Shimura sobre cossos de nombres són donats ja per les propietats
del model canònic provades per Shimura. Els punts de multiplicació
complexa (CM) per un cos quadràtic imaginari K són sempre alge-
braics, ja que tenen coordenades en una extensió finita de K. Més
precisament, si una corba de Shimura X té punts de multiplicació
complexa per un ordre quadràtic Λ ⊆ K, aleshores X(Kab) 6= ∅,
on Kab denota l’extensió abeliana maximal de K. De fet, existeix
un cos L (que es pot explicitar en funció de la teoria de cossos de
classes, en relació amb els ordres quadràtics), K ⊆ L ⊆ Kab, de
manera que X(L) 6= ∅. Aix́ı, quan el nombre de classes de K és 1,
podem assegurar que els punts CM per un ordre quadràtic Λ ⊆ K
són racionals sobre K. Això només és aplicable a un nombre finit de
cossos quadràtics. En particular, podem enunciar-ho de la manera
següent.

7.3.3 Proposició. Sigui K un cos quadràtic imaginari de nombre
de classes 1. Si K escindeix H, aleshores X(K) 6= ∅.
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Per a nombre de classes més gran que 1, el fet d’escindir ja no serà
una condició suficient per a tenir punts racionals, cf. 7.3.8 i 7.3.11.

Independentment, pel teorema de Mordell-Faltings, per a les corbes
de Shimura de gènere més gran que 1 i per a qualsevol cos de nom-
bres K, obtenim només un nombre finit, que pot ser 0, de punts K-
racionals. Aquests resultats apunten a conjecturar una certa finitud
en el conjunt de punts racionals. Els principals resultats coneguts so-
bre punts racionals, que descriurem en aquesta secció, van en aquesta
direcció i es limiten bàsicament a cossos quadràtics o quàrtics. Per
una banda, Jordan dóna resultats sobre un nombre finit de corbes de
Shimura possibles amb punts K-racionals per un cos K fixat, a partir
de la interpretació modular. Per altra banda, Kamienny i Rotger do-
nen resultats sobre finitud del conjunt de punts racionals d’una corba
de Shimura variant el cos de racionalitat.

7.3.1 Interpretació modular dels punts K-racionals

Una manera d’estudiar els punts racionals de les corbes de Shimu-
ra sobre cossos de nombres és via la interpretació modular, com fa
Jordan a [Jor86] per a X := X(D, 1). Descrivim a continuació els
resultats obtinguts.

Recordem que cada punt x d’una corba de Shimura X es corres-
pon amb una tripleta Px = (A, i, C) on A és una superf́ıcie abeliana
amb multiplicació quaterniònica, (cf. Rotger, caṕıtol 2). El cos de

moduli d’una tripleta Px és M(Px) := K
G

on G = {σ ∈ Gal(K/K) |
P σ

x ≃ Px}.
Sigui K un cos de caracteŕıstica 0. Aleshores un punt K-racional

x ∈ X(K) es correspon amb Px superf́ıcie abeliana amb multiplicació
quaterniònica (QM) amb cos de moduli M(Px) ⊆ K. Ara bé, un punt
x K-racional no es correspon necessàriament amb què Px tingui un
model racional sobre K. Recordem les definicions habituals.

7.3.4 Definició. Es diu que P = (A, i, C) és racional sobre un cos
K si A és definida sobre K, i : O →֒ EndK(A) i la polarització conté
un divisor racional sobre K. Es diu que P té un model racional sobre
un cos K si existeix P ′ racional sobre K tal que P ′ ⊗K C ≃ P .
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De fet, és ben conegut que, si E és una corba el·ĺıptica sobre K,
aleshores E té un model racional sobre el cos de moduli, que és K(jE).
Però en el cas de les superf́ıcies abelianes, corresponents als punts de
les corbes de Shimura, només tenim que si Px és racional sobre un cos
K, aleshores M(Px) ⊆ K. En aquesta direcció, el teorema següent
dóna una caracterització de la racionalitat de P en funció de la relació
entre el cos i l’àlgebra de quaternions. Com a corol·lari se’n dedueix
un criteri per a l’existència de punts racionals en corbes de Shimura.

7.3.5 Teorema. (cf. [Jor86]) Sigui P = (A, i, C) i sigui K un cos
de caracteŕıstica 0 que conté el cos de moduli de P , K ⊇ M(P ).
Aleshores, P té un model racional sobre el cos K si, i només si, K
escindeix l’àlgebra de quaternions H.

7.3.6 Exemple. Considerem la corba de Shimura X = X(6, 1). Per
una banda, es comprova que X té punts racionals sobre Q(

√
−7) a

partir de l’equació de la corba donada a [Kur79]. Sigui Px una su-
perf́ıcie abeliana amb QM corresponent a x ∈ X(Q(

√
−7)). Aleshores

el seu cos de moduli satisfà M(Px) ⊆ Q(
√
−7). Per altra banda,

notem que p = 2 descompon a Q(
√
−7), per tant Q(

√
−7) no es-

cindeix cap àlgebra de quaternions de discriminant parell. En dedüım
que Px no té cap model racional sobre Q(

√
−7).

7.3.7 Remarca. Si K no escindeix H, aquest resultat aporta poca
efectivitat, ja que l’existència de punts racionals x ∈ X(K) es corres-
pondria amb l’existència de superf́ıcies abelianes amb multiplicació
quaterniònica Px tals que K ⊇ M(Px) però Px no tindria model
racional sobre K. Ara bé, de manera independent, si en aquest cas
utilitzem 7.3.1 i la informació local donada per 7.2.8 cobrim bona
part de les possibilitats. Concretament, si K no escindeix H aleshores
existeix p|D amb p|p tal que [Kp : Qp] = e(Kp : Qp)f(Kp : Qp) és
senar. Aleshores X(Kp) = ∅, i per tant X(K) = ∅, excepte potser
si D = 2p amb p ≡ 1 mod 4 o bé p = 2 i D = 2q1 · · · q2r−1, qi ≡ 3
mod 4, 1 ≤ i ≤ 2r − 1. Per a aquests casos, que Jordan anomena
excepcionals, no es coneixen resultats generals.

En cas contrari, si K escindeix H mitjançant el teorema anterior,
l’estudi de la racionalitat de la superf́ıcie abeliana ens dóna una via
per a estudiar l’existència de punts racionals.
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7.3.8 Corol.lari. Suposem que K escindeix H. Aleshores, X(K) 6=
∅ si, i només si, existeix P = (A, i, C) racional sobre K.

A partir d’aqúı, l’estratègia emprada per Jordan és buscar criteris
i condicions necessàries per a l’existència de superf́ıcies abelianes amb
QM que siguin racionals sobre un cos K. En els casos en els quals
aquestes condicions no es puguin satisfer, obtindrem la no-existència
de punts racionals. En aquesta direcció realitza un bon estudi de
les superf́ıcies amb QM, la reducció, els subgrups de torsió, les L-
sèries, etc. A continuació enunciem els resultats obtinguts. Cal re-
marcar que se’n podrien deduir resultats per a cossos més generals,
no necessàriament quadràtics imaginaris. En particular, s’obté també
una redemostració de resultats sobre l’existència de punts als cossos
locals.

7.3.9 Notació. Fixat un primer q, considerem el conjunt d’àlgebres
de quaternions B(q) donat de la forma següent. Si q 6= 2, H ∈ B(q)
si, i només si, Q(

√−q) no escindeix H; si q = 2, H ∈ B(q) si, i només
si, Q(

√
−2) i Q(

√
−1) no escindeixen H. Donada una àlgebra de

quaternions H, DH denota el seu discriminant.

7.3.10 Teorema. (cf. [Jor86]) Sigui K un cos quadràtic imaginari
tal que q ramifica en K. Aleshores existeix un subconjunt finit d’àlgebres
de quaternions S(q) ⊆ B(q) tal que, si H ∈ B(q)−S(q) i K escindeix
H, tenim X(K) = ∅ per a la corba de Shimura X := X(DH , 1).

7.3.11 Teorema. (cf. [Jor86]) Sigui K un cos quadràtic imaginari
de nombre de classes diferent de 1. Aleshores, hi ha un nombre finit
d’àlgebres de quaternions H tals que K escindeix H i X(K) 6= ∅, on
X denota la corba de Shimura associada, X := X(DH , 1).

7.3.2 Altres resultats de finitud

Es coneixen també altres resultats sobre la finitud dels punts ra-
cionals, obtinguts amb eines diferents de les anteriors, de la mà de
Kamienny i Rotger. El denominador comú podŕıem trobar-lo en l’ús
de qüestions com ara la hiperel·lipticitat i la biel·lipticitat, respecti-
vament.
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7.3.12 Teorema. (cf. [Kam90]) Considerem la corba de Shimura poc
ramificada X(pq, 1). Suposem que existeix n tal que divideix el nu-
merador de (p + 1)(q − 1)/24 però no divideix q(q − 1).

(i) Si (p − 1)(q − 1) > 240, aleshores variant K entre els cossos

quadràtics, el conjunt de punts “quadràtics”
⋃

K

X(pq, 1)(K) és

finit.

(ii) Sigui K un cos quadràtic tal que p descompon a K, q no de-
scompon a K i mcd(h(K), n) = 1. Aleshores, variant F entre
els cossos quadràtics sobre K, el conjunt de punts “quàrtics”

sobre Q,
⋃

F

X(pq, 1)(F ), és finit.

El primer pas de la demostració consisteix a provar que de les
hipòtesis sobre p i q es dedueix que X(pq, 1) no és una corba hiper-
el·ĺıptica. Aleshores, si la corba no és hiperel·ĺıptica, el nombre
de punts amb coordenades en un cos quadràtic sobre Q és finit si
Jnew

0 (pq)(Q) és finit (Mazur). La finitud d’aquest conjunt es determi-
na per mitjà de la isogènia de Ribet entre les jacobianes J0(pq)new =
J(1, pq)new i J(pq, 1) (cf. Arenas, Vila, caṕıtol 9) i l’estudi de propi-
etats del grup de Mordell-Weil (modular).

La part de punts quadràtics d’aquest resultat és generalitzada per
Rotger, com mostra el teorema següent.

7.3.13 Teorema. (cf. [Rot02]) Hi ha un nombre finit de discrimi-
nants D tals que, variant K entre els cossos quadràtics, el conjunt de
punts “quadràtics”de la corba de Shimura X(D, 1) de gènere g ≥ 2,⋃

K

X(D, 1)(K), és infinit.

Per a obtenir aquest resultat, Rotger utilitza el fet que per tal
que el conjunt de punts considerat sigui infinit la corba ha de ser
necessàriament hiperel·ĺıptica o biel·ĺıptica, provat per Abramovich
i Harris a [AH91]. Aleshores, a partir de la determinació de quines
són les corbes de Shimura biel.ĺıptiques, feta pel mateix autor, es
dóna la llista expĺıcita de discriminants. Notem que pràcticament
tots corresponen al cas poc ramificat, amb l’excepció de 5 casos, en
què D és producte de quatre factors primers.
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des Nombres de Paris 1982-83 (M.J. Bertin, C. Goldstein,
eds.), Progr. Math., num. 51, Birkhäuser, 1984, pp. 185–
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[Ogg85] A. Ogg, Mauvaise réduction des courbes de Shimura,
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Caṕıtol 8

Models expĺıcits de corbes
de Shimura deguts a
Kurihara
V. Rotger

8.1 Introducció

En els darrers anys, ha aparegut abundant literatura al voltant
del coneixement efectiu de les corbes modulars X(Γ) associades a
subgrups Γ ⊆ SL(2, Z) d’́ındex finit. En gran part, l’aproximació
computacional a aquestes corbes ha estat facilitada pel fet que les
funcions i formes automorfes admeten expansions en sèries de Fourier
al voltant de les puntes o punts cuspidals.

Això contrasta amb la gran dificultat que han trobat els mate-
màtics a desenvolupar aproximacions expĺıcites en el cas de les corbes
de Shimura associades a àlgebres de quaternions B de discriminant
disc(B) 6= 1 no trivial. En aquest cas, l’absència de punts cuspi-
dals en aquestes corbes o, el que és equivalent, l’absència d’elements
parabòlics en els grups Fuchsians que les uniformitzen anaĺıticament,
fa que el tractament aritmètic de les formes automorfes sigui molt
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més inaccessible.

De tota manera, en els darrers temps s’han conegut aportacions en
aquesta direcció. Podŕıem citar-ne algunes:[Als00a], [Bay02], [Elk98],
[Jor81], [Kur79], [Mor95], [Rob89] i [Rot02].

En [Bay02] s’ofereix el primer tractament efectiu i computacional
del desenvolupament en sèries de potències de funcions automorfes
en corbes de Shimura al voltant de punts CM. El punt de partida són
els dominis fonamentals de la uniformització hiperbòlica d’aquestes
corbes que es donen en [Als00a].

En aquesta breu nota, ens centrarem en la determinació de models
expĺıcits de corbes de Shimura i, en particular, en els constrüıts per
Kurihara en [Kur79].

8.2 Models de corbes de Shimura coneguts

Fixem i recordem algunes nocions introdüıdes en A. Rio, caṕıtol 1.
Sigui B = Q + Qi + Qj + Qij, ij = −ji, i2 = a, j2 = b ∈ Q∗, a ó
b > 0, una àlgebra de quaternions indefinida sobre Q.

Sigui D = disc(B) = p1 · ... · p2r 6= 1 el discriminant de B. En la
pràctica, pot calcular-se com segueix:

• Sigui p un primer senar. Aleshores p | D si, i només si, el śımbol
de Hilbert (a, b)p = −1 (veure [Vig80] per al càlcul en termes
de residus quadràtics).

• Tenim que 2 | D si, i només si, hi ha un nombre senar de primers
senars p que divideixen D.

Sigui XD/Q = X(D, 1)/Q el model canònic sobre Q de la corba
de Shimura associada a (qualsevol ordre maximal en) B i estructura
de nivell trivial. És una corba algebraica llisa i definida sobre Q (cf.
Rotger, caṕıtol 2).

És interessant remarcar aqúı de nou que, tot i estar definida sobre
Q, un teorema de Shimura (cf. Alsina, caṕıtol 7, [Shi75]) afirma que

XD(Q) = ∅.
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El gènere geomètric de XD pot calcular-se com

g(XD) = 1+
1

12

∏

p|D
(p−1)+

1

4

∏

p|D
(1−(

Q(i)

p
))+

1

3

∏

p|D
(1−(

Q(
√
−3)

p
)).

D’aquesta manera es pot veure fàcilment que les úniques corbes de
Shimura XD de gènere 0 són les corbes X6, X10 i X22. Potser cal
insistir en el fet que X6 6∼= P1

Q, X10 6∼= P1
Q i X22 6∼= P1

Q degut a què no
hi ha punts racionals en aquestes corbes.

És per aquest motiu que fins i tot per a aquests tres casos més
senzills, D = 6, 10 i 22, conèixer-ne un model expĺıcit és una questió
interessant.

Similarment, les úniques corbes de Shimura XD de gènere 1 són
X14, X15, X21, X33, X34 i X46. De la mateixa manera, aquestes
corbes no són corbes el.ĺıptiques sobre Q perquè no admeten cap punt
racional.

8.2.1 Teorema. (Ihara, Kurihara, Jordan) D’acord amb la taula
següent, les corbes de Shimura XD/Q associades a les àlgebres de
quaternions de discriminants respectius D = 6, 10, 14, 15, 22, 33, 46
admeten els següents models

Equacions de corbes de Shimura

D g Model sobre Q

6 0 x2 + y2 + 3 = 0
10 0 x2 + y2 + 2 = 0
14 1 (x2 − 13)2 + 73 + 2y2 = 0
15 1 (x2 + 243)(x2 + 3) + 3y2 = 0
22 0 x2 + y2 + 11 = 0
33 1 x4 + 30x2 + 38 + 3y2 = 0
46 1 (x2 − 45)2 + 23 + 2y2 = 0

És remarcable que, segons els coneixements de que disposo, no
es coneixen equacions per a les corbes de Shimura de gènere 1 de
discriminant D = 21 i 34.
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Pel que fa a equacions de quocients XD/〈ω〉 de corbes de Shimu-
ra per involucions d’Atkin-Lehner, Roberts ([Rob89]) dóna alguns
exemples d’equacions de Weierstrass de corbes el.ĺıpiques obtingudes
aix́ı. En [Rot02] es dóna una llista exhaustiva de totes elles.

8.3 Punts CM i la teoria de cossos de classes

La idea d’Ihara i Kurihara per a determinar un model sobre Q de
les corbes de Shimura XD es basa en el fet que les coordenades de
certs punts privilegiats, anomenats punts CM o punts de Heegner,
generen cossos de classes sobre cossos quadràtics imaginaris (cf. Alsi-
na, caṕıtol 7, [Shi67], [Jor81], [Als00a]).

En efecte, més precisament, tenim

8.3.1 Teorema. Sigui P ∈ XD(Q̄).

Sigui (A, ι, L) una superf́ıcie abeliana principalment polaritzada
amb multiplicació quaterniònica que representa la classe d’isomor-
fisme associada al punt P en la interpretació modular de XD.

Suposem que R = Endι(O)(A) és un ordre en un cos quadràtic

imaginari K (cf. Rotger, caṕıtol 2 per a la notació i més detalls). És
a dir, P és un punt de Heegner en XD amb CM per R.

Sigui HR el cos de classes d’anell R sobre K.

Aleshores HR = K · Q(P ), on Q(P ) denota l’extensió de Q que
s’obté en adjuntar a Q les coordenades del punt P ∈ XD(Q̄).

Juntament amb el fet que XD(Q) = ∅, aquest teorema permet
determinar exactament l’extensió Q(P )/Q en molts casos (cf. Alsina,
caṕıtol 7).

De tota manera, molt sovint aquestes dues informacions no són
suficients per a descriure Q(P ). Degut a què la determinació expĺıcita
de Q(P ) és fonamental per a obtenir equacions de corbes de Shimura
segons el procediment desenvolupat en [Kur79], és convenient citar
que Jordan, en la seva tesi [Jor81], descriu Q(P ) completament en
termes de l’aritmètica de B. A més, il.lustra la necessitat i aplicabi-
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litat del seu resultat tot donant l’equació de la corba X15.

És important remarcar aqúı també que el model sobre Q de Shimu-
ra de les corbes XD està uńıvocament determinat pel fet que els punts
CM generen els cossos de classes tal com descriu el teorema anteri-
or. Aquesta observació garanteix la consistència del mètode d’Ihara
i Kurihara que expliquem a continuació.

8.4 El mètode d’Ihara i de Kurihara

En aquesta secció traçarem les idees bàsiques del mètode que utilitza
Kurihara per a obtenir equacions d’algunes corbes de Shimura de
gèneres 0 i 1. Tot i que en principi el mètode és vàlid per a qualsevol
corba, la quantitat de càlculs necessaris és de seguida excessivament
voluminosa quan el gènere creix.

Sigui XD la corba de Shimura associada a l’àlgebra de quaternions
de discriminant D = p1 · ... · p2r i sigui W el grup d’Atkin-Lehner
actuant en XD.

Aleshores els elements de

W = {ωm, m | D} ∼= (Z/2Z)2r

actuen en XD com involucions definides sobre Q. En molts casos, W
coincideix amb tot el grup d’automorfismes de la corba XD (veure
[Rot02]).

Suposem ara que D = pq, p, q primers. En aquest cas W =
{id, ωp, ωq, ωD}. La idea d’Ihara i Kurihara per a obtenir una equació
de XD parteix del següent requisit sobre la corba:

• Cal conèixer un model expĺıcit dels quocients XD/〈ω〉, ω ∈ W .

Això fa el mètode practicable especialment per a aquelles corbes
de Shimura tals que XD/〈ω〉 ∼= P1

Q per a tot ω ∈ W . Això és només
possible si g(XD) = 0 ó 1.

En aquesta situació es pot procedir de la següent manera. Per a
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exemplificar-ho, considerarem el cas de la corba XD, D = 2 · 7 = 14
amb detall, tal com fa Kurihara en [Kur79].

1. Determinació del tipus de model de la corba

En primer lloc podem usar els morfismes (o projeccions) natu-
rals

yω : XD → XD/〈ω〉
i les equacions conegudes dels quocients XD/〈ω〉 per a determi-
nar el tipus de model f(x, y) = 0, f ∈ Q[x, y] que volem trobar
per a la corba XD.

La situació més habitual es produeix quan, per a cert automor-
fisme involutiu ω ∈ W de XD, XD/〈ω〉 ∼= P1

Q. En aquest cas
podem assegurar que

XD : y2 = p(x)

on p(x) és un polinomi de grau 2g+2, no necessàriament mònic,
amb coeficients a Q. A més, la funció coordenada y : XD → P1

Q

factoritza a través de l’isomorfisme XD/〈ω〉 ∼= P1
Q.

En el cas particular de la corba X14, de gènere 1, la involució
d’Atkin-Lehner ω14 indueix un morfisme

X14 → X14/〈ω14〉
que té 4 punts fixos. A més, tot i que X14(Q) = ∅, pot mostrar-
se que la corba quocient X14/〈ω14〉 admet punts racionals i per
tant X14/〈ω14〉 ∼= P1

Q. Podem assegurar aleshores que

X14 : y2 = p(x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e,

per a certs a, b, c, d, e ∈ Q, de tal manera que el morfisme
natural de projecció X14 → X14/〈ω14〉 ∼= P1

Q és donat per la
coordenada y.

Els punts fixos d’aquesta projecció són els punts Ri = {(βi, 0)},
on βi ∈ Q̄, i = 1, 2, 3, 4, són les quatre arrels de p(x).

A continuació cal determinar els coeficients a, b, c, d, e ∈ Q.
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2. Reducció a un nombre finit de possibles models

En el cas que coneguem el tipus de model f(x, y) = 0 per a
XD i coneguem expĺıcitament els morfismes XD → XD/〈ω〉 per
a tot ω ∈ W , aleshores probablement també podem conèixer
quins són els punts fixos de ω ∈ W en termes dels coeficients
(incògnites) de f(x, y).

D’altra banda, si ω ∈ W , els punts fixos P ∈ XD(Q̄) de ω són
punts de Heegner. El teorema 8.3.1 (veure també [Jor81]) ens
permet calcular l’extensió Q(P )/Q expĺıcitament i això imposa
restriccions importants en els coeficients de f(x, y).

Aquestes condicions aritmètiques en els coeficients de f(x, y)
poden ser suficientment restrictives perquè donin lloc a un nom-
bre finit de possibilitats per a f . En els casos més afortunats,
poden fins i tot determinar f uńıvocament.

Il.lustrem-ho en l’exemple de Kurihara.

En la corba X14 : y2 = p(x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e, la
involució ω7 no té punts fixos mentre que la involució ω2 té
quatre punts fixos P1 = (0,

√
e), P2 = (0,−√

e), Q1 = ∞1,
Q2 = ∞2 ∈ X14(Q̄) tals que, segons mostra Kurihara usant els
arguments que hem citat anteriorment,

Q(Pi) = Q(i),

Q(Qi) = Q(
√
−2).

Anàlogament, la involució ω14 té quatre punts fixos Ri = (βi, 0).
Aquests punts fixos són punts de Heegner per l’ordre d’enters
Z[
√
−14] del cos quadràtic imaginari K = Q(

√
−14).

Aquest cos té nombre de classes h(K) = 4 i el cos de classes
de Hilbert és una extensió H/K de grau 4. Tal com mostra

Kurihara, les extensions Q(Ri)/Q són Q

(
±

√
1±

√
−7

2

)
.

Tot plegat porta Kurihara a la conclusió que

X14 : y2 = pα(x) = −1

2
(x2 − α)(x2 − ᾱ),
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on α ∈ Q(
√
−7) i ᾱ denota l’element conjugat d’α en Q(

√
−7).

Canvis de variable adequats i un estudi ad hoc (no trivial, vegeu
[Kur79], p. 282, 283), donen tan sols vint possibles valors per a
α. Tan sols resta doncs determinar exactament el valor correcte
d’α d’entre els vint possibles.

3. Estudi de les fibres especials, de bona i mala reducció, per a
determinar completament el model

Si podem assegurar que la corba de Shimura XD ha de ser iso-
morfa sobre Q a un model d’entre un nombre finit {fi(x, y) = 0}
de possibles models, podem intentar destriar el model correcte
d’entre els incorrectes estudiant la reducció de les corbes XD i
fi(x, y) = 0 en diferents primers p.

En el cas de Kurihara D = 2 · 7, la corba X14 té bona reducció
en tot primer p 6= 2, 7. Això es deu a un teorema de Morita (cf.
Re, caṕıtol 4, A. Travesa, caṕıtol 6). La funció zeta de la corba
XD mod p, p 6= 2, 7, es pot calcular expĺıcitament en termes
de traces d’operadors de Hecke degut a les relacions d’Eichler-
Shimura i la fórmula de traces d’Eichler-Selberg (cf. Arenas,
caṕıtol 5, Travesa, caṕıtol 6, Alsina, caṕıtol 7, [JL85], [Kur79]).

En comparar la funció zeta de XD mod p amb les funcions zeta
de les corbes fi(x, y) = 0 mod p, p 6= 2, 7, (que es poden calcular
expĺıcitament comptant el nombre de punts sobre cossos finits),
arribem a la conclusió que la corba XD ha de ser isomorfa a una
de les tres corbes següents:

y2 = pαk
(x), k = 1, 2, 3,

per a

α1 = 2π5,

α2 = 2π7,

α3 = 2π13,

on π =

√
1 +

√
−7

2
.

Finalment, es conclou que
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X14 : (x2 − 13)2 + 73 + 2y2 = 0

tot estudiant les reduccions de X14 i les tres corbes y2 = pαk
(x)

en els primers de mala reducció p = 2 i 7.

Això es pot dur efectivament a terme perquè la teoria de Čered-
nik-Drinfeld descriu de manera expĺıcita la reducció de les corbes
de Shimura en els primers que divideixen el discriminant (cf.
Xarles, caṕıtol 3, [JL85], [Kur79]).
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pp. 277–307.

141



142 BIBLIOGRAFIA
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Caṕıtol 9

Aplicacions de les corbes
de Shimura. Teoremes de
Ribet
A. Arenas, N. Vila

L’objectiu d’aquest caṕıtol és presentar una prova alternativa del teo-
rema de Ribet de la Q-isogènia entre jacobianes de corbes de Shimura
i certes subvarietats abelianes de les jacobianes de corbes modulars
([Rib80], [Rib90b]), i el paper de les corbes de Shimura en la de-
mostració de Ribet ([Rib90b]) de la conjectura ǫ de Serre.

9.1 Teorema de Ribet de la isogènia

En primer lloc recordarem el teorema de Faltings [Fal83] relatiu a
Q−isogènies entre varietats abelianes sobre Q, aix́ı com també els
resultats relatius a la reducció de les corbes de Shimura X(D, 1) res-
pecte dels primers p de bona reducció ([Mor70], [Shi67]).

En el que segueix, G denotarà el grup de Galois absolut Gal(Q/Q).
Si l ∈ Z és un nombre primer i Tl(A) és el Zl-mòdul de Tate cor-
responent a una varietat abeliana A definida sobre Q, escriurem

143
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Tl(A)
⊗

Ql = : Vl(A) per a la seva extensió sobre Ql. A més, Lp(A, s)
designarà, com és habitual, el p-èsim, p primer, factor d’Euler de la
seva sèrie L.

9.1.1 Teorema. (Faltings) Donades dues varietats abelianes A1, A2

definides sobre Q, les següents condicions són equivalents:

1. A1 i A2 són Q-isògenes.

2. Vl(A1) i Vl(A2) són Ql[G]-isomorfs.

3. Lp(A1, s) = Lp(A2, s), per a quasi tot primer p.

4. Lp(A1, s) = Lp(A2, s), per a tot primer p.

9.1.2 Teorema. (Eichler, Shimura, Ihara, Morita) Sigui B una
Q-àlgebra de quaternions indefinida de discriminant D > 1. Consid-
erem la corba de Shimura X(D, 1). Aleshores si p ∤ D, p primer, es
té:

1. La funció zeta de la corba redüıda X sobre Fp és donada per

Z(X/Fp, t) =
det(1 − T (p)t + p t2)

(1 − t)(1 − p t)
,

on T (p) es considera com a operador en Ω1(X) ∼= S2(Γ(D, 1)).

2. Posem Nr = #X(Fpr), r ≥ 1. Aleshores

d

dt
log Z(X/Fp, t) =

∞∑

r=1

Nrt
r−1,

i

Nr = 1 + pr − tr(T (pr) − pT (pr−2))

convenint que T (p−1) = 0.

En particular,

#X(Fp) = 1 + p − tr(T (p)|S2(Γ(D, 1))).

Sigui N un enter lliure de quadrats producte d’un nombre parell de
primers. Considerem els grups fuchsians de primera espècie Γ(1, N) =
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Γ0(N) i el grup Γ(N, 1) d’unitats de norma 1 d’un ordre maximal
d’una Q-àlgebra de quaternions indefinida de discriminant N . Com és
habitual, denotarem per S2(Γ0(N))new l’espai de formes parabòliques
noves de pes 2 i nivell N (vegeu [AL70], [Miy71]), i per S2(Γ(N, 1))
l’espai de formes parabòliques de pes 2 respecte del grup Γ(N, 1).

9.1.3 Teorema. Si N > 1 és un enter lliure de quadrats producte
d’un nombre parell de primers i si p és un primer que no divideix N ,
aleshores:

tr(T (p)|S2(Γ(N, 1))) = tr(T (p)|S2(Γ(1, N))new).

La demostració d’aquest teorema (cf. [Are03]) es basa en la descom-
posició de l’espai S2(Γ0(N)) en suma directa dels subespais de formes
noves i velles:

S2(Γ0(N)) =
⊕

M |N

⊕

d| N
M

δd(S2(Γ0(M)new)),

on δd és l’aplicació

S2(Γ0(M)) →֒ S2(Γ0(N))

∑
n≥1 anqn 7→ ∑

n≥1 anqnd,

juntament amb la fórmula de les traces que ens permet escriure la
traça de l’operador de Hecke T (p) operant sobre l’espai S2(Γ(1, N))
de la següent manera :

1 + p − 2ν(N) −
∑

t


∑

r|m

h(∆r−2)

w(∆r−2)

∏

q|N

(
1 +

{
∆r−2

q

})
 ,

on ν(N) designa el nombre de divisors primers de N , i entenent que el
sumatori respecte de t indica que només hem de sumar respecte dels
t tals que t2 − 4p =: ∆ sigui discriminant negatiu, que sempre serà
considerat sota la forma ∆ = ∆0m

2 amb ∆0 fonamental i la segona
suma és respecte dels divisors positius de m. A més a més, q ∈ N
denota un primer, h(d) el nombre de classes de formes quadràtiques
binàries de discriminant d, w(d) l’ordre del grup d’isotropia de les
formes quadràtiques binàries de discriminant d, i



146 Cap. 9 Aplicacions de les corbes de Shimura

{
∆r−2

q

}
=





1, si q|r,
(

∆r−2

q

)
, si q ∤ r

Denotarem per J(D, N) la jacobiana de la corba de Shimura
X(D, N). D’aquests tres teoremes resulta sense gaires dificultats el
teorema de la isogènia de Ribet (cf. [Rib80]):

9.1.4 Teorema. Sigui N producte d’un nombre parell de primers
diferents. Aleshores, les varietats abelianes J(N, 1) i J(1, N)new són
Q- isògenes. En particular, si N és un enter lliure de quadrats i D
un divisor de N producte d’un nombre parell de primers, J(D, 1) és
Q- isògena a una subvarietat abeliana de J0(N) = J(1, N).

Considerem un enter N lliure de quadrats de la forma N = pqM ,
amb p i q primers. L’espai S2(Γ0(N)) conté dos subespais isomorfs
respectivament a

S2(Γ0(qM))
⊕

S2(Γ0(qM)) , S2(Γ0(pM))
⊕

S2(Γ0(pM)).

Sigui S2(Γ0(pqM))pq−old la suma d’aquests dos subespais de l’espai
S2(Γ0(N)) (en general no directa), i sigui S2(Γ0(pqM))pq−new el com-
plement ortogonal de S2(Γ0(pqM))pq−old en S2(Γ0(pqM)) respecte
del producte escalar de Petersson. Denotem per J0(pqM)pq−new el
quocient J0(pqM)/A on A ⊂ J0(pqM) és una subvarietat abeliana Q-
isògena a J0(qM)2×J0(pM)2, i per J(pq, M) la jacobiana de la corba
de Shimura X(pq, M) corresponent a l’àlgebra de quaternions de dis-
criminant pq i nivell M . Aleshores, procedint de manera anàloga al
cas precedent es té (cf. [Rib90b])

9.1.5 Teorema. (Ribet) J(pq, M) és Q-isògena a J0(pqM)pq−new.

De fet, molts dels treballs sobre les jacobianes de corbes de Shimu-
ra J(pq, M) han estat motivats pel desig de trobar una isogènia natu-
ral entre les dues jacobianes anteriors.
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9.2 Corbes de Shimura i la conjectura ε de
Serre

La demostració de Ribet [Rib90b] de la conjectura ε de Serre, quali-
ficat de “théorème difficile”per Serre ([Ser00], Nota 125.4), ha jugat
un paper fonamental. D’una banda amb aquest teorema es té que
Shimura-Taniyama-Weil implica Fermat. D’altra, és un primer re-
sultat en el marc de l’equivalència de les conjectures dèbil (3.2.3?) i
forta (3.2.4?) de Serre ([Ser00], 143, 168).

9.2.1 La conjectura ε

Sigui

ρ : GQ → GL2(Fl)

una representació cont́ınua i irreductible, on GQ = Gal(Q/Q) i l ≥ 3
és un primer.

• Suposem que ρ és modular de nivell N , és a dir, ρ prové d’una
forma modular nova de pes 2, nivell dividint N i caràcter trivial.
Aleshores tenim que:

- ρ és una representació imparell: ρ(c) té valors propis ±1.

- ρ té un model sobre tot cos finit Flr contenint les traces de ρ.

• Suposem que ρ és finita en p, on p és un primer que divideix
exactament N (p||N). Això vol dir que existeix un esquema en
grups H sobre Zp finit i pla tal que l’acció de Gal(Qp/Qp) sobre

el Flr -espai vectorial H(Qp) coincideix amb la restricció de ρ al
grup de descomposició en p.

Remarques.

1. Notem que si l 6= p, ρ és finita en p si i només si ρ és no
ramificada en p.

2. Si ρ és modular de nivell N/p aleshores és finita en p.
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Serre conjectura el rećıproc, de fet aquesta és la conjectura anom-
enada ε (cf. [Ser87]). Immediatament Mazur, en una carta a Mestre
(16 d’agost 1985), demostra la conjectura en el cas p 6≡ 1 (mod l). Ri-
bet a [Rib90b] la demostra en el cas l ∤ N , combinant les tècniques de
Mazur i una relació geomètrica entre les corbes modulars clàssiques
i corbes de Shimura.

9.2.1 Teorema. (Ribet) Sigui

ρ : GQ → GL2(Fl)

una representació cont́ınua i irreductible, l ≥ 3 primer. Suposem que
la representació ρ és modular de nivell N , finita en p, p||N , i una de
les dues condicions es satisfà:

• p 6≡ 1 (mod l),

• N és primer amb l,

aleshores ρ és modular de nivell N/p.

9.2.2 Representacions modulars

Sigui N un enter positiu. Sigui T = TN l’anell generat pels operadors
de Hecke Tn (n ≥ 1) sobre l’espai de formes modulars parabòliques
S2(Γ0(N)). Sigui m un ideal maximal de T. Per Deligne sabem que

9.2.2 Teorema. Existeix una única representació semisimple

ρm : GQ → GL2(T/m),

no ramificada fora de mN i satisfent

tr(ρm(Frobr)) = Tr (mod m), det(ρm(Frobr)) = r (mod m),

per a tots els primers r no dividint mN .

Definició. Una representació cont́ınua

ρ : GQ → GL2(Fl)
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diem que és modular de nivell N si el determinant de ρ és el caràcter
ciclotòmic mod l i existeix un morfisme

ω : T → Fl

tal que
tr(ρ(Frobr)) = ω(Tr)

per a quasi tot primer r. Aleshores, si m = ker(ω), la semisimplifi-
cació ρss de ρ és equivalent a ρm.

Remarques.

1. Les representacions modulars també les podem pensar com les
associades a la q-expansió d’una forma modular f ∈ S2(Γ0(N))
vector propi de tots els operadors de Hecke.

2. Si ρm és irreductible, l’espai vectorial V subjacent a ρm es pot
incloure a J0(N)[m]: V ⊆ J0(N)[m], on J0(N)[m] és el nucli
de la multiplicació per m en la jacobiana J0(N) de la corba
modular X0(N).
Si l és primer amb 2N , es té l’isomorfisme de T/m[GQ]-mòduls

V ≈ J0(N)[m].

En general, la semisimplificació J0(N)[m]ss, és un producte
d’espais V com a T/m[GQ]-mòduls (cf. [Maz77]).

9.2.3 L’abaixament del nivell

Fixem un enter positiu M i un primer p que no divideixi a M . Sigui
N = pM .

El primer resultat sobre l’abaixament de nivell el dóna el següent
teorema de Mazur en el cas p 6≡ 1 (mod l).

9.2.3 Teorema. (Mazur) Sigui

ρ : GQ → GL2(Fl)

una representació cont́ınua, irreductible, modular de nivell N , l ≥ 3,
finita en p i p 6≡ 1 (mod l). Aleshores ρ és modular de nivell M .
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La prova d’aquest resultat es pot seguir a [Rib90b]. Té com a eines
fonamentals els resultats de [DR73] i de [Maz77] i no hi intervenen
les corbes de Shimura. Es demostra per reducció a l’absurd i re-
quereix analitzar l’acció de Galois i de l’àlgebra de Hecke sobre la
fibra especial en p de J0(N).

Aix́ı, per demostrar el teorema de Ribet, podem suposar que:

• ρ ≈ ρλ, on λ és un ideal maximal de TMp, doncs ρ és irreductible
i modular de nivell Mp.

• p ≡ 1 (mod l), en particular els primers p i l són diferents, pel
teorema de Mazur.

• λ prové del quocient p-nou de TMp, si fos p-vell ja estaŕıem.

L’estratègia de Ribet consisteix a introduir un nou primer q, que
fa de pivot: q és primer amb pM i tal que ρλ(Frobq) té traça 0 i
determinant -1. Pel teorema Čebotarev̌ hi ha infinits primers que
actuen com la conjugació complexa. Com que el determinant de
ρλ(Frobq) és q mòdul λ, tenim que q ≡ −1 (mod l).

Sigui m un ideal maximal p-nou de TMpq compatible amb λ.

Ribet prova els dos resultats clau següents, on intervenen de mane-
ra fonamental les corbes de Shimura.

• m és pq-nou de TMpq.

• ρ és modular de nivell qM .

Ara q 6≡ 1 (mod l) doncs l 6= 2, i pel teorema de Mazur, obtenim
que ρ és modular de nivell M . ¤

9.2.4 Resultats clau

Siguin p, q primers diferents, M un enter positiu primer amb pq.
Sigui l ≥ 3 primer, primer amb pqM .
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9.2.4 Teorema. (A) Sigui m un ideal maximal p-nou de TpqM , amb
caracteŕıstica residual l. Suposem que ρm és irreductible. Suposem
que ρm(Frobq) té traça 0 i determinant -1. Aleshores m és pq-nou de
TMpq.

9.2.5 Teorema. (B) Sigui m un ideal maximal pq-nou de TpqM , amb
caracteŕıstica residual l. Suposem que q 6≡ 1 (mod l). Suposem que
ρm és irreductible i finita en p. Aleshores ρm és modular de nivell
qM .

Notem que el primer teorema fa pujar el nivell a pqM i el segon
permet fer l’abaixament a qM .

La prova d’aquests dos teoremes requereix la introducció d’una
corba de Shimura associada a l’ordre d’Eichler de nivell M d’una
àlgebra de quaternions de discriminant pq. En aquesta corba els
primers p i q juguen un paper similar, això permetrà intercanviar els
primers p i q.

9.2.5 La corba de Shimura

Siguin p, q primers diferents, M un enter positiu primer amb pq. Sigui
l ≥ 3 primer, relativament primer amb pqM . Sigui C/Q la corba de
Shimura associada al grup d’unitats de norma 1 d’un ordre d’Eichler
de nivell M en l’àlgebra de quaternions sobre Q de discriminant pq.

Sigui J = Pic0(C) la jacobiana de C.

Sigui T el quocient pq-nou de TpqM . Sigui m un ideal maximal de
T de caracteŕıstica residual l ≥ 3. Suposem que ρm és irreductible.

Considerem el T/m[GQ]-mòdul

W = J(Q)[m],

W 6= 0 doncs m és ideal de T.

Sigui
V = J0(pqM)(Q)[m]

el T/m[GQ]-mòdul corresponent a ρm.
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Tenim els fets següents:

• De les relacions de Eichler-Shimura per a J (cf. Travesa, caṕıtol
6) tenim una immersió V →֒ W de T/m[GQ]-mòduls i podem
identificar V →֒ J(Fp), doncs p 6= l i V és no ramificat en p. A
més, les accions naturals de T i de Frobp ∈ Gal(Fp/Fp) a V i a
J(Fp) respecten aquesta inclusió.

• Pels treballs de Cerednik i de Drinfeld (cf. Xarles, caṕıtol 3)
sabem que J té reducció a p purament tòrica.

• Pel Teorema 9.1.5 (Ribet) tenim que J és Q-isògena al quocient
pq-nou de J0(pqM).

Cal tenir en compte que S2(Γ0(pM)) ⊕ S2(Γ0(pM)) es pot veure
com el subespai q-vell de S2(Γ0(pqM)). L’anell TpqM actua fidelment
a S2(Γ0(pqM)) i preserva la descomposició S2(Γ0(pM))⊕S2(Γ0(pM)).
La imatge de TpqM en l’anell End(S2(Γ0(pM))2) és el quocient q-vell
de TpqM .

Siguin X (qM)q, X (pqM)q els grups de caràcters de la part tòrica
de la reducció de J0(qM) a q i de J0(pqM) a q.

Sigui Y el nucli de l’epimorfisme X (pqM)q → X (qM)q⊕X (qM)q.

Es té la successió exacta:

0 → Y → X (pqM)q → X (qM)q ⊕X (qM)q → 0.

Siguin ΦqM,q, ΦpqM,q els grups de components de la reducció de
J0(qM) a q i de J0(pqM) a q. Es té la successió exacta:

0 → A → ΦqM,q ⊕ ΦqM,q → ΦpqM,q → B → 0,

on A i B són el nucli i el conucli del morfisme natural

ΦqM,q ⊕ ΦqM,q → ΦpqM,q.

Sigui Z el grup de caràcters i Ψ el grup de components del torus
associat a la reducció de J a p.

Ribet demostra els dos resultats següents que relacionen la reduc-
ció en p en la corba de Shimura i la reducció en q en la modular,
respectant l’acció de l’àlgebra de Hecke.
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• Z i Y són T-isomorfs (Th. 4.1, [Rib90b]).

• La successió de T-mòduls és exacta (Th. 4.3, [Rib90b]):

0 → A → X (qM)q ⊕ X (qM)q/(T 2
p − 1)(X (qM)q ⊕ X (qM)q) → Ψ →

B → 0.

9.2.6 Prova dels teoremes clau

En lloc del teorema A provarem el teorema A’ que diu exactament
el mateix però intercanviant la q i la p, a fi d’estar en la situació de
poder utilitzar les notacions de l’apartat anterior.

9.2.6 Teorema. (A’) Sigui m un ideal maximal q-nou de TpqM , amb
caracteŕıstica residual l. Suposem que ρm és irreductible. Suposem
que ρm(Frobp) té traça 0 i determinant -1. Aleshores m és pq-nou de
TMpq.

Es prova primer que el polinomi caracteŕıstic de Tp,

(Tp)
2 − 1 ∈ m.

Ara m és q-nou/p-vell, per tant

m ∈ Sup(X (qM)q ⊕X (qM)q).

Aleshores,

m ∈ Sup(X (qM)q ⊕X (qM)q)/(T 2
p − 1)(X (qM)q ⊕X (qM)q).

De la successió exacta s’obté que

m ∈ Sup(Ψ).

Però TMpq actua a Ψ a través de T, el quocient pq-nou de TpqM .¤

Per provar el teorema B distingim dos casos.
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Primer cas: La imatge de V a Ψ és no nul.la. Aleshores m ∈
Sup(Ψ). De la successió exacta tenim que

m ∈ Sup(X (qM)q ⊕X (qM)q).

D’altra banda, l’àlgebra de Hecke T actua a X (qM)q ⊕ X (qM)q

a través del seu quocient q-nou/p-vell, fidelment (cf. [Rib90b], Th.
3.21). És a dir, m prové d’un quocient de T, q-nou/p-vell. En con-
seqüència, ρm és isomorf a un ρλ, per λ ideal maximal de TqM , per
tant ρm és modular de nivell qM .

Segon cas: La imatge de V a Ψ és nul.la. Aleshores tenim la inclusió
V ⊂ Hom(Z/mZ, µl). Per tant,

dimT/m(Z/mZ) ≥ 2.

Ara com que Z i Y són T-isomorfs,

dimT/m(Y/mY ) ≥ 2.

Podem suposar que m * Sup(X (qM)q ⊕X (qM)q), doncs en cas con-
trari, estem en el primer cas i ja sabem deduir que ρm és modular de
nivell qM . Aleshores, tenim l’isomorfisme

Y/mY ≈ X (pqM)q/mX (pqM)q,

que ens permet afirmar que

dimT/m(X (pqM)q/mX (pqM)q) ≥ 2.

Però això és una contradicció amb el fet que q 6≡ 1 (mod l) i el
teorema de Mazur, canviant p per q i M per pM . ¤
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Caṕıtol 10

Corbes de Shimura i codis
de Goppa
P. Bayer

Donada una corba X/Fq projectiva, no singular i de gènere g, sabem
pel teorema de Weil que el nombre dels seus punts racionals n =
#X(Fq) no pot excedir 1 + q + 2g

√
q. Certes corbes de Shimura,

associades a àlgebres de quaternions definides sobre cossos quadràtics
reals, proporcionen corbes X/Fp4 , per a p ≥ 3 primer, que posseeixen
molts punts racionals en relació amb el seu gènere. S’aconsegueixen
aix́ı successions de corbes (Xi) per a les quals (gi) i (ni) tendeixen a
∞ i gi/ni ≈ (p2 − 1)−1. El bon comportament asimptòtic d’aquestes
famı́lies és rellevant en el context de la teoria de codis correctors
d’errors.

Introducció

Un esquema de codificació lineal C = [n, k, d] sobre un cos finit Fq és
donat per un subespai vectorial C ⊆ Fn

q , de dimensió k, en el qual
tot vector x ∈ C, x 6= 0, té un mı́nim de d coordenades no nul·les.
El subespai C s’anomena el codi ; el quocient R := k/n, la taxa de
transmissió; i el quocient δ := d/n, la distància mı́nima relativa.

157
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Els paràmetres d’un codi estan sotmesos a certes restriccions.
D’entrada, per una fita deguda a Singleton, es té que

R + δ ≤ 1 + 1/n.

Un dels problemes que es plantegen en la teoria de codis correctors
d’errors és la construcció de successions (Ci) que posseeixin bones
propietats asimptòtiques. És a dir, tals que si Ci = [ni, ki, di], se
satisfaci que limni = ∞, i Rδ > 0, per a R = limRi, δ = lim δi.

L’any 1973, V. D. Goppa s’adonà de la possible construcció de
codis lineals a partir de corbes algebraiques definides sobre cossos
finits. L’obtenció de bons codis es tradueix aleshores en la construcció
efectiva de corbes amb molts punts racionals en relació amb el seu
gènere.

Si (Xi) és una successió de corbes sobre Fq per a la qual la suc-
cessió (gi) tendeix a ∞ i

lim
i→∞

gi/#Xi(Fq) = γ < ∞,

aleshores, en la successió associada de codis de Goppa, es té que

R + δ ≥ 1 − γ.

L’any 1982, Y. Ihara [Iha81] i, independentment, M. A. Tsfasman-
S. G. Vlădut- Th. Zink [TVZ82] posaren de manifest l’existència de
successions de corbes sobre Fp2 , p ≥ 7 primer, per a les quals

γ ≈ (p − 1)−1.

Per a tal fi, utilitzaren les corbes modulars X0(N), les seves fibres de
bona reducció en primers racionals, p ∤ N , i els punts supersingulars
d’aquestes.

En el mateix treball, Tsfasman-Vlădut-Zink [TVZ82] obtingueren
successions de corbes definides sobre Fp4 , p ≥ 3 primer, per a les quals

γ ≈ (p2 − 1)−1.

Per a tal fi, utilitzaren corbes de Shimura, torçaments de les seves
fibres de bona reducció en primers P d’un cos quàrtic totalment real,
i punts especials d’aquestes.
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Aquesta exposició versa sobre el teorema de Tsfasman-Vlădut-
Zink. Ens limitarem a tractar el cas associat a les corbes de Shimura,
que és el més elaborat. El teorema de Tsfasman-Vlădut-Zink es basa
en un teorema previ de Zink [Zin82], en el qual s’analitzen fibres de
reducció dolenta de certes superf́ıcies de Shimura.

10.1 Superf́ıcies de Shimura

En aquesta secció presentem una introducció breu a certes superf́ıcies
de Shimura i a la seva interpretació com a solució d’un problema de
moduli definit sobre el cos complex C.

Denotem per A l’anell de les adeles racionals; per Af = Q⊗ Ẑ, el

subanell de A de les adeles finites; i per Ap
f = Q ⊗ Ẑp, el subanell de

Af de les adeles finites allunyades de p.

En tot el treball, K designarà un cos quadràtic totalment real i
OK , el seu anell d’enters. Siguin p un primer racional, inert en K, i
p = pOK .

Donats elements α, β ∈ K∗, sigui H =

(
α, β

K

)
la K-àlgebra de

quaternions de base {1, i, j, k} definida per les relacions

i2 = α, j2 = β, ij = −ji = k.

Suposarem que H és ramificada en p i que és no ramificada en les
dues places de l’infinit de K. Aquesta darrera condició es tradueix
en l’existència d’un isomorfisme

H ⊗Q R ≃ M(2, R) × M(2, R),

on M(2, R) designa l’àlgebra de les matrius reals 2 × 2.

Donat un quaternió

q = a + bi + cj + dk, a, b, c, d ∈ K,

definim
q∗ = a − bi − cj − dk.

L’aplicació q → q∗ és la involució principal de H.
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Denotarem per Tr0, Nr0 la traça i la norma redüıdes en H:

Tr0(q) = q + q∗, Nr0(q) = qq∗.

Interpretem el grup multiplicatiu H∗ com un grup algèbric, definit
sobre Q, i fixem la immersió

h0 : Q(i) →֒ H ⊗Q R

i 7→
[

−1
1

]
×

[
−1

1

]
.

D’aquesta manera, podem considerarem el grup

Γ∞ := h0(Q(i)∗)

com un subgrup de (H ⊗Q R)∗ = GL(2, R) × GL(2, R).

Donat un subgrup Γ ⊆ H∗(Af ) compacte, obert i suficientment
petit, els treballs de Shimura, exposats per Deligne [Del71], posen de
manifest l’existència d’una superf́ıcie complexa X(H, Γ) llisa i quasi-
projectiva tal que

X(H, Γ)(C) = (Γ∞ × Γ)\H∗(A)/H∗(Q).

En molts casos, la superf́ıcie de Shimura X(H, Γ) posseeix un model
canònic, definit sobre un cos de nombres E = E(H, h0).

El grup d’adeles quaterniòniques H∗(Af ) opera per l’esquerra en
el sistema projectiu

X(H) = limΓX(H, Γ),

obtingut en prendre el ĺımit sobre tots els subgrups Γ possibles.

A fi d’obtenir una interpretació modular de les superf́ıcies X(H, Γ),
ens caldrà fixar certs ordres de H.

Començarem per triar una extensió quadràtica totalment real
E/K tal que l’extensió quàrtica E/Q sigui de Galois i no ramificada
en p. Sigui Gal(E|K) = 〈τ〉. Suposarem que el cos E descompon
l’àlgebra de quaternions H; és a dir,

H ⊗K E ≃ M(2, E).



10.1. Superf́ıcies de Shimura 161

Pel teorema de Skolem-Noether, existeix un quaternió a ∈ H tal que
eτ = aea−1, per a tot e ∈ E. Se satisfà que a2 = −δ ∈ K. Sense
restricció, podem suposar que δ és un element totalment positiu de
OK i que vp(δ) = 1. La fórmula

q 7→ q̂ = aq∗a−1

defineix una involució positiva de H.

Si OE designa l’anell d’enters de E, l’extensió d’anells

OH := OE [a]

defineix un ordre de H que és maximal en p. Considerarem el conjunt
V = OH com un OH-mòdul per l’esquerra i, en particular, com un
OK-mòdul lliure. Notem que dimOK

V = 4.

La proposició que segueix s’obté sense dificultat a partir de les
definicions donades.

10.1.1 Proposició. Sigui B : V ×V −→ OK l’aplicació definida per

B(v, w) = Tr0(a−1v̂w) = Tr0(a−1wv∗), v, w ∈ V.

Se satisfà que

i) B és una OK-forma bilineal, alternada i no degenerada.

ii) Per a tot q ∈ OH i per a tot v, w ∈ V ,

B(qv, w) = B(v, q̂w).

iii) Existeix un element k ∈ K tal que kB(v, w h0(i)) és una forma
bilineal sobre V ⊗ R, simètrica i definida positiva.

El teorema següent interpreta la superf́ıcie X(H, Γ) com a esque-
ma de moduli d’esquemes abelians amb multiplicació quaterniònica
(MQ).

10.1.2 Teorema. Existeix un esquema groller de moduli X(H, Γ),
projectiu sobre C, associat al functor que a tot esquema T sobre
Spec(C) li fa correspondre els objectes (A, ι, λ, η) següents:
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1. Una classe d’isomorfia d’esquemes abelians A/T , de dimensió
relativa 4.

2. Un monomorfisme ι : OH →֒ EndT (A) tal que

Tr(ι(q) | Lie(A)) = TrK|QTr0(q), q ∈ OH.

3. Una classe de polaritzacions λ ∈ Hom0
K(A, A∗)/K∗ tal que ι(q̂)

és la involució de Rosati de ι(q).

4. Una Γ-classe d’equivalència d’isomorfismes de OH ⊗ Ẑ-mòduls

η : T̂ (A) −→ OH ⊗ Ẑ (mod Γ)

que respecten, llevat de constants, les formes OK ⊗ Ẑ-bilineals
d’ambdós termes.

En el teorema, T̂ (A) :=
∏

ℓ∈Spec(Z) Tℓ(A) designa el mòdul de Tate
de A.

10.2 Interpretació modular local

Abans de procedir a la interpretació modular de les fibres de les su-
perf́ıcies de Shimura, ens caldrà escollir certes estructures de nivell.

Donat un enter N , primer amb p, definim

Γ(N) = {q ∈ AutOH
(V ⊗ Ẑ) | q ≡ 1 a (V ⊗ Z/NZ)}.

Siguin
Γp ⊆ H∗(Ap

f ), Γp = GLOH
(V ⊗ Zp).

Considerarem únicament subgrups Γ := ΓpΓp tals que Γ ⊆ Γ(N), per
a un cert N ≥ 3.

10.2.1 Definició. Sigui A un T -esquema abelià amb multiplicació
quaterniònica

ι : OH →֒ EndT (A).

El parell (A, ι) s’anomena un OH-esquema abelià especial si

Tr(ι(q) | Lie(A)) = TrK|QTr0(q), q ∈ OH.
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Cal tenir present el resultat següent.

10.2.2 Proposició. Tota varietat abeliana A de dimensió parella
amb multiplicació quaterniònica per OH i definida sobre un cos valo-
rat, respecte d’una valoració discreta, té bona reducció potencial.

Descrivim tot seguit la interpretació modular local de les su-
perf́ıcies de Shimura.

10.2.3 Teorema. Existeix un esquema groller de moduli X (H, Γ),
projectiu sobre Zp, associat al functor que a tot esquema T sobre
Spec(Zp) li fa correspondre els objectes següents:

1. Un OH-esquema abelià especial (A, ι) definit sobre T .

2. Una classe de polaritzacions λ ∈ Hom0
Kp

(A, A∗)/K∗
p tal que ι(q̂)

és la involució de Rosati de ι(q).

3. Una Γp-classe d’equivalència d’isomorfismes de OH⊗Ẑp-mòduls

η : T̂ p(A) −→ OH ⊗ Ẑp (mod Γp).

La demostració del teorema anterior s’obté a partir de la conside-
ració d’un problema fi de moduli, recobriment galoisià del problema
anterior, que descriurem tot seguit.

Sigui

K∗(Ap
f (−1)) = {k ∈ K⊗Ẑp(−1) | k′·k = 1, per a un k′ ∈ K ⊗ Ẑp(1)}.

Considerem el conjunt, finit,

Nr0(Γp)\K∗(Ap
f (−1))/Up(K+) = {κ1, . . . , κh}.

Suposarem donada una extensió quadràtica no ramificada EP/Kp

tal que EP ⊆ Hp; equivalentment,

Hp ⊗Kp EP = M(2, EP).

Siguin σ = Frob(E|Qp), Gal(E|K) = 〈τ〉, τ = σ2.
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Sigui X̃ (H, Γ) la forma de X (H, Γ) definida sobre OEP
en què

l’element de Frobenius sobre Fp actua com τ ◦ (1, . . . , p−2, . . . , 1),
on τ designa l’acció de l’element de Frobenius sobre X (H, Γ). En
particular,

X̃ (H, Γ) ⊗OEnr
P

= X (H, Γ) ⊗OEnr
P

.

10.2.4 Teorema. Existeixen una extensió R/Zp, finita i no ramifica-

da, i un esquema R-esquema quasiprojectiu X̃ (H, Γ) tal que, per a tot
R-esquema T , els punts X̃ (H, Γ)(T ) descriuen els objectes següents:

1. Un OH-esquema abelià especial (A, ι) definit sobre T .

2. Una polarització λ de A, principal en p, tal que ι(q̂) és la in-
volució de Rosati de ι(q).

3. Una Γp-classe d’equivalència d’isomorfismes de OH⊗Ẑp-mòduls

η : T̂ p(A) −→ OH ⊗ Ẑp (mod Γp)

tal que κ(A, ι, λ, η) = κi, per a un i, 1 ≤ i ≤ h.

10.3 Mòduls formals

El proper objectiu és la descripció de la fibra especial X (Γ, H) ⊗Zp

OEP
/POEP

. Per a aquest fi, necessitem estudiar amb més detall els
esquemes abelians especials sobre cossos algebraicament tancats de
caracteŕıstica positiva. Introduirem prèviament el concepte de tipus
en els mòduls formals amb multiplicació quaterniònica.

Sigui Kp/Qp una extensió quadràtica i no ramificada, i sigui Hp =(
α, β

Kp

)
una àlgebra de quaternions d’invariant 1/2. Designem per

OHp el seu ordre maximal. Prenem l’extensió EP/Kp com en la secció
anterior.

10.3.1 Definició. Un tipus t és una aplicació

t : Z/4Z → {−1, 0, 1}
tal que

t(i) + t(i + 2) = 0, |t(i + 1) + t(i + 2)| ≤ 1, per a tot i ∈ Z/4Z.
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10.3.2 Definició. Sigui T un esquema sobre Spec(OEP
). Donats un

T -esquema formal X i una immersió d’anells

ι : OHp →֒ EndT (X),

el parell (X, ι) s’anomena un OHp -mòdul formal de tipus t si

TrOT
(ι(e)|Lie(X)) = TrEP |Qp

Tr0(e) +
∑

i

t(i)σ−i(e),

per a tot e ∈ OEP
.

Si t ≡ 0, l’esquema formal X s’anomena un OHp -mòdul formal
especial. Si t 6≡ 0 i T = Spec(R), aleshores pR = 0.

Tota Zp-àlgebra R té associats un anell de Witt, W (R), i un anell
de Cartier, Cart(R). Recordem que

Cart(R) =





∑

r,s≥0

V r[xr,s]F
s | xr,s ∈ R, xr,s = 0 q.p.t. s, fixat r



 .

L’estructura de Cart(R) com a Zp-àlgebra és donada per les relacions
següents:

1 = [1], FV = p, F [x] = [xp]F, [x]V = V [xp],

[x][y] = [y][x], per a tot x, y ∈ R,

[x] + [y] = [x + y] +
∑

r≥1

V r[zr]F
r, per a certs zr ∈ R.

10.3.3 Definició. Un mòdul M sobre Cart(R) s’anomena redüıt quan
satisfà les condicions que segueixen.

i) L’element V ∈ Cart(R) opera de manera injectiva en M .

ii) El quocient M/V M és un R-mòdul projectiu i finitament gene-
rat.

iii) lim projM/V iM = M.
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Donada una OEP
-àlgebra R, existeix un homomorfisme canònic

de OEP
en Cart(R) que permet obtenir la graduació M = ⊕4

i=1Mi:

Mi = {m ∈ M | ι(e)m = eσ−i

m, e ∈ OEP
}.

10.3.4 Proposició. Donada una OEP
-àlgebra R, la categoria dels

OHp -mòduls formals amb multiplicació quaterniònica de tipus t sobre
R és equivalent a la categoria dels mòduls de Cartier redüıts i Z/4Z-
graduats, M = ⊕i∈Z/4ZMi, que satisfan les propietats següents:

i) V , F , i els elements x ∈ R operen en M com a aplicacions
homogènies de graus 1,−1, 0, respectivament.

ii) Existeix un endomorfisme homogeni Π de grau 2 de M tal que
Π2 = p.

iii) rangMi/V Mi−1 = 1 + t(i), per a i ∈ Z/4Z.

10.3.5 Teorema. Siguin L un cos perfecte de caracteŕıstica p i X
un grup formal d’altura h sobre L. Aleshores,

i) El mòdul de Cartier M(X) és un W (L)-mòdul lliure, de rang
h.

ii) Si X és un OHp -mòdul, aleshores h és igual a 0 o bé a 8.

iii) Si K designa el cos de fraccions de W (L), el submòdul

(M0 ⊗W (L) K, V 2Π−1)

determina la classe d’isogènia de X.

10.3.6 Definició. Suposem que R és un anell de caracteŕıstica p.
Siguin X/Spec(R) un OHp -mòdul formal i M = ⊕4

i=1Mi, el seu mòdul
de Cartier. El conjunt cŕıtic de X es defineix com

S(X) = {i | Π : Mi/V Mi−1 → Mi+2/V Mi+1, Π ≡ 0}.

10.3.7 Definició. Un subconjunt S ⊆ Z/4Z s’anomena admissible
si per a tot i se satisfà que i ∈ S o bé i + 2 ∈ S.

10.3.8 Definició. Un conjunt S = St s’anomena saturat si

St = {i ∈ Z/4Z | |t(i)| = 1, o bé t(i − 1) + t(i) = 1}.
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10.4 Esquemes abelians especials

Els conceptes de la secció anterior permeten obtenir informació del
problema de moduli sobre Fp.

10.4.1 Proposició. Sigui A un OHp -esquema abelià especial definit
sobre un cos algebraicament tancat L de caracteŕıstica p. Aleshores,

i) rangp(A) = 0.

ii) L’esquema A és isogen a un producte de corbes el.ĺıptiques su-
persingulars si, i només si, el OHp -mòdul formal especial X =
X(A) és supersingular; és a dir, S(X) = Z/4Z.

iii) Si X(A) és supersingular, A és producte de corbes el·ĺıptiques
supersingulars.

10.4.2 Proposició. Donat un conjunt saturat S ⊆ Z/4Z, existeix
un OHp -mòdul formal especial Y , únic a menys d’isomorfismes, tal
que el seu conjunt cŕıtic S(Y ) = S.

i) Si S = Z/4Z, Y és supersingular.

ii) Si S 6= Z/4Z, aleshores el tipus d’isogènia de Y és determinat
per la matriu

J =

[
ps1 0
0 ps2

]
,

on s1 = 1
2(1

2#S − 1), s2 = 2 − 1
2(1

2#S + 1), S := S ∩ (S + 2).

Volem ara calcular els endomorfismes dels OH-esquemes abelians
especials en p.

10.4.3 Proposició. Sigui A un OH-esquema abelià especial definit
sobre el cos algebraicament tancat Fp.

i) Si A no és supersingular, aleshores End0
H(A) és un cos total-

ment imaginari, extensió quadràtica del cos K, en el qual p

descompon completament.
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ii) Si A és supersingular, aleshores End0
H(A) = H− on H− és la

K-àlgebra de quaternions definida pels invariants següents:

invνH− =





1
2 , si ν = p,

invνH, si ν és no arquimedià i ν 6= p,
1
2 , si ν és arquimedià.

10.4.4 Corol·lari. En prendre com a esquema base OEP
, es té que

i) Aut(A, ι, λ, η) = K∗ ∩ Γ.

ii) X (H, Γ) ⊗Zp
OEP

és un esquema fi de moduli.

10.5 El teorema de Zink

Donat un conjunt admissible S ⊆ Z/4Z, sigui X (H, Γ, S) el sub-
esquema tancat de

X (H, Γ) ⊗Zp
OEP

/POEP
= X (H, Γ) ⊗Zp

Fp4

tal que

X (H, Γ, S)(T ) = {(A, ι, η)} | S(A) ⊇ S}.

Es demostra que X (H, Γ, S) és un esquema llis de dimensió 4 − #S.

L’estructura de la fibra especial de X (H, Γ) s’obté a partir dels
resultats de Zink [Zin82].

10.5.1 Teorema. La fibra en P de X (H, Γ) admet la descripció se-
güent:

i) X (H, Γ) ⊗Zp
OEP

/POEP
=

⋃
S X (H, Γ, S).

ii) Els esquemes X (H, Γ, S), X (H, Γ, S′) es tallen transversalment.
A més,

X (H, Γ, S) ∩ X (H, Γ, S′) = X (H, Γ, S ∪ S′).
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iii) X (H, Γ, S) és una P1-fibració.

Sigui [i + 1, j] ⊆ S un interval tal que i ∈ S\S, j + 1 6∈ S i
j + 1 ∈ S si, i només si, j − i és senar. Sigui m = #[i + 1, j].

iv) Si la diferència j − i és senar, la base de la fibració és

X (H, Γ, S ∪ {i + 2}), X (H, Γ, S ∪ {j + 3}).

Les fibres tallen l’esquema X (H, Γ, S∪{i+2}) amb multiplicitat
pm+1 i l’esquema X (H, Γ, S ∪ {j + 3}) amb multiplicitat 1.

v) Si la diferència j − i és parella, la base de la fibració és

X (H, Γ, S ∪ {i + 2}), X (H, Γ, S ∪ {j + 1}).

Les fibres tallen l’esquema X (H, Γ, S∪{i+2}) amb multiplicitat
pm+1 i l’esquema X (H, Γ, S ∪ {j + 1}) amb multiplicitat 1.

10.6 El teorema de Tsfasman-Vlădut-Zink

Sigui B =

(
a, b

K

)
una àlgebra de quaternions ramificada únicament

en una plaça de l’infinit del cos K. Aleshores

B ⊗Q R = M(2, R) × H,

on H =

(−1,−1

K

)
designa el cos dels quaternions de Hamilton. Su-

posem que B és no ramificada en p; o sigui que invp(B) = 1.

Sigui Γ ⊆ B∗(Af ) un subgrup compacte i obert, que suposarem
de la forma

Γ = ΓpΓp, Γp ⊆ B∗(Ap
f ), Γp ⊆ B∗(Qp) = GL(2, Qp),

per a Γp un subgrup compacte maximal.

Suposarem, també, que Γ ⊆ Γ(N), on Γ(N) és el grup de con-
gruència de nivell N ≥ 3, primer amb p, definit per

Γ(N) = {q ∈ B∗(Af ) | (q − 1)(OB) ⊗ Ẑ ⊆ N(OB ⊗ Ẑ)},
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i on OB és un cert ordre de B.

En aquest cas, la teoria dels models canònics proporciona una
corba llisa X(B,Γ), definida sobre K, tal que

X(B,Γ)(C) = (Γ × Γ∞)\B∗(A)/B∗(Q).

La corba en qüestió té bona reducció en p. Per tant, existeix un es-
quema projectiu i llis X (B,Γ)/Spec(OKp ) de fibra genèrica X(B,Γ).

Denotarem per X̃(B,Γ) la forma de X(B,Γ) definida sobre OEP

en què l’element de Frobenius sobre Fp actua com τ◦(1, . . . , p−1, . . . , 1),
on τ designa l’acció de l’element de Frobenius sobre X(B,Γ). L’esque-
ma π0(X̃ (B,Γ) = Nr(Γ)\K∗(Af )/K∗

+ és ara un esquema constant. A
partir de la norma redüıda, s’obté un morfisme

X̃ (B,Γ) → π0(X(B,Γ)).

Procedirem tot seguit a l’anomenat intercanvi d’invariants. De-
finim àlgebres de quaternions H = H+, H− ramificades en p i tals
que

H ⊗Q R = M(2, R) × M(2, R), H− ⊗Q R = H × H.

Prenem la resta de la ramificació en H i en H− com en B.

Siguin Γ± ⊆ H∗
±(Af ) subgrups compactes i oberts. Suposem que

són de la forma següent:

Γ± = ΓpΓ±,p, Γp ⊆ H∗
±(Ap

f ) = B∗(Ap
f ),

el mateix subgrup de més amunt, i Γ±,p ⊆ H∗
±(Qp) un subgrup com-

pacte maximal.

Considerem la projecció

X̃ (H, Γ+) → π0(X̃ (H, Γ+)) = π0(X̃ (B,Γ)).

Sigui C un component connex de X̃ (B,Γ) i sigui X el component
connex corresponent de X̃ (H, Γ+). Sigui s = Spec(Fq4). La fibra
especial Xs de X és unió de quatre superf́ıcies reglades

Xs =
⋃

i∈Z/4Z

Yi.
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Les interseccions Ci = Yi ∩ Yi+1 proporcionen corbes irreductibles
totes isomorfes a una mateixa corba, C, definida sobre Fq4 .

A partir de la norma redüıda, s’obté la factorització de Stein:

Γ−\H∗
−(Af )/H∗

− → Nr0(Γ+)\K∗(Af )/K∗
+ = π0(X (B,Γ)).

En definir

k(C) := #(Nr0)−1(C),

s’obté que Yi ∩ Yi+2 = (Nr0)−1(C) és un esquema constant que pos-
seeix k punts sobre Fq4 .

La classe canònica de Yi és Ki = −2Ci + yLi, on Li és una de les
corbes racionals que defineixen la fibració de Yi. Es té que

(Li · Ci) = 1, (Li · Ci−1) = p,

amb la qual cosa, la fórmula d’adjunció permet calcular el gènere de
la corba C:

g(Ci) = 1 +
(Ci(Ci + Ki))

2
= 1 +

k

p2 − 1
.

El principal resultat de Tsfasman-Vlădut-Zink és l’obtenció d’aques-
ta fórmula per al gènere.

10.6.1 Teorema. Sigui C un component connex de la fibra especial
torçada X̃ (B,Γ)s de la corba de Shimura X(B,Γ), on s = Spec(Fp4).
Aleshores,

i) g(C) = 1 +
k(C)

p2 − 1
.

ii)
g(C)

#C(Fp4)
≤ 1

k(C)
+

1

p2 − 1
.

Per veure els avantatges del resultat anterior, considerem la recta
de Goppa, d’equació

R = 1 − γ − δ, γ = g/n,
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i l’anomenada corba de Gilbert-Varshamov, d’equació

R = 1 − H(δ),

on
H(x) := xlogq(q − 1) − xlogqx − (1 − x)logq(1 − x)

és la funció d’entropia.

Per Gilbert-Varshamov, se sap que existeixen codis lineals per als
quals 1 − R ≈ H(δ).

10.6.2 Corol·lari. Els codis de Goppa definits per corbes de Shimu-
ra milloren la fita de Gilbert-Varshamov.

Atès que, en el nostre cas, γ ≈ (
√

q − 1)−1, on q = p4, p ≥ 3,
els codis lineals sobre Fp4 obtinguts per torçament de les fibres en P

de les corbes de Shimura milloren la fita de Varshamov-Gilbert en
l’interval (δ1, δ2), on δ1 < δ2 designen les dues arrels de

H(δ) − δ = (
√

q − 1)−1.
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functions and the Čerednik-Drinfeld uniformization, In-
vent. Math. 131 (1998), num. 3, 453–491.



Bibliografia general 177

[BD99] M. Bertolini, H. Darmon, p-adic periods, p-adic L-
functions and the p-adic uniformization of Shimura curves,
Duke Math. J. 98 (1999), num. 2, 305–334.

[Bes93] A. Besser, Universal families over Shimura curves, Tesi
doctoral, Tel-Aviv University, 1993.

[Bes95] A. Besser, CM cycles over Shimura curves, J. Algebraic
Geom. 4 (1995), num. 4, 659–691.

[Bes98] A. Besser, Elliptic fibrations of K3 surfaces and QM Kum-
mer surfaces, Math. Z. 228 (1998), num. 2, 283–308.
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one, J. Théor. Nombres Bordeaux 7 (1995), 93–96.

[Brz97] J. Brzezinski, A generalization of Eichler’s trace formula,
Collect. Mathematica 48 (1997), num. 1-2, 53–61.

[BT65] A. Borel, J. Tits, Groupes réductifs, IHES Publ. Math. 27
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of Shimura curves, Compositio Math. 60 (1986), num. 2,
227–236.
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ben, J. Reine Angew. Math. 378 (1987), 113–220.

[Lüt90] W. Lütkebohmert, Formal-algebraic and rigid-analytic ge-
ometry, Math. Ann. 286 (1990), 341–371.

[Mag74] W. Magnus, Noneuclidean tesselations and their groups,
Academic Press, 1974.

[Man81] Y. Manin, What is the maximum number of points on a
curve over F2?, Journal of Faculty of Science University of
Tokyo 28 (1981), 915–720.

[Maz77] B. Mazur, Modular curves and the Eisenstein ideal, Inst.
Hautes Études Sci. Publ. Math. (1977), num. 47, 33–186
(1978).

[Maz78] B. Mazur, Rational isogenies of prime degree, Invent.
Math. 44 (1978), 129–162.

[McC98] J. McConnell, Division algebras—beyond the quaternions,
Amer. Math. Monthly 105 (1998), num. 2, 154–162.



196 Bibliografia general

[Mes91] J-F. Mestre, Construction de courbes de genre 2 à partir
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surfaces, Univ. Montréal, 1992, pp. 151–253.

[Miy71] T. Miyake, On automorphic forms on GL2 and Hecke op-
erators, Ann. of Math. 94 (1971), 174–189.

[Miy76] T. Miyake, Modular forms, Springer, Berlin, 1976.

[Mor70] Y. Morita, Ihara’s conjectures and moduli space of abelian
varieties, Thesis, Univ. Tokyo, 1970.



Bibliografia general 197

[Mor80] Y. Morita, Classification of a family of abelian varieties
parametrized by reduction modulo p of a Shimura curve,
Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci. 56 (1980), num. 7,
338–341.

[Mor81] Y. Morita, Reduction mod p of Shimura curves, Hokkaido
Math. J. 10 (1981), num. 2, 209–238.

[Mor92] A. Mori, Explicit period matrices of abelian surfaces with
quaternionic multiplications, Boll. Un. Mat. Ital. A (7) 6
(1992), num. 2, 197–208.

[Mor95] A. Mori, Power series expansions of modular forms at CM
points, Rend. Sem. Mat. Univ. Pol. Torino 53 (1995), 361–
374.

[MR77] B. Mazur, M. Rapoport, Behavior of the Néron model of
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