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Prefaci

Aquest llibre ofereix una introduccio a ’estudi de les corbes de Shimu-
ra definides sobre el cos del racionals i a algunes de les seves apli-
cacions. El seu contingut es basa en les conferéncies impartides
en el Seminari de Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC), celebrat a
Barcelona, del 29 de gener al 2 de febrer de 'any 2001. Una versié
preliminar d’aquelles conferéncies fou publicada en el volum Corbes
de Shimura [AABO1]. La dificultat intrinseca del tema, unida a la
manca general de textos introductoris, ha fet aconsellable preparar
una edicié ampliada d’aquelles notes.

El llibre consta d’una introduccié, a carrec de Ron Livné, de 10
capitols i d’una llista actualitzada de referencies. Les paraules del
professor Livné permeten copsar la importancia historica de les corbes
iles varietats de Shimura i situar el contingut de cada capitol en el seu
context historic. En particular, I’alumnat de tercer cicle hi trobara
una guia per iniciar-se en temes de recerca. Agraim al professor Livné
la seva valuosa aportacié.

M. Alsina, A. Arenas, P. Bayer
Barcelona, 31 d’octubre de 2005
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Introduccio

R. LIVNE

The Shimura curves are Riemann surfaces uniformized by arithmetic
groups. The first examples, the modular curves, go back in special
cases at least to Gauss. These examples are atypical since the Rie-
mann surfaces are not compact there, while they are compact in all
other cases.

Historically, the next examples to appear were those coming from
triangle groups (see e.g. [FK97]). Up to commensurability there are,
however, only finitely arithmetic triangle groups ([Tak77a, Tak77b].

The theory of Shimura curves is currently viewed as a special
case of the general theory of higher-dimensional arithmetic congru-
ence quotients. This general theory was developed by several people,
starting with Siegel, and including Baily, Piateskii-Shapiro and Sha-
farevich, and Shimura. Deligne’s reformulation of Shimura’s work
[Del71] had become the standard reference for the general theory of
what is now called “Shimura varieties” (the terminology was first used
by IThara for curves and by Langlands in general). The most striking
result is that there exist canonical models for these varieties. These
are uniquely determined varieties over a specific number field, the re-
flex field, which underlie the given complex manifolds, and they have
canonical, defining properties. For example, a “symplectic” embed-
ding of a Shimura variety into Siegel space, which is the parameter
space for principally polarized abelian varieties, gives the canonical
model through the theory of moduli ([Del71]). The general case is
due to Kazhdan, Borovoi, and others. See Chapter 10 for an example

ix



X Introduccio

where the higher dimensional theory is discussed (in a special case)
and then applied to counting points on certain Shimura curves over
totally real fields. A good place to learn the general theory is Mil-
ne’s homepage (http://www.jmilne.org/math/) which contains a lot
of material on Shimura varieties, much of it unpublished.

Shimura curves were first studied by Shimura ([Shi61, Shi67]) and
then by Ihara ([Iha68b, Tha69]). One takes a quaternion algebra B
over a totally real number field F', which is split at one infinite prime
and ramified at all the others. This case is difficult if F' # @, since the
reflex field, which is F', is smaller than what the moduli theory can
yield. In fact the curve case is most important since the existence
of canonical models is by induction on dimension, with the curve
case being the starting point (together with the even more important
O-dimensional case of special points).

The main subject of interest regarding Shimura varieties had been
their Hasse-Weil L-functions over the reflex field or its extensions.
These can frequently be proved to be automorphic, hence to have
analytic continuation and functional equation. The first results, for
modular curves, were obtained by Eichler (see Chapter 6), and there
is currently a lot of work on more general cases. The Langlands phi-
losophy in fact predicts that the L-functions thus obtained should be
automorphic in all cases, and that they should cover a very large and
important class of the good (=algebraic automorphic) L-functions.
Following Deligne and Langlands, Carayol had used Shimura curves
over totally real fields to prove the Langlands correspondence for
Hilbert modular forms at the bad primes [Car86a, Car86b].

To compute the L-functions one needs to compute the reduction
modulo primes of the canonical models. Then one counts the points
on these reductions via the Lefschetz trace formula for étale coho-
mology, and one compares them to the automorphic trace formula.
The good reduction of Shimura curves was studied by Morita (see
the reference in Chapter 6). The bad reduction (see Chapters 3 and
4) was studied by Carayol ([Car86a]) and by Cerednik and Drinfel’d
(see [BCI1]). The reduction of Shimura varieties is a topic of much
current interest (see e. g. [Var98a, Var98b, Rap90, RZ96]. .. ).

The present book studies mainly Shimura curves over Q. The
theory is very close to the case of modular curves, but the absence
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of cusps makes certain things easier to prove. On the other hand the
very convenient tool of expanding a modular form around a cusp dis-
appears, and hence explicit examples are harder to construct. Thara
was the first to write an equation of a Shimura curve, and his method
has been generalized (see Chapter 8). Other ways have been devised
by Elkies (see the reference in Chapter 8) and by Kurihara ([Kur94)).
Another method is to intersect Hilbert modular surfaces in Siegel
space (see e. g. [Run99]). This method permits to get the universal
families of Kummer surfaces (the quotient of the universal family of
abelian surfaces by +£1), and even families of genus 2 fibrations whose
jacobians give the abelian surfaces ([HM95]). Another method to give
the universal Kummer families through special elliptic fibrations was
developed jointly with Besser [Bes93, Bes95, Bes98, BL]. A closely
related subject is the Picard-Fuchs equations of Shimura curves (see
[BL)).

The real points of Shimura curves had been studied by Shimura
(and also by Kudla), and the local points over p-adic fields jointly
with Jordan and later by others. These local results have global
applications to the Cassels-Tate pairing; see Chapter 7, [Bab01], and
also [JLV03] for results for more general levels and fields. The global
points were studied first by Jordan (see Chapter 7) and recently also
by Skorobogatov and Yafaev (see [SY04]) using the local results.

To date, the most spectacular application of Shimura curves is
in the proof of the Taniyama-Shimura-Weil modularity conjecture.
This involves an interesting technical point: in the applications to
L-functions, the cohomology of the Shimura varieties is taken with
rational coefficients. Recently it has become more and more impor-
tant to study finer invariants, coming from integral cohomology. In
this regard a prominent role is played by the structure of the bad re-
duction of semistable type of Shimura varieties, especially of Shimura
curves (see Chapters 3 and 4). This had first appeared in joint work
with Jordan [JL86], and was further developed and applied by Ribet
to prove that Fermat’s Last Theorem follows from the modularity of
elliptic curves over QQ (see Chapter 9). It was also used in the proof
of this modularity conjecture. Higher dimensional applications are as
spectacular. Among several such are the proof of the local Langlands
conjecture for GL,, by Harris and Taylor [HT01], and their forthcom-
ing work.
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Capitol 1

Aritmetica d’algebres de
quaternions

A. R1O

En aquest capitol s’inclouen les definicions i els resultats basics re-
latius a algebres de quaternions que permeten arribar a la definicié de
X (D, N), que sera 'objecte d’estudi dels capitols posteriors. La re-
ferencia basica per a aquest tema és [Vig80], on es troba desenvolupat
de manera sistematica i extensa.

1.1 Definicions i exemples

1.1.1 Definicions. Sigui K un cos commutatiu.
Una K —algebra és una quaterna (A, +,-,A), on (A, +,-) és un anell
unitari i A és una aplicacié K x A — A tal que (A4,+,A) és un

K —espai vectorial i es compleix A(k,a-b) = a- A(k,b) = A(k,a)b.

Una K —algebra de divisié és una K —algebra (no commutativa)
on tot element diferent de zero és invertible.

Una K —algebra A és simple si no té altres ideals bilaters que 0 i A.
Les algebres de divisié son, doncs, algebres simples.

1



2 Cap. 1 Aritmetica d’algebres de quaternions

Si A és una K —algebra i Z(A) indica el seu centre, es compleix
K ~ A(K,14) € A. Amb aquesta identificacié es té K C Z(A).
Observem que si I'algebra és de divisid, llavors el seu centre és un cos
(extensié de K).
Una K —algebra A és central si K = Z(A).
1.1.2 Exemple. A = M(2, K) és una K —algebra central simple.

El cos K s’identifica amb el conjunt de les matrius (8 2) .

Si <a b> € Z(A), aleshores

0 — a b\ (0 1\ (0 1\ (fa b\ _(—c a—d
~ \c d/\0 O 0 0)\c d) \O c )’
0o - (¢ b\ (0 0\ (0 0\ fa b\ _ b 0
~ \c dJ\1 0 1 0)\e d)] \-a+d -b)’
Per tant, a = d, b = c = 0. Aixi doncs,

Z(A):{(S 2) \aeK}:K.

b

Sigui J # 0 és un ideal bilater de A i <Z d

> € J—{0}. Suposem

que a # 0, aleshores
_ 10 a b 10_a0€J
@ = o o)\ec aJ\o o) \o o)™
0 0\ /a b\ /0 1 00
s = (1 0>(c d><0 0):<0 a)EJ'

a+ 0 € J = J conté una unitat = J = A.

1.1.3 Definicié. Una K —algebra de quaternions és una K —alge-
bra central i simple, de dimensi6 4 sobre K.

1.1.4 Exemple. M(2, K) és una K —algebra de quaternions.



1.1. Definicions i exemples 3

La teoria de K —algebres centrals i simples permet donar una altre
definici6 (cf. [Pie82]), potser més operativa, d’algebra de quaternions.

Denotem S(K) el conjunt de les K —algebres centrals i simples,
de dimensi6 finita sobre K.

El teorema de Wedderburn-Artin, que s’obté combinant el lema de
Schur amb la forma matricial dels endomorfismes, déna ’estructura
general de les algebres semisimples. FEn particular, aquest teorema
prova que una K —algebra simple és isomorfa a una algebra de ma-
trius M, (D), on D és una K —algebra de divisi, determinada modul
isomorfisme.

Els dos teoremes que citem a continuacié sén els considerats com
a resultats fonamentals de la teoria de les algebres centrals i simples.

El primer teorema generalitza el fet que els inics automorfismes
de M, (K) sén els automorfismes interns (és a dir, els de “conjugaci6
per una matriu”).

1.1.5 Teorema. (Skolem-Noether) Si A € S(K), aleshores ten-
im Aut(A) = {yu(z) = uzu™!, u € A*} = Inn(A) ~ A*/K*.

1.1.6 Definicié. Si A és una K —algebra i X és un subconjunt de
A, llavors el centralitzador de X en A es defineix com

Ca(X)={ae€A|ar=2zaVre X}
En particular, C4(A) = Z(A). Si lalgebra és central, aleshores

Ca(Ca(A)) = Ca(K) = A. El teorema segiient generalitza aixo a
les subalgebres simples.

1.1.7 Teorema. (del doble centralitzador) Si A € S(K), B és
una subalgebra simple i C4(B) és el centralitzador de B en A, llavors:

1. C4(B) és simple.
2. dimg (B) dimg (Cx(B)) = dimg (A).
3. Ca(Ca(B)) = B.

1.1.8 Corollari. Si A € S(K) i F n’és un subcos mazximal, llavors
CA(F) ~ M,(F) idimg(A) = n?[F : K%



4 Cap. 1 Aritmetica d’algebres de quaternions

DEMOSTRACIO: Prenent B = F en el teorema anterior obtenim que
A" = Cx(F) és simple. A més, FF C A’ n’és un subcos maximal.

El teorema d’estructura (per a F'—algebres simples) ens diu que
A" ~ M, (D), on D és una F—algebra de divisié. Si no f6s D = F
podriem prendre z € D — F'i L = Fx] (polinomis a coeficients en F'
avaluats en z) seria un subcos de D que contindria F' estrictament.
Identificant L amb les corresponents matrius escalars de M, (D) es
contradiu la maximalitat de F' en A’. Per tant, tindrem D = F i
CA(F) ~ M, (F).

La igualtat de dimensions es dedueix immediatament del segon
apartat del teorema del doble centralitzador. O

Considerem el cas dimg (A) = 4 i fem s d’aquest darrer resultat.
Per a un subcos maximal F' tenim només dues possibilitats:

1. FF= K. Aleshores, A ~ M(2, K).

2. F = K(1) és una extensi6 quadratica de K.

En aquest cas, atés que 'automorfisme i — —i és intern, existira
un element j € A tal que j~1ij = —i.

Seguint aquesta linia de treball, s’arriba a la definicié classica: si
car(K) # 2, una K—algebra de quaternions és una K —algebra de
dimensi6 4 sobre K amb una K —base {1,1,j, k} tal que

i’=ae K*, j2=be K*, ij =—ji=k.
Aixi doncs, 'operacié d’elements de ’algebra de quaternions queda

definida estenent per linealitat la multiplicacié dels elements de la
base, que es descriu a la taula segiient:

zy | 1 T g k
1|1 i g k
| 9 a k —j
713 -k b i
k| k j —i —ab
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Per designar aquesta algebra es fa servir la notacié
H = (CL, b)K

tot i que no és independent de la base:

base {1,j,i,k} = H = (ba)k,

base {1,i,k,7} = H = (a,— )K,
base {1,j,k,i} = H = (b, —ab)K,
base {1,ci,j,k} = H = (ac? k.

1.1.9 Observacié. Si el cos fés de caracteristica 2, es tindria una
base {1,4,4,ij}, amb i +i = a, j2 = b, ij = j(1 4 i). Pero aquest
cas no el tractarem.

Tot seguit comprovem que, efectivament, H = (a,b)x és una
K —algebra central i simple, fent servir 'operador de Lie

[z,y] = zy — y.

o H = (a,b)i és central: six =xg+ w11+ x2] +2a3k € Z(H),
aleshores

0 = [i,z]= 2axz3) +2x2k,
0 = [j,z]= —2bxgi —2x k.

Ates que 1,4, j, k sén una K —base de H, es dedueix x1 = x9 =
x3 = 0. Aleshores, x = zg € K.

o H = (a,b)k éssimple: sigui J # 0 un ideal bilater i z € J—{0}.
Six=uxz9€ K llavors x € H* i J = H. Si ¢ # x9, alguna
altra coordenada sera # 0. Ateés que

[ja [Z,I'H = 74b$21 GJ’
[k,[7,z]] = 4abxsj € J,
[i,[k,z]] = —4daxik €J,

J conté algun element invertible i, per tant, J = H.
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1.1.10 Exemples. Prenent la base
. (1 0 . (0 1 k;—"—01
=l 1) 771 o O

M(2, K) = (1, 1)k

es té

De la igualtat

2<Z2>—O%HU+®—dﬁ+®+@j+®—@k

s’obtenen les coordenades quaternioniques d’una matriu.

Si el cos K és algebraicament tancat, aleshores no té extensions
quadratiques i M(2, K) és I'inica algebra de quaternions sobre K.

Quaternions de Hamilton: H = (-1,—1)r

Sobre R, el subcos maximal ha d’ésser R o C i les tniques algebres
de quaternions sén M(2,R) i H.

1.1.11 Definicions. Considerem I’algebra de quaternions
H= ((I, b)K
i escrivim els seus elements x* = g+ x171+ 2 + z3 k.

El conjunt dels quaternions purs és HT = {z € H | zg = 0}. Es
té la descomposicié en suma directa

H=K&HT,

o sigui, tot element de H s’escriu de manera tnica com = = xg + z,
amb zg € Kiz € HT; ésadir, com a suma d'un escalar i un quaternié
pur. Els quaternions purs es caracteritzen de forma invariant per
isomorfismes mitjancant la condicié segiient:

reH—-{0}éspur @a*cKiz¢gK.

La conjugaci6 és v+ — T = x9g —x14 —x2j — 23k = 29 — 2. Es
tracta d’un antiisomorfisme involutiu de H. La conjugacié opera
sobre els escalars com la identitat i sobre els quaternions purs com la
multiplicacié per —1.
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La traca reduida de z és t(z) =2+ T = 29 € K.

(xz,y) — t(xy) és una forma bilineal simetrica no degenerada.

La norma reduida de = és n(z) = v = 23 — ax? — br3 + abr3 € K.

x — n(x) és un forma quadratica. De fet, és la forma quadratica
associada a la forma bilineal 1t(zy).

Els elements invertibles de l'algebra sén H* = {z | n(x) # 0}.
L’invers d’un element x € H* és

-1

zt=znx)

La restriccié n : H* — K* és un morfisme de grups. El seu nucli el
denotem H!.

1.1.12 Exemple. Considerem H = M(2, K). La descomposicié de

a b
a:—(c d)eH

com a suma d’un escalar i un quaternié pur és
v —|—z*1 a+d 0 +1 a—d b
-0 2 0 a+d 2 ¢c d—a)’
Els quaternions purs sén les matrius de traca nulla.

d

-b\ . . .
, és a dir, la matriu d’adjunts.
—c a

El conjugat de x és & = <

La traca de x és t(z) = a + d. La norma de z és n(z) = det(z).

1.2 Formes quadratiques

Segons el teorema d’estructura de Wedderburn-Artin, una K —algebra
de quaternions, o bé és una K —algebra de divisié o bé és isomorfa a
lalgebra de matrius M(2, K). La distincié de casos pot expressar-se
en termes de representabilitat de zero per una forma quadratica de
K (cf. [O’MO00]).
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1.2.1 Proposicié. Sigui H = (a,b)x. Les condicions segiients son
equivalents:

1. H és una K—algebra de divisio.
2. Six € H—{0}, aleshores n(x) # 0.
3. La forma quadratica Xg - CLX12 - bX22 + abX§ és anisotropa.

4. La forma quadratica X? — aY? — bZ? és anisotropa.

Observem que la forma quadratica ternaria que apareix al darrer
apartat de la proposicié anterior prové de restringir la norma al
subspai dels quaternions purs.

1.2.2 Exemple. Els quaternions de Hamilton H = (-1, —1)g sén
una algebra de divisio.

D’una banda, ja sabem que H i M(2,R) sén les tiniques algebres
de quaternions sobre R. D’altra banda, la forma quadratica real
X2 4+ Y? 4+ Z? és anisotropa.

1.2.3 Proposicié. Lisomorfisme de K—adlgebres de quaternions es
pot expressar com a equivalencia de formes quadratiques ternaries:

(a,0) g =~ (d,b)k
)
aX? +bX3 —abX: ~ dXP+VXI-dbX2
1.2.4 Exemple. Sia,b € Z s6n no nulsilliures de quadrats, aleshores

a,b mno sén tots dos < 0
(a,b)p ¥ M(2,Q) & ¢ a  és quadrat mod b
b és quadrat mod a

1.3 Grup de Brauer

Donades dues algebres A, A" € S(K), sabem que A ~ M, (D) i A’ ~
M,/(D"), on D i D' indiquen K—algebres de divisi6. Es defineix la
similaritat entre algebres de la manera segiient:

A~ A" si D~ D' (isomorfisme de K — algebres).
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Aix0 és una relaci6é d’equivalencia a S(K) i el conjunt de classes
Br(K) = S(K)/ ~
s’anomena grup de Brauer de K. L’operacié entre classes,
Cl(A)Cl(B) = Cl(A®Kk B),

és associativa, té element neutre CI(K)(= Cl(M,(K)) Vn) i I'invers
de Cl(A) és Cl(A*), on A* és I’algebra oposada de A, és a dir, 'obtin-
guda en considerar en A la mateixa estructura d’espai vectorial pero
una nova estructura d’anell: la definida per axb =10 - a.

El grup de Brauer actua com a classificador de les algebres de
divisié centrals, ja que cadascun dels seus elements esta represen-
tat per una algebra de divisié, inica modul isomorfisme. Per aixo,
la classe de Brauer també serveix per caracteritzar I'isomorfisme de
K —algebres.

1.3.1 Proposicié. Si A, B € S(K),

Cl(A) = Cl(B)
A~B<& {
dimg (A) = dimg(B).

1.3.2 Corollari. En el cas particular d’algebres de quaternions,

H~H' & CI(H) = CI(H).

Per tal que 'operacié del grup de Brauer es pugui restringir bé al
conjunt d’algebres de quaternions cal una hipotesi addicional.

1.3.3 Proposicié. Siguin H i H' dues K—algebres de quaternions.
Si tenen un subcos maximal isomorf, aleshores

H® H ~ H"@M(2,K),
on H" és una K—algebra de quaternions, inica modul isomorfisme.
Si K és un cos local o global, lexisténcia de subcos maximal
isomorf és una condicié que sempre es satisfa.

Alguns exemples d’algebres H, H', H" que satisfan les condicions
de la proposicié sén
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e (a,0)g ® (a,0)k ~ (a,bc)g @ M(2, K),

e H® H ~ M(2,K)®M(2, K).

Aquest darrer exemple ens mostra que si H és una K —algebra de
quaternions, aleshores la seva classe de Brauer o bé és trivial o bé té
ordre 2, és a dir, es troba en la 2—component del grup de Brauer:

CI(H) € Bry(K).

1.4 Extensio d’escalars

Si F/K és una extensié de cossos i H és una K —algebra de quater-
nions, llavors

Hr =HQ®gF

és una algebra de quaternions sobre F.
1.4.1 Exemple.

(aab)K QK F = (a,b)F.

Donat un cos F', extensié de K, tenim una immersié

H %HF
r —r®l.

En particular, si prenem F = K, la clausura separable de K, llavors
H — Hg, = M(2,Ky).

1.4.2 Definicions.

Un cos F, extensié de K, és cos neutralitzador de ’algebra de
quaternions H si Hp ~ M(2, F).

Si F' és un cos, una F'—representacio de I'algebra de quaternions H
és una representacié matricial H — M(2, F).
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1.4.3 Exemple.

(a.b)x = Ma(K(Va, Vb))

N < zo + z1v/a \/6(3324-:63\/5))
Vb (22 — 237/a) To — T1V/a

Si ens restringim a extensions de grau 2, podem caracteritzar els
cossos neutralitzadors de les algebres de quaternions.

1.4.4 Proposicié. Siguin F/K una extensié quadratica i H una
K—algebra de quaternions.

F és cos neutralitzador de H si, i només si, F' és isomorf a un
subcos maximal de H.

1.4.5 Exemple. L’aplicacié

((I, b)K — M (K(\/a))

NN (:Uo+$1\/a x2+x3\/a>
b(:IZQ—:L’g\/E) xo—xl\/a

defineix una K (y/a )—representacié de 'algebra (a, b) .

1.5 Cas aritmetic. Ideals 1 ordres.

Siguin R un domini de Dedekind, K el cos de fraccions de R i H un
algebra de quaternions sobre K.

1.5.1 Definicions.

Una R—xarxa de H és un R—submodul finitament generat.

Un element = € H és R—enter si R[x] és una R—xarxa de H.

1.5.2 Proposicié. Un element x és R—enter si, i només si, t(r) € R

in(z) € R. Per tant, atés que x? — t(z)x + n(x) = 0, un element
R—enter és arrel d’un polinomi monic a coeficients en R.
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1.5.3 Remarca. Els elements enters de H no formen un anell.

1.5.4 Definicions.

Un ideal és una R—xarxa completa: K ®r [ ~ H. Es a dir, una
R—xarxa que conté una K —base.

Un ordre de H és un ideal que té estructura d’anell. Equivalentment,
O O R un anell d’enters tal que KO = H. En particular, un ordre
és un R—modul lliure de rang 4.

Un ordre maximal és un ordre maximal per la relacié d’inclusié.
Un ordre d’Eichler és O1 N Oy, amb els ordres O; maximals.

Les unitats d’un ordre O formen un grup, que designem per O*. Es
compleix
r e 0" < n(r) € R,

jaquez € O, t(r) e RCO =2 ¢€ Oizx =n(zr). Les unitats de
norma reduida 1 formen un subgrup, designat per O*.

En el conjunt dels ideals tenim les operacions

I'Y = {zeH|Iz2ICI}
1Jj = {ny, xel, ye J}.

D’altra banda, a cada ideal I s’associen dos ordres:

Ol) = {zeH|zICT}
O4I) = {zeH|IzCI.

Un ideal I és bilater si O, = Oy.
Un ideal I és normal si O, i O4 sén maximals.
Un ideal I és enter si I C O,. Equivalentment, I C Oy.

Un ideal I és principal si I = O.h = hOy.
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La norma reduida d’un ideal I és l'ideal fraccionari de R generat
per les normes reduides dels seus elements. El denotem per n(I).

Com hem dit a la primera seccid, si H és una K —algebra de
quaternions i t designa la traca reduida, aleshores

HxH — K
(x,y) — tlxy) = 2(xoyo + ax1y1 + bxoys — abrsys)

és una forma bilineal simetrica no degenerada. Si O és un ordre, el
seu dual és I'ideal bilater enter

O ={z € H|t(zO) C R}.

La diferent d’un ordre és Iideal O~ 1.

El discriminant reduit d’un ordre és la norma de la seva diferent:

~

d(O) = n(O).

Fixada una base, el quadrat del discriminant s’obté del determinant
de la matriu de les traces, és a dir, si {e;} és una R—base de O i
M = (t(eze;)), aleshores

d(0)* = Rdet M.

1.5.5 Proposicié. Si O 1 O' sén ordres d’una algebra de quater-
nions, aleshores

O CO=d0) Cd)

amb igualtat si, 1 només si, O' = O.

1.6 Cas local

Tractem en aquesta seccio el cas que K sigui un cos local. De fet, els
casos arquimedians ja han estat completament descrits anteriorment:

o K =C= H=M(20),
e K =R = H = H (quaternions de Hamilton) o H = M(2,R).
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1.6.1 Teorema. Si K és un cos local no arquimedia, aleshores hi ha
una unica (modul isomorfisme) K—algebra de quaternions diferent
de M(2,K).

Si R és lanell d’enters de K, m és un uniformitzant, F/K és
[inica extensié quadratica no ramificada i 0 € Gal(F/K) és Uele-
ment no trivial, aleshores la K—algebra de quaternions no trivial és

"= {(w;@) afw) v e F} |

S’obté H ~ (a, )k escrivint F = K(y/a) i prenent

-(F %) ()

1.6.2 Exemples. L’'unica Qo—algebra de quaternions no trivial és
(—3,2)2 i "inica Q3—algebra de quaternions no trivial és (—1, 3)3

Pel que hem vist abans sobre la relacié entre algebres de quater-
nions i formes quadratiques, per a un cos local no arquimedia tenim
dues maneres diferents de definir un mateix caracter quadratic del
grup K*/K*% x K*/K*?:

Invariant de Hasse

e(a,b) =

—1 altrament.

{1 si (a,b)r ~ M(2, K),

Simbol de Hilbert
1 si aX? 4 bY? — Z? representa 0,
(CL, b) =

—1 altrament.

En aquest cas local també es tenen perfectament caracteritzats
els cossos neutralitzadors.

1.6.3 Proposicié. Siguin K un cos local no arquimedia, H una
K—algebra de quaternions © F' un cos extensio de K.

1. F és cos neutralitzador de H si, i només si, [F : K| és parell.
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2. H té F—representacid si, i només si, [F' : K| és parell.

Pel que fa als ordres, tractem aqui unicament el cas K = Q,. Per
tenir els resultats sobre un altre cos local només cal substituir Z, per
I’anell d’enters i p per un uniformitzant.

1.6.4 Teorema. Els ordres mazimals de M(2,Q,) son M(2,Z,) i
tots els seus conjugats.

O, =M(2,Z,) N (%n (1)> M(2, Z) (%n (1)> - {<pgc Z>}

s’anomena ordre d’Eichler de nivell p" Z,.

Per a un ordre O de l'algebra M(2,Q,), les condicions segiients
son equivalents:

1. O és ordre d’Eichler.

2. O s’escriu de manera unica com a interseccié d’ordres maxi-
mals.

3. Ezisteiz un unic n tal que O ¢ Op son conjugats

4. O conté un subanell conjugat de

(%) teaez)

En les condicions anteriors, el discriminant reduit és d(O) = p"Zy.

En el cas de les Q,—algebres de quaternions no trivials, I’estruc-
tura és molt més senzilla.

1.6.5 Teorema. Si H és una Q,—algebra de quaternions tal que
H % M(2,Q)), aleshores v(x) = vp(n(z)) és una valoracio discre-
ta de H, ’anell de la qual és

O={z e H|n(z)eZ}.

Tenim que:
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1. pO = ? (p ramifica).
2. O és unic ordre maximal de H.

3. O és l'unic ordre d’Eichler. S’anomena ordre d’Eichler de
nivell Z,.

4. d(O) = pZy.

1.7 Cas global

Suposem ara que K = Q (o un cos global). Sigui, doncs, H una
algebra de quaternions sobre Q.

1.7.1 Definicions.
H és ramificada a Dinfinit si Hr = H ®g R = H, 'algebra dels
quaternions de Hamilton. Es a dir,
H = (a,b)g, amba <0ib<0.
H és ramificada a un primer p si H, = H ®g Q, és Q,-algebra de
divisié. Es a dir, H = (a,b)q i el simbol de Hilbert en p és
(a,b), = —1.

Per a qualsevol Q—algebra de quaternions H hi ha un nombre finit

de places ramificades, el conjunt de les quals denotem per Ram(H).

La llei de reciprocitat del simbol de Hilbert ens diu que [[,(a,b), =1
i d’aqui es dedueix que el conjunt Ram(H) té cardinal parell.

Direm que H és definida si oo € Ram(H).
1.7.2 Exemple. Si H = (—1,—1)q, llavors Ram(H) = {o0, 2}.
1.7.3 Proposicié. Sigui H una Q—algebra de quaternions.

H és indefinida si, i només si, R és cos neutralitzador de H.

En aquest cas, eristeix una R—representacio de H que es realitza
en un cos quadratic:

H < M(2,Q(va)) — M(2,R)
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1.7.4 Definicié. El discriminant reduit d’'una Q—algebra de quater-

nions H és
du= J] »
p ERam(H)

Si substituim Q per un cos de nombres K, els discriminants reduits
sén ideals enters de 'anell d’enters de K.

En el cas global, els discriminants classifiquen les algebres de
quaternions.

1.7.5 Teorema. Siguin Hq, Hy algebres de quaternions sobre Q.

1. HH~ Hy & Ram(Hl) = Ram(HZ)
2. HH ~ Hy & dH1 = dHQ.

1.7.6 Teorema. Sigui H una Q—algebra de quaternions.

1. H~M(2,Q) < H,~M(2,Q,) Vp < dy =1.

2. Sigui S un conjunt finit de places de Q (si K és un cos de
nombres, cal excloure les places complexes), de cardinal parell.
Modul isomorfisme, existeiz una unica Q—algebra de quater-
nions H tal que Ram(H) = S.

Donat d € ZT lliure de quadrats, es pot trobar explicitament
H/Q tal que dg = d.

3. Sigui L un cos de nombres. Aleshores, L és cos neutralitzador
de H < L, és cos neutralitzador de H),, per a tot p | p de L.

Aixi, per tractar el cas global cal tenir en compte que hi ha tota
una serie de propietats locals:

ésser ordre

ésser ordre maximal

ésser ordre d’Eichler

ésser ideal

ésser ideal enter

ésser ideal bilater

norma reduida d’un ideal
discriminant reduit d’un ordre
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que fan molt 1til la tecnica de la adelitzacio.

Si per a cada plaga v del cos es té un grup G, i un subgrup C,,
en fixar un conjunt de places S es defineix el grup adeélic

{(zy) € H Gy | zy € Cy per a tot v ¢ S llevat d’un nombre finit}.

1.7.7 Definicions. Suposem que K és un cos global i R és el seu
anell d’enters.

Les adeles de K sén el grup adelic corresponent a
G,=K, Cy,=R, S=o00,

és a dir,
A ={(zy) € HKv | z, € R, gpt v finita}.

Les ideles de K s6n el grup adelic corresponent a
G,=K, C,=R;, S=o0,
és a dir, les unitats de les adeles:

A ={(zy) € HK;‘; | z, € R}, gpt v finita}.

Considerem H/K una algebra de quaternions. Per a cada plaga v
de K posem H, = H @ K,. Fixem S # () un conjunt finit de places
de K tal que S D oc.

L’anell

Rg = ((RyNK)
vgS

és un anell de Dedekind. Si O és un Rg—ordre de H, posem
OU =0 ®RS R,.

Considerem els grups adelics corresponents a
e G,=H, C, =0, (Adeles Hp),
o G,=H} C,=0; (Unitats Hy),
o G,=H! C, = 0O} (Grup H}),
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i definim
e la traca reduida tp : Hyx — A,
e la norma reduida na : Hy — A*.

Els resultats segiients s’obtenen utilitzant aquest tecnica d’adelit-
zacié, que permet aprofitar ’estudi del cas local fet anteriorment.

1.7.8 Proposicié. Sigui H una algebra de quaternions sobre Q.

1. Un Z—ordre O és mazimal si, i només si, d(O) = dp.

2. El nivell d’un ordre d’Eichler O és

Nzl;[N: I m=1IM

p ¢Ram(H) ptdo

1.7.9 Notacié. O(D, N) indica un ordre d’Eichler de nivell N d’una
algebra de quaternions de discriminant D i O(D, 1) un ordre maximal.

1.7.10 Teorema. Sigui O = O(D,N). Aleshores,
1. pt ND = 0, ~M(2,Z,).
2. p| D= O~ dnic ordre mazimal de Hy ( que és % M(2,Qp)).
3. p|N=0,~ {(; Z) ya,b,c,dezp}.
c
4. d(O)=DN.

1.7.11 Proposicié. Sigui H una Q—algebra de quaternions de dis-
criminant D. Aleshores

1. Un Z—ordre d’Fichler és de nivell N < d(O) = D N.

2. Per a tot N tal que (N, D) = 1, existeizen ordres d’Eichler de
nivell N.

3. [0(D,1): O(D,N)] = N.
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1.8 Tipus i classes

De l'estudis fet pel cas local, sabem que tots els ordres d’Eichler
O(D, N) sén localment conjugats. Diem que sén del mateix tipus si
ho s6n globalment.

1.8.1 Notacié. t(D, N) indica el nombre de tipus d’ordres d’Eichler
de nivell N en una algebra de quaternions de discriminant D.

Si O és un ordre d’una algebra de quaternions H, considerem els
ideals I tals que OI =1 (és a dir, O C O(I)) i en aquest conjunt
definim la relacié d’equivalencia

I ~ J si existeix x € H* tal que I = Jx.

1.8.2 Notacié. h(O) indica el nombre de classes (laterals) d’aquesta
relaci6 i h'(O) el nombre de classes de la relacié restringida al conjunt
dels ideals bilaters.

Si O1 1 Oy s6n ordres d’Eichler de nivell N, la conjugacié local
implica que estan “lligats” per un ideal principal (O1z = £02). En
aquest cas, els nombres de classes esmentats només depenen del parell
(D, N) i es designen per h(D, N) i h'(D, N), respectivament.

1.8.3 Proposicié. Amb les notacions anteriors, es té h'(D,N) <
h(D,N) i t(D,N) < h(D, N).

Per obtenir resultats relatius a tipus i classes novament entra

en joc l'adelitzacid, ja que es tenen les correspondencies bijectives
segiients:

Ideals «— O} \Hj,
Ideals bilaters < OR\N(Oa),
Classes d'ideals < O3 \H/H},
Classes d’ideals bilaters < OR\N(Oa)/(Hj; N N(Oa)),

Tipus d’ordres «— Hj\HA/N(Oa).
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on N(Oa) és el normalitzador de Op en Hj.

1.8.4 Proposicié. El nombre de classes h(D,N) és finit i s’obté
sumant els nombres de classes d’ideals bilaters sobre un sistema de
representants dels tipus:

(D,N)
h(D,N)= > hj(D,N).
=1

1.8.5 Corollari. Si h/(D,N) no depén del tipus, aleshores

h(D,N) = (D, N)K' (D, N).

Aquesta situacié és la que es déna quan H és indefinida.

1.8.6 Proposicié. Si K = Q, llavors h(D,N) =1 i t(D,N) = 1.
En general, h(D, N) = h, el nombre de classes (restringit) del cos K.

1.9 Interpretacié modular

Sigui H una Q—algebra de quaternions indefinida, és a dir, tal que
H — H ®gp R~ M(2,R),

i de discriminant dg = D.

Ates que hi ha un sol tipus, tots els O(D, N) sén conjugats.

1.9.1 Notacid.
I'(D,N)={ye€ O(D,N)|n(y) =1} = O(D,N)*.

Tenim
I'(D,N) — H — M(2,R)

i, ates que la norma es correspon amb el determinant,

Im(['(D, N)) C SLa(R).
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Fent la identificacié
SLy(R)/{£1} = Aut(H),
resulta que I'(D, N) opera sobre el semipla superior.
Denotem per X (D, N) la corba tal que
I'(D,N)\'H~ X(D,N)(C)

Un teorema degut a Shimura garanteix que les corbes X (D, N)
tenen models definits sobre Q.
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Capitol 2

Superficies abelianes
amb multiplicacié
quaternionica

V. ROTGER

Introduccid

Un ingredient molt important en I’estudi de la geometria i I’aritmetica
de les corbes de Shimura és la seva interpretacié modular. Sembla
doncs molt interessant tenir un bon coneixement dels objectes que
classifiquen aquestes corbes.

En efecte, les corbes de Shimura X (D, N) sén espais de modu-
li de superficies abelianes amb multiplicacié quaternionica (per una
algebra de quaternions racional de discriminant D) i estructura de
nivell (de tipus I'o(N)).

En aquestes notes estudiarem aquestes varietats abelianes sobre
el cos dels nombres complexos, cossos locals, cossos finits i cossos
globals.

Introduim primer les definicions i notacions que utilitzarem al
llarg d’aquests apunts.
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Sigui k un cos i sigui A/k una varietat abeliana sobre k de dimen-
si6 g > 1.

Notem Endy(A) lanell d’endomorfismes definits sobre el cos k de
la varietat abeliana A. Endy(A) és una Z-algebra de rang finit. Sigui
End{(A) = Endy(A) ® Q.

Una varietat abeliana A/k és k-simple si A no conté subvarietats
abelianes propies definides sobre k. Dues varietats abelianes de la
mateixa dimensio sén isogenes si existeix un morfisme finit d’una en
Paltra.

Una polaritzacié en una varietat abeliana A és un feix invertible
ample L en A.

Finalment, una algebra associativa D és simple si no admet ideals
bilaters no trivials. D és semisimple si és suma directa d’algebres
simples. Una algebra simple és una algebra de divisi6 si tots els
elements no nuls sén invertibles.

La motivacié fonamental per a ’estudi de les superficies abelianes
amb multiplicacié quaternionica parametritzades per les corbes de
Shimura sén els segiients teoremes sobre l'estructura de l’algebra
d’endomorfismes d’una varietat abeliana.

2.0.2 Teorema. (de descomposicié de Poincaré) Sigui A/k una
varietat abeliana definida sobre un cos k. Aleshores A és k-isogena a
un producte de varietats abelianes k-simples: A ~ ILA]" per a certes
A;/k varietats abelianes k-simples no isogenes entre si, n; > 1.

En aquest cas, EndY(A) = @ M(n;, D;), on D; = EndY(A;) son
algebres de divisio. En particular obtenim que Endg(A) és una algebra
associativa semisimple.

2.0.3 Teorema. (de classificacié) Sigui (A, L) una varietat abe-
liana polaritzada © simple sobre un cos k, k =k, de dimensio g.

Sigui End(A) = Endy(A) ® Q dlgebra de divisio dels endomor-
fismes d’A i sigui K el centre de Endl(A).

Sigui Ko = {f € K, f = f*}, el subcos de K fix per la involucid
de Rosati x = x5, associada a L.



Notem e = [K : Q], eg = [Ko : Q], d?> = [End)(A) : K].
Aleshores
a) Ky és un cos totament real.

b) K = Ky o bé K és un cos CM sobre Ky. En el primer cas
e=-eq i en el segon e = 2eg.

¢) EndQ(A) és una dlgebra de divisié isomorfa a una de les alge-
bres segiients :

I) End(A) = K = Kg i *, = Idg.
En aquest cas, necessariament elg.

II) K = Ky és un cos totalment real. End(A) és una dlgebra
de quaternions sobre K totalment indefinida. Es a dir, per a tot
homomorfisme o : K — R, End{(A4) ®, R = M(2,R).

En aquest cas, necessariament 2elg.

II) K = Kq és un cos totalment real. EndY(A) és una algebra de
quaternions totalment definida sobre K.

Es a dir, per a tot homomorfisme o : K — R, End?(A)®,R = H,
on H denoten els quaternions de Hamilton.

En aquest cas, necessariament 2elg si car k = 0; e|lg si car k =
p>0.

IV) K és un cos CM, extensid quadratica de Koy, un cos totalment
real. EndQ(A) és una dlgebra de divisié sobre K.

Necessariament e,d?|g si car k = 0; eod|g si car k =p > 0.

Si (A, L)/k és una varietat abeliana polaritzada de dimensié g
i simple sobre un cos k£ no necessariament algebraicament tancat,
aleshores el teorema anterior no és cert per a 1’algebra End?(A). Sigui
k la clausura algebraica de k. Del teorema anterior, I'tinica informacié
que obtenim és que EndY(A) C End]%(A) és una subalgebra simple.

Si especialitzem aquests resultats a les superficies abelianes obte-
nim el segiient resultat.

2.0.4 Corollari. Sigui A, L una superficie abeliana polaritzada no
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necessariament simple definida sobre un cos k. Aleshores End%(A)
és isomorfa a una de les segiients algebres:

1. Q

2. Un cos quadratic real.

o

Un cos CM sobre un cos quadratic real.

Una algebra de quaternions indefinida B sobre Q.

SAER

(Si car k = p > 0) Una algebra de quaternions B totalment
definida sobre Q(\/E), d > 0, un cos quadratic real.

6. (Sicark =p > 0) Una algebra de quaternions B sobre Q(v/—d),

d > 0, un cos quadratic imaginari.

7. QxQ, QxQ(V=d), Q(vV=d)xQ(V~d), M(2,Q), M(2,Q(v'~d))

on d > 0.

8. (Sicark=p>0)QxD,, Qv—d) x Dy, D, x D,, M(2,Dp)

on D, és lalgebra de quaternions sobre Q de discriminant p.

Els dos darrers casos es produeixen si i només si A és isogena a
un producte de corbes elliptiques sobre k.

Notem també que el teorema 2.0.3 de classificacié en principi no
presenta cap obstruccié perque un cos quadratic imaginari o una
algebra de quaternions definida sobre Q es realitzin com a algebra
d’endomorfismes d’una superficie abeliana.

En canvi, aquests dos casos han estat exclosos en la llista de pos-
sibilitats per a l’algebra d’endomorfismes End%(A) d’una superficie
abeliana. Aix0 es deu a queé una analisi detallada (deguda a Shimu-
ra) mostra que aquestes dues possibilitats no es donen mai ([Shi63c],
[BL92]).

Es convenient també remarcar de nou que aquest teorema des-
criu I’algebra dels endomorfismes d’A definits sobre la clausura alge-
braica k de k i que en general tan sols tenim una inclusié End(A) C
End% (A). A partir d’ara ens concentrarem en les superficies abelianes
amb multiplicacié quaternionica.



2.1. Superficies abelianes QM sobre un cos k qualsevol

Per a poder precisar que entenem per multiplicacio quaternionica,
introduim la segiient data inicial (cf. Rio, capitol 1).

Sigui B una algebra de quaternions sobre Q de discriminant D.
Suposem a més que B és indefinida, és a dir,

B ®g R = M(2,R).
Sota aquesta assumpcié, podem escollir una immersié
U: B — M(2,R)

que, pel teorema de Skolem-Noether (cf. Rio, capitol I), és tinica
llevat de conjugacié per elements de GLa(R).

Pels teoremes d’Eichler (cf.[Als00a], [Vig80], cap. V), tots els
anells maximals d’enters de B sén conjugats entre si. Triem O C B
un ordre maximal d’enters en aquesta Unica classe de conjugacié. O
és un anell principal: tots els ideals laterals sén principals (cf. Rio,
capitol 1).

Diem que una (anti-)involucié ¢ : B — B és positiva (respecte a la
traca reduida) si per atot b € B, b # 0, tr(b-¢(b)) > 0. De nou degut
al teorema de Skolem-Noether, totes les involucions positives en B sén
de la forma ¢(b) = v~ -b-von v € Bsatistav?+d=0,d € Q*, d <
0. D’altra banda, pels teoremes d’Eichler sobre immersions d’ordres
quadratics en ordres quaternionics (cf. [Vig80], [Als00al), existeix un
element u € O tal que u? + Disc(B) = 0. Fixant-ne un, obtenim una
involucié positiva en B que denotarem

*x: B — B
b — b =ul-b-u.

2.1 Superficies abelianes amb multiplicacio
quaternionica sobre un cos k qualsevol

Fixem la data inicial (B, O, ¥ : B — M(2,R), b — b*) tal com hem
descrit anteriorment.

2.1.1 Definicié. Una superficie abeliana amb multiplicacié quater-
nionica (QM) sobre un cos k és un parell (A, i) on
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e A és una varietat abeliana de dimensio 2,

e i : O — Endig(A) és una immersié de 'ordre d’enters O en
I'anell de k-endomorfismes d’A.

En aquest cas es diu que A té QM per O. Una ullada al corollari
2.0.4 mostra que si A té QM i car kK = 0, aleshores necessariament
End)(A) és del tipus 4 6 7. My (Q(v/=d)).

En cas que car k = p > 0, aleshores poden donar-se els tipus 4,

6, 7. M2(Q(v/—d)) i 8.

Una superficie abeliana polaritzada amb multiplicacié quaternio-
nica sobre k és una tripleta (A, i, L) on

e (A, i) és una superficie abeliana amb QM sobre k i

e [ és una polaritzacié definida sobre k tal que la involucid de
Rosati x1, : EndY(A) — End(A) restringida a B via la immer-
s10 i coincideir amb la involucid positiva * de B que hem fizat
abans.

Es a dir, per a tot b € O, i(b*) = ¢, - z(})) - ¢, ', on ¢, denota
la isogenia entre A i la superficie abeliana dual A induida per L
(cf. [GLOO]).

Recordem que una polaritzacié L esta definida sobre un cos k si
1 només si és el feix invertible associat a una corba C C A definida
sobre k.

Les superficies abelianes polaritzades amb QM (A, ¢, L) a vegades
s’anomenen corbes elliptiques falses perque, tal com veurem, s’assem-
blen en molts aspectes al quadrat d’una corba elliptica E? = E x E.
De fet, si E és una corba elliptica, aleshores A = E? és una su-
perficie abeliana amb una immersié natural ¢ : My(Z) — End(A).
Com M3(Z) és un ordre d’enters maximal de l'algebra de quater-
nions escindida My(Q), (A,7) esdevé 'exemple basic de superficies
abelianes amb QM.

Tal com hem dit a la introduccié, la motivacié principal per a
estudiar aquestes superficies és que les corbes de Shimura X (D) =
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X (D, 1) de nivell trivial parametritzen les classes d’isomorfisme de
tripletes (A, i, L) on O és lordre maximal d’enters d’una algebra de
quaternions B de discriminant D. Les corbes de Shimura X (D, N)
de nivell N classifiquen llevat d’isomorfisme les quadrupletes (A, i,
L, (P)) on (A, i, L) sén superficies abelianes polaritzades amb QM
per 'ordre O maximal d’enters i on (P) € A[N] és un grup ciclic de
N-torsié invariant per 'accié d’O (cf. [Cla03]).

Es important observar que les superficies abelianes parametritza-
des per les corbes X (D, N) tenen multiplicacié per O un ordre ma-
ximal i no per un ordre d’Eichler.

Superficies abelianes amb QM i CM

2.1.2 Definicié. Una varietat abeliana A de dimensi6 g definida so-
bre un cos k té multiplicacié complexa sobre k si existeixen un cos
CM F de grau 2g sobre Q i una immersié j : F < End%(A).

Es convenient aclarir que una varietat abeliana A pot tenir multi-
plicacié complexa per diferents (i fins i tot infinits) cossos CM. Aquest
fet contrasta amb el que succeeix en corbes elliptiques amb CM: el
cos de multiplicacié complexa és unic.

Sigui ara (A, i) una superficie abeliana amb multiplicacié quater-
nionica sobre un cos k.

Aleshores, d’acord amb la definicié anterior, A té multiplicacié
complexa sobre una extensi6 k' de k si existeix un cos CM F' de grau
4 sobre Q i una immersi6 j : F < End{,(A). En aquest cas direm que
A (o potser millor la tripleta (A,4,7)) té QM i CM simultaniament.

Podem donar la segiient caracteritzacié de les superficies abelianes

amb QM i CM sobre un cos de caracteristica 0.

2.1.3 Teorema. Sigui (A, i) una superficie abeliana amb QM sobre
k, cark = 0, per un ordre maximal d’enters O en [’algebra de quater-
nions B. Identifiquem B amb una subdalgebra de End{(A) wia i.

Aleshores son equivalents:

i) A té multiplicacié complexa sobre k'.
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i1) el commutador
End%(A/K) = {¢ € EndY(A): ¢ -b=b-¢ Vbe B}

€s un cos quadratic imaginari K que escindeiz B, és a dir,
B® K 2 M(2,K) o, equivalentment, K C B.

i) Endd, (A) = M(2,K) on K és un cos quadratic imaginari K
que escindeix B.

iv) A ésk'-isogena al quadrat Ex E d’una corba elliptica E/k" amb
multiplicacié complexa sobre k' per un cos quadratic imaginari
K que escindeiz B.

Prova: Observem primer que iii) i iv) sén clarament equivalents
pel teorema 2.0.3.

i)=ii), iv): Si A té multiplicacié complexa per un cos CM F
de grau 4 aleshores EndY,(A) inclou estrictament B i pel teorema
2.0.3 A no pot ser k’-simple. Només pot donar-se el cas que A és
k' isdgena al quadrat d’una corba elliptica E/k’ amb multiplicacié
complexa per un cos quadratic imaginari K tal que B K = M(2, K).
Necessariament K C B (cf. Rio, capitol 1) o, equivalentment (cf. Rio,
capitol 1), K escindeix B.

iii)=ii): Segueix del segiient teorema classic de bicommutativi-
tat de R-algebres associatives: sigui R un anell commutatiu i siguin
B1,B2 dues algebres associatives sobre R. Sigui B = B; ®g Bs.
Aleshores el commutador de By en B és By 1 viceversa.

ii)=-1): Sigui L un cos quadratic real que escindeix B i l'identi-
fiquem amb un subcos de B. L’existencia d’L la garanteix el fet que
B és indefinida ([Als00a], [Vig80]). Identificant de nou ara L amb un
subcos d’End?, (A) via la immersi6 4, la composicié L - End%(A/k')
és un subcos d'EndY, (A) isomorf a L - K, de grau 4 = 2dim(A) sobre
Q. Per tant, A té CM sobre k/. O

Com a conseqiiencia d’aquest teorema, observem que si una su-
perficie amb QM (A, i) té multiplicacié complexa, aleshores en reali-
tat (A, 1) té multiplicacié complexa per a infinits cossos CM quartics F'.

De tota manera, de les caracteritzacions anteriors queda clar que
si (A,14) té multiplicacié complexa sobre un cos k', aleshores hi ha un
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cos quadratic imaginari distingit i inicament determinat: el commu-
tador K = End%(A/k'). Es natural aleshores fer la segiient definicio,
que tan sols esta ben motivada en aquest cas particular de les su-
perficies abelianes amb QM.

2.1.4 Definicié. Sigui (A4,1)/k una superficie abeliana amb QM. Si
amés (A, 1) té multiplicacié complexa sobre un cos k', diem que (A4, 7)
té CM pel cos quadratic K = End%(A/k)).

2.1.5 Observacié. Podem descriure millor la multiplicacié comple-
xa de (A,i) precisant l'ordre quadratic Endp(A/k) € K. Tenim
que Endp(A/k') = Ry és un ordre d’enters de conductor f en l'ordre
maximal Ry = Rg.

2.1.6 Observacié. Es un resultat classic de Tate que totes les varie-
tats abelianes definides sobre un cos finit tenen CM. Aix0 contrasta
amb el que succeeix sobre un cos de caracteristica 0, on una varie-
tat abeliana generica no té multiplicacié complexa. Més endavant
tractarem aquests punts amb més detall.

2.2 Superficies abelianes amb multiplicacié
quaternionica sobre C

Sobre el cos dels nombres complexos C, una superficie abeliana A/C
és isomorfa, com a varietat analitica, a un tor complex:

C?/A = A(C).

Es natural preguntar-se si podem construir explicitament xarxes de
periodes A tals que el tor complex C2/A és una superficie abeliana
amb multiplicacié quaternionica. Recordem [GLO00] que si A € C
és una xarxa qualsevol, C2/A no és necessariament una superficie
abeliana perque sovint aquesta varietat analitica no és algebraica.
De fet, aquest és el cas generic.

Sigui D = pq ...~ po, un enter positiu lliure de quadrats, producte
d’un nombre parell de primers. Sigui B l'algebra de quaternions in-
definida sobre Q de discriminant D. Triem un ordre maximal d’enters
O i fixem una immersié ¥ : B < M(2,R). Per a completar la data
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inicial ens cal triar una involucié positiva en B i per a fer-ho consi-
derem un element ;1 € O tal que p? + D = 0. L’existencia d’aquest
element és garantida pels teoremes d’immersions optimals d’Eichler
(cf. [Als00a], [Vig80]).

L’element p € O defineix una (anti-)involucié en 1’algebra B:

*: B — B
B Br=pbut

No és dificil veure que la involucié * és positiva respecte a la traca

reduida trg/q, és a dir, trg,g(B - %) > 0, per tot 8 € B.

Donada la data inicial (B, O, ¥ : B — M(2,R), b — b*), volem
trobar xarxes A C C tals que:

i) Existeix una forma bilineal alternada Ep : AXA — Z tal que Ep
és la part imaginaria Im H d’una forma hermitica definida positiva
H A C2 X (C2 — C.

ii) Existeix una immersi6 i : O C End(A)

La primera condici6 garanteix que C? /A és una superficie abeliana
polaritzada amb la forma de Riemann Fj. La segona condicié fa que
C2/A tingui QM. De fet, veurem que la tripleta (C2/A, i, Ey) és,
segons la convencié que hem adoptat, una superficie abeliana polarit-
zada amb multiplicacio quaternionica sobre C.

Sigui 7 € H = {a + bi,a € R,b € Ryp}. Construirem una xarxa
A, com la que volem per a cada element 7 en el semipla superior
de Poincaré. El metode és similar a la construccié classica C/Z +
Z7 de corbes elliptiques sobre C. Observem primer de tot que la
immersié6 ¥ : B — M(2,R) indueix una accié natural de lordre
d’enters maximal O en C?: V3 € O, v = (Z;) € C?, B(v) = ¥(B)(v)
és el producte natural d’'una matriu per un vector.

2.2.1 Definicié. A, := C’)(I) = {v € C? tals que existeix 3 € O amb
v=pB(v)}.

Notem que A, és una xarxa completa de C? degut a que O és un
Z-modul de rang 4.

A més, la multiplicacié per 'esquerra indueix una accié natu-
ral ’O en A, sense punts fixos i per tant una immersié i; : O —
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End(A;). Aquesta xarxa admet la segiient forma de Riemann:

£ 0()x0() — z

(a(1),8() + tr(uaB)
per a tot «, B € O.

Aixi, A, i E; defineixen la varietat abeliana complexa polaritzada
(A, = C%/A,, E;). De fet, és un resultat de Jordan [Jor81] que E,
és la forma de Riemann d’una polaritzacié principal d’A, és a dir,
E, indueix un isomorfisme A, & A, entre A, i la varietat abeliana
dual A,.

D’altra banda, la polaritzacié principal E; defineix la (anti-)invo-
lucié de Rosati *g en End®(A) ([GLOO0]) i per tant restringeix a una
involucié en B via la immersié ¥ : B < End’(A). Perque (A, =
C2%/A,, i,, E;) sigui una superficie abeliana polaritzada amb QM,
tan sols resta comprovar que les dues involucions b — b* = = tbu i
xp coincideixen en B.

Ho recollim tot plegat en el seglient teorema fonamental per a la
interpretacié modular de les corbes de Shimura.

2.2.2 Teorema. 1. (Shimura) A, = C%/A,, i,, E; és una su-
perficie abeliana principalment polaritzada amb QM. En partic-
ular, * = xg : B — B.

2. (Milne) E = E; és [nica polaritzacié principal tal que la
inwolucio de Rosati xg coincideiz amb la involucid positiva *.

3. (Shimura) Sigui (A, i, E) una superficie principalment polar-
itzada amb QM per la data (B, O, ¥ : B — M(2,R), b — b*).
Aleshores existeiz un element del semipla superior T € H tal
que (A, i, E) = (A;, i, E;).

1

4. (Shimura) Siguin 71, 72 € H. Aleshores (Ar,, ir,, Er) = (Apy,
iry, Ery) & ezisteizy € T(D,1) = O := {y € O,n(y) =1
tal que vy = 9.

Com a conseqiiencia d’aquests teoremes de Shimura, podem interpre-
tar els punts complexos de la superficie de Riemann com a classes d’i-
somorfisme de superficies abelianes principalment polaritzades amb
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QM per O. Relativitzant aquest argument sobre una base arbitraria
s’obté un resultat més profund:

2.2.3 Teorema. (Shimura) FEzisteiz una corba algebraica projecti-
va X(D,1)/Q definida sobre Q que resol (grollerament) el problema
de moduli (sobre Q) de classificacid de superficies abelianes princi-
palment polaritzades amb QM per (B, O, ¥, b — b*).

A més,

ON\H = X(D,1)(C).

Aquest model racional distingit s’anomena el model canonic de
Shimura i estd caracteritzat de manera tnica pel fet que els punts
CM o punts de Heegner en X (D, 1)/Q generen certs cossos de classes
([Shi67], M. Alsina, capitol 7, V. Rotger, capitol 8).

Superficies abelianes amb QM i CM sobre C

El teorema anterior planteja la segiient qliestié. Sigui 7 € H. Po-
dem determinar quan (A;, i, E;) té multiplicacié complexa? Veurem
que la resposta té una forta analogia amb el cas de les corbes ellipti-
ques.

La xarxa A, := O(I) és estable per ’accié natural per 'esquerra
de l'ordre de quaternions . Si tenim en compte les caracteritzacions
que hem donat de superficies abelianes amb QM i CM, cal estudiar
el cos K = End%(A,/C), el commutador de B en End®(A,).

Pot comprovar-se que només poden donar-se dues possibilitats:
O bé K =Q o bé K és un cos quadratic imaginari.

En el primer cas, (4., i;, ;) és una superficie abeliana amb QM
que no té CM.

En el segon cas, K és un cos quadratic que escindeix ’algebra B
i(Ar,ir, E;) té multiplicacié complexa per K.

Estudiem ara la qiiestié des d’un altre punt de vista: sigui K un
cos quadratic imaginari que escindeix B i sigui Ry C K un ordre
d’enters de conductor f. Fixem, en cas que existeixi, una immersio
optimal j : Ry — O. Aixo vol dir que j(K)N O = j(Ry) C B.
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Els teoremes d’Eichler (cf. [Als00a], [Vig80]) determinen comple-
tament quan existeix una immersié optimal j : Ry — O.

En composar amb ¥ : B — M(2,R), obtenim una immersié Woj :
R\ {0} = B* — GL3 (R). Aix{ Ry \ {0}, via j, actua en el semipla
superior de Poincaré per transformacions de M&bius i pot comprovar-
se que ho fa amb un tnic punt fix que anomenem 7g, ;.

2.2.4 Teorema. (Shimura) 1. Sigui j: Ry — O una immersid
optimal i sigui T = T, ; € H [inic punt fizx de (Ry,j) tal com
hem descrit abans. Aleshores End%(A;) = K, Endp(A;) = Ry
i per tant (Ar, ir, ;) és una superficie abeliana principalment
polaritzada amb QM per O i CM per Ry.

2. Siguin ji,j2 : Ry — O immersions optimals. Obtenim els
mateizos punls fixos 71 = TR, j, = T2 = TR, j, Si I NOMES Si
existeiz una unitat u € O* tal que j1 = u - jo - u~".

3. Sigui (A, i, E) una superficie abeliana principalment polaritza-
da amb QM i CM per un ordre quadratic Ry C K. Aleshores
existeix una immersio optimal j : Ry — O tal que (A, i,
E)=(A;, iy, E;) onT = TRy .-

Aquest teorema dona una descripcié exhaustiva de les superficies
abelianes amb QM i CM sobre el cos dels nombres complexos. Tenint
en compte la interpretacié modular que hem comentat anteriorment,
aquestes superficies corresponen a punts especials en la corba de
Shimura X (D, 1). Aquests punts s’anomenen punts de multiplicaci6
complexa o punts de Heegner. El conjunt de punts de multiplicacio
complexa per un ordre quadratic Ry en X (D, 1) es denota CM(Ry).

Si no existeixen immersions optimals de Ry en O aleshores es té
que CM(Ry) = (. Donat un ordre quadratic Ry podem preguntar-
nos quin és el cardinal de CM(Ry¢). En el cas classic de les corbes
elliptiques sabem que card(CM(Ry)) = h(Ry), on h(Ry) denota el
nombre de classes de l'ordre Ry. Cal esperar doncs una férmula
similar en el nostre cas.

Pel teorema anterior, hi ha tants punts de multiplicacié complexa
per Ry en X (D, 1) com classes de O*-conjugacié d’immersions opti-
mals j : Ry — O. Les féormules d’Eichler ([Als00a], [Vig80]) compten
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aquestes classes d’immersions, que sempre n’hi ha en un nombre finit.

En el cas més senzill, quan el conductor de I'ordre quadratic és
trivial (f = 1), obtenim el segiient resultat.

2.2.5 Teorema. (Eichler)

cardCM(Ry) = h(Ri) - || <1 - (diSC(RK )>) :

p|D b

Observem que quan D = 1, CM(Rg) = h(Rg), tal com calia
esperar del fet que X (1,1) = Cj és la recta aff j.

2.3 Superficies abelianes amb multiplicacié
quaternionica sobre un cos finit

En aquesta seccié estudiem superficies abelianes amb QM definides
sobre un cos finit £k = F;, on ¢ = p” és la potencia d'un nombre
primer p. Aquestes superficies poden interpretar-se com els punts
sobre cossos finits de la reduccié mod p del model de Morita-Drinfeld
de les corbes de Shimura X (D, 1).

Sigui A/k una superficie abeliana tal que End}(A) conté una
algebra de quaternions B indefinida de discriminant D = TI2" p;.

El fet que B C End)(A) imposa moltes restriccions en I’algebra
End{(A). El teorema de classificacié d’algebres d’endomorfismes de
varietats abelianes que hem donat a la primera seccié, juntament
amb els teoremes de Tate sobre varietats abelianes sobre cossos finits,
conclouen que tan sols tenim tres possibilitats:

1. A és k-simple i End{(A) és una algebra de quaternions de cen-
tre un cos quadratic imaginari K. En aquest cas, tenint en
compte els teoremes de Tate, podem assegurar que p descom-
pon totalment en K il’algebra de quaternions End}(A) ramifica
exactament en els dos primers p, @ a sobre de p.

2. A/k és k-isogena al quadrat E? = E x E d’una corba elliptica
E/k ordinaria i per tant Endf(A) = M(2, K) on K és un cos
quadratic imaginari.
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3. A/k és k-isogena al quadrat E? = E x E d’una corba elliptica
E/k supersingular i per tant End}(A4) = M(2,D,) on D, és
I’algebra de quaternions definida sobre Q ramificada en p i co.

En el primer cas, tot i que A és k-simple, descompon també com
el quadrat d’una corba elliptica sobre una extensio finita de k.

Denotem 74 € Endd(A) I’endomorfisme de Frobenius de A/k.
Sigui £ un primer diferent de p =car k. Weil va provar que ’accid
de w4 en el modul de Tate T;(A) té per polinomi caracteristic fq =
det(mq — tId) un polinomi monic de grau 2g que té tots els seus
coeficients enters i no depen del nombre primer £ triat.

En qualsevol cas, el centre d’Endg (A) és sempre un cos quadratic
imaginari (casos 11 2) o bé el cos dels nombres racionals Q (cas
3). Sabem (Tate) que Q(m4) = centre (End((A)) i per tant faq =
(f9)? per a algun polinomi f0 € Z[t] de grau 2. De fet, degut a les
conjectures de Weil, podem assegurar que f° =t?>+at +q on a € Z,

—2/7 < a <2,/

Hi ha una forta relacié entre el polinomi caracterfstic f4 = (f9)?
i 'algebra d’endomorfismes End?(A). Aquesta relacié 'estableix la
teoria d’Honda-Tate que en el nostre cas es tradueix en el segiient
teorema (cf.[Jor86]). Donada A/k una varietat abeliana sobre £k,
notem AY la classe de k-isogenia d’A.

2.3.1 Teorema. (Honda-Tate) Considerem d’una banda el con-
junt de classes de k-isogénia de superficies abelianes tals que Endg(A)
conté una algebra de quaternions racional indefinida.

D’altra, considerem el conjunt format pels polinomis quadratics
2+ at+q € Z[t] amb q=17p", a € Z, —2,/q < a < 2,/q que satisfan
alguna de les segiients condicions:

1. (a,p) =1.

2. a=0.

3. r és parell 1 a = £,/q, a = £2,/q.

4.1 éssenarip=203, a=+"T12
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Aleshores, la correspondéncia A° «—— f,?x €s una correspondencia
biyjectiva entre aquests dos conjunts. En cada cas, pot precisar-se
quina és Ualgebra d’endomorfismes End{(A):

1. End{(A) = M(2,Q(1/a2 — 4q)).

2. Sir és parell, p=2 op = 3(mod4) : EndQ(A) = M(2,Q(i)). Si
r és parell, p = 1(mod 4) : End)(A) = algebra de quaternions
sobre Q(i) ramificada exactament als dos primers a sobre de p.

Sir és senar, Endl(A) = M(2,Q(v/—p)).

3. Sia = £2,/q, End)(A) = M(2,D,). Sia=+q, p=3o0
p = 2(mod3) : End)(A) = M(2,Q(v/=3)). I si p = 1(mod3) :
End(A) és algebra de quaternions sobre Q(v/—3) ramificada
als primers a sobre de p.

4. 8ip=2: End)(A) = M(2,Q(i)). Sip =3 : End)(A) =
M(2,Q(v=3)).

2.3.2 Observacié. Sigui p un nombre primer. L’invariant de Hasse
d’una superficie abeliana A definida sobre un cos k de caracteristica
p és i(A) = dimg, (A[p]), que pot ser 0, 1 o 2. No varia en fer exten-
sions del cos on la superficie A esta definida i també és invariant per
isogenies.

Dels resultats anteriors observem que si la superficie A té multi-
plicacié quaternionica, aleshores i(4) = 0 o 2. En el primer cas A és
k-isogena al quadrat d’una corba elliptica supersingular i direm que
A és supersingular. En el segon cas A és k-isogena al quadrat d’una
corba elliptica ordinaria i es diu que A és ordinaria.

2.3.3 Observacié. Si A/k té multiplicacié quaternionica per una
algebra de quaternions B de discriminant D, pot comprovar-se que
sip=car k| D, aleshores A és supersingular (cf. [Jor81]).

2.4 Superficies abelianes amb multiplicacié
quaternionica sobre un cos de nombres

Cossos de definicié i cossos de moduli
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Les superficies abelianes amb multiplicacié quaternionica definides
sobre un cos de nombres poden interpretar-se com a punts racionals
en les corbes de Shimura.

Sigui (A, 4, L) una superficie abeliana polaritzada amb QM sobre
un cos de nombres k C Q, on Q és una clausura algebraica fixada de
Q. Diem que (A4, i, L) admet un model sobre un cos k' C Q si existeix
(A’,i', L") una superficie abeliana polaritzada amb QM sobre £’ tal

que és Q-isomorfa a (A,1i, L).

2.4.1 Definicid. Sigui (A,, L) una superficie abeliana polaritzada
amb QM sobre k. El cos de moduli kg de (A, 4, L) és el minim subcos
de k tal que per tot o € Gal(k/Q), (A%, i, L°) és isomorfa sobre Q
a (A,i,L).

En altres paraules, sigui H C Gal(k/Q) el subgrup format pels
elements o € Gal(k/Q) tals que (A%, 17, L?) és isomorfa sobre Q a
(A, i, L). Aleshores el cos de moduli kg és el subcos de k fix per H.

Si P € X(D,1)(Q) denota el punt en la corba de Shimura as-
sociat a una superficie (A4, i, L), el cos de moduli kg és el cos de

nombres Q(P) que generen les coordenades de P en el model canonic
de Shimura X (D, 1)/Q. Es a dir: Q(P) = ko.

No sempre existeix un model de la superficie abeliana polaritzada
amb QM (A, i, L) sobre el seu cos de moduli ky. En qualsevol cas,
ko sempre esta contingut en els possibles cossos de definicié de la
superficie. Jordan [Jor86] va estudiar aquest problema i va obtenir el
segiient

2.4.2 Teorema. (Jordan) Sigui k un cos de caracteristica 0 que
conté el cos de moduli ky d’una superficie abeliana polaritzada (A, i,
L) amb QM per una dalgebra de quaternions B. Aleshores (A, i, L)
admet un model sobre k si i només si k escindeir B.

Exemples:

1. Si A és una corba el-liptica definida sobre un cos k, aleshores
el cos de moduli ky de A és el minim cos de definicié de la corba.

2. La corba de Shimura X (6,1) de discriminant 6 i nivell 1 té
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genere (. Una equacié del model canonic sobre Q la va trobar Kuri-
hara: 2% + y? + 3 = 0. Sigui Sg la corba definida sobre Q definida
per aquesta equacié. Segons la interpretacié modular de Shimura de
la corba Sg:

So (ko) < {(A,4, L) amb cos de moduli ko}

Observem que (v/—7,2) € Sp(Q(v/=7)). Per la interpretacié modu-
lar, deduim que existeix una superficie abeliana principalment polar-
itzada amb multiplicacié quaternionica (A,.,L) amb Q(y/—7) com a
cos de moduli.

En canvi, no pot existir cap model de (A,.,L) sobre Q(v/—7)
perque aquest cos no escindeix 1’algebra de quaternions B(6).

Representacions de Galois sobre la torsié de les superfi-
cies abelianes amb QM

Sigui (A, i, L) definida sobre un cos de nombres k. Per cada
primer /¢, el grup de Galois absolut Gal(k/k) actua sobre la (-torsi6
A[l] de la superficie abeliana A. Ho fa de manera compatible amb

els morfismes naturals A[¢""!] =N A[™] i per tant Gal(k/k) descriu
una accié continua sobre el modul de Tate T;(A). D’aquesta manera
s’indueix una representacio:

J/ Gal(E/k‘) — GL4(Z¢).
D’altra banda A també té multiplicacié quaternionica definida sobre
k: O — Endg(A). Aix0 indueix una representacié de 1’ordre maximal

de quaternions

ig: O — Endg(Ty(A)).
L’accié de Gal(k/k) sobre Ty(A)) ha de commutar amb la d’O:

pe: G(k/k) — Auto(T,(A))
on Autp(Ty(A)) =

>~ {a € GLy(Zy) tals que af = fa per a tot € O} =2 (0O R Zy)*.
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Notem Oy = O ® Zy. Obtenim aleshores una representacié natural
pe: Gal(k/k) — O

Notem que l'isomorfisme Endp(Ty(A)) = O} s’obté aplicant el teo-
rema de bicommutativitat citat anteriorment aplicat a I’isomorfisme

de Zg-moduls Oy @ Op = M(4, Zy).

Aquesta representacié del grup de Galois absolut en el grup d’u-
nitats de l'ordre maximal és molt coneguda quan especialitzem a
l’algebra de quaternions B = M(2,Q) de discriminant 1. En aquest
cas les superficies abelianes amb multiplicacié per 'ordre maximal
d’enters M(2,Z) sén isomorfes al quadrat d’una corba elliptica: A =
E?. Si E és definida sobre el cos k, aleshores la tripleta natural
(E?,i: M(2,Z) — Endg(E?), L%?), on L és I'inica polaritzacié prin-
cipal en F, també és definida sobre k.

En aquest cas, la representacié de Galois que obtenim és la rep-

resentacié classica del grup de Galois actuant en el modul de Tate de
la corba elliptica E:

pe - Gal(E/k) — GLQ(Z[)

Recordem els teoremes de Serre que estudien la imatge d’aquestes
representacions en el cas classic de les corbes elliptiques:

2.4.3 Teorema. (Serre, Deuring) Sigui E una corba elliptica defini-
da sobre un cos de nombres k.

1. Si E no té multiplicacid complexa, aleshores la imatge de la
representacio

p: Gal(k/k) — I, GLy(Zy)

és un obert dens per la topologia £-adica, és a dir, un subgrup
d’index finit.

2. Si E té multiplicacid complexa, aleshores la imatge de la repre-
sentacio p és subgrup abelia de 11, GLa(Zy).

Ohta [Oht74], tal com suggereix (pero no publica) Serre, demostra
que la situacié és molt semblant en el cas general d’una superficie
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abeliana amb QM no necessariament simple. Pot considerar-se com
una altra motivacié per anomenar aquestes superficies falses corbes
elliptiques.

2.4.4 Teorema. (Ohta) Sigui (A, i : O — Endi(A), L) definida
sobre un cos de nombres k. Per simplicitat suposarem que O és un
ordre (maximal) en una algebra de quaternions de divisid, és a dir,
disc(B) # 1. Aquest cas ja esta cobert pels teoremes de Serre anteri-
ors.

Aleshores:

1. Si A no té multiplicacio complexa (és a dir A és k-simple o,
equivalentment, el monomorfisme i és un isomorfisme (cf. teo-
rema 2.0.3)), aleshores la imatge de la representacio

p: Gal(k/k) — 11,0}

és un obert dens per la topologia £-adica, €s a dir, un subgrup
d’index finit.

En altres paraules, les representacions py : Gal(k/k) — O} sén
erhaustives llevat d’un nombre finit de primers, on la imatge
pot ser un subgrup d’index finit.

2. Si A té multiplicacié complexa (és a dir, A és k-isogena al pro-
ducte de dues corbes elliptiques o, equivalentment, i és una in-
clusio estricta), aleshores la imatge de la representacid p és
subgrup abelia de I1,0;.

Reduccié d’una superficie abeliana amb QM

Finalment, exposem breument uns resultats sobre la reduccié de
les superficies abelianes amb multiplicacié quaternionica.

2.4.5 Teorema. (de la bona reduccié potencial) Sigui (A, i, L)
una superficie abeliana polaritzada amb QM sobre un cos de nombres
k. Aleshores existeix una extensio finita L/k sobre la qual A té bona
reduccio en tots els primers.
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Molt breument, la idea de la demostracié és la seglient: pel teore-
ma de la reduccioé semiestable de Grothendieck, existeix una extensio
finita L/k on la superficie abeliana A té reducci6 semiestable. Si A no
tingués bona reduccié en totes les places de L, aleshores la reduccié
del model de Néron de A sobre una plaga de mala reduccié descom-
pondria en una part torica no trivial i una part abeliana. Pero aixo
és incompatible amb ’accié quaternionica que pressuposem en A.

Com a corollari dels resultats de la seccié anterior sobre cossos
finits obtenim el segiient

2.4.6 Teorema. Sigui (A, i, L) definida sobre un cos de nombres k.
Sigui v una placa finita de k de bona reduccic d’A. Posem k, = F,.
Aleshores la superficie abeliana reduida A,/k, descompon (sobre k)
en el producte de dues corbes elliptiques.

De fet pot precisar-se que si v €s una plaga ordinaria (i aquesta és
la situacio més habitual) aleshores la descomposicid es produeix sobre
ky. Siv és una placa supersingular, es pot assegurar que es produeix
sobre F 2.

Es produeix el fenomen curiés que A sovint és absolutament simple
(aquest és el cas generic si disc(B) # 1) pero totes les reduccions
descomponen. Aix0 ddéna una altra motivacié per a anomenar les
superficies abelianes amb QM falses corbes elliptiques.
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Capitol 3

Uniformitzacié p-adica de
corbes de Shimura

X. XARLES

Introduccio

Les idees per investigar la versié p-adica de la uniformitzacié
classica (sobre C) de les corbes van comencar amb el treball de John
Tate [Tat71] del 1962 (treball que no va ser publicat fins al 1971),
on va demostrar que les corbes elliptiques sobre un cos p-adic amb
reduccié multiplicativa split poden ser uniformitzades analiticament
pel grup multiplicatiu si s’utilitza una nocié adequada de geometria
analitica p-adica, la geometria analitica rigida. D’altra banda, les
corbes elliptiques amb bona reduccié no poden en principi ser p-
adicament uniformitzades, ja que sén simplement connexes (com a
varietats rigides analitiques).

El 1972, David Mumford [Mum72] va aconseguir estendre el re-
sultat de Tate a les corbes de génere més gran que 1. Com en el
cas complex, I'espai uniformitzador passa a ser el “semipla superior
de Poincaré p-adic”, i el “grup fonamental”’ja no és un grup abelia
discret sind un cert subgrup del grup de les matrius 2x 2. D’altra ban-
da, com en el cas de les corbes elliptiques, no totes les corbes poden
ser p-adicament uniformitzades: sols les que tenen reduccié “total-
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ment degenerada split”, anomenades actualment corbes de Mumford.
De fet, Mumford no va utilitzar el llenguatge de la geometria rigida
analitica, siné el llenguatge equivalent de la geometria formal; poste-
riorment L. Gerritzen i M. van der Put [GvdP80] van traduir aquests
resultats a la geometria rigida analitica i van estendre els resultats a
qualsevol cos complet respecte a un valor absolut no arquimedia.

El 1976, 1. V. Cerednik [Cer76] va observar que les corbes de
Shimura amb discriminant multiple de p sén de fet corbes de Mum-
ford (sobre una certa extensié finita de @), i va construir explicitament
(en funci6 de l'algebra de quaternions) aquesta uniformitzacié. El
mateix any 1976, V. G. Drinfeld [Dri76] va aclarir i millorar aquests
resultats de Cerednik dotant d’una interpretacié de moduli al semipla
superior de Poincaré p-adic. A la vegada va donar una formulacié de
la uniformitzacié p-adica pero ara sobre Q,, perfectament analoga a
la uniformitzacié complexa.

En aquesta presentacié farem una breu ullada a tots aquests re-
sultats, des de les corbes de Mumford i la seva uniformitzacié rigida
analitica, el semipla superior de Poincaré p-adic i formal juntament
amb la seva interpretacié de moduli, i, finalment, la uniformitzacié
de les corbes de Shimura.

3.1 Corbes de Mumford

Sigui K un cos complet respecte a una valoracié discreta, i sigui

C = K la completaci6 de la clausura algebraica de K. Sigui R I’anell
d’enters de K, k el cos residual de R, = un uniformitzant de Ri | |
el valor absolut de K i la seva extensi6 a C.

3.1.1 Definicié. Una corba X sobre R amb fibra genérica llisa i
projectiva s’anomena estable si és propia i plana sobre R i la seva
fibra sobre k és geometricament reduida, connexa, amb singularitats
que siguin punts dobles ordinaris i tal que cada component racional
interseca les altres en, com a maxim, tres punts (fet que implica que
el génere de X' és més gran que 1).

Una corba estable X sobre R té reduccié totalment degenerada
split si tots els components de (la normalitzacié de) la seva reduccié
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sén isomorfs a P! i tots els punts dobles sén k-racionals.

Finalment, si X és una corba irreductible, llisa i projectiva sobre
K, direm que és una corba de Mumford si té un model estable X
sobre R amb reduccié totalment degenerada split.

Les corbes de Mumford sén 'equivalent a les corbes elliptiques
de Tate per a genere més gran que 1.

3.1.2 Teorema. Sigui X una corba irreductible, llisa i projectiva so-
bre K. Si X és una corba de Mumford, aleshores

1. La jacobiana Jac(X) té reduccid torica split, o sigui que la re-
duccio del component connex del model de Néron és isomorf a
GnY.

2. La jacobiana Jac(X) és isomorfa com a varietat rigida analitica
a G,,9 modul una zarza.

3. Si £ és un nombre primer diferent de la caracteristica de k,
aleshores el primer grup de cohomologia étale verifica que

dimg, H' (X, Qp)(1)C% = g,

on Gk €s el grup de Galois absolut de K, i (1) €és el twist de Tate

(0 sigui és el producte tensorial amb Qg(1) := (lim pm (K)) ®
Qo).

A més a més, totes les condicions anteriors son equivalents.

La demostraciéo d’aquest teorema es basa en diversos resultats:
que les corbes de Mumford verifiquen 1 és conseqiiencia de la se-
va uniformitzacié no arquimediana i es pot consultar en el llibre de
Gerritzen i Van der Put [GvdP80] o bé en els articles de Bosch i
Liitkebohmert [BL85] i [BL84]; que 2 i 3 sén equivalents a 1 és
una conseqiiencia de la uniformitzacié rigida analitica de les vari-
etats abelianes (vegeu per exemple 'article de Bosch i Liitkebohmert
[BLI1)).

3.1.3 Exemple. Les corbes Xy(p), on p és un nombre primer, sén
corbes de Mumford sobre Q,2, I'inica extensié quadratica no rami-
ficada de Q,. No ho sén sobre @, ja que les singularitats de la seva
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reduccié (per a un model adequat) sén definides sobre F,2 ja que
es corresponen (via la interpretacié de moduli) a certes corbes el-
liptiques supersingulars que estan definides sobre ..

El nostre objectiu és veure que les corbes de Mumford tenen una
uniformitzacié rigida analitica similar a la uniformitzacié complexa.
Abans cal que definim 'objecte que jugara el paper del semipla su-
perior de Poincaré.

3.2 El semipla superior no arquimedia

Com abans, sigui K un cos complet respecte a una valoracio discreta,

i sigui C = K la completacié de la clausura algebraica de K. Sigui
R lanell d’enters de K, k el cos residual de R que suposarem finit,
7 un uniformitzant de Ri| | el valor absolut de K i la seva extensi6
a C. Molts dels resultats d’aquesta seccié son valids amb lleugers
canvis si el cos residual no és finit (vegeu la remarca 3.2.9).

3.2.1 Definicid. El semipla superior no arquimedia (associat a K)
és el conjunt 2 := PL(C) \ PL(K) = C \ K, amb lestructura de
varietat rigida analitica sobre K que definirem seguidament.

3.2.2 Observacié. L’analeg arquimedia de €2 és 'espai ) := ]P’(%:\IP’]%%;
aquest espal és no connex i per aixo agafem normalment el semipla
superior. En el cas no arquimedia €2 és connex, i per tant ens hem
de quedar amb tot €.

Per poder definir una estructura de varietat rigida analitica a €2
hem d’estudiar primer 'arbre de PGL(2, K'), també anomenat arbre
de Bruhat-Tits.

Anomenarem xarxa de K? un sub-R-modul lliure de K? de rang
2. Direm que dues xarxes My i My sén (homoteticament) equivalents
si existeix un A € K tal que My = AM;. Designarem amb la notacio
[M] les classes modul homotecia de xarxes en K2.

El graf 7 de PGL(2, K) és definit per les dades segiients:
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Figura 3.1: Arbre 7 per a Qs.

(i) els vertexs de 7 son les classes modul homotecia de xarxes de
K2

(ii) dos vertexs s i s’ estan units per una aresta si i només si ex-
isteixen My € s i My € & tals que 1My G My & My, o,
equivalentment, M;/Ms = k.

3.2.3 Proposicié. FEl graf T és un arbre. Fizat un vértex s, tenim

una correspondéncia entre el conjunt d’arestes amb origen s i els
punts de PL(k).

3.2.4 Exemple. Suposem que K = Q, amb p = 2. Aleshores cada

vertex de larbre 7 té tres arestes que surten d’ell, i és infinit (pero
localment finit). Vegeu la figura 3.1.

3.2.5 Observacié. El grup PGL(2, K) actua de manera natural en
7T de la manera segiient. Si A és una matriu de GL(2, K),

(i) per a tot vertex [M] de 7, A[M] := [AM];

(ii) si tenim dos vertexs s i s’ units per una aresta [s, s'], aleshores

Als, s'] :== [As, As'].

Es senzill comprovar que aquesta accié esta ben definida.



Cap. 8 Uniformitzacié p-adica de corbes de Shimura

Finalment observem que els “punts limit”de I'arbre 7 sén els
punts de P} (K).

3.2.6 Observacié. Definim semilinies de 7 les successions infinites
de vertexs {s,} sense repetici6 tals que s; esta connectada a s;_1
per a tot i. Aleshores el conjunt de semilinies de 7 (amb la relaci6
d’equivalencia natural tal que dues semilinies son equivalents si dife-
reixen en un nombre finit de vertexs) és correspon de manera natural
als punts de P} (K).

En efecte, només hem de prendre un representant M; de s; per a
cada 7 i considerar el subespai (), M; ®g K C K 2. aquest subespai
ens determina el punt buscat.

Per definir una estructura d’espai rigid analitic a €2 el que farem
sera identificar 7 amb el graf dual de la reduccié d’un cert model for-
mal de 2 sobre R. Recordem que els espais rigids analitics son sempre
la “fibra generica”d’esquemes formals (sota unes certes condicions de
finitud). En general no tenim un model formal canonic d’un espai
rigid analitic; en el nostre cas, pero, en construirem un.

Observem que donar una xarxa M de K2 modul homotecia és
equivalent a donar un esquema X sobre R isomorf a la recta projectiva
IP)}% amb fibra genérica P},

P(M) := Proj(Sym(Hompg (M, R))).

Els punts R-racionals de P(M) es corresponen aleshores als morfismes
com a R-moduls M — R. Tenim que dues xarxes M i M’ sén equi-
valents modul homotecia si i només si I'isomorfisme canonic entre les
fibres generiques de P(M) i P(M') puja a un isomorfisme entre P(M)
iP(M').

Ara, donada una aresta [s, s'] de 7, escollim M € si M’ € s tal
que mM G M’ & M. Els morfismes exhaustius M — M/M’ = k i
M' — M'/mM = k ens determinen punts p € P(M) i p’ € P(M’).
Considerem 'esclatament (blowing up) By(P(M)) de P(M) en el punt
p i igualment By (P(M’)); aquests dos esquemes sén canonicament
isomorfs i el designarem mitjancant P(M, M").

3.2.7 Observacié. La fibra en k de esquema P(M, M') és isomorfa
a dues rectes projectives que es tallen en un punt.
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3.2.8 Observacio. Es pot donar una descripcié més explicita de
P(M, M) de la segiient forma: si escollim com abans M € si M’ € ¢
tal que 7tM & M’ & M i prenem eg, e; una base de M tal que eg, me;
sigui una base de M’, aleshores tenim que

P(M) = Proj(R[Xo, X1]))

P(M') = Proj(R|[Yy, Y1])
P(M,M') = la clausura de Yo X; — XY, =0 a
Proj(R[XoYo, XoY1, X1Y0, X1Y1]),

on X; : M — R donats per X;(e;) = &;5,1Y; : M — R donats per
Yi(eo) = dio 1 Yi(mer) = ;1.

Ara, donat un vertex s de 7, sigui Q5 'esquema P(M) \ P(M)(k)
i S/l\s la completacié de 2 al llarg de la fibra tancada. I, donada una
aresta [s, s'] designarem mitjangant Q, ;) I'esquema P(M, M') menys
els seus punts k-racionals i mitjancant Q/[s?/] la seva completacié al
llarg de la fibra tancada.

Tenim que els esquemes formals €5 i {2y sén de manera natural
—_—
subesquemes formals oberts de ([, 4. Aix0 ens permet d’anar en-
—_—

ganxant els diferents esquemes formals €, ;) per a totes les arestes

de 7 fins a obtenir ’esquema formal 2.

3.2.9 Remarca. De fet aquest procediment no el podem fer a menys
que 'arbre 7 sigui localment finit, o sigui que a cada vertex li arriben
sols un nombre finit d’arestes. Per exemple, si el cos residual k és
finit, aleshores 7 és localment finit.

En el cas que el nostre cos residual no és finit, I'inic que podem
aconseguir és construir un semipla superior de Poincaré no arquime-
dia per a qualsevol subarbre localment finit.

3.2.10 Observacié. La fibra especial de Q és Darbre de rectes pro-
jectives sobre k intersecant-se en els punts k-racionals. El seu graf
associat és 7 (o sigui que 7 és el graf dual de la fibra especial de Q).
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Finalment ens cal veure que la fibra generica de O es pot identi-
ficar amb 2. En fer-ho obtindrem de pas un recobriment per oberts
afinoides de €2 que ens definira la seva estructura rigida analitica.

Comencem per identificar qui és la fibra genérica de S/ZT.; ide Q/[s-s\’]

3.2.11 Lema. La fibra genérica de QAS és isomorfa al subconjunt de

C
{cecligl<y\ U {¢eC|le—al <1}
a € R
mod TR,

3.2.12 Lema. La fibra genéerica de Q/[SS\/] és isomorfa al subconjunt

de C

{eecllg<y U {¢eClg¢—al <1}
a € R
mod ™R

\ U {€eCl§—al <|rl}
benR
mod 7R

on la fibra geneérica de (/2; s’identifica amb el conjunt definit al lema
anterior i la fibra genérica de Qg s’identifica amb

{eeC|lgl <Inlt \ U {eeC|l¢—al <|nl}.
berR
mod 7R

La demostracioé d’aquests lemes és senzilla; per demostrar el segon
cal identificar P(M, M’) amb ’esclatament By, (P(M)) de P(M) en el
punt p : M — M/M' = k. Vegeu la figura 3.2 de lobert del lema
anterior en el cas K = Qs.

Tampoc és dificil de comprovar que cadascun d’aquests conjunts
son varietats rigides analitiques afinoides. Podeu consultar per exem-
ple l'excellent article de Boutot i Carayol [BC91].
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Bl Obert associat a s’
[ Obert associat a Js,s’[

D Obert associat a s

Figura 3.2: Fibra generica de (T[S-:q per a Q,.
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Ara s’han d’identificar aquests conjunts amb subconjunts de Q.
Es clar que només és necessari fer-ho per a la fibra generica de 2[5 1.

Escollim com abans M € s i M’ € ' tal que 1M G M' ¢ M i
prenem e, e una base de M tal que eq, mes sigui una base de M’.
Aleshores e; = (e},e?) € K? i ey = (ed,e3) € K2, i podem identificar
Q amb C'\ K mitjancant I'aplicaci6 que a cada [a : b] € Q = P\ P,
li associa

Q — C\K
1+b 2
[a:b] +— ZZ;ME%

—

Utilitzem aquest morfisme per identificar la fibra geneérica de (2, o
amb un subconjunt de €.

3.2.13 Proposicié. La construccid anterior ens dona un recobri-
ment de €} per a varietats rigides analitiques afinoides que ens de-
termina una estructura de varietat rigida analitica sobre K de Q.

La reduccio d’aquesta varietat respecte a aquest recobriment €s
el graf infinit de rectes projectives que es tallen en els seus punts
k-racionals.

La demostracié d’aquest fet és estandard. Per a reduccions de
varietats rigides analitiques respecte a recobriments podeu consultar

el llibre [BGR84] o bé el llibre [GvdP80].

3.3 Uniformitzaciéo de corbes de Mumford

Situem-nos a partir d’ara en el cas que K és una extensio finita de
Qp; aquest és, de fet, el cas que necessitem per estudiar les corbes de
Shimura i ens simplificara alguns dels resultats. La teoria general es
pot consultar per exemple en el llibre [GvdP80] o bé de forma molt
resumida en l'article [Sch00].

El resultat de Mumford es basa a associar a cada corba de Mum-
ford X — tal com les hem definit en la primera seccié — un cert
subgrup I' de PGL(2, K) i demostrar que X és de fet isomorfa a
'\, per a una certa subvarietat analitica rigida de €.
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La idea és senzilla: considerem el graf associat a la reduccio de
X (si es vol el graf dual de la reduccié de X) i el seu recobriment
universal GG. Es pot veure que el recobriment universal és de fet un
subarbre (localment finit) 7’ de Parbre 7 de Bruhat-Tits. El grup de
transformacions I' d’aquest recobriment universal és el grup buscat.
Observeu que és un grup lliure amb g generadors, on g és el nombre
de “llacos”del graf. Construim aleshores el subespai 0 := Q7 de Q
associat a 7' (vegeu la remarca 3.2.9).

Tenim aleshores un morfisme recobridor de la reduccié de Q' a
la reduccié de X amb grup de transformacions I'. Aquest morfisme
puja a un morfisme d’esquemes formals de O ala completacio formal
respecte a la fibra especial del model de X escollit, que ens dona
un isomorfisme entre aquesta completacié formal i F\ﬁ’ Finalment
aquest I' es pot identificar amb un subgrup de PGL(2, K), grup de
transformacions de la recta projectiva sobre K.

3.3.1 Definicions. Un subgrup I' de PGL(2, K) diem que és un sub-
grup de Schottky si és discret, lliure de torsié i lliure amb dos o més
generadors.

Donat un subgrup de Schottky I'; sigui ¥r és conjunt de punts
de ]P’}( que son fixos per algun element de I' diferent de la identi-
tat. Tenim que Xr C PY(K) i que és infinit (ja que I' té dos o més
generadors).

Ara, donat un subconjunt infinit ¥ C P!(K), definim el subgraf
T, de 7 que té com a vertexs

Ver(Ts) := {[s(zo, z1,22)] | (z0, 21, 22) € 3},

on [s((xg, x1,z2))] és I'inic vertex de 7 interseccié de les tres semili-
nies associades a cada un dels z; (vegeu 3.2.6), i com a arestes totes
les arestes entre els vertexs donats.

Finalment, denotem per Qr el subespai rigid analitic de {2 associat
a larbre 7y, per a ¥ = Xp, i per Qr el subesquema formal de 2
associat.

El segiient teorema va ser demostrat per David Mumford [Mum?72].
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3.3.2 Teorema. (Mumford) Sigui K una extensid finita de Q, amb
anell d’enters R. Aleshores,

(i) DonatT' un grup de Schottky de PGL(2, K) ezisteiz una corba
estable Xt sobre R amb reduccio totalment degenerada split tal
que la seva completacio formal respecte a la fibra especial és
isomorfa a T\ Qp.

(ii) Donada una corba estable X sobre R amb reduccid totalment de-
generada split existeix un subgrup de Schottky T' de PGL(2, K)
1 un isomorfisme entre X i Ar.

Del teorema es dedueix facilment la segiient versié rigida analitica.

3.3.3 Teorema. Sigui K una extensio finita de Q. Aleshores

(i) Donat I un grup de Schottky de PGL(2, K) ezisteiz una corba
de Mumford Xt sobre K que és isomorfa a T'\Qr com a varietat
rigida analitica.

(ii) Donada una corba de Mumford X sobre K existeix un subgrup
de Schottky T' de PGL(2, K) i un isomorfisme entre X i Xr.

Per a veure una generalitzacié a cossos complets respecte a un
valor absolut no arquimedia podeu consultar [GvdP80].

3.3.4 Exemple. Ja hem dit que les corbes X(p), on p és un nombre
primer, s6n corbes de Mumford sobre Q,2, I'inica extensié quadratica
no ramificada de Q,. No es coneix, pero, una interpretacié aritmetica
del subgrup de Schottky associat.

3.4 El teorema de Cerednik-Drinfeld

Recordem primer algunes notacions per a les corbes de Shimura
(vegeu A. Rio, capitol 1, seccié 8).

3.4.1 Notacié. Sigui B una algebra de quaternions indefinida de
discriminant D > 1, i sigui N > 1 un nombre enter coprimer amb
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D. Fixem O(D, N) un ordre d’Eichler de conductor N a B, i O(D)
un ordre maximal. Sigui X (D, N) la corba de Shimura associada a
O(D, N). Sabem, gracies a Shimura, que X (D, N) té un model pro-
jectiu i de tipus finit a Z[1/N], interpretant-la com la corba associada
a un cert problema de moduli (vegeu V. Rotger, capitol 2, teorema
2.2.3 ir. Re, capitol 4).

3.4.2 Notacié. Sigui C, la completacié de la clausura algebraica de
Qp. Si K és una extensi6 finita de Q,, designarem mitjancant Qx el
semipla superior no arquimedia associat a K; o sigui,

Qi =P, (Cp) \ P (K),

amb Destructura d’espai rigid analitic definida a la seccid 3.2. Per a
simplificar la notacié, quan K = Q, utilitzarem 2. Igualment Q i
Q seran els esquemes formals associats. Finalment, designarem per
Q2 a l'extensié quadratica no ramificada de Q.

Fixem p un primer que divideixi D (i no divideixi V), i considerem
X(D, N) sobre Q,, i sobre Z,. El teorema de Cerednik-Drinfeld ens
diu que X (D, N) és de fet una corba de Mumford sobre Q,z, i a
més ens determina quin grup de Schottky hem de prendre. De fet,
el teorema ens déna també una mena d’uniformitzacié de X (D, N)
sobre Q,: és la torcada del quocient d’una corba de Mumford.

La idea basica prové de la seglient construccié de Cerednik, ano-
menada l'intercanvi d’invariants locals.

3.4.3 Definicié. Sigui B una algebra de quaternions indefinida de
discriminant D > 1, i p un nombre primer dividint D. Aleshores
I'algebra de quaternions B®) obtinguda a partir de B intercanviant
els invariants locals p i oo és 'algebra de quaternions definida amb
discriminant D/p.

3.4.4 Lema. Sigui O(D, N)®) un ordre d’Eichler de conductor N a
B®) (¢cf. Rio, capitol 1). Sigui

I':=0(D,N)P[1/p] ¢ (BY ® Q)" = GL(2,Qy)

[y ={yel |uvy(det(y)) =0 mod 2}.
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Aleshores, la imatge I'y de f+ dins de PGL(2,Qy2) és un subgrup de
Schottky.

Observem que I, la imatge de [ a dins de PGL(2,Qp), no és
un grup de Shottky, ja que no és lliure de torsié. Tot i aixi podem
considerar T'\(2, que és una corba pero no és X (D, N). Per obtenir
X (D, N) ens cal fer una construccié una mica més elaborada.

Sigui Zpe 1'anell de Witt de la clausura algebraica de [, (o 'anell
d’enters de la maxima extensié no ramificada de Q). Considerem
l'accié de I' a Zp~ donada a través del Frobenius:

7(A) = Frob™™ ()

VX € Zp~ i Vy €T, on n(y) := vy(det(y)) i Frob és el Frobenius de
Z oo

Podem fer operar aixi I' a 0®Zp, que considerem com a esquema
formal sobre Z;,. Tenim aleshores el teorema segiient.

3.4.5 Teorema. (Cerednik-Drinfeld) La completacid formal res-
pecte a la fibra especial de la corba X (D, N) sobre Z,, és canonicament
isomorfa a l’esquema formal

I\ (082, ).

Aquest teorema de fet es pot explicitar una mica més. Tenim que
Paccié de I' a € factoritza a través de 'y, d’on

T\ (Q8Zp<) = (T\Q) 87,0,

3.4.6 Corollari. X(D,N)®Q,: = F+\QQp2 com a varietats rigides
analitiques sobre Q2.

Finalment podem veure que de fet la corba de Shimura X (D, N)
és una torgada de 'y \Q.

3.4.7 Corollari. Si designem W :=T/T'1, aleshores W és un grup
d’ordre 2, generat per w operant a QQP2 via el Frobenius, i tenim

X(D,N)®Q, = W\ (F+\Q@p2> .
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Aquests dos corollaris sén conseqiiencies més o menys directes
del teorema. Per donar una idea de com es demostra aquest teorema
necessitem veure la interpretacié de moduli que déna Drinfeld del
semipla superior formal.

Ens podem preguntar com és que hem de fer el procés d’intercan-
viar invariants locals. Una idea sobre aquest fet ens la pot donar la
seglient proposicid, conseqiiencia dels resultats de Serre i Tate sobre
varietats abelianes sobre cossos finits.

3.4.8 Proposicié. Hi ha una unica classe modul isogenia de parelles
(A,i), on A és una superficie abeliana sobre k :=TF), i

i:O(D) — Endg(A)

és una accio de O(D) a A. A més, A és isogena al producte de dues
corbes elliptiques supersingulars.

Finalment, tenim un isomorfisme natural entre B® i
Endo(p) ((4.1)) ® Q.

Com hem dit, la demostracié de Drinfeld del teorema anterior es
basa en una interpretacié del semipla superior p-adic com a espai de
moduli: és essencialment ’espai de moduli dels grups formals de pes
4 amb accié quaternionica amb certes condicions de rigidificacié. O
sigui, els grups formals que es comporten com el grup formal associat
a la varietat abeliana determinada en la proposicié anterior. Aquest
és el pas més dificil de la demostracié, on s’utilitzen tecniques de
grups formals i de moduls de Dieudonné (vegeu l'article [BC91] per
a una exposicié més detallada).

3.4.9 Teorema. (Drinfeld) Sigui A una superficie abeliana sobre
F, amb accié de O(D). Sigui ® el grup formal associat a A.

Donada una Zye-algebra B on p és nilpotent, designem per F'(B)
el conjunt de classes d’isomorfisme de parelles (X,p) on X és un
esquema formal sobre B de dimensid 2 i al¢ada 4 amb accio de O(D)
1 p és una quasi-isogenia d’alcada 0

p:®ppe — XB/pB-
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Aleshores el functor F' és representat per l’esquema formal sobre
Zp donat per QR .
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Capitol 4

Integral models of
Shimura curves

(after K. Buzzard)

R. RE

4.1 The functorial point of view on Shimura
curves

The present report is a brief summary of the author’s talk at the
seminar of the Number Theory group of the University of Barcelona
of year 2001. It consists of an exposition of the results contained in
the article [Buz97], by K. Buzzard. The author of these notes heart-
ly thanks prof. Pilar Bayer for her invitation to participate to this
seminar, and the Department of Mathematics of the University of
Barcelona for the hospitality.

False elliptic curves

Let D be an indefinite nonsplit quarternion algebra over Q, Op a
fixed maximal order of D and d = disc(D). Let S be a scheme on
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which d is invertible. A false elliptic curve over S is a pair (A/S, 1)
where A/S is an abelian surface over S and i : Op — Endg(A) is an
injective ring homomorphism.

A false elliptic curve always admits a canonical principal polariza-
tion, whose associated Rosati involution in End(A;), for any s € S,
induces the involution on Op given by x + t~'zt, where t € Op is
such that 2 = —d.

Isogenies

Isogenies 7 of false elliptic curves (A,i) and (B, j) are defined as the
isogenies compatible with the structure maps i, j. Their transposed
7t : B — A are defined in terms of the canonical pricipal polarization
defined above. The false degree of an isogeny is the integer number

n:7rt7r.

Level structures

A naive full level M-structure on a f.e.c. (A/S,i) is an isomorphism
of schemes o : (Op ®Z/MZ)s — A[M], where by A[M] we mean the
M-torsion points of A (as group scheme over S.) This isomorphism
is required to preserve the left action of Op.

There is the following generalization of this to the concept of a naive
H-structure on (A/S,1i), for a subgroup H C (Op @ Z/MZ)*:

a naive H-structure is a full M-structure on Ay, for each open set
U; of an (étale) open covering of S such that two of these are related
by the left multiplication by an element in H on U; xg U;. In other
words a global section of a suitable sheaf in the étale topology.

If we denote by Op  the inverse limit of the rings Op ® Z/MZ, that
is Op ® Z, and calling U C O*D,f the preimage of H, we may also
speak of level U— structure, since a H— structure lifts to any M’
divisible by M. In particular one may consider the following cases:
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o U = Vp(M) the preimage of

{( z Z > € GLy(Z/MZ) |c = 0}

under the natural surjection uy : Op , — GL2(Z/MZ) =
(Op ® Z/MZ)*.

o U =Vi(M) the preimage of

{(Z Z)eGLg(Z/MZ) yc:()andd:l}.

Shimura curves as algebraic stacks

Let U be a compact open subgroup of (’)’B’ 7 with the following three
properties:

1. det(U) = Z*.

2. U is maximal at primes dividing d that is U = (Op ® Z,)* x U’
for any p fd.

3. U C Vi(N) for some N > 4 prime to d.

One defines My as the smallest positive integer M prime to d and
such that keru; C U.

Then one defines the category X (U) as follows: an object of
XP(U) is a fe.c. (A/S/Z[1/Myd],ia) equipped with a level U—
structure; a morphism is a morphism of f.e.c. compatible with all
the given structures in the natural sense. There is a morphism of
XP(U) in the category of Spec(Z[1/My d])—schemes given by sending
(A/S,i) to S. With all this set we can state the following theorems.

4.1.1 Theorem. If (1) and (2) hold then XP(U) is an algebraic
stack over Z[1/Myd]. Moreover the morphism

XP(U) — Spec(Z[1/Myd))

is proper of relative codimension one.
If also (3) holds then X (U) is associated to a scheme, and X (U) —
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Spec(Z[1/Myd]) is projective. Moreover its fibres are geometrically
irreducible.

The reader may look [CF90] for the basic definitions and results on
algebraic stacks.

New structures at [

One can add new structures to the algebraic stack X (U).

e A T'g(l)-structure on a f.e.c. A/S is an isogeny m of f.e.c’s 7 :
A/S — B/S of false degree . Equivalently, a I'o()-structure
can be thought as a finite subgroup scheme K C A[l] of rank [
which is Op-invariant, interpreted as the kernel of an isogeny
of false degree [. If one considers the isomorphism of Op with

My(F;) then by taking e = 0 0
K5 where K1 = ker(e) and Ky = ker(1 —e). Moreover K1 & Ky

, one sees that K &2 K1 &

1
10 and therefore K7 alone
is sufficient to determine K and therefore a I'y(l)-structure.

via the action of the element (

o A T'y(l)-structure on (A/S,1) is a I'g(1)-structure, plus a gener-
ator P of K.

e A balanced T'1(1)-structure is a T'y(l)-structure plus also a gen-
erator P’ of K/, which is the kernel of e* : K/ — K’ where K’
is the kernel of the dual isogeny.

e A canonical balanced T'1(l)-structure is as above plus the con-
dition that (P, P’) = wj, where (P, P’) is the canonical pairing
between ker 7 and ker 7t and w; is a fixed primitive [—th root
of unity.

The results on the new structures are the following.

4.1.2 Theorem. Let U be a compact group satisfying (1)-(3) as
above and suppose that | does not divide Myd. Then the functors
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from Z[1/My d]-schemes to sets, which send S to the sets of isomor-
phism classes of f.e.c. over S equipped with a level U- structure
and a T'g(l)-structure , or a canonical balanced I'y(l)-structure are
representable by schemes X P (U,T(1)) and XP (U, Bal.canI'{(l)) re-
spectively.

The following theorem analyzes the structure of these schemes
more closely.

4.1.3 Theorem. One has the following:

1. XP(U,T(1)) is smooth over Z[1/Myd] away from the supersin-
gular points in characteristic .

2. XP(U,Ty(1))/Z[1/Myd] is proper.

3. The forgetful map ¢ : XP(U,To(l)) — XP(U) is finite. More-
over c is flat and XP(U,T'y(1)) is a regular scheme.

4. The fibre XP(U,To(1))r, of XP(U,To(l)) is composed of two
irreducible components, both isomorphic to X (U)g,, which
intersect transversely at the supersingular points.

A similar theorem also holds for X (U, Bal.can.T'1(l)) as a scheme
over Spec(Z[1/Myd][w]). Here the role of X (U) is played by a cov-
ering of it, the scheme X (U, Ig(l)) representing the functor of iso-
morphism classes of f.e.c. plus Igusa structures. We will not discuss
this case in more detail.

The proof of these results follows similar techniques to those in [KM85],
and the results themselves are clear analogues of those holding for
modular curves.
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Capitol 5

Operadors de Hecke.
Formula de les traces

A. ARENAS

En aquestes notes introduim 1’algebra de Hecke respecte del grup de
les unitats de norma 1 d’un ordre d’Eichler d’una Q-algebra de quater-
nions indefinida. Aix0o permet considerar sense ambigiiitat els opera-
dors de Hecke i justificar la seva accié sobre les formes paraboliques
amb caracter. L’objectiu final d’aquestes notes és arribar a la formula
de les traces d’aquests operadors, aixi com oferir una panoramica gen-
eral dels metodes i prerequisits emprats.

5.1 Operadors de Hecke

Un subgrup I" de SL(2,R) s’anomena fuchsia de primera espécie si és
discret i I'\'H* és compacte; on H* = H U { puntes de I'} i H denota
I'hiperpla superior de Poincaré. Per un teorema de Siegel ([Sie45]),
un subgrup de SL(2,R) és fuchsia de primera especie si i només si
el volum de T'\'H* és finit. L’exemple més conegut és el del grup
modular SL(2,Z) i els seus subgrups de congrueéncia. En aquestes
notes ens interessarem pel grup fuchsia de primera especie

['(0) = {vy € O|Ng(y) =1},
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de les unitats de norma 1 d’un ordre O d’una QQ-algebra de quater-
nions indefinida B. Per a provar que I'(O) és fuchsia de primera
especie cal fer primer un estudi previ detallat dels ordres de B @ Q,
(veure ([Wei67al) i, si denotem per Ag les adeles de Q, globalitzar
després els resultats obtinguts en l'idelitzat (B @ Ag)* de B. Aix{
doncs, és gairebé essencial pensar aquest grup adelicament:

r'(0) = (GL*(2,R) x IL,O;) N B,

on O, =0 ® Zy.

En el cas en que B sigui una Q-algebra de quaternions indefinida
de discriminant D i O(D,N) un ordre d’Eichler de nivell N de B,
denotarem per I'(D, N) el corresponent grup d’unitats de norma 1.

Si B és una algebra de divisid, aleshores I'\'H és compacte i per
tant I'(O) no té puntes.

Si D =1 podem suposar B = M(2,Q), aleshores es recuperen el
grup modular i els seus subgrups de congruéncia. En particular, si

0= {(‘C‘ 5) € M(2,Z)jc=0 mod N},

es té I'(O) =T'g(N).

Pel fet que I'(O) és un grup fuchsia de primera espécie tenim que
I'(O)\'H* és una superficie de Riemann compacta que déna lloc a la
corba de Shimura X (I'(O)) := relativa al grup I'(O). Si O(D, N) és
un ordre d’Eichler de discriminant D i de nivell IV, denotarem per
X(D, N) la corresponent corba de Shimura i observem que en el cas
I'(O) =Ty(NV), obtenim la corba modular Xo(N).

Donem ara un recull de les definicions habituals de formes auto-
morfes i d’operadors de Hecke introduits a partir de classes laterals
dobles (cf. [Shi71]).

Si f és una funcié a valors complexos definida sobre H i a =
(a b) és un element de GLT(2,R), aleshores I’accid, de pes k € Z,

c d
de « sobre f ve donada per:

(Flxa)(2) = (deta) 2 (cz + d) ™ f(a(2)).
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Si I' € SL(2,R) és un grup fuchsia de primera especie i x és un
caracter de I' d’ordre finit, una funcié f : H — C s’anomena forma
automorfa de pes k respecte de I' amb caracter y quan es compleixen
les condicions segiients:

(i) f és meromorfa en H,

(i) fley = x(9)f, per a tot v € T,
(iii) f és meromorfa a les puntes de T.

Ar (T, x) denotara el conjunt de formes automorfes de pes k re-
specte de I' amb caracter .

Analogament es defineix el conjunt G(I',x) de formes enteres
de pes k respecte de I' amb caracter y, és a dir, f € Gi(T',x) si
f :+H — C, és holomorfa, f| = x(v)f,Vy € T, i f és holomorfa
a les puntes de I'. En el cas en que I' C SL(2,Z) sigui un subgrup
de congruencia, Gi(T', x) s’anomena espai de formes modulars. Per
Si(T, x) es denotara 'espai de formes paraboliques, és a dir el format
per les formes enteres que s’anul.len a les puntes de I'. Obviament, si
I" no té puntes els C-espais vectorials G (I, x) 1 S (I, x) coincideixen.

Donades dues formes enteres f,g amb almenys una d’elles para-
bolica, es defineix el producte escalar de Petersson:

< f.g>= f(2)g(2)yF2dady,
I\H

amb z = x + iy.
Aquest producte és hermitic a ’espai de formes paraboliques.

Dos subgrups I', I” d’un mateix grup G s’anomenen commensu-
rables, i aixo ho denotarem I' ~ 7, si [[: TNTY] < oo i [IV: TNI'] <
oo. El subgrup de G

I'={geGlglg ' ~T}

s’anomena el commensurador de T'.

Per a tot a € T considerarem la classe lateral doble Tal' de o
respecte de I'. Es té
I'al' = Ul'ay,
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on a; = ay;, ion {y1,...,m} és un conjunt de representants de (I' N
a 'Ta)\I'. SiT és un subgrup de G, A C G és un semigrup de G
tal que I' C A C f, i considerem elements «, § € A amb les seves
corresponents classes laterals dobles I'al' = Lil'a;, i 'S = LII'B;, es
pot definir el segiient producte:

(Cal).(TBT) =Y ¢, T,
ol

amb

¢y = #{(i,J)[TaiB; =T}
Es pot comprovar que aquesta definicié no depen dels representants
triats. Estenent per bilinealitat s’obté aixi ’anomenada algebra de
Hecke, que denotarem T(T", A), formada per les combinacions lineals
formals " oA aol'al’ amb aq € Z, aq = 0 per a quasi tot a. Els

elements de T(I', A) s’anomenen (per abus del llenguatge) operadors
de Hecke.

Donada una forma automorfa f € Ag(T,x), es defineix 1'accié
d’una classe doble I'al" sobre una forma automorfa f € Ak (T, x) de
la segiient manera:

(fITal)(z) = Y det(a;) 2~ x(ay)(flay)(2)-
j=1

Aquesta definici6 és independent dels representants triats.

Sigui B una Q-algebra de quaternions indefinida de discriminant
D. Ara esbrinarem l'estructura de l’algebra de Hecke associada al
grup I' = I'(IV, D) de les unitats de norma 1 d’un ordre d’Eichler
O = O(N, D) de nivell N de 'algebra B que, de fet, veurem que es
redueix a la de les corresponents algebres de Hecke locals. Denotem
per By = B® Q4 l'adelitzat de B i considerem els segilients conjunts

U = GL*(2,R) x IL,O;
i D= (GL"(2,R) x II,D,) N B,
on
{9 € Oy|NB, (9) # 0}, sipf N

D, = a b N . .
{(pec d> € Opl a € Zy,ad —p bc;éO}, sip| N
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i el semigrup A = OND.

La segiient proposicié permetra considerar les algebres de Hecke:
T(O;(w Dp)> T(U’ D)’ T(F7 A)

5.1.1 Proposicié. U és un subgrup de BY ¢ D és un semigrup de
BY. O, és un subgrup de B 1 Dy és un semigrup de B;. T' és
un subgrup de B* i A és un semigrup de B*. A més es tenen les
inclusions: Oy C D, CO;, UCDCU, I'CACT.

El teorema segiient permet reduir ’estudi de l’estructura de ’algebra
de Hecke T(I', A) al cas local.

5.1.2 Teorema. (i) L’aplicacio
lal' = UaU
indueir un isomorfisme
T(T,A) 2 T(U,D).

(ii) L’aplicacio
UgU — 0,,0,,

on g = (gy), indueix un isomorfisme

T(U,D) = Q) T(0;, D,).

L’estructura de I'algebra de Hecke local T(O,, D)) és donada pel
seglient:

5.1.3 Teorema. Per a tot primer p, la Z-dlgebra T(O,,Dy) és com-
mutativa, i es satisfa:

(i) T(O,,Dy) = Z[T'(1,p), T'(p,p)], siptND,
amb T'(1,p) i T'(p, p) algebraicament independents, on

«(1 0 x
T/(l,p):(’)p <O p)(’)p,

« (P 0 A«
T'(p,p) = O, (0 p>0p-
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Els seus elements satisfan:

T'(1,p)T'(1,p) = T'(1,p%) + (p + 1)T"(p, p);
T'(1,p)T'(1,p°) = /(1 p6+1) +pT'(p, p)T'(1,p¢ 1), sie>1;
T (p, p)T" (p¢,p7) = T'(p=tL, pf*1), per a qualssevol e, f € Z+.

(ii) T(Op,Dp) = Z[T'(1,p)], sip|N,
amb T'(1,p) algebraicament independent, i es té

Tl(l,p)T/(l,pe) — T’(p€+1)7
per a tot e € ZT.

(iii) T(O;,Dp) = Z[O;?TPO;], si p|D,

amb m, un element primer de By, i amb les relacions

* 2k * *
OPTrP OP - Opp OP

(O;m05)(O;m0;) = Oy 0,

per a tot e € ZT.

5.1.4 Definicié.
=> Tal,

amb les condicions n € Z*, o € A, Np(«a) = n.

T(n,n):=Inl', si(n,N)=1.

Tenint en compte que T(O;, D) és un subanell de @, T(Oy, D) i
que aquest tultim és isomorf a T(I', A) es té:

5.1.5 Proposicié. (i) Sipt ND, aleshores l'operador T (p™) cor-

r

respon a >y Oy (% po > O,, amb la suma estesa a les parelles
(r,s) satisfent v +s = m, 0 < r < s. A més, l'operador de

Hecke T (p, p) correspon a OppOy.

(ii) Sip|N, aleshores T'(p™) correspon a O, <(1) pg > O3.
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(iii) Sip|D, aleshores T'(p™) correspon a OpmO,.

Els resultats anteriors permeten de donar I’estructura de ’algebra
de Hecke T(I", A) respecte del grup d’unitats de norma 1 d’un ordre
d’Eichler O(D, N) d'una Q-algebra de quaternions indefinida de dis-
criminant D.

5.1.6 Teorema. L’dlgebra de Hecke T(I', A) és commutativa i

T(T,A) = Z[T(p), T(p,p), T(q)],

amb els T(p), T(p,p) i T(q) algebraicament independents, de manera
que pt ND, q|ND.

Amb les segiients lleis de multiplicacid:

T(nm) =T(n)T(m) (n,m) =1,
T(p")T(p) =T(p"") +pT(p,p)T(p""") ptND,
T(q")T(q) =T(¢" ) g|ND.

El teorema anterior és equivalent a dir que la serie formal de
Dirichlet Y T'(n)n™* té producte d’Euler:

d T = [[ 0 =T@p *+pT(p.p)p )"

5.1.7 Remarques. (i) Tot caracter x de Dirichlet modul N indueix
un caracter a I'(D, N). (ii) T(T", A) opera a l'espai G (T, x) de formes
modulars enteres i, en particular, a ’espai Si(I', x) de formes modu-
lars paraboliques.

Tenint en compte les propietats anteriors i treballant analogament
al cas modular s’obté el segiient:

5.1.8 Teorema. Sigui ' = I'(N, D) i sigui x un caracter de Dirich-
let modul N, aleshores

(fleT(n), 9) = (£, glrx(n)T(n)),
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pera f, g € Sp(T, x).

L’espai Si(T', x) té una base de funcions propies respecte de tots
els operadors de Hecke T'(n) amb (n,N) =1

5.2 Foérmula de les traces

L’origen de la recerca d’una féormula que permeti calcular les traces
dels operadors de Hecke es troba en el treball de E. Hecke [Hec40)]
per tal de calcular nombres de representacions d’enters per formes
quadratiques enteres. M. Eichler ([Eicbbal, [Eic57]) déna una férmula
explicita per a la traga dels operadors T'(n) actuant a Sk(T'o(N))
amb nivell N lliure de quadrats i pes k¥ > 2. H. Shimizu ([Shi63b],
[Shi63a]) generalitza la férmula per a formes modulars de Hilbert,
pero mantenint la condicié de nivell N lliure de quadrats i, per qiies-
tions teécniques, per a pes k > 3. M. Yamauchi [Yam71] considera
nivell 4N, amb N imparell i lliure de quadrats. H. Hijikata [Hij74]
déna una férmula explicita de la traga de T'(n) que actuen sobre
Sk(To(N), x) per a nivell N qualsevol i pes k > 2 i per a la traca de
T'(n) actuant sobre Si(I', x), on I' és el grup d’unitats de norma 1
d’un ordre d’Eichler dins una Q-algebra de quaternions indefinida de
discriminant D > 1. La férmula de les traces s’aplica per a 1’obten-
ci6 de dimensions d’espais de formes paraboliques, polinomis carac-
teristics d’operadors de Hecke i bases d’espais de formes paraboliques
(cf. [Miy76], [Wad71], [Wad73]).

Cal recordar que Si(I', x) és un espai de Hilbert de dimensi6 finita
i per tant té la funcié nucli

(21, 22) E fi(z1) fi(z2), V21,20 €H,
1= 17 7

on {fi,..., fa} és una base ortonormal de Si(I', x). A més, es té la
notable propietat

Ki(21,22) = 'Y X(MK((21), 22)i (v, 21) 7%,
yel’

on

K2 = (2572)
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ie=2,1segons —I sigui o no un element de I'.

5.2.1 Notacié. Denotarem per T l'operador de Hecke T'(n) definit
per la suma de totes les classes laterals dobles distintes I'GI" amb
BeAiN(B) =n A mésamés, denotarem per o € T la condici6
a €O, on B € AN(B) = n, i observem que si « € T, aleshores
o € B*.

5.2.2 Remarca. Si {fi,..., fq} és una base ortonormal de S;(T,x)
aleshores la traca tr(7") de T'(n) actuant sobre Si(I', x) és donada per

w(T) = > (flT, fi).

i=1,..d

Ara aplicant successivament les definicions de producte escalar de
Petersson, d’accié d’'un operador de Hecke sobre una forma parabolica
i el valor de la funcié nucli de Si(T', x) s’obté

tr(7) = 51/ k(z, o)y 2dzdy.
(T) o > r(za)

aeT

Com que I' actia sobre B per conjugacié, podem considerar, en
particular, el grup d’isotropia

P(a) = {y eThay™ ' = a},
dels elements « € T' i denotarem per T'//T" el conjunt de classes de
conjugacio.

La integral i la suma involucrades en el calcul de la traca es poden
invertir tenint en compte I'accié de I' sobre T" per conjugacio:

tr(T) =&t Z /1“( " k(z, a) y~2dzdy.

a€T//T

Distingint ara segons l’element o € T sigui un multiple de =+I,
(a € T°); una transformaci6 eliliptica, (o € T¢); una transforma-
ci6 hiperbolica, (a € T"); o una transformacié parabolica, (o € TP);
i donat que el tipus de « es respecta per conjugacio, la suma precedent
que expressa la traca de T es pot descompondre en quatre sumands:

tr(T) = to + te +th + tp
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Z / (z,c) y~ 2dxdy.

a€T*//T
(Pestrella * pot designar o, e, h, p).

En el cas de oo € T° és facil fer els calculs. Es té

a:<8 C?) T(a) =T

1 aleshores

k—1 z—zZ\7"
= det(a)*1x(a) pp /F\H< 5 > aFyF 2 dady

— det(a)1x(a) Lk /F \

= san(a)* det(a) X (o) 1+

Els calculs involucrats en els altres sumands sén tediosos, pero esde-
venen relativament senzills si préeviament es consideren els punts fixos
de les transformacions que hi surten. Concretament, cal remarcar en
el cas hiperbolic que si o € T" té almenys un punt fix que sigui punta
de T, aleshores Daltre punt fix també és una punta de I'. Si v € T"
és tal que cap dels seus dos punts fixos és una punta de I', aleshores

/ K(z, ) y 2dedy = 0,
I'o)\H

i, en el cas parabolic, que el seu punt fix és necessariament una punta
de I'. En definitiva, resulta el segiient:

5.2.3 Teorema.

t, =

“hyol(M\H) S x(a)sgn(a) det(a)z L,

aeT?
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aeTh//T
tp=—limy_or > X(@)k(a)l(a),
acTr//T
on k—1 k—1
Mo ~Ca , aeTe
Now — Ca
: k—1
k(o) = min{|¢al, |70/} sgn(a)f, acTh,
1€ = Tal
S k P
4bgn(oz) det(a), a € TP,

sgn(a) = sgn(Ca),

(2e)71, a€Te,
l(a) = 5_1, aEe Th,

e tm(a)l, a e T,
on m(«) s’expressa basicament en termes de l'arrel ¢, (cf. [Miy76],

chap. 6).

Observem que si I'\H és compacte, aleshores ¢, = t;, = 0. Per
tal de calcular les sumes que surten al teorema anterior, considerem
laccié de B* sobre T per conjugacié. Sigui @« € B*N O,a ¢ Q,
denotem per C(«) l'orbita de «

Op+(a) = {0ad™ |6 € B*}.
Sia € T, aleshoresa € B*NO,jaque' C A =0OnNDidet « =n > 0.

Denotem S = T¢,T", TP. Aleshores:

SNC(a) =TNC(a), la qual cosa permet unificar notacions. Per
tal de calcular



Cap. 5 Operadors de Hecke. Formula de les traces

trencarem aquesta expressié en tres sumes.

La funcié k(a),a € S, és invariant respecte de la conjugaci6 re-
specte d’elements de B*:

k(a) = k(6ad™t), V6 € B*.

Per tant:
> x@k(@)i(a) = > k() > X(BUB).
a€eS//T a€esS//B* Be(TNC(a))//T

SiacT,a¢Q, considerem la Q-algebra Q[a]. Sia € T*UTMUTP,
tenim:
Q(Va), d<0,0€Te,
Qo] =4 @xQ, aeTh
Qle],e? =0, aeTP.

Aquest 1ltim resultat ve d’observar que el discriminant del polinomi
caracteristic de o coincideix amb el discriminant de I’equacié de punts
fixos de .

5.2.4 Remarca. Si 3 := dad~ ! € TNC(a), aleshores Q[a] N 51O
és un ordre 7 de Q[a] que conté Z[a]. Siry =rg, es té 18 =1(8)
i es denota per [(r). Tenint aquests resultats en consideracid, s’obté:

> x(@)k(e)l(e)

a€esS//T
= > k@) Y U > x(P)
a€esS//B* Zla)Cr Be(TnC(e,r))//T

on

C(a,r) = {6ad71 | § € B*,Q[a] N 67105 = r}.
5.2.5 Notacio.
Za =R x [[Zp, Oa =0®1Za,
p
TA =71 Q LA,
Ca(a) = {hah™ | h € B4},
Ca(a,r) = {hah™ | h € B4, Qala] Nh ™ Oph =7a}.
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5.2.6 Propietats.
C(a) C Cala), C(a,r) C Cala,T).

L’aplicacié natural C(«)//T" — Ca(a)//U és epijectiva i el cardinal
de la preimatge de cada element és el nombre de classes h(r) de l'ordre
r corresponent. A més:

> x(B) = > x(9)-

Be(TNC(a,r))//T 9ge(TANCa(a,r))//U

Tenint en compte que x,(gy) =1, si v =00 0 bé v { N es té:

Z @ = H Z Xv (gv)'

g€(TANCa () / /U v g, €(TuNCy(ayr))//O%

Aquestes observacions ens permeten en essencia reduir els calculs
de les sumes precedents al cas de les ideéles o, dit en altres paraules, als
corresponents calculs en totes les localitzacions. Els detalls d’aquestes
reduccions es fan un xic llargs, pero finalment s’arriba a provar el
segiient:

5.2.7 Teorema. (Eichler, Selberg, Shimizu, Miyake). Sigui B una
Q-algebra de quaternions indefinida de discriminant D, i sigui O C B
un ordre d’Eichler de nivell N = [[,p” amb la condicié (D,N) = 1.
Sigui

I'={y € O*Ng(y) =1}

el grup de les unitats de norma 1 de O. Sigui x un caracter de

Dirichlet modul N de conductor m,, = Hp p¢ 1 considerem l’operador
de Hecke

T(n) =Y TP,

amb B € A, Ng() = n i l’espai de formes paraboliques de pes k > 2,
Sk(T, x). Aleshores, es té la formula segiient:

tr(T(n)) = tr(T(n)|Sk(T, X))

= X(x/ﬁ)k

N0 ) [T - 1)

p|N p|D
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t

- Za(t) Z b(t’ f)C(t, f) + 52(]\77 n)’
f

amb x(yv/n) =0 si n no és un quadrat i per a certes funcions a, b, c,
92, explicitades, per exemple, en ([Miy76], pp.263,264).

Una generalitzacié d’aquesta féormula per a pes semienter es troba
en el treball de G. Shimura [Shi74].
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Capitol 6

Congrueéencies
d’Eichler-Shimura

A. TRAVESA

6.1 Definicions i notacions

6.1.1 e Fixem una Q-algebra de quaternions indefinida, B; un ordre
maximal, O C B; i una immersié de B en B ®gp R ~ M(2,R), x :
B — M(2,R).

e Sigui D := disc(B) = disc(O) el discriminant de I’algebra de quater-
nions, que coincideix amb el dels ordres maximals, i considerem el
subgrup d’unitats de norma 1 de O, I' := {a € O : n(a) = 1}.

e Considerem, també, el semigrup dels elements de O de norma posi-
tiva, A :={a € O : n(a) > 0}.

e Denotarem per a — o/ la conjugacié canonica de B; aquesta con-
jugacié es pot veure com la restriccié de la conjugacié de M(2, R),

a b . d —b

c d —c a |’
e Per a tot ideal bilateral a = a0 = Oa C O, escriurem I'y, := Ty :=
{ve€T:vy=1 (mod a)}.

91
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e Notem que, per a tot nombre enter m # 0, mO = Om és un ideal
bilateral, ja que m és un element regular i central. En particular,
podem considerar el grup I',,.

e Se satisfan les inclusions I' C A C f, on I' = B* és el commensu-
rador de I en B*. Per tant, podem parlar de ’anell de Hecke R(T", A)
(cf. Arenas, capitol 5).

e Si, per a a € A, posem
deg(Tal’) := #{T'w; : Tey; CTal', ov; € B*},

obtenim que deg(Tal’) = [[: T Na 'Ta] = [ala™" : ala™ ' NT] <
400, perque a € I'.

6.1.1 Divisors elementals

6.1.2 Volem associar, a cada o € A, una familia de “divisors ele-
mentals”, un per a cada nombre natural primer.

eSip{ D, és By := BRqgQ, ~ M(2,Q,) i 'isomorfisme pot ésser triat
de manera que O, := O ®y Z,, s’'identifiqui amb M(2,7Z,). Llavors,
vist @ en M(2,7Z,), existeixen 1,62 € GL(2,Z,) tals que ejaes =

0
associat a « és, per definicié, la parella (eq, e2).

(1 0
[P peQ}, on ey,es € Z10 < e; <eg. El p-esim divisor elemental

e Si p|D, By, és un cos no commutatiu i O, és 1"inic ordre maximal de
B,. Sigui m, € O, un element qualsevol de norma p (I'existéncia n’és
garantida, ja que en B hi ha elements de norma qualsevol nombre
racional donat). Ara, l'ideal Opa generat per o en O, és una certa
potencia de O,m,, posem Opa = (Op7mp)°?, on e, € Z, e, > 0, és
un nombre enter independent de I’element 7, elegit de norma p. El
p-esim divisor elemental associat a « és, per definicid, e,.

6.1.3 Proposicié. Siguin o, € A. Les propietats segiients son
equivalents.

(a) Tal' = TAT.

(b) Per a tot nombre natural primer p, el p-ésim divisor elemental
de o coincideix amb el p-ésim divisor elemental de 3.
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(c) Els O-moduls O/Oa O/OB son isomorfs.

(d) Ezisteiz v € I tal que Oary = OF. O

Notem que les condicions (a), (c) i (d) sén globals, mentre que la
condicié (b) és intrinsecament local.

6.2 Series de Dirichlet formals

Donat un anell R, que suposarem que és commutatiu, 'anell de les
series de Dirichlet de coeficients en R és ’anell que té per elements les
funcions aritmetiques S : N—{0} — R; és a dir, les successions S :=
(S(1),5(2),...,5(n),...) d’elements S(n) € R. La suma es defineix
com la suma de successions, i el producte és la convolucié de Dirichlet,
definida de la manera segiient. Si S = (S(1),5(2),...,5(n),...) i
T=(T1),T(2),...,T(n),...), S(n),T(n) € R, Navors,

S«T = (UQL),U(2),...,Un),...),

on, per a tot nombre natural n > 1, és

U(n) :=Y_ S(d)T(n/d).

dln

Es un exercici immediat comprovar que aquestes operacions determi-
nen una estructura d’anell, que anomenarem l’anell de les series de
Dirichlet de coeficients en R.

Es usual escriure les series de Dirichlet en la forma
D(S;s) =Y _S(n)n*,
n>1

i el producte de Dirichlet s’ha definit de manera que se satisfaci for-
malment la propietat que

D(S;s)D(T;s) = Z S(n)n™* Z T(n)n™*
n>1 n>1

= Z(S *T)(n)n™* = D(S*T};s),

n>1
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on els simbols n™° (de moment, només sén simbols) satisfan les pro-
pietats (n-m)~% = n=°m~*, per a tot m,n € Z, m,n > 1, per
definicié.

6.2.1 Observacié. Notem que si, per exemple, s és una variable
complexa, es pot definir una funcié N — {0} x C — C per (n,s) —
n~®%, de manera que se satisfan les propietats anteriors dels simbols
n=°.

6.2.1 Productes d’Euler formals

Sigui D(S;s) una serie de Dirichlet formal de coeficients en un anell
commutatiu R i suposem que la funcié aritmetica S : N— {0} — R
és multiplicativa; és a dir, que se satisfa que S(mn) = S(m)S(n), per
a m,n > 1 tals que med(m,n) = 1.

En aquest cas, se satisfa la propietat que

D(S;s) = Z S(n)n™?% = H Z S(P™)p~™* (producte d’Euler),

n>1 p m>0

el producte estes, com és habitual, al conjunt de tots els nombres
naturals primers.

Aixo és dir que, d’una banda, considerem una infinitat de séries
de Dirichlet, una per a cada nombre primer p,

Ey(S;s) =) S(p™p™,

m>0

els coeficients de la qual que corresponen als indexs n que no sén
poteéncies de p sén nuls; i, d’altra banda, que considerem el producte

infinit d’aquestes series
H E,(S;s).
P

Hem d’observar que cal definir aquest producte infinit; pero aixo no
comporta cap problema. En efecte; donat n € Z, n > 1, el conjunt
de nombres primers p que divideixen n és finit; per tant, per a tot
n > 1, i per al calcul del coeficient de n~* de la serie producte, només
intervé una quantitat finita de series E,(S;s) en que el coeficient de
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les quals que cal multiplicar és diferent de 1. Aixi, podem definir el
producte infinit, perque cadascun dels coeficients de la serie producte
és definit com un producte (finit) d’elements de R.

6.2.2 Observacié. Suposem que la funcié aritmetica S és completa-
ment multiplicativa; és a dir, que la propietat que S(mn) = S(m)S(n)
se satisfa per a tota parella de nombres naturals m,n > 1, sense res-
triccié. Aleshores, per als factors d’Euler se satisfa que

Ey(S;s)=>_ S@p™p ™ = (1-S(p)p )"

m>0

En efecte; observem que 1 — S(p)p~* és una serie de Dirichlet que
només conté els dos sumands que corresponen an = 11in = p, de
manera que el calcul dels coeficients de la serie de Dirichlet producte
de 1 — S(p)p~* per

Z S<pm)p—ms
m>0

és immediat i proporciona la serie de Dirichlet 1; és a dir, 1 —S(p)p~*

és 'element invers, en ’anell de les séries de Dirichlet, de

Z S(pm)pfms‘

m>0

Notem que, de fet, per a un factor d’Euler donat, E,(S; s), només
cal demanar que se satisfaci la propietat que S(p™) = S(p)™, per a
tot m > 0. Si és aixi, obtenim que aquest factor d’Euler és

Ey(S;s)=>_ S(p™p ™ = (1-S(p)p*) ",

m>0

independentment de si els altres satisfan o no la propietat analoga.

6.3 Series de Dirichlet a ’anell de Hecke

6.3.1 Definici6 i propietats

Volem definir una série de Dirichlet de coeficients en ’anell de Hecke
R(T', A); cal, doncs, donar els coeficients.
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En el capitol anterior, i per a tot nombre enter n > 1, s’han definit
els elements de Hecke o coeficients de Hecke (més endavant, definirem
els operadors de Hecke)

=Y {(Tal): a € A, n(a) =n} € R(T, A).

6.3.1 Definicié. Posarem,

s) = Z T(n)n™*

n>1

la serie de Dirichlet definida pels coeficients de Hecke T'(n) € R(T', A).

6.3.2 En el nostre cas, les propietats dels elements Hecke analogues
a les de 5.1.5 1 5.1.6 es poden escriure en la forma:

e La funcié aritmetica n — T'(n) és multiplicativa.
e Si p|D, per a tot nombre enter m > 0, és
T(™)="T/)™
A més a més, si @ € A és un element de norma n(a) =pim >0, és

T(p™) = (Ca™).

e Suposem ara que p 1 D; per a nombres enters ey, e € Z tals que
0 < e; < eg, posem

T(p,p?) := (Tal),
on (I'al') és I'inica classe doble amb o € A caracteritzada pel fet
que el p-esim divisor elemental de « és la parella (eq, e2). Llavors:

a) ( 61+1,p62+1) — T(p,p)T(pel,pez).
b) Per a tot e > 1, T(p)T(p°®) = T(1,p*TH) + (p + D)T(p, p)T(p°~1).

(
(
(c) Per a tot e > 1, T(1,p)T(1,p¢) = T(1,p*1) + pT(p, p°).
(d) Per a tot e > 1, deg(T(1,p™)) = p™ 1 (p + 1).

(

e) Notem que T'(1) = 1 i que T(1,p) = T(p); en particular, el cas
e=1de (b) és T(1,p)* = T(1,p?) + (p + DT (p, p).

(f) Per a m > 2, se satisfa que
T(p™) =T(1,p™) +T(p,p)T(P"?).
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6.3.2 Producte d’Euler

Les propietats anteriors ens permeten establir facilment el resultat
segient.

6.3.3 Teorema. Per a la série de Dirichlet D(T';s) se satisfa que

D(T;s) = [[( = Tp~*)" [T~ Tww~ + Tp.pp' )"
p|D D

DEMOSTRACIO: Com que la funcié aritmetica n +— T'(n) és multi-
plicativa, obtenim de seguida el desenvolupament de D(T’;s) com a
producte d’Euler de la forma

D(T;s) = ZT(n)n_S = HEp(T; s),
n>1 p

By(T;s) =Y T(p™)p ™

doncs, cal estudiar aquests factors.

Suposem, en primer lloc, que p és un divisor de D. El fet que, per
a tot m > 0 sigui T'(p™) = T'(p)™ fa que el factor d’Euler E,(T’; s)
sigui la serie

Ep(T;s) =Y T(p)"p ™ = (1-Tp)p~*) ",

m>0

com més amunt.

Suposem, finalment, que p { D, i calculem els coeficients de la serie
de Dirichlet producte de les dues series 1 — T(p)p~* + pT(p, p)p~ 2 i

Ey(T;s) =Y T(p™)p ™.

m>0

Clarament, per als valors de n que no siguin potencies de p, els coe-
ficients m-ésims del producte sén nuls. A més a més, per a n = 1,
el coeficient del producte és T'(1) = 1; per a n = p, el coeficient del
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producte és T'(p) — T'(p)T(1) = 0; i, per a n = p™, amb m > 2,
obtenim que el coeficient del producte és

T(p™) —TP)T (™ ") + pT(p,p)T(p™ )
=T(P™) — (T(1,p™) + (p+ 1)T(p,p)T(p™?)) + pT(p,p)T (P )
=T(p™) — T(1,p™) — T(p,p)T(p" %) =0,

ja que T(p™) = T(1,p™) + T(p,p)T(p"™?). Aix0 acaba la prova. O

6.3.4 Corol'lari. Per a tot nombre enter n > 1, és té

deg(T'(n)) = Z d. O
dn
med(d, D) =1

6.4 Operadors de Hecke

6.4.1 Caracteritzacié de 'anell de Hecke

Interessa, a continuacid, caracteritzar 1’anell de Hecke a partir dels
ideals bilaterals coprimers amb el discriminant D de l’algebra de
quaternions. Per a aix0, comencem per observar que els subgrups
I'y, per a a = O« un ideal bilateral de O, fan el paper dels subgrups
I'(N) C SL(2,Z) del cas classic. En efecte, se satisfan les propietats
segiients.

6.4.1 e Sia, b C O sén ideals bilaterals primers entre si, llavors
I'=T.l%.

e Sia C O és un ideal bilateral de O i o, 8 € A sén elements tals
que mcd(n(a),a) = med(n(f),a) = 1, llavors, condicié necessaria i
suficient perque sigui I'ya = ['y0 és que sigui 'a = I'# i, alhora,
a = (mod a).

e Si a C O és un ideal bilateral i & € A és un element tal que
med(n(a), a) = 1, llavors,

(a) Tal' =Tal'g = T'yal.



6.4. Operadors de Hecke

(b) qal'y={f elal': f=a (mod a)}.
(c) SiI'gal'q = Y, Tacyi, lavors, I'al® = |4, T'oy;.

6.4.2 Definicié. Per a tot ideal bilateral a C O, posarem A, :=
{a € A: med(n(a),a) =1}.

6.4.3 Definicié. Si a C O és un ideal bilateral tal que med(D, a) =
1, llavors existeix un nombre enter a € Z, a > 0, tal que a = a0 i
O/a=0/a0 ~M(2,Z/aZ). Posarem A := {a € A, : existeix ¢ €

Z/aZ tal que o = [(1) 2} (mod a)}.

El conjunt A} és un subsemigrup de B* que conté I'q i que, alhora,
esta inclos en el commensurador de I'y. Per tant, podem parlar,
també, de l'anell de Hecke R(I'g, AY). Se satisfa el resultat segiient,
que permet caracteritzar I’anell de Hecke R(I", A).

6.4.4 Proposicié. Sia C O és un ideal bilateral tal que med(D, a) =
1, lassignacio
Twal'y — T'al’

defineix un isomorfisme R(I'q, A%) — R(I',A) entre els anells de
Hecke. [

Notem que, ara, el grup I'y ja no és el grup de les unitats de norma
1 d’un ordre maximal de B, sindé que n’és un cert subgrup.

6.4.2 Formes modulars

Posarem H := {z € C: Im(z) > 0}, el semipla superior de Poincaré,
i considerarem 1’accié usual de GLT(2,R) en ‘H:

a b Z__az—l—b'
c dl” ez+d

b

d} ,z) el nombre complex cz + d.

denotarem per j <[Z
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6.4.5 Larepresentacio (fidel) x : B — B®gR ~ M(2, R) identifica
I' amb un subgrup discret de GL*(2,R). En particular, per a tot
ideal bilateral a C O i per a tot nombre enter k > 0 podem parlar de
les formes paraboliques de pes k respecte de I'y; sigui Sg(I'y) Pespai
vectorial complex d’aquestes formes paraboliques.

Recordem que f és una forma parabolica de Si(I'y) si:
(a) f:H — C és una funci6 holomorfa;
(b) per a tot vy € Tqitot 2 € H és f(v(2))j(y,2) % = f(2); i
(c) f s’anulla en les puntes de T'.

6.4.6 Definicié. Sigui a C O un ideal bilateral. Donada una classe
doble I'yal'y, o € A%, considerem una descomposicié

Tqalq = [HTa0i
i

i, a cada f € Si(I'y), associem-li la funcié g(z) definida per

9(2) = (@)Y flai()ilas )

6.4.7 Se satisfan les propietats segiients:

e La funci6 g no depén ni de « ni de la familia de representants {«; };;
només depen de la classe doble I'yal'y (i, naturalment, de la funcié

f)-

e g € Sp(T'g); és a dir, g(z) és una forma parabolica de pes k per a
T,.

e L’aplicacié
(Tqalq)k : Sk(Dq) — Sk(Ta),

definida per ’assignacié
[ fl(Taal'a)r := g,

és C-lineal.
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6.4.8 Proposicié. L’aplicacic R(I'q, A%) — Endc(Sk(T'a)), defi-
nida per l'assignacid (Tqal'q) — (Tqal'q)r i estesa per linealitat, és
una representacio de U'anell de Hecke R(I', A) >~ R(I'y, A%) en ’espai
de les formes paraboliques Si(T'y). O

6.4.9 Si prenem una C-base {fi,..., fm} de Sk(I'q), obtenim un

isomorfisme d’anells Endc (Sk(T'y)) ~ M(m, C) i, per composicié, una

representacié R(I'y, A%) — M(m, C), on designem per 7;(I'qal'y) la

imatge de (I'qal'y). Aixi, 7;(I'qal'q) € M(m,C) és una matriu tal
N

que, si posem f:= | : |, és

fm
f|(Tqalq)r = Tp(Tqal'o)f.

Se satisfan les propietats segiients.

o Si I'yal'g = ¥, Tay, Navors T'qa'T'y = |4, a/Lg; 1, per a tota funcié
f € Sk(Ta), és

FITa0Ta) = n(a™) > flaf ™ ()i 2) 7"

e En particular, si b € Z, b > 0, obtenim que
f’(rabra)k = bk_2f~

6.4.10 Proposicié. L’assignacio a — T (I'qal'q) proporciona una
representacio del grup I' tal que 'y esta inclos en el nucli de la repre-
sentacid; per tant, una representacié de T'/T'q. O

6.4.3 Operadors de Hecke i series de Dirichlet

6.4.11 Definicié. Siguia C O un ideal bilateral tal que med(D, a) =
1. Per a tot nombre enter b € Z tal que med(b,a) = 1, existeix un

-1
0 2} (mod a), i la matriu 7 (T qal’y)

és determinada univocament per b; escriurem Ry (b;a) := T (TgyTq).

element v € T" tal que v = [b
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6.4.12 Definicié. Analogament, per a tot nombre natural n i tot
nombre primer p tal que p{ D, escriurem T'(n; a), T'(p, p; a) les imat-
ges en R(I'q, AY) dels elements T'(n), T'(p,p), i Tx(n; a), Tr(p, p; a) les
imatges en M(m, C), respectivament.

~1

6.4.13 Si v € ' és un element tal que v = [pO g] (mod a),
_|r 0 - k—2

llavors py = 0 (mod a), i Tp(p,p;a) = p" *Ry(p; a).

Aquestes propietats formals dels operadors de Hecke —observem
que, efectivament, ara sén operadors lineals, mentre que abans eren
elements d’un anell abstracte—, permeten escriure el resultat segtient.

6.4.14 Teorema. Sigui a C O un ideal bilateral tal que med(D, a) =
1. Siguin k > 0 un nombre enter i m la dimensié de l’espai Si(Ty),
de les formes paraboliques, i firtem una C-base, f, d’aquest espai,
respecte de la qual considerarem la representacio matricial de l’anell
de Hecke R(I'y, AY). Aleshores, com a séries de Dirichlet de matrius
de M(m,C), se satisfa la igualtat

> T(Teoln(e) = Y T(nja)n >
(Faara) med(n,a)=1
o e A}

D’altra banda, també es té la descomposicio en producte de factors
d’Fuler

Y Tna)n =

mcd(n,a)=1

=10 - Tia)p™) " JT (1 = Tu(ps)p™ + Ri(pa)p*~7%) 7
p|D ptDa

A més a més, per a la topologia usual de M(m,C), la série és con-
vergent per a tot nombre complex s € C tal que Re(s) > k + 1.

DEMOSTRACIO: Les igualtats formals es dedueixen immediatament
del resultat analeg formal; només cal preocupar-se de les qliestions
de convergencia.
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Per a cada forma parabolica f € Si(I'q), definim f* : SL(2,R) —
C per l'assignacié 3 — f*(8) := f(B8(i))j(B,i)7%, on i> = —1. Ara, si
a C O és un ideal bilateral, a € A¥, I'yol'a = ), Tacy, 1 f € Sk (T'q)
és una forma parabolica qualsevol, podem considerar la funcié g*
definida a partir de la forma parabolica g := f|(T'qal'q)x; obtenim
immediatament que, per a tot § € SL(2,R), se satisfa la igualtat

g°(8) =n(e)* ™" > f*(iB).

Com que per a tot v € I'y i tot § € SL(2,R) és f*(v8) = f*(9),
podem considerar la funcié g* com una funcié definida en el conjunt
quocient I'g\ SL(2,R), que és compacte (recordem que 'algebra de
quaternions és indefinida), de manera que g* assoleix el maxim en
algun punt de SL(2,R). Com a conseqiiéncia, s’obté que les arrels ca-
racteristiques de 1'operador 7 (I'qal'y) sén fitades, en valor absolut,
per n(a)* 1 deg(T'yal'y).

Si ara tenim en compte que, per a una certa base de Si(I'y), tots
els operadors 7y (I'qal'q) sén diagonals (cf. més avall), el corollari 3.5
ens serveix per a concloure que la série de Dirichlet és absolutament
convergent per a Re(s) > k + 1, com voliem demostrar. O

Resta provar que, per a una certa base de Si(I'g), tots els ope-
radors 7 (Fqal’y) sén diagonals. Per a aix0, comencem per observar
que si ¢ € O és un element de norma n(e) = —1, i si considerem
Poperador T'(¢)x € Endz(Sk(T'y)) definit per

FIT(e)k(2) = f((2))i(e, 2)7F,

on la barra indica la conjugacié complexa, llavors, per a tot nombre
complex a € C, és (af)|T(e)r = a(f|T(e)x); és a dir, T'(e)r és un
operador hermitia en Si(T'g).

D’altra banda, en el cas en que a sigui un ideal bilateral tal que
-1 0

0 1
1

mecd(D,a) = 1, podem prendre ¢ = [ ] (mod a), i obtenim

*

que €2 € Ty i que, per a tot a € A%, és e lae = a (mod a). Aixo
implica que és T'(€)7 = 11 que T'(¢); commuta amb tots els operadors
(Taal'q)g-
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Com a conseqiiencia d’aquestes propietats, els operadors (I'qal'y)x
sén tots hermitians respecte de la metrica de Petersson i formen un
anell commutatiu d’operadors normals; en conseqiiéncia, obtenim el
resultat segiient.

6.4.15 Proposicié. Per a tot ideal bilateral a C O existeix una base
de Si(T'q) tal que tots els operadors (I'qal'q)x, o € A%, son represen-
tats per matrius diagonals. [J

6.4.16 Corollari. Per a tot nombre natural parell k i tot element
a € A, les arrels caracteristiques dels operadors (I'qal'q)r son nom-
bres enters algebraics. A més a més, si a = O, aquestes arrels carac-
teristiques son nombres totalment reals. [

Finalment, en el cas que a = O, observem que podem elegir
una base de Si(I'y) formada per elements invariants per a l'opera-
dor T'(e)x; per a aquesta base, els operadors (I'qal'q)k, o € A, sén
representats per matrius de coeficients reals.

Suposem, ara, que B és un cos no commutatiu; és a dir, que
I’algebra de quaternions B no és isomorfa a l’algebra de matrius

M(2,Q).

Un procés d’adelitzacid, que inclou considerar les adeles i les ide-
les de B, pero no només aquestes, més ’eleccié de mesures de Haar
adequades i analisi harmonica en els grups de les adeles i de les ideles,
més la férmula de Selberg, més la férmula de sumacié de Poisson, més
I'ts de transformades de Fourier, etcetera, permeten obtenir el teore-
ma segiient, en el qual només fem la descripcié de I’equacié funcional
en el cas en que a = O.

6.4.17 Teorema. Siguin a C O un ideal bilateral tal que med (D, a) =
1, i k > 0 un nombre enter. Posem

Hy(s;a) := D*2@2m)°T(s) > Tu(nsa)n™.
mecd(n,a)=1

Llavors, Hy(s;a) és una funcié holomorfa en tot C, per a la qual se
satisfa una certa equacio funcional. Per al cas en qué a = O, una
equacio funcional es pot escriure en la forma

Hy(s;0) = AHy(k — 5;0),
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on

A= (=) TP T 0)
pID

és un nombre tal que A*> =1. O

Aquest teorema és el punt de partida per a ’obtencié del segiient;
I’altre ingredient basic és la férmula de congruencia de que parlarem
en les dues subseccions segiients.

6.4.18 Teorema. Siguin B una Q-algebra de quaternions indefinida
i O C B un ordre mazimal. Siguin D := disc(B) = disc(O) el
discriminant de l’algebra i de l'ordre, i N € Z, N > 0, un nombre
enter tal que med(D, N) = 1. Considerem el grup de congruéencia

'y={y€O0":n(y)>0,y=1 (mod NO)}.

Llavors, ezisteiz una corba algebraica llisa X(D,T'y), definida sobre
Q, anomenada corba de Shimura, tal que

(a) el cos de les funcions de X (D,I'y) és isomorf al cos de les fun-
cions automorfes respecte de I' .

(b) la funcid zeta de X(D,T'y) sobre Q s’escriu en la forma

C(5;X(D,T)) = f(s)¢(s)¢(s = 1)D(s) ™",

on f(s) és un producte de funcions racionals de p~*, per a un conjunt

finit de nombres primers p, ((s) és la funcid zeta de Riemann, i

D(s) = det Z To(n; NO)n™° | . O
mcd(n,N)=1

Per tant, la funcié zeta ((s; X(D,T'y)) admet prolongacié mero-
morfa a tot C i satisfa una certa equacié funcional, deduida de I’e-
quacié funcional per a D(s).
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6.4.4 Correspondencies modulars

Recordem que, si C' és una corba llisa, una correspondencia propia
de C és un divisor de C' x C sense components de cap de les formes
xx CniC xa, per ax € C;ique les correspondeéncies propies de
C formen un anell, en el qual la permutacié dels dos factors del pro-
ducte cartesia C' x C indueix un antiautomorfisme, = — 'z, anomenat
involucié de Rosati.

En interessa especialment el cas en que C' = X (D, 'y) és la corba
de Shimura definida més amunt; notem que el cas N = 1 correspon
a la corba X (D,T"). Per a qualsevol element o € A, posem I'(«) :=
I'Na 'Taisigui f1 : T'(a)\H — X(D,T) la projeccié canonica.
D’altra banda, per a tot z € Hitot « € A, és al'(a)z C T'az; per
tant, obtenim immediatament una altra aplicacié fo : I'(a)\H —
X(D,TI).

6.4.19 Proposicié. Per a tot element o € A, la imatge de I'(a)\'H
en X(D,T) x X(D,T) per laplicacid (f1, f2) és una correspondéncia
propia, que només depen de la classe doble 'al'. [J

6.4.20 Definicié. Aquesta correspondeéncia s’anomena la correspon-
dencia modular, i I'escriurem en la forma md(T'al’).

6.4.21 e L’aplicacié I'al' — md(T'aI") indueix un morfisme d’anells
de I'anell de Hecke R(I", A) en 'anell de les correspondencies modu-
lars propies, definides sobre Q, de la corba de Shimura.

e Per a tot nombre primer p, es té que la correspondencia modular
associada a ’element T'(p, p) és la identitat.

e Si I'al = |4, ey, i si pr indica la projeccié canonica de H en
X(D,T'n), es té que

md(pr(z)) = Z pr(ai(2)).

6.4.5 Formula de congruencia

6.4.22 Proposicié. Siguinred, la reduccié modul un nombre primer
p que no divideixi el discriminant D de l’algebra de quaternions i que
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sigui un primer de bona reduccio; red,(T(p)) la reduccic modul p de
Voperador T'(p) vist com a correspondéncia sobre red,(X (D,T)); i mp
la correspondéncia de Frobenius de red,(X (D,I")); és a dir, el graf
de Uaplicacio que eleva a la poténcia p les coordenades homogénies
dels punts. Se satisfa la formula de congruéncia:

red,(T(p)) = 7 + 'mp. O

Per al cas més general de la corba X(D,T'y), la férmula de
congruencia no és tan senzilla; de fet, la demostracié presenta al-
gunes complicacions tecniques i cal introduir un automorfisme con-
venient Yy de la corba X (D,T'y) que deixa invariants les fibres de
X(D,T'y) — X(D,T).

En aquest cas, la férmula de congruencia s’escriu de la forma

red,(T(p)) = mp + 'mp 0 redy(Yp),
by o redy(Y,) = 'red,(Z) o 'y o red,(Z),

on Z és un automorfisme convenient de X (D, I'y) definit sobre Q.

6.5 Reduccio de les corbes de Shimura

Per als primers de bona reduccié de les corbes de Shimura que apa-
reixen a la férmula de congruencia, cal tenir en compte el teorema de
Morita dels primers de bona reduccié.

6.5.1 e Mantinguem la hipotesi que la Q-algebra de quaternions in-
definida B sigui un cos no commutatiu; és a dir, que no sigui isomorfa
a lalgebra de matrius M(2,Q). Siguin O un ordre maximal i D el
seu discriminant.

e Siguin G el grup algebraic, definit sobre Q, tal que Gg = B*; 1 G4,
I’adelitzaci6 de G.

e Notem que B ®g R ~ M(2,R), de manera que la projeccié en oo
de G4 és M(2,R); per tant, podem considerar G4 4 = {z € G4 :
det oo > 0}.

e Siguin G + := GLT(2,R) la part arquimediana, i G la part finita
de GA’JF; i GQH‘ = C:A,Jr N GQ == GA,+ N B*.
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e Sigui S la familia dels subgrups S C G 4 4 tals que S és de la forma
S = G+ - So, on Sy és qualsevol subgrup compacte i obert de Gj.

e Per atot S € S, sigui I's := SN Gg+ C GL(2,R). Aixi, I's actua
en el semipla H i l'espai quocient I's\'H defineix una corba completa
i no singular.

e Per teoria de cossos de classes, i si n : B* — Q¥ és la norma
reduida, al subgrup n(S)Q* C Q% de les ideles de Q li correspon una
extensié abeliana de Q, que denotarem per kg|Q.

e En aquesta situaci6 (i, més generalment, en una situacié analoga
on Q es pot canviar per un cos de nombres totalment real, F', i B
per una [-algebra de quaternions que sigui un cos i tal que B ®g R
sigui el producte d’una sola copia de M(2,R) i, la resta, copies dels
quaternions de Hamilton), podem parlar de la corba de Shimura Xg;
és una corba algebraica llisa, definida sobre kg, i isomorfa, a nivell de
punts complexos, a I's\H.

6.5.2 Teorema. Amb les notacions i les hipotesis anteriors, i per a
tot S € S, sigui Pg el conjunt dels ideals primers q de kg tals que
q1D i existeir x, € Gg 4 per al qual S C x;l(Q;xp, on pZ :=qNQ,
i Op €s la complecio p-adica de O. Llavors,

(a) Ps és un conjunt d’ideals primers de Oy, tots llevat d’una quan-
titat finita.

(b) La corba de Shimura Xg admet un model enter sobre Oy que té
bona reduccio per a tot q € Pg. U

6.6 El teorema de comparacio

Acabarem l’exposicié amb 'enunciat d’un teorema de comparaci
aplicable a les funcions zeta associades a corbes de Shimura que cor-
responen a algebres de quaternions de discriminants diferents i a or-
dres de nivells diferents en aquestes algebres.

Fixem notacions.

e Siguin D, D', p nombres enters, p primer, tals que DD'p sigui lliure
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de quadrats.

e Siguin B una Q-algebra de quaternions de discriminant D,1 O C B
un ordre d’Eichler de nivell D’ cf. Rio, capitol 1.

e Siguin B’ una Q-algebra de quaternions de discriminant D, i O’ C
B’ un ordre d’Eichler de nivell D'p.

e Siguin B” una Q-algebra de quaternions de discriminant Dp, i 0" C
B un ordre d’Eichler de nivell D’.

e Notem que B i B’ sén algebres del mateix discriminant i que el
discriminant de B” té exactament un divisor primer més. Per tant,
si B, B’ sé6n indefinides, llavors B” és definida; i, reciprocament, si
B, B’ sén definides, llavors B” és indefinida.

e Si considerem el grup de les ideles de B, Z, i el grup de les O-unitats
de Z, U, per adelitzacié de les nocions establertes en les seccions
anteriors, podem parlar, per a tot nombre enter £ > 0, d’'un espai de
funcions automorfes de pes k i d’una representacié 7; de I'anell de
Hecke R(U,Z) en aquest espai.

e En conseqiiéncia, podem parlar de la serie de Dirichlet

D(s):= Y Tu(T(n))n""

n>1

aquesta serie és convergent per a R(s) > 0, i admet un producte
d’Euler de la forma

D(s) = [ [ &uls).
l

e Com que les series i els factors depenen de 'algebra i de 'ordre,
escriurem D(B, O; s) per a designar aquesta dependéncia.

e Escriurem D'(B, O;s) =[], &(B, O;s) el producte de tots els
factors d’Euler, llevat el que correspon al primer p, fixat a l'inici.

e Un cop fixada una base de ’espai de representacid, és a dir, de
lespai de funcions automorfes, la funcié6 D(B,O;s) pren valors en
un espai de matrius. Per a a,b € Z, a,b > 0, i per a matrius X,Y,
escriurem aX @ bY per a designar la suma directa de a copies de la
matriu X i b copies de la matriu Y.
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6.6.1 Teorema. (Eichler, Shimizu) Amb aquestes notacions i hi-
potesis, se satisfa que

(a) D'(B',0';s) =D'(B",0";s) ®2D'(B, O;s).

(b) D(B,O;s) només depén de D i de D', pero no de l’algebra de
quaternions de discriminant D ni de Uordre de nivell D' que consi-
derem. [
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Capitol 7

Racionalitat de punts de
corbes de Shimura

M. ALSINA

En aquest capitol descriurem els principals resultats coneguts relatius
als punts de les corbes de Shimura.

Considerem el model canonic X (D, N) de la corba de Shimu-
ra associada a un ordre d’Eichler de nivell N en una algebra de
quaternions H racional indefinida i de discriminant D. L’ordre el
denotem O(D, N). Fixat un discriminant D i un nivell N, escriurem
X :=X(D,N), O:=0(D,N).

En el cas D = 1, que anomenem cas no ramificat, s’obté la cor-
ba modular X(1,N) = Xy(N). En aquest cas hi ha resultats ben
coneguts i abundant experimentacié numerica, que no inclourem en
aquesta descripcié. En el cas D > 1, que anomenem cas ramificat, es
coneixen molts menys resultats efectius. Concretament, pel que fa a
la qiiestié dels punts de les corbes de Shimura notem que la majoria
de resultats coneguts sén només existencials. Cal tenir en compte
també que sovint s’apliquen només a N = 1, és a dir, que 'ordre de
I’algebra de quaternions és maximal, o incorporen restricions sobre
D. En particular, anomenarem cas poc ramificat el cas en que D
és producte de tan sols dos nombres primers, D = pq. Per a més

113
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detalls sobre les notacions, definicions i resultats basics de corbes de
Shimura cf. [Als00a].

Al llarg d’aquesta exposicié ens situarem sempre en el cas rami-
ficat D > 1, que no inclou les corbes modulars.

En la primera seccié esmentem el remarcable resultat de Shimura
sobre la no-existéncia de punts reals ni, per tant, racionals; tractem
també les corbes obtingudes fent quocient per involucions, que si que
poden tenir punts reals. La segona seccio és dedicada als punts locals,
sobre Q, i sobre un cos local K|Q,. Posarem especial atencié també
en l'existencia de classes de divisors racionals sobre cossos locals,
de manera que, com a aplicacid, s’obtenen resultats sobre grups de
Tate-Shafarevich. Dediquem la tercera seccié a l’estudi dels punts de
corbes de Shimura sobre cossos de nombres, on s’obtenen resultats de
finitud, a partir de la interpretacié modular i de la hiperel-lipticitat i
biel-lipticitat de les corbes.

7.1 Punts reals de corbes de Shimura

G. Shimura va dur a terme ’estudi dels punts reals i dona el resultat
remarcable segiient.

7.1.1 Teorema. (cf.[Shi75]) Sigui X (D, N) la corba de Shimura as-
sociada a un ordre d’Eichler de nivell N en una algebra de quater-
nions de discriminant D. Aleshores, X (D, N)(R) = (.

Notem que, en particular, aixo implica la no-existencia de punts
racionals, la qual cosa comporta una situacié molt diferent del cas
de les corbes modulars. De fet, el resultat provat per Shimura és
molt més general i inclou el cas modular. Donada una varietat de
Shimura V associada a una algebra de quaternions H, demostra que
V(R) # 0 si, i només si, o bé la dimensié de la varietat V' és parella
o bé l'algebra de quaternions és I’algebra de matrius.

Aixd completa 'estudi dels punts reals de les corbes de Shimura
i dona peu a traslladar la qiiestié de l'existencia de punts reals als
quocients de les corbes per ’accié donada per les involucions d’Atkin.
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L’estudi dels quocients fou dut a terme principalment per A. Ogg,
cf. [Ogg83], i se’n dedueixen resultats com ara la determinacié de les
corbes de Shimura hiperelliptiques. R. Roberts [Rob89] ho utilitza
també per a iniciar una classificacié efectiva d’aquests quocients.
Sigui w := w(m) la involucié d’Atkin associada a m|DN. Escriurem
X(D,N)™ o bé XM el quocient X (D, N)/w(m). L'existencia de
punts reals es determina a partir del teorema segiient.

7.1.2 Teorema. (cf.[Ogg83]) Suposem N = 1. Aleshores tenim
X (m) (R) # 0 si, i només si, m no és un quadrat i existeir una im-

mersié Q(y/m) — H.

En el treball d’Ogg es donen també férmules explicites per a comp-
tar el nombre de components dels punts reals del quocient X (™ (R),
que escriurem # comp(X ™ (R)). Posem v(O, A) el nombre de classes
d’immersions optimals d’un ordre quadratic A en un ordre quater-
nionic @. A continuacié enunciem el resultat d’Eichler que mostra
com aquest nombre de classes és calculable en funcié del nombre de
classes de l'ordre quadratic, h(A), i del nombre de classes d’immer-
sions locals, v,(Op, A,). Concretament,

v(0,A) = h(A) H Vp(Op, Ap).

p|DN

Per a férmules explicites per al nombre de classes d’immersions locals
consulteu per exemple [Ogg83]. En particular, notem que si p{ DN,
es té 1,(Op, Ap) = 1.

Per a cada m | DN, posem
v(Z[\/m],0), sim=2,3 mod 4,

YIm) =9 @), 0) + @[+ vim)/2), 0)

sim=1 mod 4.

7.1.3 Teorema. (cf.[Ogg83]) Suposem D > 1. Sigui m un enter
no quadrat tal que m||DN. Diem que se satisfa la condicid (*) si
v(m) > 0,i € O, DN = 2t, amb t senar, m =t o bé m = 2t, i

2 — my? = +2 té solucid amb x,y € Z.

(i) Si no se satisfa (*), aleshores § comp(X ™ (R)) = v(m)/2.
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(ii) Si se satisfa (*), aleshores § comp(X (™ (R)) = (v(m)+2"2)/2,
onr és el nombre de factors primers, diferents entre si, de DN .

Es tenen també resultats sobre els punts racionals en el cas par-
ticular de N=1im = D.

7.1.4 Proposicié. (cf. [Mic84b]) Suposem N = 1. Si existeiz un
cos F' quadratic imaginart de nombre de classes 1 que escindeix H,
aleshores X(P)(Q) # (.

7.1.5 Exemples. (1) Per als primers valors del discriminant, amb
un ordre maximal, tenim

X(6,1)™(R) # 0 per a m = 2,3, 6;

X(10,1)(™/(R) # 0 per a m = 2,5, 10;

X (14,1)™)(R) = @ peram = 21 X (14,1)™(R) # @ per am = 7, 14;
X (15, 1)™(R) # @ per a m = 3,5,15.

De fet, observem que sempre X(D,1)(P)(R) # 0, ja que tots els
primers p|D ramifiquen a Q(v/D).

m
m

(2) Considerem X = X(2p,1) i m = p primer. Aleshores tenim
X®)(R) # () si, i només si, p Z 1 mod 8. En aquest cas, tenim que
la condicié (*) se satisfa per a p = 3 mod 4, i no se satisfa per a
p=5 mod 8.

7.2 Punts locals de corbes de Shimura

Després d’analitzar el cas dels punts reals, i tenint en compte la man-
ca de punts racionals (sobre Q), el pas natural segiient consisteix a
estudiar I'existencia de punts en els cossos locals Q). Els resultats
obtinguts, que descrivim a continuacid, podrien culpabilitzar els cos-
sos locals @, de la no-existéncia de punts racionals.

Notem que la mateixa qiiestié estesa als cossos de nombres és molt
més complicada. Descriurem com els resultats anteriors es generalit-
zen als cossos locals K | Q. L’estudi pel cas dels cossos de nombres
el recollim en la seccié 7.3. Notem que, en aquest cas, quedara clar
que la responsabilitat de la no-existencia global de punts racionals no
recau només en la no-existencia local de punts.
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Incloem també una recopilacié de resultats sobre l'existencia de
classes de divisors locals, per tal d’il-lustrar una de les aportacions
recents a l'estudi d’objectes importants com ara el grup de Tate-
Shafarevich.

7.2.1 Punts de corbes de Shimura sobre Q,

Ens restringim als cossos p-adics Q,. B. Jordan [Jor84] déna resultats
d’existencia per a N = 1, en el cas de bona reduccié i de mala reduc-
ci6, que corresponen a p 1 D i p|D, respectivament. A continuacié
resumim les eines utilitzades i els resultats obtinguts.

Suposem que p { D; és a dir, p és un primer de bona reduccié. El
lema de Hensel ens diu que X (Q,) = 0 si, i només si, X (F,) = §. Per
altra banda, el nombre de punts sobre cossos finits es pot comptar:
ij(IF'p) =1+p—ay, on a, és la traca de 'operador de Hecke que es
calcula com

ap=1+p—;%:%ﬂ<l_ (%))

q|D

on A varia entre els ordres quadratics imaginaris que contenen arrels
de 2% 4+ sz + p. Aquest resultat és conseqiiencia de la férmula de les
traces i les congruencies d’Eichler-Shimura (cf. Arenas, capitol 5; A.
Travesa, capitol 6).

Recordem que el fet que un cos quadratic F' escindeixi 1’algebra
de quaternions H (cf. Rio, capitol 1), és caracteritzat per la condicié
que hi hagi una immersié de F' en H. Aix0 equival a que hi hagi
immersions locals de F}, en Hj, per a tot p, i és equivalent a que, per
a tot p | Dy, p no descompongui completament en el cos quadratic

F
F'; és a dir, <—> # 1.
p
Aixi es demostra el teorema segiient.

7.2.1 Teorema. (cf.[Jor84|) Suposem p{ DN. Aleshores X(Qp) =
(0 si, i només si, cap dels cossos quadratics imaginaris que contenen
enters de norma p escindeizr ’algebra de quaternions.
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Suposem ara p|D; és a dir, p és un primer de mala reduccié. En
aquest cas es necessita una versiéo més fina del lema de Hensel.

7.2.2 Lema. Sigui X una corba propia i llisa sobre Q,. Aleshores
tenim que X (Qp) = 0 si, it només si, un model reqular de X sobre Z,
no té punts racionals llisos a IF,.

Jordan realitza un estudi sistematic de la fibra especial del model
minimal (els seus components, 'accié del Frobenius, etc.), a partir
del model construit per Drinfeld i introdueix combinatoria en el graf
dual. Aixo el condueix a provar el teorema segiient.

7.2.3 Teorema. (cf. [Jor84]) Suposem p|D. Aleshores, X(Qp) # 0
st, 1 només si, es satisfa una de les dues condicions segiients

(1) D=2p,p=1 mod 4,
(2) p=2iD=2q1---q-1,¢ =3 mod4,1<i<2r—1.

7.2.4 Exemples.
X =X(6,1): X(Q3)=01iX(Qp) #0, per ap# 3.

3
X =X(10,1):  X(Q2) =01 X(Qp) #0, per ap # 2.
X=X(14,1): X(@Qr)=0iX(Q )75@ per ap#T.
X = X(15,1):  X(Qs) = X(Qs) = 01 X(Qy) £ 0, per a p#3,5.
X = X(87,1): X(Q3) = X(Qg) =0 i X(Q2) = 0 (notem que

2 J87).
X = X(194,1): X(Q2) =0, X(Qg7) # 0 i X(Q3) = 0 (notem que
3 J194).

Considerem ara el cas de mala reduccié, p|D per a N > 1, tractat
per Ogg a [Ogg85]. Les eines sén aproximadament les mateixes que
en el cas de nivell 1: lema de Hensel adequat, graf dual, ... També s’hi
utilitzen de manera essencial els resultats sobre la uniformitzacié p-
adica. En l'enunciat del resultat intervenen condicions sobre el graf
dual (cf. Xarles, capitol 3). Donat un vertex x del graf dual, 0,
denota l'ordre per la dreta de l'ideal corresponent al vertex.

7.2.5 Teorema. (cf.[Ogg85]) Fizem p | D. Sigui m > 1 tal que
m || ND/p.
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(i) X(Qp) #0D = 0béicOip=2
obép=1 mod4, N=1, D = 2p.

(ii) Suposem X(Q,) = 0. Aleshores, X (™ (Q,) # 0 si, i només si,
e 0bép=2, m=DN/piv-2€0,

e 0bép>2, /—peO, <ﬂ =1, DN/p igual a m o
p
2m, i (p+1)(m+1)=0 mod 8 si DN/p=2m i2| N,

e 0bép=1 mod4, /—-1¢€ @x per a cert x, DN/p igual a
m o 2m, i /—pm € O.

(iii) X®(Q,) # 0 si, i només si, en el graf dual existeiz un vértex

~

x tal que Oy conté \/—p o una unitat # +1.

(iv) Suposem X(Q,) = 0. Aleshores, XP™(Q,) # 0 si, i només
si, en el graf dual hi ha un vértex x tal que wy(z) = x (i.e.

v—m € 61, 0o bé\/—1¢€ @x en el cas m = 2).
En particular se’n dedueix el corol-lari segiient.

7.2.6 Corollari. (cf.[Ogg85]) Sip|D, aleshores X(PN)(Q,) # 0.

7.2.2 Punts de corbes de Shimura sobre cossos locals

El cas de cossos locals en general és considerat per Jordan i Livné en
[JL85]. Sigui K una extensi6 finita de Qp, i posem R ’anell d’enters
de K.

Els resultats obtinguts pel cas de bona i mala reduccid, respec-
tivament, sén els segiients. Les eines inclouen, altre cop, una versié
més sofisticada del lema de Hensel i la construccié de Drinfeld d’un
model de la corba sobre Spec Zj,, que cal traslladar a Spec R. Cal de-
senvolupar també combinatoria sobre el graf dual, per a la qual cosa
utilitzen part del treball que féu Kurihara [Kur79] per tal de deter-
minar algunes equacions de corbes de Shimura, (cf. Rotger, capitol
8).

Posem f = f(K|Qp) i e = e(K|Qp).
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7.2.7 Teorema. (cf. [JL85]) Suposem p1 D.

(i) Si f és parell, aleshores X (K) # 0.

(i) Si f és senar, aleshores X(K) =0 si, i només si, per a cada o
solucid de 2> + sz +pf =0 amb s € Z, |s| < 2pf/2, 0 bé Q(a)
no escindeix H o bé p | a i p descompon a Q(«).

7.2.8 Teorema. (cf.[JL85]) Suposem p|D.

(i) Si f és parell, aleshores X (K) # 0.

(ii) Si f és senar i e és parell, aleshores X (K) # 0 si, i només si,
0 bé Q(\/—p) escindeix H o bé p=2 i Q(/—1) escindeix H.

(i) Si f i e son senars, aleshores X (K) # 0 si, i només si, o bé
D=2pambp=1 mod4obép=2i1D=2q1---qo—1, ¢ =3
mod4, 1<i<2r—1.

7.2.3 Classes de divisors racionals sobre cossos locals

Donats un cos K i una corba de Shimura X, considerem Pic? X (K), el
conjunt de classes de divisors de la corba X de grau d racionals sobre
K (i.e. [D] tal que [D]° = [D], D° ~ D, per a tot o € Gal(K|K)).
Considerem també Pic? X (K)*, el conjunt de classes de divisors de
X de grau d que contenen un divisor racional sobre K (i.e. [D] tal
que D? = D, per a tot 0 € Gal(K|K)).

L’existencia de divisors racionals sobre el cos dels nombres reals
es coneix en general per a qualsevol corba projectiva, llisa i geome-
tricament irreductible, cf. [GH81]. Utilitzant la férmula pel génere de
les corbes de Shimura i el fet que no tenen punts reals, se’'n dedueix
el resultat seglient.

7.2.9 Proposicié. Sigui X = X (D, 1).

(i) Pic? X(R)* =0 si, i només si, d és senar.

(ii) Pich(R) =0 si, i només si, d és senar i D # 2p amb p = 3,5
mod 8.



7.2. Punts locals de corbes de Shimura 121

El resultat obtingut per Jordan i Livné per als cossos locals no ar-
quimedians és analeg a aquest resultat general per al cas real. Notem
que es tracta d’una caracteritzacié explicita, ja que ’existencia de
punts de la corba sobre els cossos locals és també explicita, com hem
vist a la seccié anterior.

7.2.10 Teorema. (cf.[JL87]) Sigui K|Q, finita. Considerem la cor-
ba X := X(D,1). Aleshores,

=0 si, i només si, d és senar, p | D o bé p = oo,

(ii) Pic? X (K) = 0 si, i només si, Pic® X(K)* =0 i g(X) és senar-

En el cas de corbes de Shimura associades a algebres de quater-
nions poc ramificades, Jordan i Livné plantegen també el problema
de T'existencia de classes de divisors racionals en els quocients de la
corba per la involucié d’Atkin. El resultat que obtenen és el segiient.

7.2.11 Proposicié. (cf.[JL99]) Considerem X = X(pq,1), per a
p,q primers senars. Aleshores,

(i) Pic' XP(R)* # 0 si, i només si, Q(,/p) escindeiz H.

(i) Pic! X0)(Q,)* £ 0.

(iti) Pic! X@(Qp)* # 0 si, i només si, el discriminant d’una de les

. : —L—pq\ . (—P,—q) , .
algebres de quaternions Q 1 ] és igual a q.
De fet, aquesta condicid és equivalent a qué X @ (Qp) # 0.

Utilitzant aquest estudi sobre 'existencia de divisors i resultats
del treball de B. Poonen i M. Stoll [PS99], Jordan i Livné donen
exemples de grups de Tate-Shafarevich d’ordre no quadrat. Aixo
contrasta amb els exemples de grups de Tate-Shafarevich finits i no
trivials coneguts anteriorment. Aquests exemples, comencant pels
determinats per Rubin (1987), provenien de corbes elliptiques sobre
Q. Aix0 implicava, pels resultats de Cassels [Cas62] (generalitzats
per Tate [Tat63] a corbes elliptiques sobre un cos de nombres K),
que 'ordre era sempre un quadrat.
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7.2.12 Definicié. (cf.[PS99]) Sigui A una varietat abeliana princi-
palment polaritzada sobre un cos global. Suposem que el quocient del
seu grup de Tate-Shafarevich pel subgrup divisible maximal té ordre
finit. Diem que A és parella si aquest ordre és igual a un quadrat i
diem que és senar si aquest ordre no és un quadrat. En aquest darrer
cas, 'ordre és el doble d’'un quadrat.

7.2.13 Criteri. (cf. [PS99]) Sigui C una corba de génere g sobre un
cos global K. Aleshores, la jacobiana de C' és senar si, i només si, el
nombre de places v de K en les quals C no té divisors K,-racionals
de grau g — 1 és senar.

7.2.14 Teorema. (cf.[JL99]) Siguin p,q dos primers diferents, tals

que p = 5 mod 24, ¢ = 5 mod 12 ¢ (2—9) = —1. Posem X :=
q

X(pq,1) la corba de Shimura sobre Q i considerem el seu quocient
X®) . Aleshores, la jacobiana de XP) és senar.

En la demostracié d’aquest resultat, les hipotesis sobre p i ¢ s uti-
litzen per a provar que el génere de la corba quocient és parell. A
partir dels resultats anteriors sobre I'existeéncia de divisors racionals,
es té que I'inica plaga en que no hi ha divisors racionals de grau
g — 1 (senar) és q. El teorema s’obté aleshores aplicant el criteri de
Poonen-Stoll.

7.2.15 Exemple. Considerem p = 51 ¢ = 17. Aleshores la corba
X := X(85,1) té genere 5 i el quocient X ®) té genere 2. Pels resultats
sobre divisors tenim que Pic' X©®) (Q))" # 0 per a tot [ # 17. Per
tant, la jacobiana de X®) és una varietat abeliana senar i ens déna un
exemple de grup de Tate-Shafarevich no trivial d’ordre no quadrat.

7.3 Punts de corbes de Shimura sobre cossos
de nombres

Els primers resultats sobre I’existeéncia de punts racionals sobre cos-
sos de nombres es dedueixen dels resultats de Shimura, en dues di-
reccions. En primer lloc la que fa referencia a la no-existencia de
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punts reals [Shi75]. En segon lloc, la caracteritzacié dels punts de
multiplicacié complexa donada en el model canonic [Shi67].

7.3.1 Remarca. Sigui K un cos de nombres. Si X(K) # (), aleshores
X (K,) # 0 per a tota plaga v de K. Aix0 ens permet, en alguns ca-
sos, demostrar la no-existéncia de punts racionals sobre K a partir de
I’estudi dels punts als cossos locals K, corresponents, que realitzem
mitjangant els resultats enunciats a la seccié anterior. Es clar que
el reciproc no és pas cert. Per exemple, es prova que per la corba
de Shimura X := X(39,1) i pel cos quadratic K = Q(y/—13), es té
X(K) = () malgrat X(K,) # 0 per a tota placa v de K.

En particular, si utilitzem la informacié local sobre el cos dels
nombres reals, cf. 7.1.1, com que tota extensié de grau senar té al-
menys una placa infinita real obtenim el resultat segiient.

7.3.2 Proposicié. Sigui K un cos de nombres de grau senar. Ales-
hores, per a qualsevol corba de Shimura X, es té X (K) = (.

D’ara en endavant suposarem doncs que K és un cos de nombres
de grau parell.

Per altra banda, els primers exemples de punts racionals de corbes
de Shimura sobre cossos de nombres sén donats ja per les propietats
del model canonic provades per Shimura. Els punts de multiplicacio
complexa (CM) per un cos quadratic imaginari K sén sempre alge-
braics, ja que tenen coordenades en una extensié finita de K. Més
precisament, si una corba de Shimura X té punts de multiplicacié
complexa per un ordre quadratic A C K, aleshores X (K,,) # 0,
on K, denota l’extensié abeliana maximal de K. De fet, existeix
un cos L (que es pot explicitar en funcié de la teoria de cossos de
classes, en relacié amb els ordres quadratics), K C L C Ky, de
manera que X (L) # 0. Aixi, quan el nombre de classes de K és 1,
podem assegurar que els punts CM per un ordre quadratic A C K
sén racionals sobre K. Aixo només és aplicable a un nombre finit de
cossos quadratics. En particular, podem enunciar-ho de la manera
seglient.

7.3.3 Proposicié. Sigui K un cos quadratic imaginari de nombre
de classes 1. Si K escindeiz H, aleshores X (K) # ().
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Per a nombre de classes més gran que 1, el fet d’escindir ja no sera
una condicié suficient per a tenir punts racionals, cf. 7.3.8 1 7.3.11.

Independentment, pel teorema de Mordell-Faltings, per a les corbes
de Shimura de genere més gran que 1 i per a qualsevol cos de nom-
bres K, obtenim només un nombre finit, que pot ser 0, de punts K-
racionals. Aquests resultats apunten a conjecturar una certa finitud
en el conjunt de punts racionals. Els principals resultats coneguts so-
bre punts racionals, que descriurem en aquesta seccid, van en aquesta
direccié i es limiten basicament a cossos quadratics o quartics. Per
una banda, Jordan déna resultats sobre un nombre finit de corbes de
Shimura possibles amb punts K-racionals per un cos K fixat, a partir
de la interpretacié modular. Per altra banda, Kamienny i Rotger do-
nen resultats sobre finitud del conjunt de punts racionals d’una corba
de Shimura variant el cos de racionalitat.

7.3.1 Interpretacié modular dels punts K-racionals

Una manera d’estudiar els punts racionals de les corbes de Shimu-
ra sobre cossos de nombres és via la interpretacié modular, com fa
Jordan a [Jor86] per a X := X (D,1). Descrivim a continuacié els
resultats obtinguts.

Recordem que cada punt z d’una corba de Shimura X es corres-
pon amb una tripleta P, = (A4,4,C) on A és una superficie abeliana
amb multiplicacié quaternionica, (cf. Rotger, capitol 2). El cos de
moduli d’una tripleta P, és M(P,) := K onG= {0 € Gal(K/K) |
P? ~ P, }.

Sigui K un cos de caracteristica 0. Aleshores un punt K-racional
x € X(K) es correspon amb P, superficie abeliana amb multiplicaci6
quaternionica (QM) amb cos de moduli M(P,) C K. Ara bé, un punt
x K-racional no es correspon necessariament amb que P, tingui un
model racional sobre K. Recordem les definicions habituals.

7.3.4 Definicié. Es diu que P = (A,,C) és racional sobre un cos
K si A és definida sobre K, i : O — Endg(A) i la polaritzacié conté
un divisor racional sobre K. Es diu que P té un model racional sobre
un cos K si existeix P’ racional sobre K tal que P’ ® x C ~ P.
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De fet, és ben conegut que, si ¥ és una corba el-liptica sobre K,
aleshores F té un model racional sobre el cos de moduli, que és K (jg).
Pero en el cas de les superficies abelianes, corresponents als punts de
les corbes de Shimura, només tenim que si P, és racional sobre un cos
K, aleshores M(P,) C K. En aquesta direccid, el teorema segiient
dona una caracteritzacio de la racionalitat de P en funcié de la relacio
entre el cos i I'algebra de quaternions. Com a corol-lari se’'n dedueix
un criteri per a l'existencia de punts racionals en corbes de Shimura.

7.3.5 Teorema. (cf. [Jor86]) Sigui P = (A,i,C) i sigui K un cos
de caracteristica 0 que conté el cos de moduli de P, K O M(P).
Aleshores, P té un model racional sobre el cos K si, i només si, K
escindeiz ’algebra de quaternions H.

7.3.6 Exemple. Considerem la corba de Shimura X = X (6,1). Per
una banda, es comprova que X té punts racionals sobre Q(v/—7) a
partir de I'equaci6 de la corba donada a [Kur79]. Sigui P, una su-
perficie abeliana amb QM corresponent a x € X (Q(y/—7)). Aleshores
el seu cos de moduli satisfa M(P,) € Q(v/=7). Per altra banda,
notem que p = 2 descompon a Q(y/—7), per tant Q(/—7) no es-
cindeix cap algebra de quaternions de discriminant parell. En deduim
que P, no té cap model racional sobre Q(v/=7).

7.3.7 Remarca. Si K no escindeix H, aquest resultat aporta poca
efectivitat, ja que lexisténcia de punts racionals z € X (K) es corres-
pondria amb 'existeéncia de superficies abelianes amb multiplicacio
quaternionica P, tals que K O M(P;) perd P, no tindria model
racional sobre K. Ara bé, de manera independent, si en aquest cas
utilitzem 7.3.1 i la informacié local donada per 7.2.8 cobrim bona
part de les possibilitats. Concretament, si K no escindeix H aleshores
existeix p|D amb plp tal que [K, : Q] = e(Kp : Qp) f(Kp = Qp) és
senar. Aleshores X (Kp) = 0, i per tant X (K) = (), excepte potser
siD=2pambp=1 mod4dobép=2iD=2q - -qor-1, ¢ =3
mod 4, 1 < i < 2r — 1. Per a aquests casos, que Jordan anomena
excepcionals, no es coneixen resultats generals.

En cas contrari, si K escindeix H mitjancant el teorema anterior,
I'estudi de la racionalitat de la superficie abeliana ens déna una via
per a estudiar 'existencia de punts racionals.
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7.3.8 Corollari. Suposem que K escindeix H. Aleshores, X (K) #
0 si, i només si, existeir P = (A,i,C) racional sobre K.

A partir d’aqui, 'estrategia emprada per Jordan és buscar criteris
i condicions necessaries per a l’existencia de superficies abelianes amb
QM que siguin racionals sobre un cos K. En els casos en els quals
aquestes condicions no es puguin satisfer, obtindrem la no-existencia
de punts racionals. En aquesta direccié realitza un bon estudi de
les superficies amb QM, la reduccid, els subgrups de torsid, les L-
series, etc. A continuacié enunciem els resultats obtinguts. Cal re-
marcar que se’n podrien deduir resultats per a cossos més generals,
no necessariament quadratics imaginaris. En particular, s’obté també
una redemostracié de resultats sobre I'existencia de punts als cossos
locals.

7.3.9 Notacié. Fixat un primer g, considerem el conjunt d’algebres
de quaternions B(q) donat de la forma segiient. Si g # 2, H € B(q)
si, 1 només si, Q(y/—¢) no escindeix H; si ¢ = 2, H € B(q) si, 1 només
si, Q(v/—2) i Q(v/=1) no escindeixen H. Donada una algebra de
quaternions H, Dy denota el seu discriminant.

7.3.10 Teorema. (cf.[Jor86]) Sigui K un cos quadratic imaginari
tal que g ramifica en K. Aleshores existeir un subconjunt finit d’algebres
de quaternions S(q) C B(q) tal que, si H € B(q) —S(q) i K escindeix
H, tenim X (K) =0 per a la corba de Shimura X := X (Dg,1).

7.3.11 Teorema. (cf.[Jor86]) Sigui K un cos quadratic imaginari
de nombre de classes diferent de 1. Aleshores, hi ha un nombre finit
d’algebres de quaternions H tals que K escindeix H 1 X(K) # 0, on
X denota la corba de Shimura associada, X := X (D, 1).

7.3.2 Altres resultats de finitud

Es coneixen també altres resultats sobre la finitud dels punts ra-
cionals, obtinguts amb eines diferents de les anteriors, de la ma de
Kamienny i Rotger. El denominador comt podriem trobar-lo en 1'is
de qiiestions com ara la hiperel-lipticitat i la biel-lipticitat, respecti-
vament.
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7.3.12 Teorema. (cf.[Kam90]) Considerem la corba de Shimura poc
ramificada X (pq,1). Suposem que existeiz n tal que divideir el nu-
merador de (p+1)(¢ — 1)/24 pero no divideiz q(q — 1).

(i) Si (p— 1)(¢ — 1) > 240, aleshores variant K entre els cossos
quadratics, el conjunt de punts “quadratics” UX (pg, 1)(K) és

K
finit.

(ii) Sigui K un cos quadratic tal que p descompon a K, q no de-
scompon a K i mcd(h(K),n) = 1. Aleshores, variant F entre
els cossos quadratics sobre K, el conjunt de punts “quartics”
sobre Q, UX(pq, 1)(F), és finit.

F

El primer pas de la demostracié consisteix a provar que de les
hipotesis sobre p i ¢ es dedueix que X (pg, 1) no és una corba hiper-
el-liptica. Aleshores, si la corba no és hiperel-liptica, el nombre
de punts amb coordenades en un cos quadratic sobre Q és finit si
J5Y(pq)(Q) és finit (Mazur). La finitud d’aquest conjunt es determi-
na per mitja de la isogenia de Ribet entre les jacobianes Jy(pq)™*™ =
J(1,pq)"V 1 J(pq, 1) (cf. Arenas, Vila, capitol 9) i 'estudi de propi-
etats del grup de Mordell-Weil (modular).

La part de punts quadratics d’aquest resultat és generalitzada per
Rotger, com mostra el teorema segiient.

7.3.13 Teorema. (cf.[Rot02]) Hi ha un nombre finit de discrimi-
nants D tals que, variant K entre els cossos quadratics, el conjunt de
punts “quadratics”de la corba de Shimura X(D,1) de génere g > 2,

X (D.1)(K), és infinit.
K

Per a obtenir aquest resultat, Rotger utilitza el fet que per tal
que el conjunt de punts considerat sigui infinit la corba ha de ser
necessariament hiperel-liptica o biel-liptica, provat per Abramovich
i Harris a [AH91]. Aleshores, a partir de la determinacié de quines
son les corbes de Shimura bielliptiques, feta pel mateix autor, es
dona la llista explicita de discriminants. Notem que practicament
tots corresponen al cas poc ramificat, amb ’excepcié de 5 casos, en
que D és producte de quatre factors primers.
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Capitol 8

Models explicits de corbes
de Shimura deguts a
Kurihara

V. ROTGER

8.1 Introduccio

En els darrers anys, ha aparegut abundant literatura al voltant
del coneixement efectiu de les corbes modulars X (I') associades a
subgrups I' C SL(2,7Z) d’index finit. En gran part, I’aproximaci6
computacional a aquestes corbes ha estat facilitada pel fet que les
funcions i formes automorfes admeten expansions en series de Fourier
al voltant de les puntes o punts cuspidals.

Aix0o contrasta amb la gran dificultat que han trobat els mate-
matics a desenvolupar aproximacions explicites en el cas de les corbes
de Shimura associades a algebres de quaternions B de discriminant
disc(B) # 1 no trivial. En aquest cas, I’abséncia de punts cuspi-
dals en aquestes corbes o, el que és equivalent, I’absencia d’elements
parabolics en els grups Fuchsians que les uniformitzen analiticament,
fa que el tractament aritmetic de les formes automorfes sigui molt
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132 Cap. 8 Models explicits de corbes de Shimura deguts a Kurihara

més inaccessible.

De tota manera, en els darrers temps s’han conegut aportacions en
aquesta direccié. Podriem citar-ne algunes:[Als00a], [Bay02], [E1k98],
[Jor81], [Kur79], [Mor95], [Rob89] i [Rot02].

En [Bay02] s’ofereix el primer tractament efectiu i computacional
del desenvolupament en series de potencies de funcions automorfes
en corbes de Shimura al voltant de punts CM. El punt de partida sén
els dominis fonamentals de la uniformitzacié hiperbolica d’aquestes
corbes que es donen en [Als00a].

En aquesta breu nota, ens centrarem en la determinacié de models
explicits de corbes de Shimura i, en particular, en els construits per
Kurihara en [Kur79].

8.2 Models de corbes de Shimura coneguts

Fixem i recordem algunes nocions introduides en A. Rio, capitol 1.
Sigui B = Q + Qi + Qj + Qij, ij = —ji, i* = a, j> =be Q*, a6
b > 0, una algebra de quaternions indefinida sobre Q.

Sigui D = disc(B) = p1 * ... - p2r # 1 el discriminant de B. En la
practica, pot calcular-se com segueix:

e Sigui p un primer senar. Aleshores p | D si, i només si, el simbol
de Hilbert (a,b), = —1 (veure [Vig80] per al calcul en termes
de residus quadratics).

e Tenim que 2 | D si, i només si, hi ha un nombre senar de primers
senars p que divideixen D.

Sigui Xp/Q = X(D,1)/Q el model canonic sobre Q de la corba
de Shimura associada a (qualsevol ordre maximal en) B i estructura
de nivell trivial. Es una corba algebraica llisa i definida sobre Q (cf.
Rotger, capitol 2).

Es interessant remarcar aqui de nou que, tot i estar definida sobre
Q, un teorema de Shimura (cf. Alsina, capitol 7, [Shi75]) afirma que

Xp(Q) = 0.
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El genere geometric de Xp pot calcular-se com

Q(i))) " % H(l _ (Q(T\/__?’))).

o¥p) = 1+35 [T+ [Jo- %

12
p|D p|D

p|D

D’aquesta manera es pot veure facilment que les iniques corbes de
Shimura Xp de genere 0 sén les corbes Xg, X190 i Xoo. Potser cal
insistir en el fet que Xg % IP)}@, X0 & P(b i Xog 2 I% degut a que no
hi ha punts racionals en aquestes corbes.

Es per aquest motiu que fins i tot per a aquests tres casos més
senzills, D = 6, 10 i 22, coneixer-ne un model explicit és una questio
interessant.

Similarment, les iniques corbes de Shimura Xp de genere 1 sén
X4, Xi5, Xo1, X33, X34 1 Xy46. De la mateixa manera, aquestes
corbes no sén corbes elliptiques sobre QQ perque no admeten cap punt
racional.

8.2.1 Teorema. (Ihara, Kurihara, Jordan) D’acord amb la taula
segtient, les corbes de Shimura Xp/Q associades a les algebres de
quaternions de discriminants respectius D = 6,10, 14,15, 22, 33,46
admeten els segiients models

Equacions de corbes de Shimura
D‘g‘ModelsobreQ
610|22+9y2+3=0
10[0|22+y2+2=0

14 1] (22-132+7+242=0
15 | 1| (22 4+243) (22 +3)+ 3342 =0
22 (0 | 22 +42+11=0

33 11| 2*+3022+3%+342=0
46 | 1| (22 —45)2+23+24> =0

Es remarcable que, segons els coneixements de que disposo, no
es coneixen equacions per a les corbes de Shimura de génere 1 de
discriminant D = 21 i 34.
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Pel que fa a equacions de quocients Xp/(w) de corbes de Shimu-
ra per involucions d’Atkin-Lehner, Roberts ([Rob89]) déna alguns
exemples d’equacions de Weierstrass de corbes el.lipiques obtingudes
aixi. En [Rot02] es déna una llista exhaustiva de totes elles.

8.3 Punts CM 1 la teoria de cossos de classes

La idea d’Thara i Kurihara per a determinar un model sobre Q de
les corbes de Shimura Xp es basa en el fet que les coordenades de
certs punts privilegiats, anomenats punts CM o punts de Heegner,
generen cossos de classes sobre cossos quadratics imaginaris (cf. Alsi-
na, capitol 7, [Shi67], [Jor81], [Als00al).

En efecte, més precisament, tenim

8.3.1 Teorema. Sigui P € Xp(Q).

Sigui (A, 1, L) una superficie abeliana principalment polaritzada
amb multiplicacio quaternionica que representa la classe d’isomor-
fisme associada al punt P en la interpretacio modular de Xp.

Suposem que R = End,)(A) és un ordre en un cos quadratic
imaginari K (cf. Rotger, capitol 2 per a la notacié i més detalls). Es
a dir, P és un punt de Heegner en Xp amb CM per R.

Sigui Hp el cos de classes d’anell R sobre K.
Aleshores Hgr = K - Q(P), on Q(P) denota l’extensid de Q que

s’obté en adjuntar a Q les coordenades del punt P € Xp(Q).

Juntament amb el fet que Xp(Q) = (), aquest teorema permet
determinar exactament I’extensié Q(P)/Q en molts casos (cf. Alsina,
capitol 7).

De tota manera, molt sovint aquestes dues informacions no sén
suficients per a descriure Q(P). Degut a que la determinacié explicita
de Q(P) és fonamental per a obtenir equacions de corbes de Shimura
segons el procediment desenvolupat en [Kur79], és convenient citar
que Jordan, en la seva tesi [Jor81], descriu Q(P) completament en
termes de laritmetica de B. A més, il.lustra la necessitat i aplicabi-
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litat del seu resultat tot donant ’equacié de la corba Xis5.

Es important remarcar aqui també que el model sobre Q de Shimu-
ra de les corbes X p esta univocament determinat pel fet que els punts
CM generen els cossos de classes tal com descriu el teorema anteri-
or. Aquesta observacié garanteix la consisténcia del metode d’Thara
i Kurihara que expliquem a continuacio.

8.4 El meétode d’Thara i de Kurihara

En aquesta seccié tracarem les idees basiques del metode que utilitza
Kurihara per a obtenir equacions d’algunes corbes de Shimura de
generes 0 i 1. Tot i que en principi el metode és valid per a qualsevol
corba, la quantitat de calculs necessaris és de seguida excessivament
voluminosa quan el génere creix.

Sigui X p la corba de Shimura associada a 1’algebra de quaternions
de discriminant D = pyq - ... - po, 1 sigui W el grup d’Atkin-Lehner
actuant en Xp.

Aleshores els elements de

W = {wm,m | D} = (Z,/22)*"

actuen en Xp com involucions definides sobre Q. En molts casos, W
coincideix amb tot el grup d’automorfismes de la corba Xp (veure
[Rot02]).

Suposem ara que D = pq, p, q primers. En aquest cas W =
{id, wp,wq,wp}. Laidea d’Thara i Kurihara per a obtenir una equacié
de Xp parteix del segilient requisit sobre la corba:

e Cal coneixer un model explicit dels quocients Xp/{w), w € W.

Aixo fa el metode practicable especialment per a aquelles corbes
de Shimura tals que Xp/(w) = IP’}@ per a tot w € W. Aix0 és només
possible si g(Xp) =06 1.

En aquesta situacio es pot procedir de la seglient manera. Per a
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exemplificar-ho, considerarem el cas de la corba Xp, D =2-7= 14
amb detall, tal com fa Kurihara en [Kur79].

1. Determinacio del tipus de model de la corba

En primer lloc podem usar els morfismes (o projeccions) natu-
rals

Yo : Xp — Xp/(w)
i les equacions conegudes dels quocients Xp/(w) per a determi-

nar el tipus de model f(z,y) =0, f € Q[z,y] que volem trobar
per a la corba Xp.

La situacié més habitual es produeix quan, per a cert automor-
fisme involutiu w € W de Xp, Xp/(w) = ]P’}@. En aquest cas
podem assegurar que

Xp :y® = p(z)
on p(x) és un polinomi de grau 2g+2, no necessariament monic,
amb coeficients a Q. A més, la funcié coordenada y : Xp — ]P’(b
factoritza a través de l'isomorfisme Xp/(w) = P}@.

En el cas particular de la corba X4, de genere 1, la involucio
d’Atkin-Lehner wi4 indueix un morfisme

X4 — X4/ {w14)

que té 4 punts fixos. A més, tot i que X14(Q) = ), pot mostrar-
se que la corba quocient X14/(w14) admet punts racionals i per
tant X14/(w1g) = IP’}@. Podem assegurar aleshores que

Xi4:y% = p(x) = ax* + ba® + ca® + dx +e,
per a certs a, b, ¢, d, e € QQ, de tal manera que el morfisme
natural de projeccié X154 — Xj4/(w14) = Pb és donat per la
coordenada y.
Els punts fixos d’aquesta projeccié sén els punts R; = {(5;,0)},
on 3; € Q,1=1,2,3,4, sén les quatre arrels de p(z).

A continuacié cal determinar els coeficients a, b, ¢, d, e € Q.
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2. Reduccio a un nombre finit de possibles models

En el cas que coneguem el tipus de model f(x,y) = 0 per a
Xp i coneguem explicitament els morfismes Xp — Xp/(w) per
a tot w € W, aleshores probablement també podem coneixer
quins sén els punts fixos de w € W en termes dels coeficients
(incognites) de f(x,y).

D’altra banda, si w € W, els punts fixos P € Xp(Q) de w sén
punts de Heegner. El teorema 8.3.1 (veure també [Jor81]) ens
permet calcular 'extensié Q(P)/Q explicitament i aixd imposa
restriccions importants en els coeficients de f(x, y).

Aquestes condicions aritmetiques en els coeficients de f(z,y)
poden ser suficientment restrictives perque donin lloc a un nom-
bre finit de possibilitats per a f. En els casos més afortunats,
poden fins i tot determinar f univocament.

Il.lustrem-ho en ’exemple de Kurihara.

En la corba X4 : y? = p(x) = ax? + bad + ca? +dr + e, la
involucié w; no té punts fixos mentre que la involucié wo té

quatre punts fixos P = (0, Vve), Po = (0,—/e), Q1 = oo1,

Q2 = 009 € X14(Q) tals que, segons mostra Kurihara usant els
arguments que hem citat anteriorment,

Q(@i) = Q(V-2).

Analogament, la involucié w4 té quatre punts fixos R; = (;,0).
Aquests punts fixos sén punts de Heegner per 'ordre d’enters

Z[v/—14] del cos quadratic imaginari K = Q(v/—14).

Aquest cos té nombre de classes h(K) = 4 i el cos de classes
de Hilbert és una extensié H/K de grau 4. Tal com mostra

Kurihara, les extensions Q(R;)/Q sén Q (i\/ HETﬁ)

Tot plegat porta Kurihara a la conclusié que

1
X4 : y2 = Pa(z) = _5('7:2 - a)(ac2 - 5‘)7
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on a € Q(v/—7) i @ denota ’element conjugat d’a en Q(v/—7).

Canvis de variable adequats i un estudi ad hoc (no trivial, vegeu
[Kur79], p. 282, 283), donen tan sols vint possibles valors per a
«. Tan sols resta doncs determinar exactament el valor correcte
d’a d’entre els vint possibles.

. Bstudi de les fibres especials, de bona i mala reduccio, per a

determinar completament el model

Si podem assegurar que la corba de Shimura Xp ha de ser iso-
morfa sobre Q a un model d’entre un nombre finit { f;(x,y) = 0}
de possibles models, podem intentar destriar el model correcte
d’entre els incorrectes estudiant la reduccié de les corbes Xp i
fi(x,y) = 0 en diferents primers p.

En el cas de Kurihara D = 2 -7, la corba X714 té bona reduccio
en tot primer p # 2,7. Aix0 es deu a un teorema de Morita (cf.
Re, capitol 4, A. Travesa, capitol 6). La funcié zeta de la corba
Xp mod p, p # 2,7, es pot calcular explicitament en termes
de traces d’operadors de Hecke degut a les relacions d’Eichler-
Shimura i la férmula de traces d’Eichler-Selberg (cf. Arenas,
capitol 5, Travesa, capitol 6, Alsina, capitol 7, [JL85], [Kur79]).

En comparar la funcié zeta de Xp mod p amb les funcions zeta
de les corbes f;(x,y) = 0 mod p, p # 2,7, (que es poden calcular
explicitament comptant el nombre de punts sobre cossos finits),
arribem a la conclusié que la corba Xp ha de ser isomorfa a una
de les tres corbes segiients:

Y2 = pa, (2),k =1,2,3,

per a
) = 2775,
g =217,
Qg = 27r13,
1+v-T7
onm =4/ ——.

2

Finalment, es conclou que
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Xia: (2 =132+ 7+ 242 =0

tot estudiant les reduccions de X14 i les tres corbes y? = pq, ()
en els primers de mala reduccié p =21 7.

Aixd es pot dur efectivament a terme perqueé la teoria de Cered-
nik-Drinfeld descriu de manera explicita la reduccioé de les corbes
de Shimura en els primers que divideixen el discriminant (cf.

Xarles, capitol 3, [JL85], [Kur79]).
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Capitol 9

Aplicacions de les corbes
de Shimura. Teoremes de

Ribet

A. ArRgeNAS, N. ViLA

L’objectiu d’aquest capitol és presentar una prova alternativa del teo-
rema de Ribet de la Q-isogenia entre jacobianes de corbes de Shimura
i certes subvarietats abelianes de les jacobianes de corbes modulars
([Rib80], [Rib90b]), i el paper de les corbes de Shimura en la de-
mostracié de Ribet ([Rib90b]) de la conjectura e de Serre.

9.1 Teorema de Ribet de la isogénia

En primer lloc recordarem el teorema de Faltings [Fal83] relatiu a
Q—isogenies entre varietats abelianes sobre Q, aixi com també els
resultats relatius a la reduccid de les corbes de Shimura X (D, 1) res-
pecte dels primers p de bona reduccié ([Mor70], [Shi67]).

En el que segueix, G denotara el grup de Galois absolut Gal(Q/Q).
Si | € Z és un nombre primer i Tj(A) és el Z;-modul de Tate cor-
responent a una varietat abeliana A definida sobre Q, escriurem

143
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Ti(A) @ Q; =: Vi(A) per a la seva extensi6 sobre Q. A més, L,(A, s)
designara, com és habitual, el p-esim, p primer, factor d’Euler de la
seva serie L.

9.1.1 Teorema. (Faltings) Donades dues varietats abelianes Ay, Ay
definides sobre Q, les segiients condicions sén equivalents:

1. Ay i As son Q-isogenes.

2. Vi(A1) 1 Vi(A2) son Q[G]-isomorfs.

3. Ly(A1,s) = Ly(Asg, s), per a quasi tot primer p.

4. Ly(Ai,s) = Ly(Ag,s), per a tot primer p.
9.1.2 Teorema. (Eichler, Shimura, Thara, Morita) Sigui B una
Q-algebra de quaternions indefinida de discriminant D > 1. Consid-

erem la corba de Shimura X(D,1). Aleshores si pt D, p primer, es
té:

1. La funcid zeta de la corba reduida X sobre I, és donada per

det(1 — T(p)t + pt?)
1=t —pt)
on T(p) es considera com a operador en Q' (X) =2 Sy(T'(D, 1)).

2. Posem N, = #X(Fpr),r > 1. Aleshores

Z(X [Fp,t) =

d
T log Z(X [y, 1) = ZNtT L

N, =1+p" —tx(T(p") — pT(p"?))
convenint que T(p~t) = 0.
En particular,

#X(Fp) =1+ p — tx(T(p)|S2(T(D, 1))).

Sigui N un enter lliure de quadrats producte d’'un nombre parell de
primers. Considerem els grups fuchsians de primera especie I'(1, N) =



9.1. Teorema de Ribet de la isogenia 145

I'o(N) i el grup I'(IV,1) d’unitats de norma 1 d’un ordre maximal
d’una Q-algebra de quaternions indefinida de discriminant N. Com és
habitual, denotarem per So(I'g(N))™*" I'espai de formes paraboliques
noves de pes 2 i nivell N (vegeu [AL70], [Miy71]), i per So(I'(N, 1))
lespai de formes paraboliques de pes 2 respecte del grup I'(N, 1).

9.1.3 Teorema. Si N > 1 és un enter lliure de quadrats producte
d’un nombre parell de primers i si p €s un primer que no divideiz N,
aleshores:

tr(T(p)[S2(T(N, 1)) = tr(T'(p)|Sa2(L'(L, N))™).

La demostracié d’aquest teorema (cf. [Are03]) es basa en la descom-
posicié de I'espai S2(I'g(IN)) en suma directa dels subespais de formes
noves i velles:

S2(Lo(N)) = D P du(S2(To(M)™™)),

M|N d\%
on J4 és I'aplicacio

S2(Lo(M)) — Sa(T'o(IN))

anl ang" — Zn21 ang™,

juntament amb la férmula de les traces que ens permet escriure la
traga de I'operador de Hecke T'(p) operant sobre I'espai Sa(I'(1, N))
de la segiient manera :

Y e (R

t rlm

on v(N) designa el nombre de divisors primers de N, i entenent que el
sumatori respecte de t indica que només hem de sumar respecte dels
t tals que t?> — 4p =: A sigui discriminant negatiu, que sempre sera
considerat sota la forma A = Agm? amb A fonamental i la segona
suma és respecte dels divisors positius de m. A més a més, ¢ € N
denota un primer, h(d) el nombre de classes de formes quadratiques
binaries de discriminant d, w(d) Pordre del grup d’isotropia de les
formes quadratiques binaries de discriminant d, i
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1, si q|r,

Ar—2
{ g }_ (22), sigtr

q

Denotarem per J(D,N) la jacobiana de la corba de Shimura
X(D,N). D’aquests tres teoremes resulta sense gaires dificultats el
teorema de la isogenia de Ribet (cf. [Rib80]):

9.1.4 Teorema. Sigui N producte d’un nombre parell de primers
diferents. Aleshores, les varietats abelianes J(N,1) i J(1, N)™* son
Q- isogenes. En particular, si N és un enter lliure de quadrats i D
un divisor de N producte d’un nombre parell de primers, J(D,1) és
Q- isogena a una subvarietat abeliana de Jo(N) = J(1,N).

Considerem un enter N lliure de quadrats de la forma N = pgM,,
amb p i ¢ primers. L’espai S2(I'o(N)) conté dos subespais isomorfs
respectivament a

S2(To(gM)) €D Sa2(To(qM)) , Sa(To(pM)) €D Sa(To(pM)).

Sigui S2(To(pgM))Pi=° 1a suma d’aquests dos subespais de 1’espai
S2(T'o(NN)) (en general no directa), i sigui So(I'o(pgM))PI~"" el com-
plement ortogonal de Sa(I'g(pgM))P4=° en Sy(I'og(pgM)) respecte
del producte escalar de Petersson. Denotem per Jy(pgM )PI="e" el
quocient Jy(pgM)/A on A C Jo(pgM) és una subvarietat abeliana Q-
isogena a Jo(qgM)? x Jo(pM)?, i per J(pg, M) la jacobiana de la corba
de Shimura X (pgq, M) corresponent a I’algebra de quaternions de dis-
criminant pq i nivell M. Aleshores, procedint de manera analoga al
cas precedent es té (cf. [Rib90b])

9.1.5 Teorema. (Ribet) J(pqg, M) és Q-isogena a Jo(pgM P4~

De fet, molts dels treballs sobre les jacobianes de corbes de Shimu-
ra J(pg, M) han estat motivats pel desig de trobar una isogénia natu-
ral entre les dues jacobianes anteriors.
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9.2 Corbes de Shimura i la conjectura ¢ de
Serre

La demostracié de Ribet [Rib90b] de la conjectura e de Serre, quali-
ficat de “théoreme difficile”per Serre ([Ser00], Nota 125.4), ha jugat
un paper fonamental. D’una banda amb aquest teorema es té que
Shimura-Taniyama-Weil implica Fermat. D’altra, és un primer re-
sultat en el marc de l'equivaléncia de les conjectures debil (3.2.37) i
forta (3.2.47) de Serre ([Ser00], 143, 168).

9.2.1 La conjectura ¢

Sigui
p: GQ — GLQ(F[)

una representacié continua i irreductible, on Gg = Gal(Q/Q) i > 3
és un primer.

e Suposem que p és modular de nivell N, és a dir, p prové d’una
forma modular nova de pes 2, nivell dividint NV i caracter trivial.
Aleshores tenim que:

- p és una representaci6 imparell: p(c) té valors propis +1.

- p té un model sobre tot cos finit F;» contenint les traces de p.
e Suposem que p és finita en p, on p és un primer que divideix

exactament N (p||N). Aixo vol dir que existeix un esquema en

grups H sobre Z,, finit i pla tal que I'acci6 de Gal(Q,/Q)) sobre

el Fir-espai vectorial H(Q,) coincideix amb la restriccié de p al
grup de descomposicié en p.

Remarques.

1. Notem que si | # p, p és finita en p si i només si p és no
ramificada en p.

2. Si p és modular de nivell N/p aleshores és finita en p.
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Serre conjectura el reciproc, de fet aquesta és la conjectura anom-
enada ¢ (cf. [Ser87]). Immediatament Mazur, en una carta a Mestre
(16 d’agost 1985), demostra la conjecturaenel casp # 1 (mod 7). Ri-
bet a [Rib90b] la demostra en el cas [ { N, combinant les técniques de
Mazur i una relacié geometrica entre les corbes modulars classiques
i corbes de Shimura.

9.2.1 Teorema. (Ribet) Sigui
p: G@ — GLQ(F[)

una representacio continua i irreductible, [ > 3 primer. Suposem que
la representacié p és modular de nivell N, finita en p, p||N, i una de
les dues condicions es satisfa:

e p#1 (modl),

e N és primer amb [,

aleshores p és modular de nivell N/p.

9.2.2 Representacions modulars

Sigui N un enter positiu. Sigui T = Tx I'anell generat pels operadors
de Hecke T, (n > 1) sobre 'espai de formes modulars paraboliques
S2(T'o(N)). Sigui m un ideal maximal de T. Per Deligne sabem que

9.2.2 Teorema. FEzisteix una unica representacio semisimple
pu Gl — GLy(T/m),
no ramificada fora de mN i satisfent
tr(pm (Frob,)) =T, (mod m), det(pm (Frob,)) =r (mod m),

per a tots els primers r no dividint mN .

Definicié. Una representacié continua

P GQ - GLQ(FZ)
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diem que és modular de nivell N si el determinant de p és el caracter
ciclotomic mod [ i existeix un morfisme

w:T—TF
tal que
tr(p(Frob,)) = w(T;)
per a quasi tot primer r. Aleshores, si m = ker(w), la semisimplifi-
cacié p*® de p és equivalent a pp,.

Remarques.

1. Les representacions modulars també les podem pensar com les
associades a la g-expansié d’una forma modular f € S2(I'g(V))
vector propi de tots els operadors de Hecke.

2. Si py, és irreductible, 'espai vectorial V' subjacent a py, es pot
incloure a Jo(N)[m]: V C Jo(N)[m], on Jo(N)[m] és el nucli
de la multiplicacié per m en la jacobiana Jy(N) de la corba
modular Xo(N).

Sil és primer amb 2N, es té I'isomorfisme de T/m[Gg]-moduls

V ~ Jo(N)[m].

En general, la semisimplificacié Jo(IV)[m]**, és un producte

d’espais V' com a T/m[Gg]-moduls (cf. [Maz77]).

9.2.3 L’abaixament del nivell

Fixem un enter positiu M i un primer p que no divideixi a M. Sigui
N =pM.

El primer resultat sobre I’abaixament de nivell el déna el segiient
teorema de Mazur en el cas p Z 1 (mod ).

9.2.3 Teorema. (Mazur) Sigui
p: GQ — GLQ(F[)

una representacio continua, irreductible, modular de nivell N, | > 3,
finita enp i p# 1 (mod l). Aleshores p és modular de nivell M.
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La prova d’aquest resultat es pot seguir a [Rib90b]. Té com a eines
fonamentals els resultats de [DR73] i de [Maz77] i no hi intervenen
les corbes de Shimura. Es demostra per reduccié a ’absurd i re-
quereix analitzar ’accié de Galois i de 'algebra de Hecke sobre la
fibra especial en p de Jo(IV).

Aixi, per demostrar el teorema de Ribet, podem suposar que:

® p = py,on \ésunideal maximal de Tz, doncs p és irreductible
i modular de nivell Mp.

e p=1 (mod l), en particular els primers p i [ s6n diferents, pel
teorema de Mazur.

e ) prové del quocient p-nou de Ty, si fos p-vell ja estariem.

L’estrategia de Ribet consisteix a introduir un nou primer ¢, que
fa de pivot: ¢ és primer amb pM i tal que py(Frob,) té traca 0 i
determinant -1. Pel teorema Cebotarev hi ha infinits primers que
actuen com la conjugacié complexa. Com que el determinant de
pa(Froby) és ¢ modul A, tenim que ¢ = —1 (mod 1).

Sigui m un ideal maximal p-nou de Ty, compatible amb .

Ribet prova els dos resultats clau segiients, on intervenen de mane-
ra fonamental les corbes de Shimura.

e m és pg-nou de T prp,.

e p és modular de nivell gM.

Ara g Z1 (mod [) doncs [ # 2, i pel teorema de Mazur, obtenim
que p és modular de nivell M. [J

9.2.4 Resultats clau

Siguin p, ¢ primers diferents, M un enter positiu primer amb pq.
Sigui [ > 3 primer, primer amb pgM.
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9.2.4 Teorema. (A) Sigui m un ideal mazimal p-nou de Ty, amb
caracteristica residual I. Suposem que py €s irreductible. Suposem
que pm (Froby) té traca 0 i determinant -1. Aleshores m és pg-nou de
T rrpg-

9.2.5 Teorema. (B) Sigui m un ideal mazimal pg-nou de Tpors, amb
caracteristica residual 1. Suposem que ¢ # 1 (mod ). Suposem que
Pm €s irreductible i finita en p. Aleshores py és modular de nivell
qM.

Notem que el primer teorema fa pujar el nivell a pgM i el segon
permet fer 'abaixament a gM.

La prova d’aquests dos teoremes requereix la introduccié d’una
corba de Shimura associada a l’ordre d’Eichler de nivell M d’una
algebra de quaternions de discriminant pg. En aquesta corba els
primers p i ¢ juguen un paper similar, aix0o permetra intercanviar els
primers p i q.

9.2.5 La corba de Shimura

Siguin p, g primers diferents, M un enter positiu primer amb pq. Sigui
[ > 3 primer, relativament primer amb pgM. Sigui C'/Q la corba de
Shimura associada al grup d’unitats de norma 1 d’un ordre d’Eichler
de nivell M en 'algebra de quaternions sobre QQ de discriminant pgq.

Sigui J = Pic(C) la jacobiana de C.

Sigui T el quocient pg-nou de Tpgar- Sigui m un ideal maximal de
T de caracteristica residual [ > 3. Suposem que py, és irreductible.

Considerem el T/m[Ggl-modul

W = J(Q)[m],
W # 0 doncs m és ideal de T.

Sigui
V = Jo(pgM)(Q)[m]

el T/m[Gg]-modul corresponent a py,.
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Tenim els fets segiients:

e De les relacions de Eichler-Shimura per a J (cf. Travesa, capitol
6) tenim una immersié V — W de T/m[Gg]-moduls i podem
identificar V < J(F,), doncs p # 1 i V és no ramificat en p. A
més, les accions naturals de T i de Frob, € Gal(F,/F,) aV ia

J(Fp) respecten aquesta inclusié.

e Pels treballs de Cerednik i de Drinfeld (cf. Xarles, capitol 3)
sabem que J té reduccié a p purament torica.

e Pel Teorema 9.1.5 (Ribet) tenim que J és Q-isogena al quocient
pg-nou de Jo(pgM).

Cal tenir en compte que Sz(T'o(pM)) @ So(To(pM)) es pot veure
com el subespai g-vell de So(T'o(pgM)). L’anell Tpqpr actua fidelment
a So(To(pgM)) i preserva la descomposicié So(To(pM))BS2(To(pM)).
La imatge de Tpqas en I'anell End(S2(To(pM))?) és el quocient g-vell
de Tpgnr-

Siguin X (gM)q, X(pgM), els grups de caracters de la part torica
de la reducci6 de Jo(gM) a q i de Jo(pgM) a q.

Sigui Y el nucli de 'epimorfisme X (pgM ), — X (gM )& X (¢M),.
Es té la successié exacta:
0—-Y — X(pgM ), — X(qgM), & X(gM), — 0.

Siguin ®gnsq, Ppgrrg €els grups de components de la reduccié de
Jo(gM) a g ide Jo(pgM) a q. Es té la successié exacta:

0—A— Pong® Pyrnrg — Ppgrig = B — 0,
on Ai B sén el nucli i el conucli del morfisme natural
Pyrrg © Panrg — Ppgiig-

Sigui Z el grup de caracters i ¥ el grup de components del torus
associat a la reduccio de J a p.

Ribet demostra els dos resultats segiients que relacionen la reduc-
ci6 en p en la corba de Shimura i la reduccié en g en la modular,
respectant ’accié de 1’algebra de Hecke.
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e ZiY s6n T-isomorfs (Th. 4.1, [Rib90b]).

e La successi6 de T-moduls és exacta (Th. 4.3, [Rib90b]):

0—A— X(qM)g® X(gM)q/(T; = 1)(X(qM)q ® X(qM)q) — ¥ —
B — 0.

9.2.6 Prova dels teoremes clau

En lloc del teorema A provarem el teorema A’ que diu exactament
el mateix pero intercanviant la ¢ i la p, a fi d’estar en la situaci6é de
poder utilitzar les notacions de ’apartat anterior.

9.2.6 Teorema. (A’) Sigui m un ideal mazimal g-nou de Tpgrs, amb
caracteristica residual I. Suposem que py €s irreductible. Suposem
que pm(Froby,) té traca 0 i determinant -1. Aleshores m és pg-nou de

T rrpg-
Es prova primer que el polinomi caracteristic de 7},
(T,)* — 1 €m.
Ara m és g-nou/p-vell, per tant
m € Sup(X(¢M ), © X (qgM)g).
Aleshores,
m € Sup(X(¢M)q @ X(qM)g) /(T — 1)(X(qM)q ® X (qM),).
De la successié exacta s’obté que
m € Sup(V).

Pero Ty actua a ¥ a través de T, el quocient pg-nou de Tpgnr-O

Per provar el teorema B distingim dos casos.
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Primer cas: La imatge de V a ¥ és no nulla. Aleshores m €
Sup(¥). De la successi6 exacta tenim que

m € Sup(X(gM), @ X (gM),).

D’altra banda, 1'algebra de Hecke T actua a X(¢M), ® X (gM),
a través del seu quocient g-nou/p-vell, fidelment (cf. [Rib90b], Th.
3.21). Es a dir, m prové d’un quocient de T, g-nou/p-vell. En con-
seqiiencia, pm és isomorf a un py, per A ideal maximal de Ty, per
tant py és modular de nivell gM.

Segon cas: La imatge de V' a ¥ és nul.la. Aleshores tenim la inclusié
V C Hom(Z/mZ, ;). Per tant,

dimy/,(Z/mZ) > 2.
Ara com que Z 1Y sén T-isomorfs,
dimp /y, (Y/mY') > 2.

Podem suposar que m ¢ Sup(X (¢M ), & X(¢M),), doncs en cas con-
trari, estem en el primer cas i ja sabem deduir que py, és modular de
nivell ¢M. Aleshores, tenim ’isomorfisme

Y/mY =~ X(pgM),/mX (pgM),,
que ens permet afirmar que
dimry )y, (X (pgM ) g /mX (pgM)q) > 2.

Pero aix0 és una contradiccié amb el fet que ¢ Z 1 (mod 1) i el
teorema de Mazur, canviant p per ¢ i M per pM. [
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Capitol 10

Corbes de Shimura 1 codis
de Goppa

P. BAYER

Donada una corba X/F, projectiva, no singular i de génere g, sabem
pel teorema de Weil que el nombre dels seus punts racionals n =
#X(Fy) no pot excedir 1 + ¢ + 2g,/q. Certes corbes de Shimura,
associades a algebres de quaternions definides sobre cossos quadratics
reals, proporcionen corbes X/F 4, per a p > 3 primer, que posseeixen
molts punts racionals en relacié amb el seu genere. S’aconsegueixen
aixi successions de corbes (X;) per a les quals (g;) i (n;) tendeixen a
o i g;i/ni = (p?> —1)~L. El bon comportament asimptotic d’aquestes
families és rellevant en el context de la teoria de codis correctors
d’errors.

Introduccio

Un esquema de codificacié lineal C = [n, k, d] sobre un cos finit F, és
donat per un subespai vectorial C' C Fy, de dimensi6 k, en el qual
tot vector z € C, x # 0, té un minim de d coordenades no nul-les.
El subespai C' s’anomena el codi; el quocient R := k/n, la taza de
transmissid; i el quocient § := d/n, la distancia minima relativa.
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Els parametres d’'un codi estan sotmesos a certes restriccions.
D’entrada, per una fita deguda a Singleton, es té que

R+0<1+1/n.

Un dels problemes que es plantegen en la teoria de codis correctors
d’errors és la construccié de successions (C;) que posseeixin bones
propietats asimptotiques. Es a dir, tals que si C; = [n;, kqi, d;], se
satisfaci que limn; = oo, 1 Ré > 0, per a R =1lim R;, 6 = lim §;.

L’any 1973, V.D. Goppa s’adona de la possible construccié de
codis lineals a partir de corbes algebraiques definides sobre cossos
finits. L’obtencié de bons codis es tradueix aleshores en la construccid
efectiva de corbes amb molts punts racionals en relacié amb el seu
genere.

Si (X;) és una successi6 de corbes sobre Fy per a la qual la suc-
cessi6 (g;) tendeix a oo i

lim g;/#X;(Fy) = v < o0,
11— 00
aleshores, en la successié associada de codis de Goppa, es té que

R+0>1—7.

L’any 1982, Y. Ihara [Tha81] i, independentment, M. A. Tsfasman-
S.G.Vladut- Th. Zink [TVZ82] posaren de manifest l'existéncia de
successions de corbes sobre )2, p > 7 primer, per a les quals

v (p—1)"h

Per a tal fi, utilitzaren les corbes modulars X, (IV), les seves fibres de
bona reduccié en primers racionals, p { N, i els punts supersingulars
d’aquestes.

En el mateix treball, Tsfasman-Vl1adut-Zink [TVZ82] obtingueren
successions de corbes definides sobre Fp4, p > 3 primer, per a les quals
ya @ -1

Per a tal fi, utilitzaren corbes de Shimura, torcaments de les seves
fibres de bona reduccié en primers P d’un cos quartic totalment real,
i punts especials d’aquestes.
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Aquesta exposicié versa sobre el teorema de Tsfasman-V1adut-
Zink. Ens limitarem a tractar el cas associat a les corbes de Shimura,
que és el més elaborat. El teorema de Tsfasman-VIddut-Zink es basa
en un teorema previ de Zink [Zin82], en el qual s’analitzen fibres de
reduccié dolenta de certes superficies de Shimura.

10.1 Superficies de Shimura

En aquesta seccié presentem una introduccié breu a certes superficies
de Shimura i a la seva interpretacié com a solucié d’un problema de
moduli definit sobre el cos complex C.

Denotem per A I'anell de les adeles racionals; per Ay = Q® Z el
subanell de A de les adeles finites; i per AL, = Q ® ZP, el subanell de
Ay de les adeles finites allunyades de p.

En tot el treball, K designara un cos quadratic totalment real i
Ok, el seu anell d’enters. Siguin p un primer racional, inert en K, i

p=pOk.
a, 3

K
quaternions de base {1,1, j, k} definida per les relacions

Donats elements «a, 8 € K*, sigui H = < > la K-algebra de
i=aqa, j2=0, ij=—ji=k

Suposarem que H és ramificada en p i que és no ramificada en les
dues places de 'infinit de K. Aquesta darrera condicié es tradueix
en l'existencia d’un isomorfisme

H®gR ~ M(2,R) x M(2,R),
on M(2,R) designa ’algebra de les matrius reals 2 x 2.
Donat un quaternié
g=a+bi+cj+dk, a,becdecK,

definim
¢ =a—bi—cj—dk.

L’aplicacié ¢ — ¢* és la involucié principal de H.
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Denotarem per Tr? Nr¥ la traca i la norma reduides en H:

T(q) = q+q", Niq) =qq".

Interpretem el grup multiplicatiu H* com un grup algebric, definit
sobre Q, i fixem la immersio

ho: Qi) — H®gR

L

D’aquesta manera, podem considerarem el grup

oo := ho(Q(7)")
com un subgrup de (H®g R)* = GL(2,R) x GL(2,R).

Donat un subgrup I' € H*(Ay) compacte, obert i suficientment
petit, els treballs de Shimura, exposats per Deligne [Del71], posen de
manifest l'existéncia d’una superficie complexa X (H,T") llisa i quasi-
projectiva tal que

X(H,T)(C) = (T x I)\H*(A)/H*(Q).

En molts casos, la superficie de Shimura X (H,T") posseeix un model
canonic, definit sobre un cos de nombres E = E(H, hy).

El grup d’adeles quaternioniques H*(Af) opera per I'esquerra en
el sistema projectiu

X(H) =limp X (H,T),
obtingut en prendre el limit sobre tots els subgrups I' possibles.

A fi d’obtenir una interpretacié modular de les superficies X (H, "),
ens caldra fixar certs ordres de H.

Comengarem per triar una extensié quadratica totalment real
E/K tal que l'extensié quartica E/Q sigui de Galois i no ramificada
en p. Sigui Gal(E|K) = (7). Suposarem que el cos E descompon
I’algebra de quaternions H; és a dir,

Hex E~M(2,E).
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Pel teorema de Skolem-Noether, existeix un quaternié a € H tal que
e” = aea” !, per a tot e € E. Se satisfa que a®> = —6 € K. Sense
restriccié, podem suposar que ¢ és un element totalment positiu de
Ok i que vp(d) = 1. La férmula

qg—q4=aqga’

defineix una involucié positiva de H.

Si Of designa 'anell d’enters de E, ’extensié d’anells
OH =0 E [a]

defineix un ordre de H que és maximal en p. Considerarem el conjunt
V = Oy com un Oy-modul per l'esquerra i, en particular, com un
Og-modul lliure. Notem que dimp, V' = 4.

La proposicié que segueix s’obté sense dificultat a partir de les
definicions donades.

10.1.1 Proposicio. Sigui B : V xV — Ok Daplicacio definida per
B(v,w) = Tr’(a tow) = Tr(a Lwv®), wv,we V.

Se satisfa que

i) B és una Og-forma bilineal, alternada i no degenerada.

ii) Per a tot g € Oy i per a tot v,w € V,

B(qu,w) = B(v, jw).

iii) Existeix un element k € K tal que kB(v,w ho(i)) és una forma
bilineal sobre V' ® R, simétrica i definida positiva.

El teorema segiient interpreta la superficie X (H,T") com a esque-
ma de moduli d’esquemes abelians amb multiplicacié quaternionica

(MQ).

10.1.2 Teorema. Existeix un esquema groller de moduli X (H,T"),
projectiu sobre C, associat al functor que a tot esquema T sobre
Spec(C) Ii fa correspondre els objectes (A, t, \,7]) segtients:
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1. Una classe d’isomorfia d’esquemes abelians A/T', de dimensio
relativa 4.
2. Un monomorfisme ¢ : Oxg — Endr(A) tal que
Tr(c(q) | Lie(A)) = TrK‘@TrU(q), q € Oy.
3. Una classe de polaritzacions X € Hom% (A, A*)/K* tal que 1(q)
és la involucié de Rosati de 1(q).
4. Una I'-classe d’equivaléncia d’isomorfismes de Oy ® Z-moduls
7:T(A) — Oy ® Z (modT)
que respecten, llevat de constants, les formes O ® Z-bilineals

d’ambdds termes.

En el teorema, T(A) := [Trespec(zy Te(A) designa el modul de Tate
de A.

10.2 Interpretaciéo modular local

Abans de procedir a la interpretacié modular de les fibres de les su-
perficies de Shimura, ens caldra escollir certes estructures de nivell.

Donat un enter N, primer amb p, definim
I'(N) = {q € Auto, (V@ Z) | g=1a (V © Z/NZ)}.
Siguin
I C H*(A’;), I') = GLo, (V ® Zy).

Considerarem tnicament subgrups I' := I'’T,, tals que I' C I'(V), per
a un cert N > 3.

10.2.1 Definicié. Sigui A un T-esquema abelia amb multiplicacié
quaternionica
t: Op — Endp(A).

El parell (A, 1) s’anomena un On-esquema abelia especial si

Tr(u(q) | Lie(A)) = TrK|@Tr0(q), q € Ox.
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Cal tenir present el resultat segiient.

10.2.2 Proposicié. Tota varietat abeliana A de dimensié parella
amb multiplicacié quaternionica per Oy i definida sobre un cos valo-
rat, respecte d’una valoracié discreta, té bona reduccio potencial.

Descrivim tot seguit la interpretacié modular local de les su-
perficies de Shimura.

10.2.3 Teorema. Existeix un esquema groller de moduli X (H,T),
projectiu sobre 7Z,, associat al functor que a tot esquema T sobre
Spec(Zy,) li fa correspondre els objectes segiients:

1. Un Og-esquema abelia especial (A, 1) definit sobre T

2. Una classe de polaritzacions \ € Hom%p (A, A")/ K, tal que (q)
és la involucié de Rosati de 1(q).

3. Una I'P-classe d’equivaléncia d’isomorfismes de Oy ®ZP-moduls

:TP(A) — Oy ® ZP (mod TP).

3|

La demostracié del teorema anterior s’obté a partir de la conside-
racié6 d’'un problema fi de moduli, recobriment galoisia del problema
anterior, que descriurem tot seguit.

Sigui
K*(Ai’c(—l)) ={ke€ KZP(—-1) | K-k=1, peraun k' € K @ ZP(1)}.
Considerem el conjunt, finit,

Ne®(CP)\K* (AR (1)) [U(K 1) = {1, kn}.

Suposarem donada una extensié quadratica no ramificada Egq/ K,
tal que By C Hy; equivalentment,

Hp ®Kp qu = M(Q,qu)

Siguin 0 = Frob(E|Q)), Gal(E|K) = (1), T = o2,
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Sigui X(H,T) la forma de X(H,T) definida sobre Opy en que
I'element de Frobenius sobre F, actua com 7o (1,...,p 2%,... 1),
on 7 designa l'accié de ’element de Frobenius sobre X(H,I"). En

particular,

X(H,T) ® Opy = X(H,T) ® Opy:.

10.2.4 Teorema. Existeixen una extensio R/Zy, finita i no ramifica-

da, 1 un esquema R-esquema quasiprojectiu X (H,T) tal que, per a tot

R-esquema T, els punts X (H,T")(T") descriuen els objectes segiients:
1. Un Og-esquema abelia especial (A, 1) definit sobre T.

2. Una polaritzacié A de A, principal en p, tal que ¢(4) és la in-
volucié de Rosati de 1(q).

3. Una I'P-classe d’equivaléncia d’isomorfismes de Oy ®ZP-moduls
7:TP(A) — Oy ® ZP (modTP)

tal que k(A, 1, \,7) = K4, per aun i, 1 <i < h.

10.3 Moduls formals

El proper objectiu és la descripcié de la fibra especial X'(I', H) ®z,
Opy, / POE,, . Per a aquest fi, necessitem estudiar amb més detall els
esquemes abelians especials sobre cossos algebraicament tancats de
caracteristica positiva. Introduirem préviament el concepte de tipus
en els moduls formals amb multiplicacié quaternionica.

Sigui K,/Q, una extensié quadratica i no ramificada, i sigui H, =

(O;’(ﬁ) una algebra de quaternions d’invariant 1/2. Designem per

p
Opn, el seu ordre maximal. Prenem l'extensié Eg/K) com en la secci6

anterior.

10.3.1 Definicié. Un tipus t és una aplicacié
t:Z/47 — {-1,0,1}
tal que
t(@) +t(i+2)=0, [t(i+1)+t(i+2)] <1, peratoticZ/iL.
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10.3.2 Definicié. Sigui T un esquema sobre Spec(Og,, ). Donats un
T-esquema formal X 1 una immersio d’anells

t:On, — Endr(X),

el parell (X, 1) s’anomena un Oy,-modul formal de tipus t si
Trop (¢(e)|Lie(X)) = Try g, Tr(e) + Y t(i)o " (e),

per a tot e € Op,,.

Sit = 0, I'esquema formal X s’anomena un Oy,-modul formal
especial. Sit# 0 iT = Spec(R), aleshores pR = 0.

Tota Z,-algebra R té associats un anell de Witt, W (R), i un anell
de Cartier, Cart(R). Recordem que

Cart(R) = Z V' aro|F° | 2ps € R,xrs =0 q.p.t. s, fixat r

r,s>0

L’estructura de Cart(R) com a Z,-algebra és donada per les relacions
segiients:

L=[1], FV=p, Flo|=["F [2]V=V[aP]
[z][y] = [y][z], per atot z,y € R,

2]+ [y] = [z +y] + ZVT[ZT]FT, per a certs z, € R.
r>1

10.3.3 Definicié. Un modul M sobre Cart(R) s’anomena reduit quan
satisfa les condicions que segueixen.

i) L’element V € Cart(R) opera de manera injectiva en M.

ii) El quocient M /V M és un R-modul projectiu i finitament gene-
rat.

iii) lim proj M /VM = M.
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Donada una Opy,-algebra R, existeix un homomorfisme canonic
de Op, en Cart(R) que permet obtenir la graduacié M = ®F M;:

M;={meM|ileym = e 'm, eec Ogy }-

10.3.4 Proposicié. Donada una Opy-algebra R, la categoria dels
Ou,-moduls formals amb multiplicacié quaternionica de tipus t sobre
R és equivalent a la categoria dels moduls de Cartier reduits i Z/4Z-
graduats, M = @;cz,/47M;, que satisfan les propietats segtients:

i) V, F, i els elements x € R operen en M com a aplicacions
homogenies de graus 1, —1,0, respectivament.

ii) Existeix un endomorfisme homogeni Il de grau 2 de M tal que
12 = p.

iii) rangM;/V M;_1 = 1+ t(i), per ai € Z/AZ.
10.3.5 Teorema. Siguin L un cos perfecte de caracteristica p i X
un grup formal d’altura h sobre L. Aleshores,
i) El modul de Cartier M (X) és un W (L)-modul lliure, de rang
h.
ii) Si X és un Oy, -modul, aleshores h és igual a 0 o bé a 8.
iii) Si KC designa el cos de fraccions de W (L), el submodul
(Mo @y 1y K, VAT)
determina la classe d’isogénia de X.

10.3.6 Definicié. Suposem que R és un anell de caracteristica p.
Siguin X/Spec(R) un Oy, -modul formal i M = &, M;, el seu modul
de Cartier. El conjunt critic de X es defineix com

S(X) = {Z | IT: Mi/VMifl — Mi+2/VMZ'+1,H = 0}.

10.3.7 Definicié. Un subconjunt S C 7Z /47 s’anomena admissible
si per a tot i se satisfa quei € S o béi+2 € S.

10.3.8 Definicié. Un conjunt S = S; s’anomena saturat si

Sy ={i € ZJAZ | |t(i)] = 1,0 bé t(i — 1) + t(i) = 1}.
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10.4 Esquemes abelians especials

Els conceptes de la seccié anterior permeten obtenir informacié del
problema de moduli sobre [Fy,.

10.4.1 Proposicié. Sigui A un Oy, -esquema abelia especial definit
sobre un cos algebraicament tancat L de caracteristica p. Aleshores,

i) rang,(A4) = 0.

ii) L’esquema A és isogen a un producte de corbes elliptiques su-
persingulars si, i només si, el Oy,-modul formal especial X =
X (A) és supersingular; és a dir, S(X) = Z/4Z.

iii) Si X(A) és supersingular, A és producte de corbes el-liptiques
supersingulars.

10.4.2 Proposicié. Donat un conjunt saturat S C Z/AZ, existeix
un Oy, -modul formal especial Y, tinic a menys d’isomorfismes, tal
que el seu conjunt critic S(Y) = S.

i) Si S =7Z/4AZ,Y és supersingular.

ii) Si S # Z/AZ, aleshores el tipus d’isogénia de Y és determinat

per la matriu
pt 0
s o],

on sy =35(3#S—1),s0=2—3(3#5+1), S:=5N(5+2).

Volem ara calcular els endomorfismes dels Op-esquemes abelians
especials en p.

10.4.3 Proposicié. Sigui A un Op-esquema abelia especial definit
sobre el cos algebraicament tancat Fy,.

i) Si A no és supersingular, aleshores End%(A) és un cos total-
ment imaginari, extensié quadratica del cos K, en el qual p
descompon completament.
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ii) Si A és supersingular, aleshores End¥(A) = H_ on H_ és la
K-algebra de quaternions definida pels invariants segiients:

1
2
inv,H_ = < inv,H, siv ésno arquimedia i v # p,

1
2

siv =y,
si v és arquimedia.

10.4.4 Corol'lari. En prendre com a esquema base Op,,, es té que

i) Aut(A4,,\,7) = K*NT.

ii) X(H,T") ®z, Og, és un esquema fi de moduli.

10.5 El teorema de Zink

Donat un conjunt admissible S C Z/4Z, sigui X(H,T",S) el sub-
esquema tancat de

X(H,T) ®z, Opy /POp, = X(H,T) @z, Fju

tal que
X(H,L,S)(T) ={(4,e,m} | S(A) 2 5}

Es demostra que X (H,T",S) és un esquema llis de dimensi6 4 — #5.

L’estructura de la fibra especial de X(H,I") s’obté a partir dels
resultats de Zink [Zin82].

10.5.1 Teorema. La fibra en P de X (H,I") admet la descripcié se-
glient:
i) X(H, F) ®Zp OEsp /53(9]5;B = US X(H, I, S)

ii) Els esquemes X (H,T',S), X(H,T',S’) es tallen transversalment.
A més,

XH,T,8)NXHT,S)=XHT,50S).
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iii) X(H,T,S) és una P'-fibracid.

Sigui [i + 1,4] € S un interval tal que i € S\S, j+1 & S i
j+1€S si, i només si, j — i és senar. Sigui m = #[i + 1, 7].

iv) Si la diferéncia j — i és senar, la base de la fibracio és
XH,T,Su{i+2}), XHT,Su{j+3}).

Les fibres tallen I'esquema X (H,T", SU{i+2}) amb multiplicitat
p™ i Pesquema X (H, T, S U {j + 3}) amb multiplicitat 1.

v) Si la diferéncia j — i és parella, la base de la fibracié és
XMH, T, Su{i+2}), XHT,SU{j+1}).

Les fibres tallen I'esquema X (H,I', SU{i+2}) amb multiplicitat
p™ i Pesquema X (H, T, S U {j + 1}) amb multiplicitat 1.

10.6 El teorema de Tsfasman-Vladut-Zink

a,b
Sigui B = ( 17( > una algebra de quaternions ramificada tinicament

en una placa de l'infinit del cos K. Aleshores
B®gR =M(2,R) x H,

—1.—
on H = < I7( > designa el cos dels quaternions de Hamilton. Su-

posem que B és no ramificada en p; o sigui que inv,(B) = 1.

Sigui I' € B*(Ay) un subgrup compacte i obert, que suposarem
de la forma

[=T"T,, I"C B*(Alf))v I, € B (Qp) = GL(2,Qy),

per a I', un subgrup compacte maximal.

Suposarem, també, que I' C T'(V), on I'(N) és el grup de con-
gruencia de nivell N > 3, primer amb p, definit per

[(N) = {q € B*(Ay) | (¢ — 1)(Op) ® Z C N(Op ® L)},
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ion Op és un cert ordre de B.

En aquest cas, la teoria dels models canonics proporciona una
corba llisa X (B,T"), definida sobre K, tal que

X(B,T)(C) = (I' x I'ss)\B*(A)/B*(Q).

La corba en qiiestié té bona reduccié en p. Per tant, existeix un es-
quema projectiu i llis X'(B,I") /Spec(Ok, ) de fibra generica X (B,T).

Denotarem per X (B,T) la forma de X (B,T) definida sobre O By
en que I’element de Frobenius sobre [F, actua com 7o(1, . .. 0L,
on 7 designa l’acci6 de I’element de Frobenius sobre X (B, T"). L’esque-
ma mo(X(B,T) = Nr(I')\K*(Af)/ K} és ara un esquema constant. A
partir de la norma reduida, s’obté un morfisme

X(B,T) — mo(X(B,T)).

Procedirem tot seguit a ’anomenat intercanvi d’invariants. De-
finim algebres de quaternions H = H,,H_ ramificades en p i tals
que

H®gR=M(2,R) x M(2,R), H_®q¢R=Hx H.

Prenem la resta de la ramificacié en Hien H_ com en B.

Siguin I'y C H% (Af) subgrups compactes i oberts. Suposem que
sén de la forma segiient:

Py =0Ty, TI?CHL(AR)=B"(AD),

el mateix subgrup de més amunt, i I'y , C H% (Q,) un subgrup com-
pacte maximal.

Considerem la projeccié

f(H,F_,_) - Wo(f(Hv I'y)) = 770(‘)?(37 I)).

Sigui C' un component connex de X (B,T) isigui X el component
connex corresponent de X'(H,I'y). Sigui s = Spec(Fg ). La fibra
especial X de X és unié de quatre superficies reglades

xX.= |J v

i€Z,/AZ
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Les interseccions C; = Y; N Y11 proporcionen corbes irreductibles
totes isomorfes a una mateixa corba, C, definida sobre F .

A partir de la norma reduida, s’obté la factoritzacié de Stein:
DY A7)/ — NiO(T)\K* (A)/K = mo(X(B,T)).
En definir
k(C) = #(N%)H(0),

s'obté que Y; N Yo = (Nr9)~1(C) és un esquema constant que pos-
seeix k punts sobre Fa.

La classe canonica de Y; és K; = —2C; +yL;, on L; és una de les
corbes racionals que defineixen la fibracié de Y;. Es té que

(Li-Cy) =1, (L;i-Ci—1) =p,

amb la qual cosa, la formula d’adjuncié permet calcular el génere de
la corba C:

(Ci(Ci+ Ky)) k
5 =1+

9(Ci) =1+

El principal resultat de Tsfasman-V1adut-Zink és I'obtencié d’aques-
ta formula per al genere.

10.6.1 Teorema. Sigui C' un component connex de la fibra especial
torcada X (B,T)s de la corba de Shimura X (B,T'), on s = Spec(F ).
Aleshores,

i) g(C’)zl—i—p

g(C) < 1 1
#C(Fpa) ~ k(O)

ii)

Per veure els avantatges del resultat anterior, considerem la recta
de Goppa, d’equacié

R=1-v-90, v=g/n,
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i ’anomenada corba de Gilbert-Varshamov, d’equacio
R =1-H(9),
on
H(x) := zlog,(q — 1) — zlog,x — (1 — z)log, (1 — )
és la funcié d’entropia.
Per Gilbert-Varshamov, se sap que existeixen codis lineals per als

quals 1 — R~ H(9).

10.6.2 Corol-lari. Els codis de Goppa definits per corbes de Shimu-
ra milloren la fita de Gilbert-Varshamov.

Ates que, en el nostre cas, v =~ (,/q — 1)~ on g = p* p > 3,
els codis lineals sobre 4 obtinguts per torgament de les fibres en P
de les corbes de Shimura milloren la fita de Varshamov-Gilbert en
Pinterval (01, d2), on 61 < 02 designen les dues arrels de

H() —6=(y/ga—-1)""
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