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Introduccio

Aquestes notes contenen les conferencies sobre moduls de Drinfeld
presentades en la setzena edicié del Seminari de Teoria de Nombres
(UB-UAB-UPC), celebrat del 1 al 8 de Febrer de 2002 a Barcelona,
a la Facultat de Nautica de la Universitat Politecnica de Catalunya.

El programa general va ser elaborat per F. Bars, E. Nart i X.
Xarles i les sessions varen ser dutes a terme per diferents persones
del seminari, gracies a les quals tenim les notes que presentem aqui.

Un dels desenvolupaments matematics més importants del segle
XX és la possibilitat d’interpretar certs fenomens combinatoris as-
sociats a varietats algebraiques sobre cossos finits mitjancant idees
topologiques que es concreten a través d’una cohomologia aritmetica.
El treball pioner de E. Artin, F.K. Schmidt, H. Hasse i A. Weil sobre
aquesta questié culmina amb el desenvolupament de la cohomologia
étale i la cohomologia ¢-adica per part de M. Artin, A. Grothendieck
i P. Deligne, entre d’altres.

Com passa sovint en Matematiques, el treball pioner es focalitza
en objectes molt concrets, que admetien la utilitzacié de tecniques ad
hoc. En aquest cas els objectes concrets eren les corbes sobre cossos
finits i els metodes ad hoc consistiren, essencialment, en la utilitzacié
de la jacobiana de la corba.

Al mateix temps que aquesta teoria classica de corbes sobre cossos
finits anava sent descoberta, a les decades dels anys 30 i 40, L. Carlitz
estudiava els mateixos objectes des d’una optica diferent. En comptes
d’associar a la corba una funcié zeta complexa, Carlitz introdui una
funcié exponencial amb arguments i valors en caracteristica positiva.
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Amb aquestes idees de Carlitz naixia una nova aritmetica dels cossos
de funcions.

Hi ha una “gran teoria”’que conté I'aritmetica de Carlitz com a
metode ad hoc particular per tractar un cas concret? Als anys 70,
després dels treballs de V.G. Drinfeld es va fer evident que aquesta
questié havia de tenir una resposta positiva. Els moduls de Drinfeld
permeten estendre les idees de Carlitz, i tota una serie de fenomens
aritmetics classics, als cossos de funcions sobre un cos finit. Més enlla
d’aquest objectiu inicial, les idees de Drinfeld han estat la base d’un
cos teoric enorme que esta en cami de configurar aquesta “gran teo-
rial que sembla capa¢ de contenir una enorme varietat de fenomens
geometric-aritmetics en caracteristica positiva: espais de moduli, sh-
tukas, series L, formes modulars, formes automorfes, filosofia de Lan-
glands, etc.

En el quatre primers temes del Seminari es fa una introduccié
detallada a la teoria basica de moduls de Drinfeld. Els temes 5 i 6
presenten unes aplicacions concretes d’aquestes idees. Finalment, els
quatre darrers temes esbossen (només) com es traslladen al context
dels cossos de funcions certs fendomens geomeétric-aritmetics lligats a
les formes modulars i les corbes modulars.

F. Bars, E. Nart i X. Xarles

Bellaterra, 8 de Gener de 2004.



Capitol 1

Anell de polinomis
Fs-lineals

ENRIC NART

1.1 Polinomis [ -lineals

Fixem un cos K de caracteristica p > 0. Per fixar idees, podeu pensar
que K és el cos de funcions d’'una corba algebraica sobre un cos finit.

Un polinomi P(z) € K|z|, diem que és ADDITIU si satisfa una
de les dues condicions equivalents:

3
=)
+
=
I

P(a)+ P(b), Va,beK,
P(zx+y) = P(z) + P(y).

El conjunt dels polinomis additius és un K-subespai vectorial de
K|z] i adquireix una estructura d’anell no commutatiu respecte de
I'operacié de composicié:

Q(z) o P(x) = Q(P(x)),

on el polinomi z fa d’unitat. Via una identificacié natural, aquest
anell és canonicament isomorf a Endg _gr sch. (Ga,K)-

1



2 Cap. 1 Anell de polinomis F4-lineals

Un polinomi additiu P(x) determina, doncs, un homomorfisme
de grups:
P:K — K,

i el conjunt de les seves arrels és un subgrup de K com a grup additiu.
Pels polinomis separables val el reciproc:

1.1.1 Teorema fonamental dels polinomis additius Conside-
rem P(x) € Klx| separable i W C K®P el conjunt de les seves arrels.
Aleshores:

P(z) additiuv <= W subgrup.

DEMOSTRACIO: Podem suposar P(x) monic. Cal comprovar que si
W és subgrup aleshores P(z) = [],cp(z —w) és additiu.

Per a qualsevol a € K, considerem el polinomi
H,(z) = P(x +a) — P(z) — P(a).

Tenim, clarament,

deg H,(x) < deg P

= Hy(z) =0.
Hy(w)=0, Vvwe W

Podem fixar I'atencié en un cos base finit F, C K, i repetir tot
el que hem fet preservant 'estructura de [F -algebra. Definim polino-
mis [Fy-lineals com aquells P(z) € K[z] pels quals I’aplicacié natural
P: K — K és F,-lineal. Es comprova de manera completament
analoga que, si P(x) és separable, el caracter [y -lineal equival a que
el conjunt W de les seves arrels sigui un [ -subespai vectorial de
Ksep‘

En completa generalitat, a un polinomi F,-lineal P(x) # 0 li
associem el subesquema en [F -espais vectorials de G, finit sobre
Spec(K), definit per:

Wp := Spec(K|[z]/P(x)).
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Per a qualsevol K-algebra B, Wp(B) és el F,-subespai vectorial de
B format per les arrels de P(z) a B.

Tot subesquema en F-espais vectorials de G, finit sobre Spec(K),
és d’aquesta forma. Com que K[x] és principal, tot subesquema tan-
cat de G, és de la forma Spec(K [x]/P(z)) per a algun polinomi P(x).
El subesquema és finit sobre Spec(K) sii P(z) # 0, i és en F -espais
vectorials sii P(z) és Fy-lineal.

1.2 Anell de polinomis de Frobenius

Fixem un cos finit F; C K. Denotem per K{7} el K-espai vectorial
de polinomis per ’esquerra, ag + a17 + - - - + a, 7", amb coeficients a
K. Dotem K{r} de 'operaci6é producte que es dedueix de les regles
naturals del producte de polinomis, junt amb 1’obligacié de respectar
la condicié:

7-a=a?-7, VackK.

Obtenim un anell no commutatiu (si K # F,) amb una estructura
natural de Fy-algebra. Noteu que l'estructura d’anell de K{7} depen
de 'eleccié de g, tot i que no ho indiquem en la notacio.

Aquest anell conserva algunes de les propietats usuals de ’anell
de polinomis. Per exemple, disposem d’una funci6 GRAU amb les
propietats usuals:

deg(P + Q) < max{deg(P),deg(Q)},
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
Per tant, K{7} és un domini i tot element no nul cancel.la multipli-

cativament per la dreta i per l'esquerra.

Disposem d’un homomorfisme d’anells, K — K{7}, a — a, que
permet identificar K amb els polinomis constants. No obstant aixo,
K{7} no és una K-algebra:

ar =a(r-1)=(ar)-1#7-a=alT.
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1.2.1 Proposicié. L’aplicacio K-lineal determinada per:
K{r} — Klz], " — 27", ¥n >0,

és un isomorfisme de Fy-algebres entre K{t} i l’anell dels polinomis
Fy-lineals.

DEMOSTRACIO: Els polinomis 27" sén [F-lineals, aquesta aplicacié
és Fy-lineal, envia 1 — 2 i transforma producte de polinomis en 7 en
composicié de polinomis en x.

Falta només comprovar que abastem tots els polinomis F-lineals.
Suposem que P(x) € K[z] és un polinomi Fy-lineal. Tenim:

P(Ca) = (P(a), V¢ € Fy, Va € K.

Aixo equival a: P((x) = (P(x) i obliga P(z) a ser combinacié lineal
dels monomis z¢". O

1.2.2 Notacié. Denotem simplement per P(7), P(x) una parella de
polinomis que es corresponen a través de I’isomorfisme anterior. Per
exemple,

P(t) =ar® +b7° +er® « P(z) =az + ba? + ca?.

El terme independent d’un polinomi en 7 s’acompanya a vegades
del stmbol 70 per emfasitzar que el polinomi representa un determinat
polinomi Fg4-lineal.

Noteu que si P(7) = ag+a17+- - -+a,7", el corresponent polinomi
F,-lineal P(z) és separable si i només si ag # 0.

1.3 Divisibilitat a ’anell K{T}

Diem que g(7) divideix f(7) per la dreta si f(7) = h(7)g(7), per a
algun h(7) € K{7}.
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1.3.1 Algorisme de divisié per la dreta.

Donats f(7), g(7) € K{7}, amb g(7) # 0, existeix una tnica parella
Q(7), R(t) € K{7} satisfent:

f(1) = Q(7)g(7) + R(7),  deg R(7) < degyg().

DEMOSTRACIO: Apliquem l’algorisme usual de divisié de polinomis,
pensant que el quocient multiplica el divisor per ’esquerra. Tot fun-
ciona igual perque tenim divisié exacta entre monomis:

a

(ar™): (br") = i

m—n

T

|

1.3.2 Corollari. R(z) és el residu de fer la divisio euclidiana de

f(x) per g(x).

DEMOSTRACIO: f(z) = Q(z) o g(x) + R(z) = g(x)T(x) + R(z). O
1.3.3 Corollari. K{r} és DIP per l’esquerra.

Tenim, per tant, maxim comu divisor i minim comu multiple, per
la dreta, d’un parell de polinomis:

medg;(f, g):= generador monic de K{7}f + K{1}g,
memg, (f, g):= generador monic de K{7}f N K{7}g,

que satisfan les usuals propietats universals de divisié per la dreta.

1.3.4 Corollari.

h(r) = medar(f(7), 9(7)) = h(x) = med(f(z), g(z)).

DEMOSTRACIO: Tots dos mecd es calculen mitjancant ’algorisme
d’Euclides i els residus de les divisions es corresponen pel Corollari
1.3.2.0
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Hi ha algorisme de divisié per 'esquerra només quan K és per-
fecte, perque només en aquest cas hi ha divisié exacta de monomis
per 'esquerra:

(at™): (br") = <Z>1/qn T,

Altura d’un polinomi

L’altura d’un polinomi f(7) € K{7} és el minim grau d’un monomi
no nul. Es denota ht(f). Tenim, doncs,

ht(f)=h si f(r) = a4+ termes de grau superior, amb a # 0.

Noteu que els polinomis d’altura zero sén precisament els separables.
Clarament,

ht(f 4 g) = min{ht(f), ht(g)},
ht(fg) = ht(f) + ht(g).

Tot polinomi s’escriu de manera tinica:
F(1) = fo(r) ™) amb fo(7) separable.

De la relacié f(7) = fo(7)7" es dedueix en general, encara que fy no
sigui separable:
— — —h
Wi(E) = Wy, ()" " (1)

Com que els polinomis separables sén governats pel subespai de
les seves arrels a K, podem determinar també la facultat de dividir
per la dreta en termes de les arrels i ’altura.

1.3.5 Lema. Per a f(7), g(1) € K{7}, amb g(7) # 0, les segiients
condicions son equivalents:

1. g(7) divideiz f(7) per la dreta
2. g(x) divideiz f(x)

3. Wy C Wy com a subesquemes en Fy-e.v. de G,



1.3. Divisibilitat a l'anell K{7} 7
4. Wy(K) CW(K) i hi(g) < hi(f)

DEMOSTRACIO: 1 <= 2 és una conseqiiéncia immediata del Corol-lari
1.

2 <= 3 perque les dues condicions equivalen a que hi hagi una
factoritzacié dels homomorfismes canonics de projeccié:

Klx x
p 2]/ f (@)

K] N l
Klz]/g().

Ly e =n@ee) = e <mn,
=g C

fz) = g(2)T(z) = Wy(K) € Wy(K).
4 = 1: Dividint els dos polinomis per 77*(9) i aplicant (1.1),
podem suposar ht(g) = 0, i.e. g(x) separable. Ara, fent la divisié per
la dreta: f(7) = Q(7)g(7) + R(7), veiem que R(z) s’anulla en totes

les deg(g(x)) arrels de g(z); com que deg(R) < deg(g), a la forga
R(z)=0. O

Aixo permet explicitar medg,(f,g) 1 memg,(f, g) en termes dels
subespais d’arrels. Denotem:

Wy =Wp(K), Wy=W,(K),
hy = min{ht(f)’ ht(g)}, hy = max{ht(f),ht(g)},
Py (z) =T]yew(z —w), per a qualsevol W C K.

Pel lema anterior,

medgr (f,9) = 7" Pw,aw, (1),  memg(f,9) = 7" Py, 4w, (1),

ja que satisfan les propietats universals respectives de divisibilitat per
la dreta.

En particular, considerant els graus com a polinomis en 7:

deg(f) + deg(g) = deg(medyg,(f, g)) + deg(memg,(f, g)).
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Fem observar que el polinomi Py ,nw, (7) té coeficients a K —q"m
i només en multiplicar-lo per esquerra per 7" s’obté un polinomi
amb coeficients a K. Analogament per a Py, 1w, (7).

A qualsevol polinomi f(x) € K|[z], encara que no sigui Fy-lineal,
li podem associar un polinomi F'(7) € K{7} satisfent una propietat
universal respecte de la divisibilitat. Considerem I’ideal esquerra

Ip:={P(1) € K{7} | f(x)|P(2)},
i prenem F(7) com el seu generador monic: [ = K{7}F(7).

Amb les idees anteriors, és facil veure que F(7) = 7¢Py (1), on
W és el F-subespai vectorial de K generat per les arrels de f(z)ie
és el minim enter tal, que totes les multiplicitats de les arrels de f(x)
sén menors o iguals que ¢¢. Com abans, el polinomi Py (7) pot no
tenir coeficients a K.

La teoria de la divisibilitat de K{7} la culmina Ore amb el con-
cepte adequat de polinomi irreductible i un teorema de factoritzacio
tunica en producte d’irreductibles a menys de similaritat. Vegeu [Goss,
1.10,1.11] i [Orel], [Ore2].

1.4 Immersions de K{7} en d’altres anells

Podem submergir K{7} en un anell K{{7}} de séries formals de Fro-
benius. La definicié d’aquest darrer anell és la natural i es conserven
moltes de propietats usuals dels anells de séries formals commutatius.
Per exemple, una serie és invertible per la dreta sii és invertible per
I’esquerra sii el terme independent és no nul.

De tota manera, la construccié que utilitzarem d’una manera més
significativa és la d’un anell de fraccions per 'esquerra. Submergirem
K{r} < K(7), on K(7) és un anell de divisi6 satisfent una propietat
universal. La construccid, deguda a Ore, és molt general.

Anell de fraccions per ’esquerra

1.4.1 Definicié Un domini R diem que satisfa les condicions d’Ore
per ’esquerra si per a tot parell d’elements no nuls a,b € R, existeix
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una altre parell d’elements no nuls u,v € R , que satisfan ua = vb.

1.4.2 Teorema. Aquestes condicions sén necessaries i suficients per-
queé existeixi una solucio minima al problema universal:

R— D,

D anell de divisio amb la propietat de que tot element es pot expressar

com u'v, amb u,v € R.

DEMOSTRACIO: Si existeix D, per a qualsevol parell a,b € R d’ele-
ments no nuls podrem expressar, a D:

ab™t = ut,

amb u,v € R —{0}. D’on ua = vb a D, i per tant també a R.

Reciprocament, si es donen les condicions d’Ore es pot construir
una solucié minima. Si en una hipotetica fraccié per ’esquerra multi-
pliquem numerador i denominador per I’esquerra pel mateix element
no nul, obtenim una fraccié equivalent:

b la=b"tu"tua = (ub) " tua, Yu € R,u # 0.

Definim formalment fraccions b~ 'a, identificant dues fraccions
quan multiplicant numerador i denominador de cada fraccié per un
mateix element de R, puguem fer coincidir els dos numeradors i,
també, els dos denominadors:

D= (R x (R—{0}))/ ~

ua = vc

(a,b) ~ (¢,d) si Ju,v € R,uv # 0, tq
ub = vd
Aquesta relacié és d’equivaléncia. Comprovem, per exemple, la
propietat transitiva:

ua = ve Uc=Ve . Aua = dve = pUc = puVe
ub=vd [ Ud=VF Aub = \vd = pUd = V' f
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essent A, u € R tals, que Av = uU.

Podem definir operacions de suma i producte en el conjunt quo-
cient:

b~ ra+d te = (ub) tua + (vd) tve = (ub) " (ua + ve),

si ub = vd (reduir a comt denominador).

b la-d e = (ub)lua - (vd) tve = (ub) v,
si ua = vd.
Es comprova facilment que sén operacions ben definides i que

doten D d’estructura d’anell de divisié. L’homomorfisme: R —
D, a— 17'a, acaba de resoldre la qiiesti6. O

L’existencia de memy, ens fa veure que el domini K{7} satisfa les
condicions d’Ore per I'esquerra.
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Capitol 2

El modul de Carlitz

NURIA VILA

El primer modul de Drinfeld de la historia fou introduit per Carlitz
(1907-1999). L’objectiu d’aquest capitol és presentar i estudiar amb
detall el modul de Carlitz. Aquest és el més simple dels moduls de
Drinfeld, on hi apareixen les idees claus que cal tenir present per
comprendre la teoria general abstracta. Construirem i estudiarem
la funcié exponencial de Carlitz que ens defineix ’accié que ens de-
termina una estructura de modul de Drinfeld explicita. Estudiarem
els punts de torsié per aquesta accid, donats pels valors de divisio
de I'exponencial de Carlitz, que defineixen extensions abelianes al
adjuntar-los; de fet el seu comportament és analeg al ciclotomic. La
referéncia basica per aquest capitol és el text de Goss [Go 96].

2.1 La funcié exponencial de Carlitz

En primer lloc fixarem algunes notacions que seran utilitzades al llarg
de tot el capitol.

Sigui K = F,(T) = K(P'), el cos de funcions sobre P%q, on Fy és
el cos finit amb g = p” elements.

Amb el suport parcial de MCYT BFM 2000-0794-C02-01.

13
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Sigui A = Fy[T] = Op1(P*\{o0}), I'anell de funcions sobre P%q
regulars fora de co.

Considerem la valoracié discreta d’uniformitzant 1/7"

Voo : K — Z U {o0}.

Sigui Koo = F4((T)) la completacié de K respecte de vo. Deno-

—

tem per Coo = Ko la completacié d’una clausura algebraica K, de
K, fixada, amb I'extensié canonica de vy,. El cos Cy, és complet i
algebraicament tancat.

La funcié exponencial de Carlitz sera una funcié entera
€c: (Coo B (Com

que definiren imitant la funcié exponencial classica. En primer lloc
ens cal construir un analeg al factorial.

2.1.1 Definicions. Denotem:
1 [i]:=T7 —T,i>0.
2. Li=[il.li—1).--+ [1] = [[,_y(T —T),i>0; Lo = 1.

3. Di = [i).li—1)%. - 107 = [[Z(T7 = T%), i > 0; Do = 1.

4. [‘?]:: Ba_d>i>o0.
‘ DiLy_,

2.1.2 Observacié. Els elements [i|, L;, D; sén polinomis monics de
A. Aquests elements sén fonamentals en la aritmeética de A. Veurem
que també [d] son polinomis de A, aixo sera conseqiiencia del Teorema

de Carlitz (2.1.6). D’altra banda, és clar que:
¢ —1
q—1

degli] = ¢', deg D; = iq", degL; = q
2.1.3 Proposicid. Es compleizen les propietats segiients:

1. [i] =[] pol. monics irr. de grau divisor de i.

2. D; = [i|DY_,.
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3. D; = ][ polinomis monics de grau i.

4. L; = m.c.m.{polinomis monics de grau i}.

DEMOSTRACIO: L’apartat 1) és un exercici elemental de cossos finits
prou conegut. 2) és clar. Per veure 3) i 4) cal comparar el nombre de
vegades que un polinomi irreductible i monic divideix els dos membres
de la igualtat i comprovar que coincideix. O

La funci6é exponencial de Carlitz és defineix com

i

q

ec(z) = Z o

=0 ¢

8

Aquesta suma convergeix a un element de C, i defineix una funcié
entera i Fy-lineal
ec : Cop — Cx.
En efecte, és clar que
voo(ﬁ) = ¢"Voo () + degD; = ¢' (Voo () + 1)
(2

tendeix a oo, per i — 0o0. Per tant la série ec(x) convergeix a C i
defineix una funcié entera. D’altra banda, ec(x) és Fy-lineal doncs
ec(z) és Imit de polinomis Fy-lineals

m xqi
ec(x) = lim E —.
m—oo £~ D;

=

En analisis no-arquimedia una funcié entera no constant és ex-
haustiva i queda determinada a menys d’una constant multiplicativa
pel conjunt dels seus zeros, comparant multiplicitats (cf. [Go 96],
2.13, 2.14).

Veurem a continuacié que tots els zeros de ec sén simples i que

A :=Ker(eo)
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és un sub-A-modul de C..

En una primera aproximacié podem pensar que el modul de Car-
litz és Co dotat amb estructura de A-modul copiada de Coo /A via
ec, és a dir, per l'isomorfisme

Coo/A ~°¢ Cro.

La recerca dels zeros de ec la fem simultaniament amb la recerca
d’una expressio de ec com a producte infinit.

2.1.4 Definicié Per d > 0, sigui A(d) := {a € A : dega < d}.

Posem ¢ep(X) = X i per d > 0, considerem els polinomis

caX):= [[ X-=a)= J] X+a).

a€A(d) acA(d)

2.1.5 Observacié. 1. A(d) és un Fy-espai vectorial de dimensié d,
amés A(0) = {0} i A =UysoAd).

2. Els polinomis e4(X) sén Fg-lineals.

3. La funcié exponencial de Carlitz ec I'obtindrem com un pas al
limit de eg4, quan d — oc.

2.1.6 Teorema. (Carlitz) Tenim

Com a consequiencia del teorema de Carlitz obtenim que [d] € A.

El lema segiient ens dona una expressié recurrent de e4(X), que
és clau en la demostracié per induccié del teorema de Carlitz.

2.1.7 Lema.

ea(X) = eq_1(X)! — D" leq 1(X)
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DEMOSTRACIO: Els dos membres de la igualtat sén polinomis monics
en X de grau ¢¢. N’hi ha prou en veure que el polinomi de la dreta
s’anul.la per a tots els elements de A(d). Sobre tots els de A(d — 1)
s’hi anul.la, ja que tots sén arrels de eg—1(X). Considerem a = (h,
amb ( € F; 1 h = h(T) € A monic de grau d — 1. Tenim que
eq—1(h) = Dg_1, doncs

eq—1(h) = H (h+a) = Hpol. monics de graud — 1 = Dy_1,
ach(d-1)

cf. 2.1.3. Per tant
eq_1(Ch)! — D4 leq 1(Ch) = ¢ID%_ | — DY 1¢Dy 1 =0,

doncs (4= (. O

DEMOSTRACIO: (del Teorema de Carlitz) Per hipotesi d’induccié te-
nim que

d— A /_

ed—l(X) _ Z(_l)d—l—z [df 1] x4

i
i—0

—_

~

El resultat s’obté substituint aquesta expressio en el lema anterior i
tenint en compte que:

q
d—1] _ _Dd— d _ Dg _ Di, _ - [51DY
[ i } T pge [0] " DoLg — DoLg—1’ Do =1, D; = MDi—l’ =
DiLg

Ara, volem passar al limit, per d — oo els dos membres de la
igualtat del teorema de Carlitz. A fi d’obtenir un producte infinit
convergent cal normalitzar, dividint pel coeficient de X en eq(X):

I o= (—1)t2,
L
0#acA(d)

Al dividir en el T. Carlitz, obtenim:
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Denotem
i
q

Bi = [1] q:117 & = Bi/ Ly,

podem reescriure ’expressié anterior:

X 1N, o s XT
X I G+ == > VB 5

2.1.8 Lema. Es compleiz:

1&g =120 - 2.

2. & i=limg_o0 &g = H;;(l — %), convergeir a K.

3. Per atot v € Coo, D ioo(—1)'0; §,‘Zi %, convergeir a Cyo.

4o [ losaeal+5) = & i) & %qi'

*

DEMOSTRACIO: Les convergencies sén clares tenint en compte que
les valoracions:

vm(%) =gt — ¢/ — o0, si j — 00;

Voo(&q) = 01 per tant vy (&x) = 0;

Voo (~1)i€! 50) =~ + ' +ig' = (L Ha i veo(X) = %) —
00, 8i 1 — 0.

Finalment, tenim

d—1 d—1 ;. d—1 J
by -0 [1)7
jHl(l [‘7+1})_]H1 i+ 1] _]Hl[j+1]’
que ens dona
H?;i[l]qj [V g -
= =— =&

Lq - Lq - Lq
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2.1.9 Teorema. Sigui £ := N\ € Koo, amb N71 = —[1]. Per a tot
x € Cy, es té

e [T a-5= ieo(fx).
0#acA

2.1.10 Corollari. Posem A := &€ A C K. Per a tot v € Cq,
tenim

0#£a€A 1=0

Ara, ‘
B = ()T = (-1
(—1) B g0 = Xl =g
Aixi,
x = gi—1 2 1
e JT 0+ D=3 5 = ceclé).
0#£acA i=0 ’

g

Renormalitzant, obtenim el corol.lari.

2.1.11 Observacié. 1. El corol.lari ens déna la factoritzacié de eq
que voliem.
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2. Hem normalitzat ec(z) de manera diferent als treballs originals
de Carlitz, seguint [Go 96].

3. £ és un periode i A = €A la xarxa dels zeros de ec(z). Com
que aqui una funcié entera no constant és exhaustiva, tenim que e¢
ens déna l'isomorfisme

Coo/A =%¢ Co.

2.2 El modul de Carlitz

L’exponencial de Carlitz ec(x) defineix una nova accié de A-modul a
Cw que és el que anomenarem modul de Carlitz.

Com en el Capitol 1, sigui 7 : C, — C4 l'aplicacié potencia
g-¢ssima 7(x) = x%. Per cada subcos M de C, sigui M {7} I'anell
composicié de polinomis Fg-lineals.

2.2.1 Proposicié. FEs compleix:

1. Per a tot a € A, ezisteiz un polinomi Co(X) € A[X] tal que
ec(axr) = Calec(x)),
per a tot x € Co.
2. El polinomi Co(X) és £nic i és Fy-lineal. A més, Uaplicacio:
C:A— A{r}
que assigna a — Co(T), és un morfisme injectiu de Fy-algebres.

3. Explicitament el polinomi de Carlitz és:

d
Co(r) = ar® + Z a;,
j=1

amb d = dega, aq el coeficient principal de a i els coeficients
aj, 1 < j <d, estan determinats per:
a? —a al —ay aj_j — aj-1

a1l = ——— A9 = —5—————, ..., Q5 =
1 Ta _ T’ 2 qu_Ta s G
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DEMOSTRACIO: Com a aplicacié de Cy en Cyp, Cy esta univocament
determinada i és Fy-lineal. Com que hereta les propietats de “multi-
plicar perii, és suficient provar que Cr és un polinomi amb coeficients
a A. Ara,

(3

= (ec(x)).

00 00 q
i—1

r zd T
colla) ~Tecle) = Y (17 ~T) 5 — =3 7
i=0 - i=1

Posem C} = z = 70. Per tant

Cr(z) =Tz +27=T7° + 1.

L’aplicacié a — C, és Fy-lineal i injectiva. Tenim
Cap(ec(X)) = ec(abx) = ec(a(br)) = Ca(ec(bx)) = Ca(Ch(ec(x))),

per tant Cy, = C,.Cp. Finalment obtenim (3),comparant coeficients
1 tenint en compte que

CrC, = C,Cr
a A{r}. O
Notem que en particular, els polinomis C,(X) sén separables, si

a # 0. D’altra banda, 'apartat (1) de la proposicié ens diu el segiient
diagrama és commutatiu:

Coo/A = Coo/A
| ec | ec

Co & ...

Ara, per tenir el modul de Carlitz copiem a C., I'estructura de
A-modul de Cy /A, via lisomorfisme ec i mitjancant el diagrama
anterior. Es a dir, si ¢ € C 1 z = ec(y), definim:

(a,2) = (a,ec(y)) := ec(ay) = Calec(y)) = Ca(x).
2.2.2 Definicié El Modul de Carlitz és el morfisme de F-algebres

C:A— A{r}
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que assigna a — Cy(T).

Podem pensar C' com un functor de la categoria de A-algebres a
la de A-moduls,

Alg, — Mod,,

que assigna a cada A-algebra B I’A-modul C'(B)que s’obté prenent
B amb l'estructura de A-modul

(a,b) := Cy(b),

on b€ B, a€ A. Aquesta accié functorial és el modul de Carlitz.

2.3 Punts de divisio del modul de Carlitz

2.3.1 Definicié Els punts de divisi6 del modul de Carlitz és el con-
junt de valors:

{ec(a&),a € K} C Cy.

Sia=b/f € K,b,f € A1 f #0, aleshores ec(a&) és un zero de
del polinomi C¢(x), doncs

Crlec(ag)) = ec(fa) = ec(b§) = 0.

En particular, els elements ec(a&) estan en una clausura alge-
braica de K i per tant a Co,. Notem que de fet ec(af) és un element
de f torsi6, doncs:

(f ec(ag)) = Cylec(ak)) = 0.

2.3.2 Teorema. Sigui L C Cy un cos extensio de K. Sigui a € K
i L1 = L(ec(a&)). Aleshores Ly és una extensio abeliana de L.

DEMOSTRACIO: Sia = b/f és irreductible, b, f € A, tenim

ecg’;s) - cb<eo<§>>,
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per tant Ly C L(eg(%)). D’altra banda, com que els coeficients dels
polinomis Cy(7) sén a A, tenim que tots els valors ec(%ﬁ ) pertanyen

a L(cc(%))- Bs a dir,
3

f))

conté tots els punts de f-divisié. A més, la funcié exponencial de
Carlitz ens diu que el A-modul dels punts de f-divisié és isomorf a
A/(f) com A-modul. Aixi, la extensié L;/L és Galois, sigui G el seu
grup de Galois. Com que Cy(7) € A{7}, per a tot g, tenim que I’acci6
de G sobre els punts de f-divisié commuta amb la accié de A. Per
tant, si p = 60(%) io € G, o(p) és un generador del A-modul dels
punts de f-divisié. En conseqiiencia tenim una injeccié G — A/(f)*,
que ens diu que el grup G és abelia. O

L1 = L(ec(

2.3.3 Definicié Sigui g € A, posem

Clgl = {ec<25>,b € A} C o,

que anomenem el modul dels punts de g-divisio.

Clg] és isomorf com A-modul a A/(g). Un generador de C[g| com
A-modul s’anomena un punt de g-divisié primitiu. Notem que C/[g]
depend només de I'ideal que genera g a A. En altres paraules:

Clg] = Cly(],

si ¢ € F}.

2.4 Modul de Carlitz sobre A-cossos

Volem estudiar moduls de Carlitz sobre cossos arbitraris contenint
[F,.

2.4.1 Definicié Un A-cos és un parell (L,¢), on L ésun cos, L D Fy,
i
t:A— L

és un homomorfisme d’anells.
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S’anomena caracteristica de (L,¢) a l'ideal primer

p = ker().
(L,) té caracteristica generica si p = (0).

Tenim que (L,:) és un modul de Carlitz. El morfisme de Fg-
algebres
C:A— L{r}

a — Cq(T).

De fet, apliquem ¢ al polinomi C,(7) € A{7}, per a € A i obtenim
un element de L{7}.

2.4.2 Observaci6. 1. Si M D L cos, hereta 'estructura de A-cos i
de A-modul.

2. Co(X) =1(a), a € A.
3. El polinomi C,(X) és separable si i només si a & p.

4. Si (L,t) té caracteristica generica aleshores L D K.

Sigui (L,t) un A-cos i L una clausura algebraica fixada.

Via C, el cos L és un A-modul:

a.a = (a,a) — Cy(a),
ona€Aiacl.
Diem que « és un punt de a-torsié si i només si Cy(ar) = 0.

El conjunt de punts punts de a-torsié del modul de Carlitz és:
Cla] := {x € O(L)| a.x = 0} = {arrels de Cy(x) a L},

sub-A-modul finit de C(L). En el cas L = Co, hem vist que els punts
de a-torsié venen parametritzats per ’exponencial de Carlitz.

Per a la torsié en A-cossos tenim:

2.4.3 Teorema. Sigui (L, ) un A-cos de caracteristica p € Spec(A).



2.4. Modul de Carlitz sobre A-cossos

1. Sigui a & p aleshores Cla] = A/(a) com a A-modul.
2. Si (f) =p aleshores C[f] = {0} C L.

25
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Capitol 3

Uniformitzacio analitica

rigida de moduls de
Drinfeld

VICTOR ROTGER

3.1 Preliminars

Sigui X una corba projectiva, llisa 1 geometricament connexa sobre
el cos finit F, de ¢ = p* elements. Sigui co € X (F;) un punt tancat
de grau d., sobre F, i sigui [00] € Pic?>= (X)(F,) el divisor format per

I’orbita galoisiana del punt oo.
Considerem K = F (X) el cos de funcions racionals de X i
A= ﬂ @ X,P
P¢Sup|co]
I’anell de funcions de X regulars fora de oo.

Sigui Ko, la completacié de K respecte la valoracié discreta de
associada a 0o i Co, la completacié d’una clausura algebraica fixada
de K.

Partially supported by a grant FPI from Ministerio de Educacién y Ciencia
and by Ministerio de Ciencia y Tecnologia BFM2000-0627
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L’anell A és un domini de Dedekind amb cos de fraccions K i
tenim una bijeccid

Max(A) = (X (Fy) \ Sup[oc] ) \ Gal(F,/F,)

Cada element a € A, a # 0, descompon en l'anell A com (a) =
[Tpemax(a) ©™¢ 1 per tant té un divisor associat

divia) = > npdiv(p) — neoloc,
peMax(A)

on div(p) denota ’orbita galoisiana sencera associada a 'ideal primer
p per la bijeccié anterior.

Respecte la valoracié discreta associada al punt oo, tenim que
ordeo(a) = —neo.

Com deg(div(a)) = 0 i deg(oc0) = doo, €s compleix que
Z ne deg(p) = Nooloo-

Anomenarem deg(a) al valor de qualsevol d’aquestes dues quan-
titats i estenem aquest concepte a tots els elements de K*:

deg(z) := —dy ordoo ().

Observem que si a € A\ {0}, es satisfa que #A/(a) = ge&(®),

Agraiments. Aquestes notes sén la versié escrita i reduida d’unes
xerrades que va fer el Dr. Enric Nart a la Universitat Autonoma de
Barcelona. Qualsevol merit d’aquestes notes se li ha d’atribuir a ell.
Els errors, en qualsevol cas, sén meus.

3.2 Moduls de Drinfeld

Sigui A <L, F un A-cos de caracterfstica o = ker(7).
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3.2.1 Definicié Un modul de Drinfeld sobre I’A-cos A CZ—> F és un
homomorfisme d’anells

¢ A— F{r}

satisfent:

1. ¢a(7) =i(a)7® + ..., per tot a € A

2. Ja € A: ¢u(1) = i(a)T°.

De la mateixa definicié se’n segueix la segiient

3.2.2 Proposicié. Sigui ¢ : A — F{7} un modul de Drinfeld. Ales-
hores,

1. SiX€F,, or(r) =i(N)7°

2. ¢ és un monomorfisme de IFy-algebres

3. ¢a(T) és separable si i només si a & .
3.2.3 Definicié Un morfisme ¢ il 1 entre moduls de Drinfels sobre
un A-cos A <~ F és un polinomi P(r) € F{r} tal que

P¢a = Qo P,

per tot a € A.

Si interpretem F{7} = End(G,, #) com I’anell d’endomorfismes de
lesquema en grups additiu sobre F, 'homomorfisme ¢ : A — F{r}
es pot entendre com una estructura functorial d’A-moduls sobre qual-

sevol F-algebra en la qual, multiplicar per a consisteix a avaluar el
polinomi ¢,(z) obtingut en substituir 7 = x%:

¢: Alg, — Mod,

R~ ¢(R)
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on ¢(R) és 'algebra R amb l'estructura d’A-modul:
a-r=¢qu(r), a€h, reR.
Analogament, un morfisme ¢ LA 1 de moduls de Drinfeld es tra-

dueix en un homomorfisme functorial d’A-moduls que consisteix a
avaluar el polinomi P(z):

$(R) & W(R)

3.2.4 Definicié Sigui F una clausura algebraica fixada de F. Per
a qualsevol a € A definim I'espai vectorial sobre I, dels punts d’a-
divisié del modul de Drinfeld ¢ : A — F{7} com:

dla) :={x € ¢(F :a-x =0)} = {Arrels de ¢,(z) en F}.
Els punts d’a-divisié és un sub-A-modul finit de ¢(F). Per abis

de llenguatge també denotarem per ¢[a] el subesquema en grups finit
sobre F de G, 7 determinat per

¢la] := Spec(Flx]/(da(x))),

de manera que els punts de a-divisié sén els punts F-valorats d’aquest
esquema en grups.

Més generalment, si a és un ideal no nul de A, definim
Pla] :={z € ¢(F) : ¢o(x) = 0,Va € a}.
3.3 Rang i altura

Considerem les aplicacions

Flr}y 22 72U {0}

F{rt ™™ 72U {0}
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on ht(P) i deg(P) sén els graus minim i maxim entre els monomis no

nuls de P(7):

P(r) = ap™ + . ant”,  an,an #0.
Les funcions ht i — deg comparteixen les segiients propietats:

e ht(PQ) = ht(P) + ht(Q)

e ht(P + Q) > min{ht(P),ht(Q)}

e ht(P)=c0& P=0

Per tant, component amb ¢ : A — F{7}, obtenim dues valoraci-
ons discretes de A. Com a tals, han de ser equivalents a ordp per a
algun punt P de la corba X. De seguida observem que

e —deg-¢ és equivalent a ord.,

e ht - ¢ és trivial si p = (0) i equivalent a ord, si p # (0).

En efecte, — deg-¢ pren un valor < 0 en tots els elements a € A;

per tant no pot ser equivalent a cap altra que ord,. D’altra banda,
ht - ¢ s’anul-la exactament sobre A \ p.

Per tant existeixen d, h € QT tals que, per tot a € A:

—deg(¢a(7)) = d - doo ordog(a) = —d deg(a),

ht(¢a(7)) = hdeg(p) ordg(a),

on els termes do, = deg(o0) i deg(p) s’han introduit per normalitzar.

3.3.1 Teorema. (Drinfeld) 1. d és un enter positiu anomenat
rang de ¢. Per a qualsevol ideal a d’A coprimer amb p es té
que

ola] =~ (A/a)?,

com a A-moduls.
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2. 8ip # 0, h és un enter positiu anomenat altura de ¢. Per a
a= " es té que
ola] = (A/a)"",
com a A-moduls.

3.3.2 Corollari. Entre dos moduls de Drinfeld de diferent rang,
["inic morfisme és el 0.

3.3.3 Exemple. Sigui A =F,[T]i ¢ = C el modul de Carlitz. Com
Cr(1) =TT + 7, el rang de C és 1 sobre qualsevol A-cos.

Si A <y F és un A-cos de caracteristica p # 0, aleshores l'altura
de Cés11iC[p"] ={0}.

3.4 Modul de Drinfeld associat a una xarxa

Fixem un subcos complet de Cy,, Koo € M C C i el considerem
com a A-cos amb l'estructura natural donada per la inclusié A C M,
de manera que la caracteristica és p = (0).

Com en el cas de les corbes el-liptiques sobre C, els moduls de
Drinfeld sobre M estan classificats per xarxes. Definirem el concepte
de M-xarxa i establirem un functor

Xarxes,; —— Driny,

L = L,
que sera una equivaléncia de categories.

3.4.1 Definicié Una M-xarxa és un sub-A-modul L C C,, que sa-
tisfa

1. L és finitament generat com a A-modul

2. L és discret per la topologia de C

3. L esta inclos en la clausura separable MSP de M i és estable
per Gal(M5¢P /M),
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Tota M-xarxa dona lloc a una funcié exponencial:

er,: Co — Cso

v = en(®@) =z [loepno(1—2)

determinada per la funcié entera que té com a zeros simples els punts
de la xarxa L i satisfa €/ (0) =1 (cf. [Go], 2.14).

3.4.2 Proposicié. La funcio e, és una funcic entera i F,-lineal.
La seva expansio de Taylor al voltant del O té coeficients a M. En
particular, er,(M) C M.

Com en el cas de la funcié exponencial de Carlitz, tenim ara un
isomorfisme [Fy-lineal:

er
Coo — Cx

que permet obtenir una estructura d’A-modul sobre Co, copiant ’es-
tructura de Coo /L via er,. El segiient resultat de Drinfeld ens mostra
que aquesta estructura prové d’un modul de Drinfeld.

3.4.3 Teorema. Per tot a € A\ {0},

er(ar) =a-er(@) - ] (-8

0#a€a—1L/L eL(a)
per tot © € Copo.
Observem que a posteriori, de la igualtat er,(ax) = ¢q(er(x)) i de

la proposici6 anterior, es dedueix que ¢, (z) té coeficients a M, és a
dir:

¢ € M{T}.

3.4.4 Proposicié. A LN MA{r} és un modul de Drinfeld de rang
d =rang, (L).

Sigui Xarxes,, la categoria que té per a objectes les M-xarxes i
per morfismes:

Mor(Ly, La) = {0} si L1 i Lo tenen rang diferent,
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Mor (L1, Le) = {¢ € C : cLy C Lo} si Ly i Lo tenen el mateix rang.
3.4.5 Proposicio. La construccio anterior determina un functor

Xarxesy; — Drings

L — oL,

que conserva el rang.

L’objectiu de la resta d’aquest capitol és construir el functor in-
vers del functor anterior, per tal de demostrar que es tracta d’una
equivalencia de categories.

3.5 K-moduls formals i el teorema d’unifor-
mitzacio analitica

3.5.1 Definicié Un K-modul formal sobre M és un homomorfisme
danells K -2 M{{r}} tal que 9, (7) = at® +..., per a tot a € K.

3.5.2 Lema. Sigui o un element transcendent sobre F i sigui f(1) =
at® + a7 +--- € M{{7}}. Aleshores existeis una tnica

(1) = P rer+...€ M{{r}}

tal que

f=Xplar)A;!

3.5.3 Corolllari. Amb les mateixes hipotesis, el centralitzador de f
a M{{T}} és )\f(MTO))\;l.

3.5.4 Proposicié. Per a tot K-modul formal K v, M{{r}} exis-
teix una inica série ey, € M{{7}} ambterme idependent 1 que satisfa:

g = ew(aTO)elzl

per tot a € K.
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Observem que si ¢ : A—M{7} és un modul de Drinfeld sobre M,
aleshores 1, (7) = at¥ + ... és invertible a M{{7}} si a # 0 i la seva
inversa comenca %TO + ...

Per tant, 1 indueix de manera natural un K-modul formal. Fent
servir la unicitat, es pot comprovar que si ¥ és el modul de Drinfeld
associat a una xarxa L, aleshores la serie ey, coincideix amb I'expo-
nencial ey, construida anteriorment.

La serie ey, és la clau per a veure que tot modul formal prové d'una
xarxa. Ho recollim en el segiient teorema de Drinfeld, la demostracié
del qual pot trobar-se a [Go].

3.5.5 Teorema. Sigui A 2, M{7} un modul de Drinfeld sobre M
de rang d i sigui ey, la série associada al K-modul formal determinat
per 1. Aleshores

1. ey defineiz una funcié entera Coo—Cyo

2. Ly = ker(ey) €s una M-zarza de rang d.

3. Si¢ il 1 és un morfisme de moduls de Drinfeld, existeiz c € M
tal que cLy C Ly, i@ el diagrama segiient commuta:

Coo — Coo/Ly
ey | ey
Coo — Coo

4. El functor 1 — Ly és invers del functor L — L.
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Capitol 4

Isogenias, Reduccion y
Mobdulos de Tate

Luis V. DIEULEFAIT

4.1 Morfismos de Mddulos de Drinfeld: Iso-
genias

Sea F un A-cuerpo via el morfismo (que fijamos):
LA —F

y F su clausura algebraica. Sean ¢, 1) médulos de Drinfeld de rango
d> 0.

Un morfismo de ¢ a 1 sobre F es un elemento P(7) € F{r} que
verifica:

Pooa = P

para todo a € A. Tales morfismos forman un A-médulo libre de
torsién llamado Homz (¢, 1)) donde la accién de un elemento b € A
viene dada por:

(b’P) = Poy = Pp P

en homenaje a Luis Santalé (1911-2001), gedmetra excelso

41
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y se tiene: (ng)b)gf)a = P¢odp = Yotp P = Q,Z)a(P(ﬁb).
Como caso particular, si ¢ = 1) lo denotamos Endz(¢). Notese que
es un subanillo de F{7} (bajo la composicién).

4.1.1 Proposicién P € Homz(¢,1) es un isomorfismo si y sélo si
el grado de P es 0.

Demostracién: P es isomorfismo si y sélo si existe Q € F{r} con
P-Q = 7Y pues 70 es la identidad (recordar que la operacién es
composicién).

4.1.2 Proposicién Sea o € F un punto de a-divisién de ¢. Enton-
ces P(«a) es un punto de a-divisién de 1.

Demostracion: Inmediato de la definicion de morfismo.

4.1.3 Proposicién La inclusion natural:

Homgser (¢, 1) — Homg (¢, 1)

es una igualdad, para todo cuerpo G algebraicamente cerrado que
contenga a la clausura separable de F.

Demostracion: Tenemos que verificar que los coeficientes de cualquier
P € Homg(¢, 1) son algebraicos y separables sobre F.

Dado un tal P tomemos a € A coprimo (:= relativamente primo) con
la caracteristica de F y de grado elevado:

deg ¢a(7—) = deg @Z)a(T) > deg P(T)

Como ¢q(T) vy ¥a(7) son separables y P manda ¢[a] en [a], el resul-
tado se sigue del teorema de interpolacién de Lagrange.

4.1.4 Proposicién Si la caracteristica de F es cero, entonces End ()
es conmutativo.
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Demostracion: Se sigue de la uniformizacion analitica, pues tenemos
las inclusiones:

Endz(¢) € Endreer(¢) = Ende,, (¢) = Enda(Lg)
donde Ly es el reticulo conmutativo que corresponde a ¢.

4.1.5 Teorema EIl A-mdédulo M := Endz(¢)es proyectivo y de rango
menor o igual a d?.

Idea de la demostracién: Recordemos que M es un A-mddulo pero
con una accién de A altamente no trivial, pues actiia via ¢. Por estar
contenido en F{7} sabemos que M es libre de torsién. Considerando
a M como submoddulo discreto de M ®, Ko, puede verse que este es-
pacio tiene dimensién finita sobre K., y por lo tanto concluir que M
es finitamente generado. Luego, aplicando el teorema de estructura
de médulos finitamente generados sobre un dominio de Dedekind (A
en nuestro caso) tenemos (pues es libre de torsién):

M=2APAD...dADT

donde I es un ideal de A (todo ideal de A es proyetivo como A-
médulo).

Para acotar el rango, probemos que para a ¢ p (p := caracteristica
de F) la aplicacién natural:

M /aM — Endy(¢[a])

es inyectiva. Supongamos que P € M se anula sobre ¢[a]. Como ¢,
es separable: P = Q- ¢,, con Q € F{r}. Ejercicio elemental: ver que
debe ser Q € Endg(¢). Luego: P = Q - ¢g = ¢ - Q, y por lo tanto
P € aM. Esto prueba la inyectividad.

Llamemos r al rango de M. Por un lado tenemos:

M/aM = (AJaA)"

Y por el otro:
Endy (¢la]) = Mg(A/(a))

(dlgebra de matrices). De la inyectividad anterior se desprende que

r < d?
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4.1.6 Definicién Llamaremos isogenias a los morfismos (sobre F,
entre ¢ y 1) no nulos.

P es isogenia separable cuando P(T) es separable.

P es isogenia puramente inseparable cuando P(7) = 7/ para algiin
j > 0.

4.1.7 Proposicién Sea P isogenia inseparable de ¢ en ¢ sobre F.
Entonces F debe tener caracteristica finita p. Ademas si deg p = d,
el exponente j (en la definicién anterior) debe ser miiltiplo de d.

4.1.1 Subesquemas en grupo finitos y nicleos de isoge-
nias

Los subesquemas en grupo finitos de Gqp (Fg-lineales) son de la
forma:

Hp = Spec(F[X]/P(X)),

PeF{r}, P #£0.

Definimos la altura de Hp como la de P: alto(Hp) := alto(P).
Observamos que: alto(Hp) = 0 < P(7) es separable & Hp es étale
(o sea, la componente conexa de la identidad es trivial).

Dados P(7),Q(7) € F{7} son equivalentes (cf. Lema 1.3.5):

e P(X)|Q(X)
e P(7) divide por derecha a Q(7)

FIX]/Q(X) — F[X]/P(X)

Hp C HQ c Ga,F

o Hp(F) C Hy(F) y alto(Hp) < alto(Hg)

Si P es una isogenia de ¢ en @ definimos como ntcleo de P al
correspondiente esquema en grupo Hp: ker(P) := Hp.
Observamos que una isogenia P es separable si y sélo si su ntcleo
Hp es étale y una isogenia P es puramente inseparable si y sélo si su
ntcleo es conexo.
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4.1.8 Proposiciéon Sea ¢ un médulo de Drinfeld sobre F, P(1) €
F{r} y H := Hp el esquema en grupo finito correspondiente. En-
tonces para que exista un moédulo de Drinfeld i sobre F tal que P
sea una isogenia de ¢ en 1) (y por lo tanto H sea el niicleo de dicha
isogenia) son necesarias y suficientes las siguientes 2 condiciones:

(1) H(F) C ¢(F) es sub-A-médulo

(2) H es étale 6 la caracteristica de F no es genérica y su grado divide
a alto(H).

Cuando H cumpla las propiedades de la proposicion anterior de-
notaremos ¢ := ¢/H. Este médulo de Drinfeld estd univocamente
determinado salvo isomorfismo.

4.1.9 Lema Sean Hy C Hy C G,y subesquemas en grupo tales que
ambos son niicleos de isogenias desde ¢ (llamemos Py y P» a éstas).
Entonces existe una isogenia P de ¢/H; en ¢/Hy tal que

P-P=P

4.1.10 Corolario Para toda isogenia P de ¢ en ¢ existe a € A y
una isogenia P de iy en ¢ tal que:

N

PP =g,

Demostracién: Sea H = ker(P). H(F) es un sub-A-médulo finito
contenido en @[a](F) para algin a € A. Por otra parte ¢/H = 1.
Sea H;p la imagen de ¢[a] bajo la aplicacién ¢ — 1. Tenemos una
isogenia ¢ — 11 := ¢ /H;. Ademsds la aplicaciéon ¢ — ¥ — 1; da un
isomorfismo entre ¢/¢[a] y 11. Luego, hemos construido la isogenia
buscada.

4.1.11 Corolario Con la notacién anterior, P - P = Y, y las iso-
genias determinan una relacion de equivalencia en el conjunto de los
médulos de Drinfeld sobre F.

4.1.12 Corolario Endp(¢) @ 4 K es un dlgebra de division de di-
mension finita sobre K.
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Ma3s consecuencias: Mencionemos algunos resultados més que se
desprenden de los anteriores:

e Homp(¢, ) es un A-médulo proyectivo de rango menor o igual
a d?

e Si existe una isogenia de ¢ a v, entonces Endr(¢) y Endr(v))
tienen igual rango

4.2 Reduccion de mddulos de Drinfeld - Moé6-
dulo de Tate

Sea F un A cuerpo via ¢ : A — F. Sea v una valoracién discreta
en Fy O, CF el anillo de ésta valoraciéon. Asumimos que se ti-
ene: ((A) C O,. Sea M, C O, el ideal maximal y F, := O,/M, el
cuerpo residual. Si ¢ es un mddulo de Drinfeld sobre F de rango d
nos interesa estudiar su comportamiento residual respecto de v. A
continuacién definimos los diferentes comportamientos posibles:

e Decimos que ¢ tiene coeficientes enteros cuando ¢, tiene coefi-
cientes en O, para todo a € A y ademads la reducciéon médulo
M, de todos estos polinomios (o sea, de sus coeficientes) define
un médulo de Drinfeld (de algin rango 0 < d; < d) sobre F,.
Denotaremos en este caso ¢V al médulo de Drinfeld residual.

e Decimos que ¢ tiene reduccién estable en v cuando existe un
médulo de Drinfeld v sobre F isomorfo a ¢ tal que v tiene
coeficientes enteros.

e Decimos que ¢ tiene buena reduccién en v cuando tiene re-
duccién estable y ademéds al reducir médulo M, (el médulo de
Drinfeld con coeficientes enteros isomorfo a ¢) obtenemos un
modulo de Drinfeld sobre F), de igual rango que ¢.

e Decimos que ¢ tiene reduccién potencialmente estable (o poten-
cialmente buena) en v si existe una extension (G, w) de (F,v) tal
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que ¢ (visto como médulo de Drinfeld sobre G) tiene reduccién
estable (respectivamente, buena) en w.

Para caracterizar la reduccién estable de un moédulo de Drinfeld
en una valoracion discreta, serd 1til considerar el siguiente invariante

. . . .. o t i .
asociado a todo polinomio aditivo f(7) = > ;" € F{7}:

v(f(7)) = I};ig{v(cy')/(qj -1}

4.2.1 Lema Sea u € F*. El médulo de Drinfeld u¢u™! tiene coefici-
entes enteros respecto a v si y solo si

v(u) = min {v(da)}

a€A—F,

Demostracién: Sea a € A —IF, y sea el correspondiente polinomio

aditivo:
t

o=y ¢i(a)T, do(a) = (a), ¢i(a)#0

J=0

Entonces se tiene:
t .
—1 1—qgJ i
upgu T = Zu T pj(a)r?
=0

Para que u¢u~! tenga coeficientes enteros es preciso que
1—¢7 ;. O
u T oi(a) € O,

para todo indice j y todo a € A y ademds (para que la reduccién sea
un médulo de Drinfeld de rango positivo) que exista un indice jo > 0
y un elemento ag € A tal que:

u' =" g5, (ao) € O}
(de donde, a fortriori, ag ¢ Fy). Esto prueba la igualdad deseada.

4.2.2 Proposicién Sea ¢ un mdédulo de Drinfeld sobre F. Existe un
nimero natural e, (¢) coprimo con p tal que para cualquier extension
(G,w) de (F,v) son equivalentes:

1) ¢ tiene reduccion estable en w.

2) El indice de ramificacién de w sobre v es miiltiplo de e,(¢).
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Demostracion: Necesitamos extensiones w de v tales que exista u €
G* con w(u) = mingep-r,{w(pa)}. Por lo tanto, necesitamos que
este minimo sea un entero.
Como A es finitamente generado sobre F, sabemos que
min {v =m

min, {v(60))
existe en Q*. Ademads, como los polinomios ¢, tienen coeficientes
en F y para todo x € F se tiene: w(r) = e,,v(z), basta elegir el
indice de ramificacién multiplo del denominador de m para obtener
la condicién deseada para w.

4.2.3 Corolario Todo mdédulo de Drinfeld tiene reduccién potenci-
almente estable.

Observacion: Y por lo tanto, todo médulo de Drinfeld de rango 1 tiene
reduccién potencialmente buena (pues ambos conceptos son idénticos
en este caso).

A continuacién explicaremos el teorema principal de este capitulo, el
cual relaciona el tipo de reduccién de un médulo de Drinfeld en una
valoracién v con el comportamiento local en v de la accién del grupo
de Galois de F sobre los puntos de division del médulo de Drinfeld.
Antes introduzcamos algo méas de notacién galoisiana: Fijemos F*¢P
una clausura separable de F y ¥ una extension de v a F*P. Sea
G = Gal(F**P/F) y I el subgrupo de inercia de G en v (por abuso
de notacién y visto que no se presta a confusién alguna, en lo que sigue
lo denotaremos simplemente I,,). Dado un G-médulo M diremos que
M es no ramificado en v cuando I, actia trivialmente en M.

El siguiente resultado de Takahashi es el claro andlogo del teorema
de Ogg-Néron-Shafarevich versién drinfeldiana:

4.2.4 Teorema Sea p € Spec(A), p # caract(Fy). Sea ¢ médulo de
Drinfeld sobre F. Entonces ¢ tiene buena reduccion en v si y sélo si
el G-mdédulo

#lp™] = | ¢le™

m>1

es no ramificado en v.

Demostracion: Es claro que en un caso de buena reduccién la accién
de I, en ¢[p™>] es trivial. Probemos la reciproca:
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Nuestra hipdtesis es que ¢[p>°], como G-mddulo, no ramifica en v.
Cémo el ntimero h de clases de A es finito, tenemos que p" = (b) es
principal (b € A).

Lo primero que haremos es probar que ¢ tiene reducciéon estable en v:
Obsérvese que si a € ¢[b] entonces v(«) € Z, precisamente por estar
en un G-médulo que no ramifica en v. Ademas, utilizando poligonos
de Newton puede verse que:

ma; v = — *
e (0(0)} = —o() ()
(aqui se usa el hecho de que b es coprimo con la caracteristica residual
de v, de donde v(by) = 0).
Luego, como ¢[p>°] es no ramificado, concluimos de (*) que

v(dp) € Z

Sea (G, w) extension finita de (F,v) donde ¢ tiene reduccién esta-
ble. De acuerdo con la proposicion 4.2.2 una tal extension existe y la
podemos elegir con indice de ramificacion minimal e, = ey(9). Sea
u € G* tal que ugu~! tiene coeficientes enteros respecto de w. A con-
tinuacién, explicaremos por que en nuestro caso debe ser e,(¢) = 1:
Sea F, cuerpo residual de (G, w) respecto de w. Sabemos que ugu "
es un modulo de Drinfeld sobre F,, de rango positivo. Luego, si
a € A —TF,, la reduccién de up,u"! debe tener grado positivo en 7.
Razonando como en la demostracién del lema 4.2.1 concluimos que
w(u) = w(¢g). Por lo tanto, v(¢,) es independiente de a por lo que
para todo a € A — F:

v(¢a) = v(gp) € Z

Esto implica que no hay denominadores que eliminar (ver la demos-
tracién de la proposicién 4.2.2), es decir que e,(¢) = 1, o lo que es lo
mismo, que ¢ tiene reduccién estable en v.

Luego, podemos asumir que ¢ tiene coeficientes enteros en v. Falta
demostrar que la reducciéon es buena. Para esto, basta ver que el
coeficiente principal de ¢, es una unidad en v. Supongamos que no
fuera asi. Por hipétesis b es una v-unidad. Luego, existe a1 € ¢[b]
con v(ayg) < 0.

Utilizando esta desigualdad y la condicién sobre el coeficiente princi-
pal de ¢ (que conlleva la igualdad v(¢p) = 0) puede verse facilmente
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razonando por el absurdo que necesariamente debe existir una raiz
a9 de la ecuacién

<Z5b($) =

que verifique:
@(041) < @(ag) <0

Tenemos entonces: ¢p(a2) = a1, v(az) < 0. Aplicando en forma
recursiva el mismo argumento vemos que podemos construir una su-
cesién infinita {a,} C F*?P tal que para todo n > 1:

¢b(an+1) = Olp, 'D(an) < 1_](0471—}-1) <0

Como a, € ¢[b"] y este G-médulo es no ramificado en v, sabemos
que ¥(ay) € Z para todo n > 1. Esto nos lleva a una contradiccién
(por descenso infinito a la Fermat) de donde concluimos que ¢ tiene
buena reduccién en v.

4.2.5 Definicién Sea o un ideal primo de A, K, A, las completa-
ciones de K y A respecto de . Llamaremos mdédulo de Tate p-adico
de ¢ al G-médulo continuo:

Tp(¢) = HomA(Kp/Ap: Plp™])

El médulo de Tate T,(¢) es isomorfo al limite proyectivo de los ¢[p"].
De aqui hereda la accion continua de G.

Observacion: El facil ver que es valido el resultado andlogo al teo-
rema 4.2.4 en términos del médulo de Tate.

Sea [F,, la completacion de F respecto de v y F" su maxima extension
noramificada. El siguiente corolario se desprende facilmente del teo-
rema 4.2.4:

4.2.6 Corolario ¢ tiene reduccion potencialmente buena en v si y
solo si la imagen de I, en Auty, (T, (¢)) es finita. Cuando esto es asi,
la extension F7" (¢[p>°]) /F2" es independiente de g y ciclica de grado

eu(9).

Dado un morfismo f de ¢ en 9 llamemos f, al A,-morfismo que
induce en forma natural de T,,(¢) en T, (v).
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4.2.7 Proposicién Sean ¢, ¥ médulos de Drinfeld de rango d posi-
tivo sobre un A-cuerpo F. La aplicacion natural:

Homp (¢, 1) (X) Ay, — Homy, (Ty,(¢), Ty (1))

es inyectiva y tiene conucleo libre de torsion.

Observacién: Ty, (¢) v Ty(¢)) son libres de rango d sobre Ag,. La
demostracién de la inyectividad es analoga a la prueba del teorema
4.1.5.
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Verlag 1996
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Capitol 5

Moduls de Drinfeld sobre
cossos finits

ENRIC NART

Mantenim les notacions F,, X, K, 00, dso, A, del capitol 3.

En aquest capitol estudiarem les classes, a menys d’isogenia, de
moduls de Drinfeld ¢ sobre un cos finit F O [y, respecte d'una es-
tructura fixada de F com a A-cos.

A la secci6 3 introduirem un analeg del polinomi caracteristic de
Frobenius que determina la classe d’isogenia. A la seccié 4 veurem
un analeg de la correspondencia de Honda-Tate que parametritza les
classes d’isogenia per nombres de Weil.

A les seccions 1,2 determinem l'estructura de les algebres de di-
visié F(7) i End%(¢). En el primer calcul no intervé l'estructura de
A-cos de F.

93
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5.1 Estructura de F(7) com a algebra de di-
visio

Fixem una extensié finita F, C [F del cos base F; i denotem s =

[F: F,l.

Considerem ’anell de polinomis de Frobenius F{7}, respecte de
q, isomorf a l’anell de polinomis Fg-lineals via 7 = 29. Com que
F és perfecte, a F{7} tenim algorismes de divisié per la dreta i per
I'esquerra i F{7} és DIP per lesquerra i per la dreta.

En aquesta secci6 volem estudiar I'estructura de la Fg-algebra de
divisi6 F(7), de les seves fraccions per I'esquerra (vegeu el capitol 1).

Considerem el polinomi de Frobenius (i mai millor dit):
F(r) =1° € Fy[r] CF{r}.

Clarament, Fy[F] és el centre de F{7}. Per la propietat universal de
I’anell de fraccions per I'esquerra, tenim una cadena d’inclusions:

F[F] < F{r} F(F) < F(r)
U U ~ U U
Fo[F] C Fylr] Fo(F) C Fy(r)

Com que F(F) = Zp)(Fr°) i Fo(1) = Zpr)(7), la seva inter-
seccié, Fy (F) = F(F) NFy(1), és el centre de F(r).

5.1.1 Lema 1. Tot element de F(T) es pot escriure de la forma
b~la, amb a € F{r} i b € F[F]. En altres paraules, sempre podem
suposar que el denominador d’una fraccio per l'esquerra pertany al
centre de F{t}.

DEMOSTRACIO: F{7} és un F,[F]-modul per I'esquerra, lliure de rang

52, amb base:

{AiTj}0§i7j<S, essent A, ..., As—1 una Fg-base de F. (5.1)

Per tant, tot element de F{7} és enter sobre F,[F]. En particular,
per a tot b € F{r} podem trobar un altre element v € F{r} tal,
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que ub € Fy[F], i la fraccié b~'a = (ub)~!(ua) té una expressié amb
denominador a F,[F]. O

En particular, dimg, gy F(7) = 5%, i (5.1) és també una base de
F(7) com a F,(F')-espai vectorial.

Recordem que un F,[F]-ordre de F(7) és un subanell:
Fy[F] € O CF(r),

finitament generat com a Fy[F|-modul per 'esquerra i de rang maxim,
és a dir, O conté una Fy(F)-base de F(7).

Pel Lema 1, doncs, F{7} és un F,[F]-ordre de F(7). Encara més:

5.1.2 Lema 2. R :=F{r} és un Fy[F|-ordre mazimal de F(7). A
més a més, tot Fy[F]-ordre maximal de F(7) és un conjugat de R.

DEMOSTRACIO: Suposem R C O, amb O un Fy[FJ-ordre de F(7).
Tot element de O és de la forma b~'a, amb a,b € R. Com que O
és f.g. com a R-modul, existeix u € R tal que uO C R. Per tant,
uQ és un ideal per la dreta de R i, com que R és DIP, sera principal:
u® = vR, per a algun v € R. En altres paraules, O = xR, amb
r =u"tv € F(r). Ara bé, com que O és subanell, tenim 2> € zR;
donze Ri O CR.

En tenir R nombre de classes 1, tots els ordres maximals de F(7)
sén conjugats (vegeu [Reiner, Th.21.6]). O

Les extensions de cossos commutatius,
Fo(F) CF(F),  Fy(F) S Fy(7),

tenen una estructura clara. La primera, Fo(F') C F(F), és una ex-
tensio de les constants, ciclica de grau s, generada per I’automorfisme
o que deixa F' invariant i aplica 'automorfisme de Frobenius (z — x7)
als coeficients. La segona, F,(F) C Fy(7), és 'extensié determinada
pel polinomi X* — F'| clarament irreductible. De fet, ja es veu que
podem identificar F(7) amb l'algebra ciclica:

F(r) = (F(F)/Fo(F),0,F) =F(F)r’ @ - @ F(F)r* ",
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amb 'estructura natural d’anell determinada per les relacions:

7 =F, T = a1, Yo € F(F).

Com a algebra central simple sobre el cos global F,(F'), I'algebra
de divisi6 F(7) esta determinada pels invariants locals. Tractant-se
d’una extensié no-ramificada (extensié de les constants), és comprova
facilment (vegeu [Goss, 4.11.29(3)]):

1/s, siA=0,

invp A (F(r)) = 3 —1/s, siA= oo,

0, en tota altra plaga.

5.2 Estructura de 1’algebra de divisié Endj(¢)

Considerem un modul de Drinfeld ¢ sobre F, de rang d > 0, respecte
d’alguna estructura de A-cos sobre F, :: A — F. Denotem per
p € Spec(A) T'ideal ker(¢) = char(F), i per v, la placa corresponent
de K.

Disposem, doncs, d’'un monomorfisme d’anells, ¢: A — F{7},
satisfent:

¢a(T) = L(a)TO + -, deg(pg(7)) = —ddsordeo(a), Va € A.

Via ¢, identifiquem A amb una subalgebra de R := F{r}. Au-
tomaticament, K s’identifica amb un subcos de F(7). Per la definici6
de morfisme de moduls de Drinfeld tenim:

Endp(¢) = Zr(A).
En particular, Endg(¢) D Fy[F], que és el centre de R.

Hem comentat al capitol anterior que End%(¢) := Endp(¢) @4 K
és una algebra de divisié de dimensié finita sobre K. Per procedir a
la seva classificacid, la identifiquem a una subalgebra de F(7):
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5.2.1 Observacio. L’homomorfisme natural d’anells,
Endp(¢) — F(7),
determina un isomorfisme entre End%(¢) i la subdlgebra
D := Zp7)(K)

de F(T).

En efecte, la imatge d’aquest monomorfisme és la subalgebra
de F(7) generada per Zpr(A) i K. Clarament D conté aquestes
subalgebres. Reciprocament, si d € D, I'expressem com d = b~ 'a,
amb b € Fy[F], a € R (Lema 1); considerem la relacié:

(b"'a)pe = da(b'a), Va € A.

En commutar b amb tothom, el podem cancellar i deduim que a €
Zr(A).

El segiient diagrama resumeix la situacio:

R — F(7)
U U
Endr(¢) = Zr(A) — D  =Endy(¢)
U U
A — K

5.2.2 Notacié. Denotem E := K(F). Recordem que, de fet, E és
el subcos de F(7) generat per ¢(A) i per F. La notacié més pre-
cisa per a F seria, doncs, Fy, i aquesta és la notacié que emprarem
més endavant quan considerem aquest cos per a diferents moduls de
Drinfeld.

A continuacié analitzem ’estructura de D en una serie de propo-
sicions.

5.2.3 Proposicié 1. El centre de D és E = K(F).
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DEMOSTRACIO: Com que K C K(F), tenim D = Zp(K) 2
Zw(r)(K(F)); com que F' pertany al centre, D C Zp(,)(K(F)). Per
tant, D = ZIE‘(T) (K(F)).

Pel teorema del doble centralitzador, K(F) = Zg()(D) i el centre
de D és D N Zy(-y(D) = K(F).0O

5.2.4 Proposicié 2. Hi ha una unica placa de E, vg, damunt la
plaga (F = 0) de Fy(F'); aquesta plaga vg divideiz la plaga v, de K.

Hi ha una inica plaga de E, cop, damunt la plaga (F = oo) de
Fq(F); aquesta plaga oo és linica plagca de E que divideiz la plaga
0 de K.

F(T)
U
K < E=K(F) v — g o —  oop
U | \
Fq(F) (£ =0) (£ = o0)

DEMOSTRACIO: Denotem per w indistintament la placa (F = 0)
o (F = o0) de Fy(F) i denotem per i, = ind(F(7),) I'index de
Schur de ’algebra local F(7),,. Com hem vist al final de la darrera
seccid, F(7),, és una algebra de divisié; per tant, el seu index de Schur
coincideix amb el grau: i,, = s.

Considerem un subcos maximal E’ de F(7). Com que E’ descom-
pon F(7), tenim, per [Goss, 4.11.33]:

[E':Fy(F) =s=rty | [By:Fy(F)w], YW|w.

Per tant, només hi pot haver una placa de E' damunt w. Com que
E és subcos d’algun d’aquests E’, té la mateixa propietat.

Denotem per vg, cog, aquestes places. Vénen caracteritzades per:
UE(F) > 0, OOE(F) <0,

respectivament. Pel mateix motiu d’abans, del fet que Endp(¢) ®4
Ko és també un anell de divisié (vegeu el capitol anterior), deduim
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que hi ha una unica placa de E dividint la placa co de K. Aquesta
placa satisfa W(¢,) < 0, Ya € A no constant (i.e. no invertible).
D’altra banda, F' és enter sobre A, en ser Endp(¢) finitament generat
com a A-modul; per tant, tenim també W (F') < 0 i aquesta placa és
W = oopg.

Finalment, per a qualsevol a € p = char(F), tenim ht(¢,) > 0 i,
per tant,
(¢a)® = bF, per a algun b € F{7}. (5.2)

A més a més,
$a, F € Endp(¢) NE = b e Endp(¢) N E.

D’altra banda, com que vg(F) > 0, tenim vg(b) > 0, ja que b és enter
sobre Fy[F|, en ser F{7} finitament generat com a Fy[F|-modul. Aix0
ja ens permet deduir de (5.2) que vg(¢q) > 0. Com que aix0 és cert
per a tot a € p, forcosament vg divideix vy.0

5.2.5 Proposicié 3. Sigui r el nombre natural determinat per:
s = r[E: Fy (F)]. Aleshores, dimg(D) = r2, i, com a E-dlgebra
central © simple, D esta determinada per:

1/r, siw=vg,
invy(D) =4 —1/r, siw=oog,
0, en tota altra placa.

DEMOSTRACIO: Considerem un subcos maximal E’ de F(7), que con-
tingui E. Sir = [E': E], tenim:

s = [E": Fy(F)] = r[E: Fo(F)],
com pretenia ’enunciat.

Pel teorema del centralitzador (vegeu [Goss, 4.11.14]),

d’on traiem:

2
dimg(D) = diqu(p)(D)/diqu(F)(E) = ([EI;q(F)]) — 2
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D’altra banda, per [Pierce, 13.3], D ~ F(7), com a elements
de Br(E), on F(7)¥ denota I'algebra F(7) ®p,(r) E, obtinguda per
extensio d’escalars a F.

Finalment, els invariants locals de F(7)¥ com a E-algebra es-
tan determinats pels de F(7) com a F,(F)-algebra (vegeu [Goss,
4.11.29.5]). Més precisament, per a qualsevol plaga W de E, amb
restriccié w a Fy(F), es té:

inviy (F(1)F @p Bw) = [Ew: Fy(F)w] inve (F(7)w).

Per tant, aquest invariant val 0 per a qualsevol W # vg, cop (ja que
w # 0,00), ival (s/r)invy (F(7)y), per a W =vg 6 W = oo, ja que
[Ew:Fy(F)y| = [E: Fy(F)] = s/r, en aquest cas.O

5.2.6 Proposicié 4. Denotem per | |« extensio a E del valor
absolut normalitzat de K :

’x‘oo — qdeg(x) _ q—doo ordoo(ac)7 Ve e K.
Aleshores,

d=r[E: K], |F|oo = ¢*/ = (§F)V/4.

DEMOSTRACIO: Per la Proposicié 2, cog és I'tinica valoracié discreta
normalitzada de E que estén simultaniament les valoracions discretes
normalitzades, ords, de K i (F' = 00), de Fy(F"). Posem:

[E: K]=ef, [E:Fy(F)]=¢€f,

amb e, e’ indexs de ramificacié respectius i f, f' graus residuals res-
pectius.

Hem vist al capitol 3 que —deg, o¢ és una valoracié discreta de
K, equivalent a ordyg:

deg (6o (7)) = —d do, orduc(a) = —% con(de(r)), Va € A.

En particular, —deg,_ és una valoracié discreta de E equivalent a
g, i la relacié anterior mostra que la constant que les relaciona és
(dds)/e. Tenim, doncs,

(& ()
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PeI‘ tant,
4.1
’F| q dooeooE(F) qs/d'

D’altra banda, tenim les relacions evidents:

, 1 es

— ) = — — / —
la darrera, pel diagrama commutatiu de cossos residuals:
K(oo) L Fp.00
doo ™\ s
F
En resum,
[E:IFq(F)]ie’f’if . s _d
[E: K] ef d [E:F,(F)] [E: K|

5.3 Classes d’isogenia de moduls de Drinfeld
sobre cossos finits

Hem vist al capitol 4 que, per a qualsevol w € Spec(A), w # p, el
modul de Tate,

n

és un A,-modul lliure de rang d, on hi opera G := Gal(F/F). L’as-
signacid, ¢ — Ty, () és functorial i 'homomorfisme:

homp (¢, 1) @4 Ay — homy, (Tow(¢), Tw(¥)),

és injectiu, amb conucli lliure de torsié. Aquest és un fet completa-
ment general, valid per a qualsevol A-cos.

Quan treballem sobre un cos finit, podem considerar:

P,4(t) := pol. carac. de T,,(F') com a endo A,-lineal de T, (¢),

mg(t) := polinomi monic irreductible de F' sobre K.
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El polinomi mg;) té coeficients en A, en ser F' enter sobre A.

5.3.1 Lema 3. Py(t) = mg(t)".

En particular, Py(t) té coeficients a A i és independent de w.

DEMOSTRACIO: El polinomi mg(t) és irreductible a K[t|, de grau
[E: K] i anulla T,,(F). La seva factoritzaci6 a K, [t] en producte
d’irreductibles és de la forma:

mg(t) = H mw (t), amb degmw(t) = [Ew: Kyl
Ww

El polinomi caracteristic Py(t) és producte de potencies d’aquests
factors irreductibles:

Py(t) = [ mw(®)™.

Wlw

Si veiem que els exponents ry sén independents de W, ja tindrem
Py(t) = mg(t)", per la Proposicié 4.

Tenim una descomposicié natural:
V() @ E = @W|wVW, amb dimg,, (Vw) = rw.

Doncs bé, es comprova que aquest espais Vi tenen dimensié comuna
com a Fy-espais vectorials, interpretant-los com el modul de Tate, en
les distinites places W, d’'un modul de Drinfeld ¢ sobre F, extensio
natural de ¢ (vegeu [Goss, 4.12.8.3]).0

5.3.2 Proposicié 5. Si ¢, ¥ son dos moduls de Drinfeld sobre T,
de rang d > 0, les condicions seguents son equivalents:

1. ¢ 1Y son isogens.

2. End%(¢) i End (1)) son isomorfs com a K -algebres, per un iso-
morfisme que envia F' a F.

3. m¢(t) = mw(t).
4. Py(t) = Py(1).
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DEMOSTRACIO: Les condicions 3 i 4 sén equivalents pel Lema 3.

1 = 2. Si ¢ i1 s6m isomorfs a la categoria dels moduls de
Drinfeld a menys d’isogénia, les seves algebres d’endomorfismes en
aquesta categoria sén isomorfes.

Més precisament, suposem que P: ¢ — 1) és una isogenia, P és
la isogenia dual, i tenim PP = ¢, per a cert a € A. Podem definir
I’isomorfisme:

End)(¢) — Endd(¢), Qr~ PQP®a',
d’invers, R +— PRP®a™.

Noteu que és isomorfisme de K-algebres i envia F' a F.

2 = 3. Si aquestes algebres sén K-isomorfes, els seus centres
Ey4, Ey, sén també isomorfs com a K-algebres.

AN S
K

Com que l'isomorfisme envia F' a F', a la forga mg(t) = my(t).

3 = 1. Simy(t) = my(t), podem establir un isomorfisme de
K-algebres entre Ey4 i Ey, que envil F' a F'. Aquest isomorfisme de
F,(F)-algebres estén a un isomorfisme, «, entre Endd(¢) i Endf(¢)),
perque tenen els mateixos invariants locals, respectivament com a
Egs-algebra i Ey-algebra centrals simples.
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Pel teorema de Skolem-Noether, existeix u € F(7) tal, que:
alr) =uzut, VrecF(r).

Pel Lema 1, podem expressar u = Q"' P, amb P € F{r}, Q € F,[F].
Com que @ és del centre, tenim:

afr) =Pz Pt VzeF(r),
i ja tenim la isogenia que buscavem:

P:¢—>¢a wa:a(ﬁéa):P(ﬁaPil-

Ja estem en condicions de provar ’analeg al teorema de Tate.

5.3.3 Teorema. Per a qualsevol w € Spec(A), w # p = char(F), el
modul de Tate Viy(p) := Ty (@) ®@p,, K €s semisimple com a Ky[F]-
modul. A més a més, laplicacié natural:

homp(¢, ) @4 Ay — homy, (Tw(®), Tw(¥)®,  (5.3)

€s un isomorfisme.

DEMOSTRACIO: La semisimplicitat de 'operador F es prova a [Tag],
imitant fil per randa la prova de Tate per a varietats abelianes sobre
cossos finits.

Tractant-se d’un monomorfisme amb conucli lliure de torsid, per
provar que (5.3) és un isomorfisme, és suficient comprovar que els dos
membres tenen el mateix rang com a A,-modul. Equivalentment,
volem comprovar:

dimy hom? (¢, v) = dimg, hom®(¢, ) @ Ko =
< dimp, homg, i) (Vio(9), Vi () = dime,, home, (1 (Vo (6), Vi ().

Per la semisimplicitat de F', pel Lema 3 i pel fet que mg(t) és
producte de polinomis irreductibles diferents, tenim un isomorfisme
de Ky [F]-moduls:

V(9) = S5, Sp := Ku[t]/me(t).
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Si ¢, 1 no sén isogens, tenim homp(¢, 1) = 0. D’altra banda, per
la Proposicié 5 tindrem mg(t) # my(t) i, en ser coprimers a KJt],
aquests polinomis no poden tenir factors comuns a Ky [t] i no hi ha
cap homomorfisme de K, [F]-moduls de Sy a Sy. Per tant, també

homy, [F] (Vi (), Vi () = 0.

Si ¢, ¢ sén isogens, tenim hom®(¢,v) ~ End(¢) com a K-
algebres i, també, Vi, (¢) ~ V,(¢) com a K,[F]-moduls, ja que
Sy = Sy, en ser my(t) = my(t). A més a més,

Endg,, 7 (Vw(9)) =~ M, (Endg,, (7(Ss)),

dimKw Ende [F}(S¢) = dimKw S¢ = deg(m¢(t)).

En efecte, End, | F](S¢) s’identifica amb ’espai de matrius que com-
muten amb una matriu donada (amb polinomi caracteristic producte
de polinomis irreductibles diferents), i aquest espai té per dimensi6
la grandaria de la matriu. En resum,

dimg,, Endg,, (7](Vas(¢)) = r? deg(my(t)) =

=1?[E,: K] = dimg End2(9).

5.4 Correspondencia de Honda-Tate

Considerem un A-cos finit I, de caracteristica p i denotem s = [F: F].

5.4.1 Definicié. Un element F € K diem que és un nombre de
Weil de rang d, respecte de F, si satisfa les condicions segiients:

1. F és enter sobre A.

2. Hi ha una tnica placa vg de E := K (F), que satisfa vg(F) > 0.
Aquesta plaga divideix la caracteristica v, de IF, com a placga de
K.

3. Hi ha una tnica plaga cop de F dividint la plaga co de K.
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4. |Floe = (§F)/9, essent | |0 Uextensié a E del valor absolut
normalitzat de K corresponent a la plaga oc.

5. [E: K] divideix d.

Evidentment, sobre el conjunt de nombres de Weil de rang d hi

opera el grup Autg (K); denotem per Wy el conjunt quocient per a
aquesta accio.

Pel que hem vist a les seccions anteriors, disposem d’una aplicacié
injectiva:

{classes d’isogénia de m.D. sobre F de rang d} — Wy,

que assigna a cada modul de Drinfeld ¢, una arrel de mgy(t).

5.4.2 Teorema. Aquesta aplicacio és bijectiva.

DEMOSTRACIO: Pensem en els subcossos de E:

K & E=K(F) v, — up o —  oop
U \ |
Fq(F) (F=0) (F' = o0)

e vp, resp. oop, és I'inica placa de F dividint les places (F' = 0),
resp. (F' = o00) de Fy(F).

En efecte, dividir (F' = 0) equival a v(F) > 0 i per hipotesi vg és
I'inica plaga amb aquesta propietat. D’altra banda, qualsevol placa
de E sobre (F' = o0o) satisfa v(F) < 0 1 aix0 obliga a v(a) < 0 per a
algun a € A (de fet, haurfem d’escriure v(¢,(7)) < 0), ja que F és
enter sobre A. Per tant, totes les places de E sobre (F = oo) estan
també sobre la placa oo de K i, per hipotesi, cog és I'inica amb
aquesta propietat.

e d/[E: K| =s/[E: Fy(F)]iaquest enter (per(5)) el denotarem r.

En efecte, posem:

[E: K]|=ef, [E:Fy (F)]=¢€f,
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amb e, ¢/ indexs de ramificacié respectius i f, f' graus residuals res-
pectius. Pensant en les extensions residuals tenim [’ = f d; d’altra
banda, per (4) tenim:

¢ = —ocog(F) =se/ddx.
Per tant,

d d s s s

doot' [~ f  [E:F (F)]

[E:K] ef

e Sigui D la E-algebra central simple amb invariants locals nuls a tot
arreu, excepte per a vg, cog, on valen 1/r, —1/r. Doncs bé, qualsevol
subcos maximal L de D és un cos de descomposicié de F(7) (pensant
L com a Fy(7°)-algebra, via I'isomorfisme evident Fy(F') ~ Fq(7°)).

En efecte, per [Goss, 4.11.33],

deg(D) = ind(D) = mem{ind(D,)} = r,

w

de manera que dimgp D = 72. Com raonavem a la seccié 2, el fet

que Dy, és algebra de divisié per a w = vg, cog, implica que vy, g
tenen una tUnica extensié a L. També,

[L: Fy(F)] = [L: E|[E: Fy(F)] = r[E: Fy(F)] = s.

Per provar que la F,(7%)-algebra F(7) ®p,(rs) L descompon, com-
provem que té tots els invariants locals nuls. Per a tota placa (7° = \)
de F,(7%) i qualsevol extensi6é w a L, la commutativitat del diagrama:

invy

Br(F,(r)y) M Q/z
— @, (ro)s Lw | b [Lw: Fg(72)]
Br(Ly) = Q/Z

ens fa veure que per a l'inica placa w damunt de (7° = 0), resp.
(1° = o0), linvariant local s’anulla, ja que invy(F(7)) = £1/s i
[L: Fog(7°)5] = [L: Fo(7°)] = s.
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e Disposem d’una Fy(7°)-immersié, £ L, F(7), que envia F' a 7°. La
restriccié de # a A és un modul de Drinfeld de rang d sobre F, amb
nombre de Weil associat (la classe de) F.

En efecte, per [Goss, 4.11.21], el cos L admet una [y (7*)-immersié
dins F(7). Denotem per 3 la restriccié a F d’aquesta immersio.

Considerem O := Ny£o0, Oy €l subanell de E de les funcions re-
gulars arreu excepte potser a cog. Per [Reiner, Sec.8,Ex.1], podem
submergir 5(0) dins d'un F,(7%)-ordre de F(7) i, pel Lema 2, com-
ponent  amb un automorfisme intern, podem suposar 3(0) C F{r}.

Clarament, §: A — F{7} és un homomorfisme de Fy-algebres no
trivial (ja que 3(F) = 7%). Falta comprovar que B4(7) = t(a)7%+- - -.
Del diagrama commutatiu,

A - o & Fn
i l l7=0
Alp — O/F — F,

obtenim un homomorfisme A —2» F amb nucli p (ja que el nucli conté
p i aquest ideal és maximal), i j(a) és el terme independent de [(,(7).

A la forca j = o o, per a algun Fj -automorfisme o de FF; per
tant, canviant F' per algun conjugat seu, aconseguirem j = ¢. De la
relacio,

deg(fa(7)) = —rang(f) de ordeo(a), Va € A,
deduim també:
deg(4(b)) = —rang(f) ds ordec(b), Vb€ O.

Aplicat a b= F € O, tenim:

s = deg(3(F)) =~ rang(3) oo 2,

d’on rang(g) = d.

Finalment, és evident que mg(t) és el polinomi minimal de F'
sobre K. O
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Capitol 6

Teoria de cossos de classes
explicita per a cossos de
funcions

XAVIER XARLES

6.1 Exemples classics de teoria de cossos de
classes explicita

Recordem el teorema classic de Kronecker-Weber sobre les extensions
abelianes de Q.

6.1.1 Teorema. Tota extensid abeliana de Q esta continguda en una
extensio ciclotomica Q(€).

El nostre objectiu és de obtenir un teorema analeg pero per al cos
de funcions d’una corba sobre un cos finit (o sigui un cos global
de caracteristica p). Anem a reinterpretar el resultat anterior de
manera que pugui ser generalitzat facilment. Observem que tenim
una ”accié”’de Z en els invertibles del cos QQ i en tots els cossos que el
contenen (per exemple a C): per a cadan € Z i cada z € K definim

Amb el suport parcial de MCYT, BHA2000-0180.
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n* z := 2". Pensat a C, aquesta accié és 'obtinguda a C* de I'accié
usual de Z a C a traves del morfisme exponencial e(z) := exp(2*miz).
Ara, per a cada n € N, els elements que estan al nucli de n* sén les
arrels enesimes de 1, que ens generen totes les extensions abelianes

de Q.

Aquesta manera de pensar es analoga a la teoria de cossos de
classes explicita per a extensions quadratiques purament imaginaries
K de Q: aqui tenim ’anell d’enters O de K, que pensem posat a dins
de C com una xarxa. Aleshores C/cO = E(C), on E és una corba
elliptica (amb multiplicacié complexa), i I'isomorfisme bé donat per
la o de Weierstrass. L’operacié de O a C es trasllada a una operacié
a E(C) que de fet esta definida a H (el cos de Hilbert de K). A més,
per a cada o € O, l'operacié ax a F(L) per a tota extensié L/H be
donada per polinomis. Les arrels d’aquest polinomis, o sigui E[a] en
la notacié usual, ens donen extensions abelianes de H. Denotem en
general Ela] per als ideals a de O com els zeros comuns de tots els
elements de a.

6.1.2 Teorema. Tota extensio abeliana de H esta continguda al cos
H(E[a]) per algun ideal a C O.

La idea subjacent a aquests dos casos és la de fer actuar ’anell
d’enters del cos de manera convenient a totes les extensions d’una
certa extensié finita de K (el cos de classes de Hilbert), de manera que
I’acci6 vingui donada per polinomis. Els zeros d’aquests polinomis ens
donaran les extensions abelianes del cos. Observem que el fet que les
extensions obtingudes sén abelianes es dedueix en els dos casos del
fet que

Gal(H(E[a])/H) — (O/a)*

on el morfisme és el natural (de fet en els dos casos és un isomorfisme).

Per obtenir les extensions abelianes de K hem de construir una
funcié de Weber: h : E — E/Au(E) = P! (per exemple la funcié
si jp # 0,1728).

6.1.3 Teorema. Tota extensio abeliana de K esta continguda al cos
K(j(E),h(E[a])) per algun ideal a C O.
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Per a veure demostracions d’aquests resultats podeu consultar
lexposicié 3 de [STN2000] o bé el capitol II del llibre del Silverman
[14].

6.2 Repas de teoria de cossos de classes.

Anem a fer un repas molt breu i rapid de la teoria de cossos de classes
per a cossos de funcions. La teoria és completament analoga al cas
dels cossos de nombres (amb petites diferencies teécniques) i es pot
demostrar utilitzant la ”teoria de cossos de classes abstracta” (vegeu
per exemple el llibre del Neukirch [Ne]).

Sigui K un cos global i sigui K% /K la maxima extensié abeliana
de K. D’altre banda, sigui I el seu grup d’ideles, o sigui

I=(A)"={() € HK; : ap € Upgq.p.t. p}
p

on Uy sén les unitats del anell d’enters Oy, de K, el completat respecte
un ideal primer p de K. El morfisme de reciprocitat és un epimorfisme
continu

Y : 1 — Gal(K"/K)

amb nucli K* (i per tant un morfisme de Cl), de manera que per a
cada idele i = (i),

(i) = T (o> Kp)

p

on (—, Ky) és el simbol local de residus normics.

Aixi, cada subgrup obert de I ens determina una extensié abeliana
de K.

Situem-nos en el cas que K és el cos de funcions d’una corba sobre
[F,. Prenem oo una placa fixada de K (i.e. un punt de la corba), i
sigui A I'anell dels elements de K amb valoracié no negativa a cada
plaga finita de K. Donat p un ideal primer de A i n > 0 un nombre
enter, denotarem com és usual per Up(n) =14 p". Ara, si prenem

m:= Hpm"
p
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un ideal de A, els subgrups

I(m) == K* - (U x KZ,) on Uy := [J U™
p

anomenats grups radials d’ideles modul m, es corresponen als cossos
de classes radials modul m, que denotarem H(m). Tenim a més que

Gal(H(m)/K) = Clg(m) := I(m)/K*

i és la maxima extensié abeliana amb cos de funcions 4, no rami-
ficada fora dels ideals que divideixen m i oo, tal que oo descompon
totalment a H(m), i tal que pel ideals p que divideixen m el seu con-
ductor en p és my. Aixi, per a tota extensié abeliana L/K amb cos
de funcions F, (o sigui que correspon a un recobriment abelia de la
corba) tal que co descompon totalment a L, si m és el seu conductor,
aleshores L C H(m).

Ara, si denotem per I™ els grup d’ideals fraccionaris primers amb
m, i per P™ el subgrup d’ideals principals (a) tals que a = 1(mod m),
tenim un isomorfisme natural

I™/P™ = T(m)/K*.

Utilitzant aquest isomorfisme podem expressar el morfisme de reci-
procitat
™ I™/P™ = Gal(H (m)/K)

com
W™ (a) = (o, Hm)/K) = [[ oy’

p

on a és un ideal fraccionari coprimer amb m,

a= Hp"*’
p

i ¢y és el morfisme de Frobenius corresponen al ideal p, que és no
ramificat en H(m). O sigui,

¢p(a) = a®(mod P),

per a tot element a de A’, A’ la clausura entera de A en H(m), on
P és un ideal primer de A’ damunt de p i gy := §(A/p). El element
(a, H(m)/K) s’anomena el simbol d’Artin.
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6.3 El cos de funcions racional

Situem-nos al cas que k = Fy(T) i A = F4[T], i per tant el punt co
correspon a la valoracié donada per 1/7T. Anem a veure com construir
efectivament els cossos H,, introduits en la seccié anterior, on a denota
un element qualsevol de a (o si és vol, Iideal que genera). En aquest
cas ens trobarem resultats analegs a les extensions ciclotomiques, i,
de fet, les demostracions sén gairebé iguals.

Considerem el modul de Carlitz, donat per
¢: A— k{r}

T—71+4+T

Utilitzarem les segiients notacions, ja introduides en el tema 2.

6.3.1 Notacié. Si a € A és un polinomi en T, aleshores
dla) := { arrels de ¢ (X) a k},

H, := k(¢[a))

el cos obtingut adjuntant les arrels de ¢y, i

G := Gal(H, /k).

Recordem que ja sabem que ’extensio ﬁa /k és de Galois i que el
morfisme natural

Ga — Auta_moa(@la]) = Auta_moed(A/aA) = (A/aA)*

definit via l'isomorfisme com a A-moduls ¢[a] = A/aA, és injectiu
(doncs els elements de G, estan determinats un cop sabem la seva
acci6 en les arrels de ¢4 (z)).

El primer objectiu que ens proposem es veure que aquest morfisme
és isomorfisme, i, a més, estudiar en detall la ramificacié de I'extensio.

Fixem A, un generador com a A-modul de ¢[al; aleshores H, =
k(Ag). Anem a calcular qui és el polinomi irreductible de A\, sobre k;
obtindrem una mena de polinomis ciclotomics. Per a fer-ho observem
primer el segiient lema elemental.
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6.3.2 Lema. Siguin a i b elements de A. Aleshores ¢q(x) divideix
¢ba($)-

DEMOSTRACIO: Com que ¢pe(7) = ¢p(7)da(T), aleshores ¢, (1) di-
videix per la dreta a ¢p,(7). Pero aixo és equivalent a que ¢q(z)
divideixi a ¢pq(z) (vegis per exemple el Corollari 1.3.2). O

6.3.3 Definicié Siguia € A monic. Definim inductivament ¢, (z) :=

x i B bo(2)
.ga(a7 T Hbgb(l'),

on b sén els polinomis monics que divideixen a.

Per exemple, si a és irreductible, aleshores g, (z) := ¢q(x)/x, i

L %T (‘T)
9o ()= @)

6.3.4 Lema. Suposem que a € A és irreductible i monic (com a
polinomi en T ). Aleshores gqr(x) €s irreductible, de grau $(A/aA)* i
és d’Fisenstein en a.

DEMOSTRACIO: Primer farem el cas r = 1. Sigui d el grau de a (com
a polinomi en 7). Recordem que ¢q(7) = at® + -+ 7% ja que a és
monic. Per tant g,(r) =a+---+ 24"=1. Al reduir modul a, obtenim
que go(z) = ¢a(z)/, on ¢ denota el modul de Drinfeld sobre F

reduccio de ¢. Ara bé, 5 és un modul de Drinfeld amb altura i rang
1. Aixi

ht(ga(r)) = deg(a(r)) = deg(a),
d’on tenim que
ga(z) = qu_l(mod a).

Pel criteri d’Eisenstein, gq(z) és irreductible.
El cas r > 1 surt facilment observant que gqr () = go(Pgr-1(x)).
O

6.3.5 Corol'lari. Suposem que a € A és médnic i poténcia d’un irre-
ductible. Aleshores
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1. El morfisme G4 — (A/aA)* és un isomorfisme.
2. L’deal a descompon totalment a .FNIa.
3. Sib és un element irreductible de A, coprimer amb a, aleshores

b és mo ramificat a H,.

DEMOSTRACIO:

1. Es clar donat que

1Ga = [Hq : k] = deg(ga(x)) = §(A/aA)".

2. Es una propietat general dels polinomis d’Eisenstein.

3. Surt d’un calcul amb discriminants. Si denotem per R la clau-
sura entera de A a H,, aleshores A[\,] C R i tenim que

disc(R)\ disc(A[Aq])\Norm(¢.,(\s))

ja que ¢q(Ag) = 0. Ara, ¢, (z) = a i per tant b no divideix
disc(R).

O

Donat que la ramificacié de ﬁa i f]b és totalment diferent si a i
b s6n primers entre si, obtenim el resultat buscat per a H, si a és
qualsevol polinomi monic.

6.3.6 Corollari. Sigui a un polinomi monic. Aleshores gq(x) és
monic i irreductible, G, = (A/aA)* i per a tot b irreductible i primer

amb a és no ramificat a Hy/k.

Anem a veure que .FNIa es pot identificar a un cos de classes ra-
dial. Comengarem observant que ¢ ens determina el simbol d’Artin
(=, Hy/k) que va de

I, := { ideal fraccionaris de A coprimers amb a}

a Gg,.
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6.3.7 Proposicié. Sigui b € A monic i irreductible, coprimer amb
a. Aleshores, per a tota A € A tenim que

((b), Ha/k)(A) = ().

DEMOSTRACIO: Cal veure que el morfisme A — ¢ () és el Frobenius.
Prenem B un ideal primer de H, a sobre de b. Aleshores

op(z) = 294 (mod B)

tal com em vist en el lema anterior. Pero aixo ens diu que és el
Frobenius. O

Amb aquesta proposicié podem determinar explicitament qui és
el nucli del simbol d’Artin: si x € A és monic i coprimer amb a,
aleshores

((x),HoJk) =id < ¢o(N) =X < ¢p_1(\) =0 < z=1(mod a).
Si denotem per
P, :={(z) CA|z=1(mod a),  monic }

aleshores tenim que

I,/Pa = G,.

El punt clau per a identificar el subgrup de les ideles que correspon
a H, és saber com ramifica el primer de l'infinit.

6.3.8 Teorema. Sigui a € A monic, a # 0. Aleshores co és mo-
deradament ramificat a f[a/k A més, si a €s una potencia d’un
irreductible monic, aleshores oo trenca en $(A/aA)*/(q— 1) primers,
1o =¢q—1, foo = 1.

La demostracié d’aquest teorema és un calcul llarg i laboriés amb
poligons de Newton (vegeu el teorema 3.2 de [Ha2]).

Utilitzant aquest resultat podem veure finalment que H, és el cos
de classes radial corresponent al subgrup

k*(Uy % (%) « U,
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Observeu que
1
K* =F — (1)
[e%¢) q X (T) X Uoo

Finalment obtenim una descripcié explicita del cos H,.

6.3.9 Teorema. Siguia € A, a # 0, a monic. Sigui A\, un generador
de ¢la], arrel del polinomi gq(z) € Alz]. Aleshores

H, = k(XI71).

6.3.10 Remarca. Aquest resultat és analeg al cas dels cossos ci-
clotomics, extensions abelianes de Q. En efecte, el subgrup de les
ideles corresponen a Q(&,) és Q* (U, x RY); i el cos de classes radial
corresponent a Q*(U,, x R*) és Q(&,)™, la maxima extensié real dins
de Q(&,) (o sigui, la extensi6é on co descompon totalment).
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Capitol 7

Uniformizacion de curvas
de Mumford y Jacobianas.

CARLOS A. INFANTE

El objetivo de esta charla es recordar algunos conceptos relati-
vos al semi- plano superior no-arquimediano y sus cocientes por sub-
grupos discretos de GLo . Estudiaremos la uniformizacién analitica
rigida de las curvas que surgen de estos cocientes, asi como su re-
duccién y la construccién de su Jacobiana como espacio analitico
rigido.

Primero fijemos la notacién: Denotaremos por K un cuerpo com-
pleto respecto a una valoracién discreta, O el anillo de enteros y

C = K la completacién de la clausura algebraica de K. Supondremos
que el cuerpo residual k = IF, es finito, 7 un elemento uniformizador
de K y | | el valor absoluto sobre K y sobre su extensién C.

7.1 Arbol de Bruhat-Tits de GLy(K).

Una exposiciéon mas detallada del contenido de este apartado puede
consultarse en [1].

83
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Consideremos los O-submédulos M de rango 2 de K? bajo la
siguiente relaciéon de equivalencia:

My ~ My < I\ € K tal que M, = AMos.

Sea [M] la clase de equivalencia de M.

El arbol de Bruhat-Tits, que de aqui en adelante denotaremos
por 7, queda definido como el grafo conexo y sin lazos que tiene por
vértices el conjunto

V(r) :={[M] | M O-submédulo de K? de rango 2 }

y por aristas (orientadas) el conjunto
A(7) :={ [My] , [M>] } tales que

7TM1 g M2 g Ml.

Recordemos que el grupo PGLy(K) actia transitivamente sobre
los vértices y las aristas de 7. Sobre la descripcion local de 7 recor-
demos que en cada vértice concurren exactamente g+ 1 aristas y que
una semi-linea de 7 es un sub-arbol de 7 de la forma:

Recordemos que dos semi-lineas de 7 se identifican si difieren por
un numero finito de vértices y que el conjunto de semi-lineas de 7 se
corresponde con los puntos de P!(K).

En la siguiente secciéon veremos como la estructura de espacio
rigido del semiplano superior esté estrechamente relacionada con este
grafo.

7.2 Semiplano superior no-arquimediano.

El semiplano superior no-arquimediano es el espacio analitico rigido
sobre K definido por

Hy = P&H(C)\PLK) = C\K.
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Recordemos que tiene un recubrimiento especial por espacios afinoi-
des tales que si H es la reduccién de Hy, respecto a este recubrimi-
ento, entonces el grafo reduccién de Hy, es isomorfo a 7 [2].

También GLy(K) actiia de manera natural sobre Hy, a través
de las transformaciones fraccionarias lineales sobre H, y sobre 7 de
manera que tenemos una aplicacién canodnica

He — 7(R)

que es compatible con la accién de GL2(K) en ambos lados, donde
7(R) es la realizacién de 7 (ver Lecture 9 en [2]).

7.3 Uniformizacion de Curvas.

Primero observemos que no cualquier subgrupo I' de GLy(K') da una
estruc- tura de espacio analitico rigido al cociente I'\H, en el sentido
de tener un recubrimiento admisible para la topologia rigida. Sin
embargo, si I' es un subgrupo discreto de GL2(K), este actia con
estabilizadores finitos sobre H, y sobre 7 , y por tanto tiene sentido
formar el cociente I'\H, como espacio rigido.

Por otro lado, una condicién para que I'\7 tenga estructura de
grafo es que I" actie sobre 7 sin inversiones (es decir, Ay € T tal que

Y(v1) = va y y(v2) = v1).

La idea es comparar la geometria de I'\H, con la de I'\ 7 sabiendo
que el grafo dual de la reduccién I'\Hy, es canénicamente isomorfo a
\r.

El siguiente teorema nos da una descripcién completa del cociente

IMNHy a través del andlisis del grafo cociente.

7.3.1 Teorema Sea I' subgrupo discreto de GL2(K) como antes.
Supongamos que I'\7 tiene la siguiente estructura

m

I\r=D\r)°UlJ 4
i=1
donde (I'\7)° es un grafo finito y {¢1,...,¢y} es un nimero finito de

clases de semi-lineas.
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Entonces existe una curva My proyectiva, no-singular, conexa y
un con- junto S de m puntos tales que

M\Heo = (Mp\S)".

S se denomina el conjunto de cuspides de Mr = (ﬁp\S) Mas atn,
se tienen las siguientes igualdades

g(ﬁf‘) = ranky Hl (1—‘\7'7 Z) — mnkz(l“ab)7

donde T® = T'/[T", T es el abelianizado de T' y ranky H(I'\7,Z) es
el nimero de Betti de T'\.

Las principales diferencias con el caso complejo vienen del hecho
de que en el caso rigido no todo recubrimiento étale coincide con uno
analitico y que en nuestro caso Mt es una curva de Mumford, es decir

(Mr)™ = T'\Ha

con T un cierto grupo de Schottky (finitamente generado, sin torsién
y discontinuo, lo cual implica que es libre en g generadores y no-
abeliano si g > 1) pues sélo estas curvas poseen un recubrimiento
universal con grupo recubridor isomorfo a uno de este tipo (ver Lec-
ture 6 en [2]). En [3] se estudia una posible relacién entre I' y T'.

7.4 Ejemplo Estandar.

Veamos brevemente el siguiente ejemplo estandar para A = Fy[T7.
Sea K el cuerpo de fracciones de A, Koo = F,((T")) la completacion
de K en oo y m = T~ un uniformizante.

Hagamos actuar I' = PGLy(A) C PGL2(K ) que es un subgrupo
dis- creto y actia sin inversiones en 7.

7.4.1 Teorema Sea V = {[My], [M1],[Ma],...} el vértice de T defi-
nido por M; = T*O + O, i > 1. Se tiene V =T\1 y

T\Ho 22 A"

Para la demostracién ver Lecture 7 en [2].
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7.5 Jacobianas.

Comencemos recordando que un toro split sobre C' es un grupo alge-
braico T' = (G,,)Y , con Gy, el grupo multiplicativo (ver Lecture 12
en [2]).

El grupo de caracteres de T' queda definido por:
x(T') := Hom(T', G,,) = Z9.
Sea {{1,...,&,} una Z-base de {(T), consideremos la aplicacién

0:T(C)—RI

t = (logg [€1()]; - -, Logq|&q(1)])-

Una red en T es un subgrupo A de T'(C) cuya imagen £(A) en RY
es una red en el sentido usual (un Z-médulo libre de rango maximo).

Si A en T es una red, siempre podemos formar el cociente 7'/A en
la categoria de grupos analiticos rigidos sobre C. Surge de manera
natural la siguiente pregunta:

.Cuédndo es T/A algebraizable? Es decir, jcudndo es el espacio
analitico asociado a una variedad abeliana A sobre C' (que es unica
por GAGA)?

Recordemos que en el caso complejo toda variedad abeliana es un
toro complejo, pero que el inverso no siempre es verdad. Para ello se
deben satisfacer las condiciones de Riemann. La siguiente proposicién
nos da el equivalente a las condiciones de Riemann en nuestro caso.

7.5.1 Proposicién T/A es algebraizable < Jo: A — M = &(T)
homomorfismo tal que la aplicacion bilineal

AXA — C*

(@, ) = a(a)(B)

es simétrica y definida positiva (esto tltimo significa log,(c)(ca) > 0
paral # a € ).
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7.6 Funciones theta.

En esta parte introduciremos las llamadas funciones theta con el tinico
fin de definir un apareamiento adecuado que nos permita construir la
Jacobiana de M1 como espacio analitico rigido.

Sea I' subgrupo discreto de GLy(K). Definimos
T:=T%/tor

que es un grupo abeliano libre en g generadores (g el género de ]\/4;),

Y ~
I'=T/TNZ(Ks)

donde Z(K ) es el grupo de matrices escalares.

Notemos que I' N Z(K ) es el nicleo de las acciones de I' sobre
H, y sobre 7.

Sean w y 1 dos elementos fijos de Ho,. Definimos

O(w,n,z) = Hm
~yel'

7.6.1 Teorema Sean I'w la orbita y T, el estabilizador de w, res-
pectivamente.

1. 6(w,n, z) converge uniforme y localmente en H,. La resultante
funcién meromorfa 6(w,n,-) tiene ceros de orden ﬁfw enly, y
polos de orden ﬁfn en I'n si T'w # I'n. Si T'w = I'n no tiene
ceros ni polos sobre H.

2. Para cada a € T' existe una constante c(w,n, «) € C* tal que
O(w,n,az) = clw,n,a)f(w,n, 2)
es independientemente de z.

3. c¢(w,n,a) depende tinicamente de la clase de o en T, de donde
tenemos un homomorfismo de grupos

c(w,n,): T —-T —C*

a— c(w,n,a).
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4. La funcién holomorfa
U (2) == 0(w, aw, 2)

es independiente de la eleccién de w € Hy, y sélo depende de
acl.

5. co = c(w,aw,-) : T' — C* (es mas, en K*) define una aplicacién
bilineal y simétrica
I'xl — C*

(@, B) = ca(P).
6. El Q-apareamiento bilinear y simétrico
I'xI - Q
(. 8) — —log, cal()

es definido positivo.

Como consecuencia se tiene

7.6.2 Corolario Seal' C GLy(K') como antes. Sea T := Hom(T,Gy,)
el toro con grupo de caracteres I'.

Consideremos I' como un subgrupo de Tx(C) via la inmersién
¢: I' — Hom(I', C*) inducida por la aplicacion o +— c,.

Entonces existe una variedad abeliana Ar sobre C caracterizada
por la siguiente sucesién exacta de puntos C-valuados

1—T S TH(C) — Ap(C) — 0.

7.6.3 Teorema Iia\ Varied/ag abeliana Ar es candnicamente isomorfa
a la Jacobiana J(Mrt) de My .

S6lo daremos una breve idea de la demostracién [2]. Sea wy € H
fijo. La aplicacién
P: Hy — Ap(C)

que a cada w asigna la clase de c(wp,w,a) en Ap(C) es analitica,
I-invariante y factoriza a través de I'\H , lo cual nos lleva a una
aplicacién analitica

Yr: Mp(C) =T\Hy — Ap(C)
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que se extiende a una aplicacién analitica
¥ Mr(C) — Ar(C),

que, por GAGA, es un morfismo de variedades algebraicas. De la
propiedad universal de las Jacobianas, tenemos un morfismo entre
variedades abelianas ¢ : Jp — Ar que es inyectivo sobre los puntos
C-valuados. Finalmente, como dim(Jr) = ¢g(I') = dim(Ar), se tiene
que @ es exhaustivo.
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Capitol 8

Corbes modulars de
Drinfeld

X. XARLES

En aquesta xerrada farem una breu introduccié a les corbes mo-
dulars de Drinfeld, tant des del punt de vista analitic com des del
d’espais de moduli. Es convenient tenir presents les construccions
de les corbes modulars classiques sobre C, doncs molts dels resul-
tats i alguns dels metodes que utilitzarem sén analegs als resultats
classics. Tal com passa en el cas classic, la construccié analitica és
molt més senzilla pero no és suficient per a moltes de les aplicacions
aritmetiques que farem després. La construccié via espais de moduli
només la esbossarem breument.

Recordem les notacions que em estat utilitzant en les anteriors
xerrades.

8.1 Exemple basic.

Considerem el cas en que A = Fy[T, i la placa del infinit és co =T
EL nostre objectiu és classificar els moduls de Drinfeld de rang 2

93
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sobre C,, sobre K, i fins i tot sobre K.

Sabem del capitol 3 [Ro] que tots els moduls de Drinfeld de rang
2 sobre Co, es poden construir a partir de xarxes de rang 2 sobre
Coo: A-sub-moduls discrets de C, de rang 2, on els morfismes entre
xarxes venen donats per homotecies.

Tenim aixi una equivalencia de categories
Drinf % «~ Xarxes % .
— o0 — oo

8.1.1 Exercici. Observem que, com que A és DIP, tota xarxa L és
isomorfa com a A-modul a A2, i per tant L és isomorfa com a xarxa
a A® Aa per un cert o € Cy.

Demostreu aleshores que A @ A« és una xarxa (i.e. és un sub-
modul discret) si i només si o ¢Koo

Tenim aixi que podem classificar les xarxes de rang 2 a C,, modul
isomorfismes de xarxes per nombres a € Co \ Koo, modul una certa
relacié d’equivalencia. Concretament tenim

8.1.2 Proposicio. Tenim una correspondéncia bijectiva
Xarzes &/ ~ = (Coo \ Koo)/ ~

on

a b ac+b
~( < dM = GL>(A) tal M = =
a~f o € 2(A) tal que M () catd

B.

DEMOSTRACIO (Idea): Considerem dues xarxes de la forma L, :=
A®AaiLg := A®AB. Un morfisme de xarxes entre Lg i L, ve donat
per un nombre ¥ € Cy, complint que ¥ -1 =ca+div-f=aa+b
per a certs elements a, b, ¢ i d de A. Tenim per tant que 3 = %.
No és dificil de comprovar que aquest morfisme és un isomorfisme si

1 només si

€ GLQ(A).
c d
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Recordem que en el capitol 7 [In] em vist que
(Coo \ Koo)/~ = GLy(A)\(P(Coo) \ P (Kox))
>~ GLo(A)\Hoo — (AL )™,

12

8.1.3 Corolllari. Tenim una correspondencia canonica

j: Drinfd /=" (Af )" = Cx

De manera analoga al que fem amb les corbes elliptiques, ano-
menarem l'invariant 7 d’'un modul de Drinfeld ¢ de rang 2 al nombre
j(¢). Podem explicitar totalment qui és el morfisme j i veure que,
de fet, I'invariant j d’un modul de Drinfeld és un nombre en el cos
on ¢ esta definit. Vegem la construccié explicita: Donat ¢ un modul
de Drinfeld de rang 2 sobre L, sabem que ¢ ve determinat donant
o = T7° + ¢17! 4+ 972, Un isomorfisme u entre dos moduls de
Drinfeld ¢ i ¢’ és un element v € L* C L{7} complint que

2 2

2
uTT° +uci ™ + ucam® = upr = udlpu = uT7° +ulci ! +ul 72,

que es equivalent a

X 2
ucy = uld] i ucy =u? d,

per tant que

-1

q—1_/
02.

co=ul""c 1 a=u
Aquestes igualtats impliquen que

1
Cqu Cll q+

R

i, de fet, sén equivalents a aquesta si el cos L és algebraicament
tancat.

8.1.4 Proposicio. Donat v un modul de Drinfeld sobre L, deter-
minat per Y = TTO_i- c17t 4 co7?, aleshores Uinvariant j de psi ve
c14

donat per j(v) = & — ipertany a L.

Observeu que, de la mateixa manera que per a corbes elliptiques,
dos moduls de Drinfeld amb el mateix invariant j sén isomorfs en
la clausura algebraica, perd no necessariament en el cos on estan
definits.
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8.1.5 Remarca. Si prenem ara A qualsevol (en general no DIP),
aleshores tota xarxa és isomorfa com a A-modul a A @ I per a cert
I ideal de A, i que dues xarxes A® I 1 A @ I’ sén isomorfes com a
xarxes si tenen les mateixes classes de I i de I’ a Pic(A). Tenim per
tant que

{L —xarxaderang 2 | L2y 04 AD I}/ 2 — GL(A® I)\He,
i obtenim una corba modular per a cada element de Pic(A). Compte
per que aquestes corbes no sén en general isomorfes a A'. De fet no
ho s6n ni en el cas de la corba GLa(A)\Hy corresponent a la classe
trivial.

8.2 Grups aritmetics

8.2.1 Definicié Sigui I' C GLy(K ) un subgrup discret. Diem que
I' és aritmetic si és commensurable amb I'(1) := GLy(A) (o sigui, si
I'NT(1) és d’'index finit a I' i a T'(1)).

8.2.2 Exemples. Sigui n un ideal de A. Aleshores els seglients sub-
grups de Gamma(1) sén d’index finit i per tant sén grups aritmetics:

T'(n) := Ker (GLa(A) — GLy(A/n))

* ok
To(n):=< M eGly(A) | A= (mod n)
0 =
Ara, si Y és una xarxa de rang 2 a Co, I'(Y) := GL(Y) és també un
grup aritmetic.

Recordem que en el Capitol anterior em vist que GLgo(K) ac-
tua en larbre de Bruhat-Tits 7 de GL2(K), d’on tenim que els
grups aritmetics també ho fan. Per tal de poder donar una estruc-
tura geometrica a I'\H,, cal primer verificar que es compleixen les
condicions necessaries.

8.2.3 Proposicié. Si ' és un grup aritmetic, aleshores verifica que
no té inversions (i.e. Ay € I tal que y(vi) = vy i y(v2) =v1) @

I\r = (\r)° Ul J#4
i=1
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on (I\7)° és un graf finit i {{1,...,0n} és un nombre finit de classes
de semi-linies.

No és dificil veure (vegis per exemple el llibre del Serre [Se]) que el
grup GLa(A) verifica les propietats de la proposicid, d’on es dedueix
facilment el resultat per a qualsevol grup aritmetic.

D’aquesta proposicié, junt amb el teorema 7.3.1 del capitol an-
terior [In] tenim que existeix una corba X (I') llisa i projectiva de
genere

= ranky H'(T'\7, Z) = ranky ((F/I‘f)ab> ,

on I'y és el subgrup generat pels elements de torsié, i un conjunt
S =A{p1,...,pn} de n punts de X(I') tal que

I\H., = V(D)™ := (X(I)\S)"".

Els punts de S s’anomenen les puntes Cusps(I') de Y/(I'), i a X(T') la
compactificacié de Y (I').

Per els grups aritmetics definits abans utilitzarem les segiients
notacions (standard):

Yo(n) := Fo(n)\Hoo
amb les corresponents compactificacions X (n) i Xo(n).

Estudiem ara amb més detall les puntes.

8.2.4 Proposicio. SiI' és un grup aritmétic, aleshores

Cusps(T') = (T\P!(K)).

DEMOSTRACIO (Idea): Recordem que les puntes es corresponen a les
semilinees de T'\7, i que les semilinees de 7 es corresponent als punts
s € PY(K4). Ara sols cal observar que del fet que T es aritmetic, si
s ens déna una semilfnia de T'\7 no trivial, aleshores s € P}(K). O

8.2.5 Exemple. Si Y és una A-xarxa, aleshores Cusps(GL(Y)) =
Pic(A).
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Podem pensar aixi que
X([T)"™ =T\ (Ho UPY(K)) .

8.2.6 Remarca. Per a calcular el genere de X (I') podem utilitzar
que
g(X (")) = rankz((T/T)%) = rankg(T'% /tor(T?)),

o bé, si sabem el genere de X(I'(1)) i I' € I'(1), podem utilitzar la
formula de Hurwitz via el morfisme

X(T) — X(T'(1)).

8.3 Racionalitat

Per a poder demostrar que les corbes definides anteriorment sobre
Coo 1 Ko estan de fet definides a K o a una certa extensié finita de
K (de fet tenen models enters naturals definits a ’anell d’enters o
a certs ordres en l'anell d’enters) necessitem veure que representen
certs problemes de moduli i que aquests problemes de moduli sén
de fet representables al cos que volem. Pero per a poder veure que
representen certs problemes de moduli ens trobem primer amb el
problema de definir que vol dir un modul de Drinfeld definit sobre
un A-esquema qualsevol, i després definir estructura de nivell en un
modul de Drinfeld. Per a poder definir estructura de nivell el cas
més dificil és quan el “nivell” divideix la “caracteristica”: per a fer-ho
Drinfeld va introduir una nocié d’estructura de nivell que de fet va
ser utilitzada posteriorment per Katz i Mazur en el mén de les corbes
modulars classiques (vegis [K-M]).

Comencem primer per a definir que es un modul de Drinfeld sobre
un A-esquema S qualsevol; intuitivament, un modul de Drinfled sobre
S és una familia continua de moduls de Drinfeld sobre els cossos
residuals de S.

8.3.1 Definicié Sigui S un A-esquema i £ un fibrat de linea sobre
S. Un modul de Drinfeld (£, ¢) de rang r sobre S és un morfisme
d’anells

¢: A— Endgs(L,+)
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[ — o5

en l'anell d’isomorfismes del esquema en grups additiu (£, +), verifi-
cant la segiient condicié: Existeix una trivialitzacié de £ per oberts
afins Spec(B) de S tal que

NG
¢r| Spec(B) = Z a;T"

=0

amb a; € B, ag igual a la imatge de f sota el morfisme canonic de A
a B, N(f)=r-deg(f) i el coeficient ap(ys una unitat en B.

Escriurem abreujadament ¢ per 'objecte (£, ¢). Un morfisme entre
dos moduls de Drinfeld és un morfisme entre els esquemes en grup
corresponents compatibles amb 1’accié de A.

Per a tal de poder estudiar el functor M} que assigna a cada
esquema S el conjunt de moduls de Drinfeld de rang r sobre S
(modul isomorfismes), ens cal, com en el cas de les corbes modulars
“classiques”, introduir estructures de nivell.

Donat un modul de Drinfeld ¢ sobre S i 0 # f € A, definim
I'esquema _f¢ de f-divisié com el subesquema Ker(¢f) de (L, +).
Ara, si n és un ideal de A no necessariament principal definim

nd) = ﬁ f¢-

fEn

No és dificil veure que 4¢ és un esquema finit i pla de grau §(A/n)"
sobre A, que és étale fora del suport de n. A més, si L és un cos
algebraicament tancat, n¢ és isomorf com a A-modul a (A/n)" si la
caracteristica de L (coma A-modul) no divideix a n, i a (4/n)® per
algun s < r si divideix a n.

Intuitivament, una estructura de n-nivell hauria de ser l'eleccié
de d’un isomorfisme de (A/n)" amb ,¢. Aix0 funciona bé fora del
support de n, pero és clar que si alguna caracteristica residual de S
divideix a n.

8.3.2 Definicié Sigui ¢ un modul de Drinfeld de rang r sobre un
A-esquema S, i sigui n un ideal de A. Una estructura de nivell n a ¢
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és un homomorfisme de A-moduls
p: (A/n)" — L(S)

tal que

Z o(f) =n ¢

fe(A/m)r

vistos com a divisors de Cartier sobre S.

Considerem ara el functor

M : Schemes 4 ~» Sets

que assigna a cada S-esquema el conjunt de classes d’isomorfia de
moduls de Drinfeld de rank r sobre S amb una estructura de nivell
n (I'isomorfisme respectant I’estructura de nivell). Aquest functor no
és representable per un esquema en general: per exemple, per estruc-
tura de nivell 1, o sigui sense estructura de nivell, si el functor fos
representable tindriem que dos moduls de Drinfeld no isomorfs no
poden esdevenir isomorfs al fer un canvi de base. Per tal que pu-
gui ser representable necessitem que els objectes que classifiquen no
tinguin automorfismes. Una altre possible solucié, que no desenvo-
luparem aqui podria ser estudiar la representabilitat de M] com a
stack algebraic: es un exercici facil de la teoria de stack veure aquesta
representabilitat a partir dels resultat segiient (demostrat en larticle
seminal de Drinfeld [3])

8.3.1 Teorema (Drinfeld) Suposem que n és un ideal primer de A.
Aleshores el functor M, restringit als esquemes S/ Spec(A[l/n]) és
representable per un esquema M afi, llis i de dimensié6 relativa r — 1.

L’existencia de M, no és molt dificil de provar: de fet és pot des-
criure com l'espectre de certa A-algebra donada explicitament amb
generadors i relacions. El que és realment la part més dificil es de-
mostrar que és llis, resultat que Drinfeld dedueix d’un analisis acurat
de les propietats de deformacié dels moduls de Drinfeld.

D’aquest resultat podem demostrar ja, utilitzant tecniques ara
ja estandard, la representabilitat en general del functor M| sobre A
quan n és divisible per a dos o més ideals diferents.
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8.3.3 Corollari. Sin és divisible per a dos ideals primers diferents,
aleshores M, és representable sobre A per un esquema afi i de tipus

finit.

8.3.4 Exemple. Anem a posar un exemple que lliga amb el que hem
fet al Capitol 6. Si ens situem en el cas que r = 1, tenim que

M, = Spec(A(n)),

on A(n) és la clausura entera de A a H(n), cos que classes radial de
Hilbert corresponent a U oo (i.e. no ramificat fora de n i de 00).

Un cop demostrada la existencia de I’espai de moduli, sota certes
condicions, ens podem preguntar ara per l’existéncia del espai de
moduli “groller” per en general. Una possible manera de fer-ho, com
en el cas de les corbes modulars “classiques”, és la segiient: donat n
qualsevol (per exemple, I'ideal (1)), prenem m un ideal que el conté i
divisible per dos o més ideals primers diferents. Construim aleshores
MT"(n) com a un quocient de M"(m) respecte I'accié d'un cert grup
(= GLy(n/m)).

Una altre manera, molt millor ja que ens dona la construccié
de molts més espais de moduli (com les corbes de moduli Yp(n) que
utilitzarem en el capitol 10) és utilitzar la torre modular: Considerem

M" :=lmM" (n),
n
que pot ser descrit com ’espai de moduli dels moduls de Drinfeld de
rank r amb un sistema compatible de estructures de nivell n per a
tot n “prou gran”.

Considerem ara A := limA/n i
n

1 toGL,(A,n) — GL,(4) — GL,(A/n) — 1

el nucli del morfisme reduccié. Tenim aleshores una accié natural de
GL,(A,n) a M" (actuen com a matrius en els sistemes compatibles
d’estructures de nivell), i un isomorfisme canonic:

GL,(A,n)\M"™ =5 M"(n)
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sempre que M"(n) esta definit. En el casos en que no ho esta definim
M (n) simplement com aquest quocient.

Finalment, observem que podemAfer aquesta construccio per a un
subgrup obert IC qualsevol de GL,(A).

8.3.5 Exemple. Donat n un ideal qualsevol de A, considerem el

-~

subgrup de GLy(A) donat per

]

~

Ko(n) := b € GL.(A) | ¢ = 0(modn)

IS8

Definim la corba modular Yp(n) com el quocient de M? per Kq(n);
no és un esquema de moduli fi mai sobre S, pero és especialment
important per raons aritmetiques com veurem en el capitol 10.
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Capitol 9

Formes modulars de
Drinfeld

ENRIC NART

Recordem la situacié classica. Tota corba elliptica complexa admet
una uniformitzacié analitica:

C/A — EA(C) C P*(C),
z = (Bale), Bh(2),1)

on A és una xarxa de C. Tenim ben controlada la variacié de les
classes d’isomorfisme de corbes elliptiques en funcié de la xarxa:

SLo(Z)\H <« {xarxes de C}/sem <« {c.e..}/isom Lo c
z — <Z’1>Z:A — Ex = J(EA)

La funcié modular j s’expressa en termes d’altres formes modu-
lars, g2, g3, A, totes elles calculables en funcié de series d’Eisenstein,
que s6n formes modulars basiques que apareixen com els coeficients
de la serie de Taylor de B,, i es poden calcular directament a partir
de la xarxa.
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Palz) = 217 +) (k4 1)Epa(A)zF,  Ep(A) = Z/i

k>2 a€gl
La corba plana F)y(C) satisfa 1’equacio:
2 _ 4.3
Yy~ =4 — ga(A)x — g3(A),

on

g2(A) = 60E4(A), g3(A) = 140E6(A),

Tenim, finalment,

A(A) = ga(A)® —27g3(A)? #0,  j(A) = 1728g2(A)*/A(A).

Les formes modulars de Drinfeld han de permetre descriure, també,
la variacié, respecte de la xarxa A, de les classes d’isomorfia dels
moduls de Drinfeld ¢, sobre C.

Introduim els primers exemples de formes modulars de Drinfeld,
a partir de series d’Eisenstein, que es poden definir d’'una manera
completament analoga, a partir d’una xarxa de C.

9.1 Series d’Eisenstein

A anell de Drinfeld, A xarxa de Co, de rang r. Definim,

11
Bi(A) =) 5 k=1
acA

La serie convergeix pel caracter discret de A.
9.1.1 Propietats

o Ei,(A)=ER(A)P, Vk>1,
e Ep(ah) =aFEL(N), Vk>1, VacA
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o kZ£0p:A—F{r}q—1 = Ex(A)=0
(surt de aA = A, per a algun a € F, amb ak #1)

e Fy(A)=—1 per conveni.

Comprovem que els coeficients de Taylor de la funcié exponencial
de la xarxa s’expressen en termes de series d’Eisenstein. Considerem,

(o @]
=> ant", loga(r Zﬁn,
n=0

una inversa de l'altra com a elements de Coo{{7}}.

Tenim ag = By = 1, i els coeficients (§,, estan univocament determi-
nats pels «,, i per (g, a través de la relacié:

%) oo k
<Z am“> (Z ﬂm") =1 = Zanﬁgin =0, Vk>1.
n=0 n=0

n=0

9.1.2 Teorema. B, = —Ex_1(A), Vk2>0.

DEMOSTRACIO: Treballem a C[[2]], després de fer el canvi 7 = 29.

T2 1 :e’A(z): 1
2= H(l a) — en(z)  ea(z) Zz—a’

a€eN aEA

on "iltima igualtat s’obté derivant productes finits i passant al limit.
Aquesta serie defineix una funcié meromorfa sobre C,, amb pols a
A\ {0}; per tant, és holomorfa en un entorn de zero. Dins del domini
d’holomorfia tenim,

z z/a 11 1
D TR R Gt

a€N acA
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. . . k_
Finalment, imposant I’anul.laci6 del terme en 27 —1,

(i anzqn_l) (i En(A)z"> =-1 =
n=0 n=0

k k
— — q"
= 0= anBp_gn =Y anBEL .
O

9.1.3 Corol.lari. Sigui ¢ = ¢p el modul de Drinfeld associat a A.
Per a qualsevol a € A,

k
¢a(7) = ar?+0 7+ AT = aBy ;= ZE nall Yk > 1
n=0
En particular, els £, sén polinomis isobarics de pes q" — 1 en les Ej
(suposades de pes k).

DEMOSTRACIO:

alogy(7) = log (T)ea(7)alogy (1) = loga (7)Pa(T)ea(T) logy (1) =
k
=logy(T)¢a(r) = af =Y Bulf . Vk=>1.

n=0

Per exemple, si prenem A = F,[T] i A = {A com a xarxa de rang
1 (vegeu el capitol 2), obtenim el modul de Carlitz, Cp(7) =T + 7.
Pel Corol-lari,
_ 1
- T4-T
Si prenem la propia A = [F¢[T] com a xarxa de rang 1, com que és
semblant a la xarxa A, obtenim un modul de Drinfeld, ¢p(7) = T+er,

isomorf al modul de Carlitz. El Corollari ens déna ara E,_1(A) =
¢/(T?—T). Com que E,—1(A) = 97 1E,_1(A), tenim la relacié:

€71 = (T~ T)Eg-1(4),
analoga a la relaci6 classica (2mi)% = —24((2) = —12E»(Z).

Tqul(A) =—-1+ qul(A)Tq — qul(A)

Noteu que el pes 2 = §Z* en la teoria classica, es converteix en
q — 1 = #A*, quan treballem amb cossos de funcions.
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9.2 Analisi rigid sobre el semipla superior de
Drinfeld

El semipla superior de Drinfeld es defineix

Heo = Cop — Koo = PL(Cso) — PL(Ky).

9.2.1 Definicié. La part imaginaria d'un z € C és:
|z|i :=d(z, Ko) = inf{|z —z| | x € K }.

Gaudeix de les segiients propietats:
e dzeKy: |zli=|2—1z| (K loc. compacte)
o [7(2)]i = | det(y)l[z]i/lcz + d|?

e Ho ={2€Cx | |2|i >0} = UnZO U,, on
Up={2€Csx | |z| < q", |2[i 2 ¢}

9.2.2 Definicié

f c s . .
e U, — C, holomorfa si és limit uniforme d’una successié de
funcions racionals sense pols a U,,.

f . .. ., .
o U, — C, meromorfa si existeix una funcié racional g sense

pols a U, tal que gf és holomorfa.

e H, iR Cs holomorfa/meromorfa si ho és restringida a cada
Un

Per exemple, podem pensar les séries d’Eisenstein com a funcions
sobre el semipla superior:

! 1
Ep(z)= ) (s 1 b)F’

a,beA

entenent que cada z € Hy, déna lloc a la xarxa <z, 1 > A Es clar que
Ei(z) és limit de funcions racionals amb pols concentrats a Ko i és
facil comprovar que el limit és uniforme sobre els U,. Per tant, les
series d’Eisenstein sén funcions holomorfes sobre H.
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9.3 Més exemples de formes modulars

Suposem d’ara endavant:

A=T,[T], m=GLy(A).

Donats 21, 29 € Coo, el A-modul A = A 21+ A 25 és discret sii 21, 29
son Ko-linealment independents. Recordem que “discret” vol dir que
cada B(0,r) conté un nombre finit d’elements. Aquest concepte no
coincideix amb el concepte merament topologic de discrecié perque
Coo 10 és localment compacte (el seu cos residual és k(00)).

En el cas en que estem, la uniformitzacié analitica del capitol 3
ens permet reproduir la situacié classica per als moduls de Drinfeld
de rang 2. Tot modul de Drinfeld sobre Co, ve determinat per una
xarxa:

ern: Coo/A = Cq, (pr), (ea(x)) = ealax), Ya € A, x € C,

i tenim, també, ben controlada la variacié de les classes d’isomorfisme
de moduls de Drinfeld de rang 2 en funcié de la xarxa:

m\Hoo - { xarxes de }/Sem - { m.D.. }/isom (i) Co

rang 2 de Coo de rang 2
z — <z,1>A:A — oA — j(on)
Disposem de formes modulars g(A), A(A), j(A), definides per:

(O () =T+ W)+ AW, j(8) = T

Com a funcions sobre H, les funcions g i A sén holomorfes perque,
com hem vist al Corollari de la seccié anterior, séon polinomis en les
series d’Eisenstein. De fet, aplicant el Corol-lari per a k=1, obtenim:

TEq_l = —g+ Eq_qu — g = (Tq — T)Eq_l,

relacid analoga a la relacio classica go = 60F4; mentre que si apliquem
el Corol'lari per a k = 2, obtenim:
TEp_y=—A+ By 19"+ Bp  T7 =
= A=(T7 ~T)Ep .+ (T~ T)'EL],
analeg a A = g§ — 27g2 = (60E4)® — 27(140F;)>.
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9.4 Holomorfia a l'infinit

Continuem en el cas A = [Fy[T], m = GL2(A). Les “puntes” del
semipla superior de Drinfeld estan classificades per PicA, a través de
la bijeccié natural:

m\P!(K) < PicA, (Ao A1) = (Ao, A1), C K.

En el nostre cas, doncs, hi ha una tnica punta: oco.

Fixem 1 < ¢ € ¢V i considerem I’entorn de oo:

U.={z€Hx | |2]i > c}.

9.4.1 Fet. U, és un obert admissible, i
YeNU: # 0 <= ~(o0) = 0.
Per tant, tenim una immersio oberta d’espais analitics:
Foo\Ue = m\U, C m\H.

Volem parametritzar I'no\U.. D’entrada, el subgrup d’isotropia
de l'infinit el podem descompondre:

PemFyxaxFy, (0 0)=(0 ) ((1) dab_1> .
Com que (8 2) actua com la identitat,

LPoo\Ue = (A x F)\Ue = Fo\(A\U,),

on A opera sobre U. sumant, i Fj opera multiplicant. Les operacions
no commuten, A(z + b) # Az + b, pero els conjunts quocients estan
ben definits.

Concentrem-nos de moment en I'o,\U.. D’entrada, podem utilit-
zar la funcié exponencial e4 com a parametre local:

en: Coo/A = Coo.
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Com que ey no s’anul'la a U,, podem utilitzar també:

t

Ue — Cx ; . 1 _ 1
A\lUc 4 ’ (=)= Cen(z)  eal€z)’

on A = ¢A. Noteu lanalogia amb ¢ = exp(27iz), sobre Z\U,, en el
cas classic.

9.4.2 Fet. t indueir un isomorfisme analitic,
A\U. — B(0,7.) \ {0},
1 podem estendre aquesta bijeccio a la punta, assignant oo +— 0.

Pareu atenci6 al fet que ¢ no és invariant per l'accié de Fy. Per la
Fg-linealitat de ey,

1 1 1 .
T e " Dea(n A TER

Per tant el parametre local genuf de I'oo\U, és t971:

t(Az)

ta—1

AU, =—  B(0,(ro)" 1)\ {0}

!
Foo\Uc = ]FZ\(A\UC)

De tota manera, s’acostumen a expressar els desenvolupaments
de Fourier a l’infinit, respecte del parametre ¢.

Pensem, per simplificar, que la holomorfia a 'infinit es tradueix
en el fet que la funcié admeti un desenvolupament de Fourier respecte
del parametre t.

Vegem a continuacié com s’obtenen aquests desenvolupaments per
a les series d’Eisenstein Ej. Recordem els analegs als polinomis ci-
clotomics:

fa(z) =21

on aq € F} és el coeficient principal de a € Fy[T]. Noteu que f, ()
és invertible a Al[[z]].

dega

Co(z™) = az® " p g€ Alx],
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Es construeix una familia univocament determinada de polino-
mis G A(x), anomenats polinomis de Goss, que satisfan recurrencies
analogues a certes identitats trigonometriques. L’holomorfia a I'infi-
nit de Ej és conseqiiencia del seglient resultat.

9.4.3 Teorema. Per a A = A, es té:

Ei(2) = &"Ep(A) = €8 )~ Gralta(2)),

ach’

on A" denota el conjunt de polinomis monics de A, i:

1 1 1
fol2) = 102) = S ean) = Culen€n) — Cali1(2)
_ tf G €7 AL

El polinomi G A () té coeficients a K ino té terme independent.
Per tant,

deg a

Gra(ta(z)) €t A[lt]] @4 K,

és una serie formal amb coeficients fraccions de denominador acotat.
Per tant, la t-expansi6 de £ ¥ E}, té coeficients a K amb denominadors
acotats.

Noteu que Ej(00) = EFEj(A) #0, siq— 1]k.

Utilitzant calculs explicits dels polinomis de Goss per a k = ¢—1,
¢*> — 1, obtenim:

1- 1 1
¢ qEq_1 = [1] Z tg .

a monic

g, 1 1
B =t 2 ot

a monic

D’aqui podem extraure els desenvolupaments de g, A. També
s’obté una relacié analoga a la férmula del producte de Jacobi. Per a

Onew ‘= gl—qg, Apew = 51_q2A € A[[t“v
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es té:
Apow = 1770 [ ful)@ DD,
a monic
Heu de pensar que I’exponent ¢ —1 fa el paper del 12 i 'exponent

q — 1 fa el paper del 2, de manera que I'exponent total és I’analeg del
24 classic.

9.5 Formes modulars de Drinfeld

Continuem en el cas A = F,[T], m = GL2(A).
Fixem k > 0 enter,im € Z/(q — 1)Z.

9.5.1 Definicié. Una forma modular de pes k i tipus m respecte
de m és una funcié, f: H, — C, satisfent:

1. f és holomorfa.

2. f(3(2) = det(y) ez + FF ), Wy = (0 G)em

3. f admet un desenvolupament, en algun entorn de oo:
o
f(z) = Zant"(z), V|z|i > ¢
n=0

9.5.2 Observacions

e Podem pensar m com el Nebentypus donat per una poteéncia
del caracter m 2% Fy, que té ordre ¢ — 1.
o k#2m¢p:A— F{rl¢q—1 = f=0.

FE) = F6E) = AN ), vr= () ), e
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e nZzm¢p:A—F{r}q—1 = a, =0.

Pera’y:(b\ (1)), A€ F:

D an AT (2) = f(A2) = AT (2) = Y anhT(2).
n=0 n=0

o f(z)dz és m-invariant sii k =2, m = 1.

Només déna lloc a una forma diferencial holomorfa de la corba
X(m) si apg = a1 = 0.

9.5.3 Exemples

° E, € Mkyo(m).
e g€ Mgio(m), A€ Mg io(m).

e Vae€ A, tenim formes modulars ¢,, € Mgn_1 9(m), que prove-
nen de considerar els coeficients de ¢, (7), variant ¢ entre tots
els moduls de Drinfeld de rang 2 sobre C.

series de Poincaré, Py, € My, (m).

e  derivada de Serre, M}, ,,,(m) 9, M2 m41(m)

Espais de formes modulars

Denotem per Z = {(6\ 9\) | A € Fy}. Un punt z € Hy es diu m-

elliptic si Z & m,. En el nostre cas, A = F,[T], m = GL2(A), es
té:
z m-elliptic <= z2€Fp\F, < j(z)=0,

de manera que hi ha un tnic punt m-elliptic a m\H.
Per als punts m-elliptics tenim,
m, — FZQ, ~ +— valor propi del vector (z,1).

Per tant, §(m,/Z) = ¢+1,1 Hy 4, Coo és un revestiment ramificat
de Cy, amb index g + 1 als punts el'liptics.
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Analogament al cas classic, per a tota f € My ,(m), f # 0 es té:

Z * ordz(f) + qi 1 Ol"de(f) +

zem\Heo

deo(f) = ,
o) = 5

on e denota un punt elliptic i >_* exclou els punts elliptics.

De manera completament analoga al cas cassic, d’aquest resultat
es deriva un comput de la dimensié de ’espai de formes modulars:

k
q*>—1

dimg My (m) = [ ] (+1sike: A — F{r}g* —1>m(q+1)),

i lestructura de C-algebra del conjunt de totes les formes modulars:
Mo(m) := ©p>0Mgo(m) = Cuolg, Al

M(m) := @p>0,mez/(q—1)zMrk,m(m) = Cx[g, h],

on h € Myi1,1(m) és una serie de Poincaré satisfent h9~1 = cA, per
a certa constant ¢ € C%.

També tenim formes modulars amb coeficients enters:
Mk,m(m)(A) = Mk,m(m) N A[[ﬂ])
1 tenim:

My (m) (A) = A[Qnew, Anew], M(m) (A) = A[gnew, h]
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Capitol 10

L’analeg per a cossos de
funcions de la conjectura
de Shimura Taniyama

Weil

FRANCESC BARS

Exposicio: 8 de Febrer 2002

10.1 Introduccio

Quins problemes i conjectures classiques en cossos de nombres te-
nen una analogia en cossos de funcions, i com és aquesta analogia?
Aquesta exposici6 intenta explicar aquesta pregunta referent a la con-
jectura de Shimura-Taniyama-Weil. Recordem que aquesta conjec-
tura, recentment 1995-99 provada, (Wiles [17] i en generalitat per
Breuil-Conrad-Diamond-Taylor [1]), ha estat a la mira de tot amant
de la Teoria de nombres després de que Ribet [12] va demostrar que
la prova d’aquesta conjectura implicava el teorema de Fermat.

Sota el support economic de DGI, BHA2000-0180.
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10.1.1 Conjectura (Shimura-Taniyama-Weil) Sigui E una corba
elliptica definida sobre Q amb conductor N. Llavors existeiz un mor-
fisme w definit sobre Q de la corba modular Xo(N) en E,

m: Xo(N) — E.

En aquesta situacio tenim una bijeccio entre:

1. classes d’isogeénia sobre Q de corbes el-liptiques definides sobre
Q amb conductor N.

2. Factors 1 dimensionals de la Q-descomposicié de la part nova
de la Jacobiana de Xo(N), que denotem per Ji¢“(N).

3. formes noves cuspidals normalitzades de So(T'o(N)), vector propi
dels operadors de Hecke.

En el cas de cossos de funcions, tenim espais de moduli groller
per moduls de Drinfeld de rang r amb estructura de nivell, [18]. El
cas analeg de les corbes modulars Xy(N) en cossos de funcions cor-
respond als espais de moduli Xo(n) ([18]) amb un punt oo del cos
de funcions fixat i n un ideal coprimer amb co. Aquestes corbes cor-
responen a certs espais de moduli groller anteriors amb r = 2 amb
nivell con. Drinfeld va provar que aquestes corbes tenen en la seva
jacobiana les corbes el-liptiques definides sobre el mateix cos de fun-
cions amb conductor igual al nivell de la corba modular Xy(n) i aixd
ens permet fer una conjectura analoga pel cas de cossos de funcions;
vegeu §2 per a la seva formulacié.

En el cas de cossos de funcions, la prova és molt facil gracies que
tenim que les funcions L per corbes el-liptiques sobre cossos de fun-
cions tenen les propietats desitjades (Deligne); en el cas de les corbes
el-liptiques sobre Q aquest fet es dedueix després d’haver provat la
conjectura de Shimura-Taniyama-Weil, ja que es coneixia el resultat
per la funcié L associada a una forma cuspidal nova, pero en principi
no per la funcié L per una corba el-liptica definida sobre Q.

Aquest capitol de [16] esbossa els principals elements per la for-
mulacié de la conjectura pel cas de cossos de funcions, la prova i
questions sobre parametritzacions de Weil en el cas més simple de P!
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sobre un cos finit F,(que com a cos de funcions correspon a F,(7T')).
Per veure el cas general de tota corba C' projectiva no singular defi-
nida sobre F, vegeu l'article original de Gekeler i Reversat [8]. Una
altra referéncia interessant és larticle de Gekeler [7] en que fa un
survey de l'article [8].

Notacions

Fixem notacions per tot aquest capitol. C denota una corba pro-
jectiva no singular, geometricament connexa sobre el cos finit I, de
caracteristica p, ¢ = p°. Fixem oo un punt de la corba C, A denota
Panell de funcions regulars en C'\ {oco}, K és el cos quocient, K la
completacio en la plaga oo de K. Per simplificar ’exposicié prendrem
que C = IP’Ilgq i que I'uniformitzant de oo sigui %, i considerarem

(K’ OOvA) = (FQ(T)v OO’FQ[T])'

Observem que cl(K) = 1 cosa que fa menys teécnica la presentaci6
dels resultats. Presentarem també la situacié general (K, 00, A) i al-
gun dels detalls que comporta c/(K) # 1 en algunes situacions. El
cas general el podeu consultar a [8].

n denota un ideal de A,

Xop(n) la corba modular de Drinfeld associada al grup I'g(n), (veieu
final de 'exposici6 8 [18]).

Jo(n) denota la jacobiana associada a la corba Xy(n).

10.2 La conjectura

Sigui en aquest capitol (K, 00, A) una tripleta general. Donat n un
ideal no zero de A arbitrari, recordem que Jy(n) esta definida so-
bre K i que la varietat abeliana Jy(n)/Ks té reduccié totalment
split multiplicativa, fet que es dedueix de la seva descripcié analitica
[18]. Per tant cadascun dels seus factors K-isogens té reduccié split
multiplicativa a oo. Aixi, per formular la conjectura de Shimura-
Taniyama-Weil per a cossos de funcions ens hem de restringir a les
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corbes el-liptiques E definides sobre K amb reduccié multiplicativa
split en el primer fixat oo i per tant cond(E) = oon amb (n, c0) = 1.
Observem ([Tate] Theorem 5.3 [14]) que E com a corba sobre K, és
una corba de Tate.

10.2.1 Teorema. (S-T-W per a cossos de funcions) Sigui E/K
una corba el-liptica sobre K amb reduccio totalment multiplicativa a
oo i cond(E) = oon. Llavors ezisteix un morfisme dominant K-
definit de corbes algebraiques,

I X(](n)/K — E/K
El morfisme m s’anomena la parametritzacio de Weil.

10.2.2 Observacio. 1. La restriccié a que la reduccié a oo si-
gui multiplicativa split per trobar parametritzacions de Weil de
corbes el-liptiques E sobre K no és molt forta. Si j(E) no és
constant, sempre podem triar una placa de K, que la elegim
com la plaga 0o, amb v (j(E£)) < 0. Llavors hi ha una extensié
finita i separable K’ de K i una extensié oo’ de oo en K’ on
E/K!_, té reduccié multiplicativa split. Les corbes elliptiques
E amb j(E) constant, és a dir j(E) € F,, sén classificades
directament.

2. La conjectura de Shimura-Taniyama-Weil 10.1.1, ens déna una
relacié entre factors 1 dimensionals de la jacobiana de corbes
modulars, amb certes formes cuspidals; sobre K obtindrem
aquestes bijeccié entre factors 1 dimensionals de la jacobiana
per corbes modulars de Drinfeld i certes representacions cus-
pidals. Observem que les formes modulars de Drinfeld ([11])
viuen en caracteristica p i aixd no ens permet distingir dife-
rents corbes el-liptiques; no aixi les representacions cuspidals
(que es troben a caracteristica zero). Veieu l'exemple 2 §5 (ob-
servaci6 10.5.4), on fem explicit que les formes cuspidals no ens
diferencien corbes el-liptiques sobre K no K-isogenes.

La conjectura ens afirma la existéncia de parametritzacions de Weil.
Suposant la existéncia ens podem preguntar sobre la de menor grau,
que correspondra al factor isogen de la jacobiana de la corba mo-
dular de Drinfeld d’aquesta corba el-liptica. Aquesta parametritzacio
s’anomenara, seguint la teoria classica, parametritzaci6 forta de Weil.
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Anem a centrar-nos d’ara en endavant al cas que
(Aa 00, K) = (FQ[TL 1/T7 FQ(T))

Aquesta exposicié s’estructura basicament en dues parts. En la pri-
mera,§3, es fa un overview de la prova de I'anterior teorema: la prova
es basa en el fet basic que tenim equacié funcional per la funcié
L per aquestes corbes el-liptiques, i utilitzant el treball de Jaquet-
Langlands junt amb la relacié entre formes cuspidals i jacobianes de
corbes modulars de Drinfeld (Drinfeld) s’obté el resultat. La segona
part, §4 i §5, tracta de la construccié de parametritzacions fortes de
WEeil, i explicitar-ne alguns exemples concrets, veient com en l'arbre
de Bruhat-Tits hi ha tota la informacié de parametritzacions fortes
de Weil en el cas de cossos de funcions.

10.3 Una pinzellada de la prova del teorema
10.2.1

Sigui E/K corba el-liptica sobre cos K i imposem que el j-invariant
no esta a F, (F, C K) i que cond(E) = oon. Considerant les rea-
litzacions étales H'(E xx K,Q;) amb | # p primer, obtenim asso-
ciada una Gal(K*?/K)-representacié que anomenem 7g que forma
un sistema compatible de representacions l-adiques (veieu §8[2] per
la definici6, exemple 9.6 [2]). Considerem les representacions que
s’obtenen twistant la representacié anterior mitjancant y, caracters
unitaris de Ix/K*. Sigui Lg(x,s) la funcié L associada. Llavors
tenim els seglients resultats de Grothendieck-Deligne (§9[2]):

S

1. Les funcions Lg(x,s) sén funcions polinomials en ¢~* a coefi-

cients a Q;

2. satisfan, via una definicié adequada de factors epsilon (veieu
[2]), 'equaci6 funcional,

LE(Xa 5) = 6E(X7 S)LE(Y7 2 - 5)'

De 2, la correspondéncia de Jacquet-Langlands, thm. 11.3 [5], ens
afirma l’existéncia d’una tinica representacié automorfa cuspidal pp =
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p(ﬂ-E)v VPE de

A(m) = {( g ) e = 0(modn)}

on « denota elements en ’anell de les adeles de K.

oIS

Anem a precisar més aquesta representacié cuspidal. Com que

E /Ko és una corba de Tate ([Tate] thm. 5.3[14]), aleshores Tg|ga ke /k.)

és la representacié especial de Galois sp o sp; de GLa(Ks) que

es defineix de la manera segiient: Si [ # p = car(F,), definim
E; = KY7((arrels ["-essimes de Ts)r) On Moo és un uniformitzant

per K%' i r recorre tots els naturals. Llavors la representaci6 espe-
cial es defineix per la composicié segiient,

sp: Gal(K5P /K) — Gal(E)/Ky) &

~ Gal(KY | Ko) x Gal(E/KY) = 7. x 7,-5GL(2,Q))

: . 1 0 . 11
definida per i(1,0) = ( 0 ¢ > ii(0,1) = ( 0 1 )
La representacié automorfa cuspidal s’escriu V,, = ®,V, . on
en la plaga 0o és (poo, VPE,oo) = (psp, Vep)-

Utilitzant altre cop la correspondencia de Jacquet-Langlands, ob-
tenim que a la representacié automorfa cuspidal li associem una forma,
automorfa cuspidal nova ¢ € V), en un espai concret de formes au-
tomorfes cuspidals que en el nostre cas correspon a Wy, (KC, C) (con-
sulteu si voleu III [15] per la definicié explicita de forma cuspidal),
I'espai (C-espai vectorial) format per les funcions

Y(K) := GL(2, K) \ GL(2, ) /K Z(Ko) — C

sota certes hipotesis, on 4 denota les adeles de K, 1 K és ICip 0(n) xZoo
amb

K tino(n) ={< Cbl ) la,b,c,d € Upin, c =0 mod n}

(aqui fin denota tots els primers de K a excepcié del primer fixat de
K que anomenem o) i

(oW

Too = < CCL Z>|a,b,c,d€Koo,CEOmodoo}
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(el grup d’Iwahori), i el subindex sp, indica que la formes automorfes
cuspidals transformen com sp a GL(2, K).

La teoria de Jacquet-Langlands [2] afirma que la forma cuspidal
g és vector propi pels operadors de Hecke T;, (veieu §4.9[8] o [15] per
la definicié i propietats dels operadors de Hecke en formes cuspidals),
amb v { noo i té valors propis en la nostra situacié A, = ¢, + 1 —
#E(k(v)) € Q, amb g, = #k(v) on k(v) denota el cos residual de K
en la placa v.

Observeu que W,,(IC,C) és un C-espai vectorial de dimensi6 fi-
nita, Y (K) és un conjunt discret i les formes cuspidals automorfes
tenen suport en un subconjunt finit de Y (K) (1.2.3 [10]). La pro-
pietat de ser cuspidal déna una relacié lineal finita de valors de
p(e Wep(KC,C)), on els coeficients sén volums de doble cosets amb
nombres racionals com radis. Aix0 ens permet tenir una estructura
Q-racional a W, (K, C), que denotarem per Wy, (K, Q), que compleix,
per a tot cos F' amb car 0,(en particular per a F' = C), que

Wep(IC,Q) ®g F = W, (K, F).

Hem obtingut una projeccié

proj : Wsp(IC7Q) - Q@Ea

ja que podem normalitzar pr definida dins la Q-estructura del fet
que T, estan definits sobre Q amb autovalors racionals.

10.3.1 Questié Com relacionar ¢p € Wy,(KC,Q) amb un factor 1-
dimensional de la Jy(n) que sigui K-isogen amb E?

Recordem ([18]) que, donat K, tenim un problema de moduli de
Drinfeld de nivell n definit sobre K, i tenim la corba Xy(n) corres-
ponent a Ko s. En aquestes corbes de moduli hi ha uns operadors
de Hecke, definits via v-isogenies (per una defincié precisa consulteu
(7.6) [7]) 1 que aquests operadors es traslladen a Jy(n).

El resultat clau per respondre la pregunta 10.3.1 és el segiient
resultat, anomenat llei de reciprocitat de Drinfeld (Prop.10.3 i Thm.2

[31)-
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10.3.2 Teorema. (Drinfeld) Siguil # p = carK. Llavors
JO(“) ® Q(_l) = Helt(XO(n) X 07 Ql) = Wsp(ICO,f X Iom@l) & spy

canonicament, és a dir, compatible amb els operadors (no-ramificats)
de Hecke i amb laccid de Gal(Ko'™ /| Koo) (que actua amb el terme
de Uesquerra de manera natural del fet que aquest grup galoisa coin-
cideiz amb el grup d’automorfismes continus de C/ K i que la corba
modular de Drinfeld Xo(n) esta definida sobre K ).

Per construccié, ¢g correspon a una forma automorfa nova de pes n.
Per construir la parametritzacié anem a relacionar la Jacobiana de
I’anterior resultat amb el factor 1 dimensional que ens déna a dins.
Aixi, necessitem un endomorfisme de la Jacobiana on la imatge ens
doni E o una corba K-isogena per poder acabar. Nosaltres ja tenim
un endomorfisme de Wy, donar per proj; anem doncs a obtenir-lo ve-
nint de la Jacobiana. Per tal de facilitar la demostracié i no haver de
treballar amb formes cuspidals, introduim les cocadenes harmoniques.

Sigui 7 larbre de Bruhat-Tits de GL2(K~) i Y(7) denota les
arestes i X (7) els vertexs (consulteu per més detalls de arbre de
Bruhat-Tits, [In]).

10.3.3 Definicié Denotem per B un grup abelia. Diem que ¢ és
una co-cadena harmonica de B per un arbre de Bruhat-Tits 7 si és
una aplicacié

v:Y(T)— B

complint

1. p(e) = —p(e), on € es la aresta e perd en la direccié oposada,

2. D origen(e)=v P(€) = 0 per tot v € X (7). Al conjunt de cocade-
nes harmoniques el denotarem per

H(T,B).

Denotem per
H(T,B)" (10.1)

amb I' C GL(2, K) un subgrup aritmetic, al conjunt de coca-
denes harmoniques que a més satisfant:
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3. p(ve) = p(e) Vy €T
S’anomenen cuspidals i es denota tot el seu conjunt per

ﬂ! <T7 B)r

el subconjunt de (10.1), complint que tinguin suport finit mod I';
aixo vol dir que a 'arbre de Bruhat-Tits de 7 /T" s’anul.la en
cada semilinea a partir d’un cert lloc (realment després de la
primera aresta).

S’anomenen doble cuspidals i es denota per
H\(T,B)"

si és cuspidal i a més s’anul.la a les puntes (és a dir s’anul.la en
cadascuna i en tota aresta de les semilinees de 7 /I).

10.3.4 Observacid. Els conceptes cuspidal i doble cuspidal coinci-
deixen si B és lliure de torsié, veieu prop.3.10 i)[7].

Treballar en 'arbre de Bruhat-Tits és molt més senzill, i en particular
treballar en les co-cadenes harmoniques. El proper resultat ens per-
met traslladar el nostre estudi que necessitem en formes automorfes
a un estudi dins co-cadenes harmoniques.

10.3.5 Teorema. (Drinfeld) Sigui F' un cos de caracteristica 0,

llavors,
H\(T, F)'™ =W (Ko s x Too, F). (10.2)

on To(m) = { (¢ b ) € GL(2, A)le = 0(w) }.

Aquest isomorfisme (10.2) és natural, en el sentit que en les co-
cadenes tenim definit uns operadors de Hecke i part nova i que aquest
isomorfisme es compatible amb operadors de Hecke i la part nova.
Definim en les co-cadenes cuspidals aquests conceptes que ens com-
porten bé via I'anterior isomorfisme (10.2).

10.3.6 Definicié Sigui m un ideal de A, pensem ¢ € GL(2, K),
definim 'operador de Hecke Ty, via,

Tue)0) =S w((§ 5 )0
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on la suma recorre les tripletes (a,b,d) € A3 amb a,d monics, (ad) =
m, (a,n) = 11 degb < degd. Aquests operadors actuen dins les
formes cuspidals, commuten entre ells. Els operadors de Hecke T,
amb (m,n) = 1 s’anomenem no-ramificats.

Per simplificar notacié,
H(n) := H,(T,7Z)"°W,

Tenim en l'arbre de Bruhat-Tits un producte de Peterson, (,), que
es defineix de la forma segiient,

10.3.7 Definicié Donat un grup aritmetic I', és defineix el producte
de Peterson per T,

(p: H(T,2)" x H(T,Z)" —Z

per
(f9)= > [flegleyolle),
ecY(I'\T)
on vol,(e) := % Observem que cada aresta geometrica {e, e}

fa sumar dos cops aquest sumatori el mateix valor (fixem-nos que
estem pensant sempre e,€ son arestes de l'arbre de Bruhat-Tits).
Multiplicant ®zF obtenim un producte escalar per qualsevol cos de
caracteristica zero.

Si n’|n tenim un morfisme natural per cada divisor monic a de n/v’,
ia,ll’ : H(‘ﬂ/) - H(n)

donat per,

iaw(@)0) = § 1))

10.3.8 Definicié La part nova de les formes cuspidals de H(n) ®
Q és, ho anotarem per (H(n) ® Q)"", el complement ortogonal en
H(n) ® Q respecte al producte de Peterson de les images de tots els
o @ Q on n' recorre tots els divisor propis de n. Denotem per
H(m)™" := H(n)N (H(n) @ Q)"v.
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Els operadors de Hecke Ty, actuen en H(n)"*". Denotem per H(n) la
Z-algebra generada pels operadors no-ramificats de Hecke, i $(n) @ Q

la Q-algebra que és commutativa i semisimple, per tant un producte

de cossos totalment reals. Com ’accié dels operadors de Hecke es
compatible amb els dos isomorfismes de Drinfeld anteriors (10.3.2,10.3.5),
aix0 ens permet explicitar proj com un morfisme de la Jacobiana.
Efectivament, per aixd recordeu ([In)):

1. tot endomorfisme de Jac(Xo(n)) es puja al seu tor associat
Trym) == Hom(To(n),Gyp), on I' := 1 /tor(1eb);

2. hi ha una equivaléncia de categories,

T — Tt;

3. hi ha una aplicacié injectiva natural,

j:To(n) — H(n)

que correspon a la composicié de les aplicacions canoniques
segilents: ' = ('/T';)% =: (I'*)?, (T'y és el subgrup normal de
I generat pels elements d’ordre finit); recordant que I'* s’iden-
tifica canonicament amb el grup fonamental de I' \ 7, obtenim
(I'*)® = H\(I'\ T,7Z), definim Paplicaci6

T H(U\T,Z) — H\(T,z)"

> . #(Te) ~
(p)(e) == m@(e)

on e denota les arestes de 7 mod I" (veieu una definici6 explicita
de j en 3.3[8] orientant 'arbre de Bruhat-Tits).

10.3.9 Conjectura L’aplicacio j és bijectiva per totI' grup aritmétic
de GLQ(KOO)

L’anterior conjectura esta provada pel cas concret de C' = P! en que
estem treballant (no ho esta per C' generica).

De les consideracions 1,2 i 3 anteriors tenim el diagrama commu-
tatiu,
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/ End(Jo(n))
H(n) {
\

End(H (n))

(10.3)

Recordem que T}, sén morfismes K-racionals de Jy(n), per tant $(n)
ens déna una descomposici6 llevat de K-isogenia per Jy(n), és a dir,

Jo(m) ~x [[ Ai
amb A; varietats abelianes definides sobre K.

Observem que Ty, els podem restringir en la part nova i via l'i-
somorfismes canonics, teoremes 10.3.2,10.3.5, tenim que la part nova
de les co-cadenes cuspidals correspon a la part nova de la Jacobiana
(definida de la manera usual). Denotem per $(n)"" la Z-algebra
de Hecke $(n) que pensem com ’algebra generada pels operadors de
Hecke no ramificats, pero pensant els operadors actuant en la part
nova. Tenim el diagrama

End (5 (n))

ﬁ(n)new {

\End(ﬂ(n)new)

(10.4)

La Q-algebra H(n)"" ® Q és commutativa semisimple i per tant un

producte de cossos totalment reals, on obtenim que H™"(n) @ C té

una base de vectors propis ¢ per 'accié de $H(n)"*. Sigui A(p,m) el
¥ g 2

valor propi per Ty,. A més, tenim el

principi de multiplicitat fort: donats ¢,¢’ € H""(n) ® C amb

Ap,m) = A(¢', m) per quasi tot m llavors ¢’ = cte .
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D’aqui, H""(n)®Q és una Q-algebra semisimple de dimensié g"" :=
dim Jo(n)"* = rang, H™"(n), i per tant per la classificacié dels
anells d’endomorfismes per varietats abelianes dona 1’accié de I'algebra
de Hecke una descomposici6é completa de la Jo(n)"" via K-isogenea.

Per tant, proj poden pensar-lo proj € End(Jy(n)"") ® Q donat
per g (via I'isomorfisme 10.3.5) amb A(¢g, m) sén enters, per tant
corresponent a un factor 1-dimensional en la descomposicié de la
jacobiana en K, és a dir tenim E’ una corba el-liptica definida sobre
K, que és un K-factor dins JJ*(n), i tenim una parametritzacié de
Weil de E' que correspon a la composicié de I’aplicacié natural de
Xo(n) a la jacobiana i la projeccié de la jacobiana a la corba E'.

Per acabar ens falta Unicament demostrar que les corbes E’ i
E, ambdues definides sobre K, son K-isogenes, obtenint aixi una
parametritzacié de Weil per a E. Com E i E’ coincideixen com
Gal(K*%?/K)-submoduls de HL(Xo(n) x C,Q;) concloem.

La prova anterior ens déna l’analeg d’equivalencies del teorema
10.1.1 pel cas de cossos de funcions,

10.3.10 Teorema. Hi ha una bijeccio entre,

1. conjunt de classes de K-isogénia de corbes el-liptiques definides
sobre K amb conductor noo;

2. factors 1-dimensionals (modul K -isogénies) en la K -descomposicid
de Ji*(n) de Jac(Xo(n));

3. classes (modul multiplicacio d’escalars no nul) de vectors pro-
pis pels operadors de Hecke amb wvalors racionals en l’espai de
formes cuspidals

Wi (Kron) X Ioo, C)

0 en lespai de co-cadenes cuspidals H"*" (n)o( @ C.

10.4 Vers parametritzacions fortes de Weil

Sigui E una corba elliptica definida sobre K and cond(E) = oon.
Hem construit en Papartat anterior una corba el-liptica E’ definida
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sobre K i K-isogena a E, que és un factor de la Jac(Xo(n)), i a més
per construccié aquesta E’ és inica. Recordeu que anomenem para-
metritzaci6é (debil) de Weil per la corba el-lipitica E a un morfisme
no trivial K-definit, 7 : Xo(n) — E, diem que és forta si via K-
morfismes tota parametritzacié debil de Weil per corbes el-liptiques
K-isogenes a F factoritza via w. Observem que donada F l’apartat
anterior ens prova l’existenica de la parametritzacio forta de Weil do-
nada per la projeccié de la Jac(Xp(n)) a E' factor K-isdogen a E la
corba el-liptica inicial, on la parametritzacié de Weil Xo(n) — E’ és
forta.

Anem a explicitar la construccié de parametritzacions fortes de
Weil.

Estudiem primer sobre C, busquem E’ i per tant una xarxa en
C*. De ([In)]),
1 — To(N)-S Hom(To(n), C*) — Jo(n)(C) — 0;

i de la identificacié j : H (T, Z)"oWN) — Ty(N), triem ¢ € H,(T,Z) o™,
vector propi amb valors propis enters, i a més primitiu, és a dir
v € j(To(n)) pero ¢ ¢ nj(To(n)) per n € Ni. Definim aixi I'aplicacié

ev, : Hom(T'o(n), C*) — C*
f= 1)
10.4.1 Teorema. (Gekeler-Reversat) Denotem per
A := Imag(ev,) C C*
(realment C K ). Llavors 3t € C*, |[t| < 1 on A = tZ.

10.4.2 Observacié. Quan A no és Fy[T], A = pg x t* on piq sén les
arrels d-essimes de la unitat en K on d és un divisor de ¢ — 1,
(9.5.1,2 [8]).

Tenim el segiient diagrama commutatiu,

1 — To(m) -5 Hom(To(m),C*) — Jo(n)(C) — 0

l ev, | pro(C) |
1 - A — C* —  C*/A — 0
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Observem:

- C* /A és isomorf als C-punts de la corba el-liptica de Tate Tate(t),
per tant C* /A correspon a una corba el-liptica E, definida sobre K,
amb C-punts C*/A (Tate, thm.5.3 [14]),

- tenim que pry, és una aplicacié analitica de varietats abelianes de-
finida sobre K, utilitzant GAGA (treballs de Raynaud i Kiehl) ob-
tenim que pr,, és algebraica.

-cada Ty, no ramificat déna un Endg,_ (F,) (realment Ty, estan defi-
nits en K en el cas A = F,[T])que correspon a multiplicar per A(p, m)
que per les hipotesis de ¢ és enter (a Z). Per tant la classe isogenia
de E, correspon al subespai Qo C W, (Ko(n) X Zss, Q).

-obtenim del punt anterior que pr, pertany a l’algebra de Hecke dels
operadors no ramificats que estan definits en el nostre cas sobre K
per tant pry, esta definida sobre K

-Xo(n) i Jo(n) estan definides sobre K'; considerem ’algebra de Hecke
dels operadors no ramificats dins End(Jp(n)). Tenim E, = Jo(n)/M
on M és una varietat abeliana K-racional que correspon a ’ortogonal
de pr, en lalgebra de Hecke dins End(Jy(n)). Per thm.1[Shimura]
[13] E, esta definida sobre K.

10.4.3 Observaci6. Els tres punts anteriors en la situacié A general,
sén correctes sobre el cos de classes de Hilbert H de K. Per obtenir
la parametritzacié modular forta de Weil que busquem i £, a K en el
cas general, necessitem treballar cada element de S en la particio de la
Jacobiana, on #S = cl(K), i recordeu que Jo(n)(C) = [],cq Jr, (C).

Fixem oo com K-punt racional, obtenim la parametritzacié forta de
Weil 7, per la composicio,

X[)(l‘l) — J()(l‘l) — Ecp

on la primera aplicacié és la inclusié usual amb el punt K-racional
triat i la segona correspon a pr,.

10.4.4 Observacié. Pel cas de corbes modulars classiques Xo(V)
sobre Q, per determinar la classe isogenia de E, és suficient donar
la forma cuspidal i per la parametritzacié forta de Weil, via la con-
jectura de la constant de Manin, la forma modular ens la determina.
Pel cas de cossos de funcions no sera suficient com ho veurem en
un exemple, pero si que donada una parametritzacié modular poder
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associar-hi una forma modular. Anem a associar-li. Denotem per u,,

la funcié theta associada a ¢ € I'g(n)([In]), tenim el segiient diagrama
commutatiu,

Q e ok —  C*/A

r'\Q EJ(C)
!

Yom)(C) — Xo(m)(C) ™ E,(C)

C* denotem amb la coordenada w, la diferencial associada a E, és
%”, tenim llavors

d U, (2
w0y = B,
w Uy (2)
on obtenim f(z) := Ztgz; déna una forma cuspidal en M3, (To(n))

(veieu [11]).

10.5 Alguns exemples de parametritzacions
de Weil.

Tenim el segiient diagrama commutatiu (6.5 [8]),

(10.5)

S U
N

Ou(l)/C*—L—H|(T,Z)"

JQ Led
residu

M22,1(Fa Fp)—u—ﬂ!! (Tu ]Fp)r

on j definida anteriorment, red denota reduccié de coeficients modul
p, residu( f) 1i associem la forma diferencial holomorfa w (veieu [11]),
triem e € Y(7), es tria un disc convenient en geometria rigida (veieu
§1.8 [8]), i residu(f)(e) és el residu del desenvolupant de la forma en
aquest disc que correspon a la variable z de D'aplicacié edifici amb
A(z) = origen(e)(veieu tot seguit); u(¢) = u, és I'aplicacié natural



10.5. Alguns exemples de parametritzacions de Weil. 135

que a cada forma cuspidal li associem la funcié theta; (u,) = —2.
L’aplicaci6 T es defineix de la manera segiient, sigui A : Q@ — 7 (R) l'a-
plicacié edifici, definim r(uy)(e) := logy.. | ]}((f))| on A(z) = origen(e) i

AMw) = final(e), definim 7 el pas modul C*.

Observeu que tenim un producte escalar de Petersson, aquest es
pot traslladar a H,(7,Z)" (fent el calcul més simple) de la manera
segiient: siguin «, 8 € H,(T,Z)" llavors

(@,8)=Y_  ale)fle)voly(e)

ecY (T\T)

on vol,(e) aquest 2 apareix del fet que e,e € Y(I'\7), estem

24T,
pensant que no hi ha orientacié). Saber-ne el valor ens permetra
calcular grau de my;

10.5.1 Proposicié. (Gekeler) Sigui ¢ € H,\(T,Z)"°®™ com en §4
primitiu.

1. Sigui m(p) := min{(p,a) > 0la € H(T,Z)"°™}. Liavors

m(p) = —vso(§(Eyp)),

és a dir la valoracio a oo del j-invariant de la corba el-liptica
de la parametritzacio modular forta de Weil.

2. Denotem r(p) := (@,0)/m(p). Llavors r(p) € N i r(p) =
degmy,, és a dir el grau de la parametritzacio forta de Weil.

Anem a donar dos exemples de buscar les equacions de los corbes
el-liptiques que donen totes les parametritzacions modulars d’una
corba modular i el grau de la parametritzacio.

10.5.2 Exemple. Cas Xo(T%(T — 1)) en A = Fy[T).
L’arbre de Bruhat-Tits I' \ 7 esta representat a 10.1.

Observem que

To(T2(T — 1)) = H/(T,Z)oTT-) = [ (Ty(T*T — 1))\ T, Z).
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Figura 10.1: Arbre I'\ 7.

Sigui ¢ el generador de H,(7,Z)oT*(T=1) Recordem que ¢ s'a-

nul.la en les semi-linies (prop.3.1.4[8]) i que 3y, minai(aresta e)=v,en T\7 Lo :
Telo(e) =0,1> [Te : T'y] = goo+1 = 3. Com tenim sempre tres ares-

tes que van a cada punt [['. : [')] = 1, tenim ¢(e;) = —p(e;31) i
recordant (e;) = —p(€;), tenim (¢ és un generador)
6
(p.0) = D_(plei)vol,(ei) + p(éi) vol,(61)) =
i=1
6
1 1
122+ (-1)%2) =6.
S5+ (17 =6

D’aqui obtenim m(¢) = 6ir(p) =1, (on el valor de m(y) era evident
que de I’arbre de Bruhat-Tits). Sabem que m(y) = —v(FE,,) i tenim
un isomorfisme

Xo(T*(T — 1)) = E, — Tate(t)

sobre Ko on vs(t) = m(yp). Anem perd a descriure explicitament
E,.

Considerem E : Y2 + TXY +TY = X3 corba elliptica definida
sobre Fy(T). Un calcul prova cond(E) = T?(T — 1)oo, per tant té
una parametritzacié de Weil, on obtenim per §2 que és K-isogena
amb E,. Sigui n: E, — E aquesta parametritzacié. Observem que
J(E) =T8/(T —1)? per tant E, = Tate(t) i E 2 Tate(t') sobre Koo
amb v (1) = Voo (t'). Recordem llavors si Tate(t) és isogena a Tate(t')
sobre Ko, amb veo(t) = v (t') llavors és isomorfisme. Aplicant-ho a
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Figura 10.2: Exemple 2.

7 obtenim que sobre K., és isomorfisme, per tant obtenim que 7 és
isomorfisme sobre K, d’on

Xo(T*T - 1)) =2/ (Y?+TXY +TY = X?).

10.5.3 Exemple. Cas Xo(T(T? + T + 1)) en A = F3[T]. Denotem
per I' = [o(T(T? + T + 1)). L’arbre de Bruhat-Tits esta representat
a 10.2.

Aqui tenim Hy(T'\ 7,7Z) = H\(T,Z)" = Zv, + Zvo on triem l'o-
rientacié de 71, y2 indicada en ’arbre de Bruhat-Tits. Es pot provar
que una base de vectors propis pels operadors de Hecke a coeficients
racionals soén,

Y1 =7 +"72, Y2 =—71+ 7.

Amb consideracions semblants a ’exemple anterior s’obté,

(1,91) (m1 +72)(e)* + (1 +72)(6)?) =

M*
[\DM—~

=1

6
QD+ 71+72)( )2+ (m+12)(6)?) =640
1

per la orientacié triada de 1 i y2 que un pren positiu i 'altre negatiu,
semblantment

(p202) = 6+ 3((1 + ) (en)? + (31 +72)(@)?) = 10.
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Per calcular els valors minimals pel producte de Peterson s’obté,

1
(pr.m) = 5P+ + 1240 x 1407+ 02 +0%) = 3,

1
(¢2,72)=§(2(0+0+0+2><1+12+12+12)):5,

d’aqui obtenim que els graus de les parametritzacions r(p;) = 6/3 =
2 = 10/5 = r(p2) obtenim que Xo(T(Y2 + T + 1)) és una corba
modular de Drinfeld biel-liptica. Tenim

Jac(Xo(T(T* + T +1))) ~K—isog F1 X E2

on FE; sén corbes el-liptiques definides sobre K on sobre K., E; =

Tate(t;) amb v (t;) = { g’ 2 _ %

Amb arguments semblants al exemple anterior obtenim
Ei=Y*+(T+1D)XY +Y =X +T(T?*+T+1))
amb j(Ey) = (T +D2/(T(T?* + T +1))3, i
E=Y’+(T+D)XY+Y =X +X*+T+1)
amb j(E) = (T + 1)12/T5(T* + T +1).

Notem que en corbes modulars de Drinfeld hi tenim també invo-
lucions Atkin-Lehner, definides analogament al cas classic, denotades
per wy amb a un ideal de K dividint n i coprimer amb n/a. En aquest
exemple es pot provar,

Ey = Xo(T(T* + T + 1)) /wr)
Ey = Xo(T(T? + T + 1)) /wz21741);

on tenim una corba biel-liptica amb involucions biel-liptiques donades
per involucions del tipus Atkin-Lehner.

10.5.4 Observacié. El cas classic de corbes modulars, les formes
modulars ens donen la decomposicié en factors K-isogens de la Jaco-
biana. En el cas de moduls de Drinfeld necessitem formes automor-
fes, no es suficient 'estudi de formes modulars en M3, (T, F,) (mireu
el diagrama (10.5) ). En el nostre exemple (F, = [F3) tenim que
@1 = pa(mod 2). Aixo implica u, /uy, = ug, /Ug,, com formes mo-
dulars sén la mateixa pero defineixen diferent factors no K-isogens
en la jacobiana de la corba modular de Drinfeld.
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10.6 Algunes Taules

Centrem-nos en el cas Fy(7). Considerem n com abans amb el
grup que correspon a Xp(n), i anem a intentar trobar quantes pa-
rametritzacions fortes hi ha per nivell n, amb n petit, és a dir en
restringirem amb deg(n) < 3. Ens restringim com sempre al cas
(Fq[T),00 = 1/T,F4(T)). Consulteu per les proves i com Gekeler [6].
Anem a entendre primer ’espai de formes cuspidals.

10.6.1 Lema. (Gekeler, prop.2.1 and §3.1 [6]) Sideg(n) <2 no
hi ha cap forma automorfa cuspidal amb conductor noo. Per cas
deg(n) = 3 es sequeizr de la taula segiient:

tipus | dim W,
(1%151 q
qat; q
qs q
qat7 q-1
i q-1

on els subindexs 1,2 o 3 denota el grau de l’ideal de A, on aquests
1deals corresponen a la descomposicio en ideals primers de n.

Es pot estudiar I’algebra de Hecke $(n) ® Q i tots els factors en Q
ens donaran corbes K definides. La segiient taula ens dona una llista
de casos per a ¢’s petits. Per a veure l'algorisme i com es pot fer
consulteu [6] (observeu que els dos primers exemples de la taula sén
precisament els exemples de la §5). En la taula em utilitzat ’abrevi-
atura altre per a significar altres cossos # Q. La ultima columna ens
dona el nombre de corbes elliptiques amb conductor igual a con.
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q(Fy(T)) Polinomi=n Hn)eQ #c.e. amb
cond = oon
2 T(T?>+T+1) QxQ 2
2 T3+T+1 Q(V?2) 0
2 T>(T — 1) Q 1
2 T3 Q 1
3 T(T? - 1) Qx0QOxQ 3
3 T(T? +T +2) Q x Q(v/17) 1
3 T(T? - 2) Q x Q(V/5) 1
3 T3 +T?%+2 Q(X3+3X2 - X —4) 0
3 T3 -T+1 QX3+ X2 —4X +1) 0
3 T3(T - 1) QxQ 2
3 T3 QxQ 2
4 T(T? + T +v) Q(V6) x Q(v/2) 0
4 T3+T+1 Q(v2) x Q(v6) 0
4 T3 —v Qx QX3+ X2 -9X +1) 1
4 TA(T - 1) Q x Q(v5) 1
4 T3 QxQxQ 3
5 (T -1)(T-2) QxQxQxQ»V3) 3
5 T(T*+T+1) | QW7 xQX?—4X +2)) 0
5 T(T? +T +2) Q x Q(v/37) x Q(/17) 1
5 T(T? - 2) Q x Q(v13) x Q(v/21) 1
5 T3 4+T?+1 cos de grau 5 0
5 T3 +2T +1 cos de grau 5 0
5 T>(T — 1) QxQxQxQ 4
7 (T —1)(T-2) Q x Q x Qxaltr. 3
7 T(T —1)(T — 3) Qxaltr. 1
7 T(T?>+T +3) Qxaltr. 1
7 T(T*+T+4) altr. 0
7 T(T? +T +6) altr. 0
7 T(T? - 3) Qxaltr. 1
7 T3+T+1 altr. 0
7 T3+ 3T +2 altr. 0
7 T3 -2 Qxaltr. 1
7 T3 — 4 Qxaltr. 1
7 T>(T —1) Q x Q x Q x Qxaltr. 4
8 T(T? +T +1) Q x Qxaltr. 2
9 T(T? - 1) Q x Q x Qxaltr. 3
9 T(T —1)(T —v) Qxaltr. 1
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