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Introduccion

El sintagma nominal “teoria de niimeros” es una perifrasis de la palabra
“aritmética”, de manera que las dos expresiones tienen el mismo significado.
En efecto, desde el punto de vista etimolégico, la palabra aritmética deriva
de la latina arithmetica que, a su vez, proviene del griego apt@unrirn Téxvn
(literalmente, arte numérico), derivada del adjetivo dpt@unrikds (relativo al
numero), y, éste, del substantivo dptfpudés (nimero). Asi, pues, la aritmética
es el estudio de los ntimeros.

Para hacer ese estudio de los niimeros se utilizan métodos y técnicas dife-
rentes que, a su vez, dan lugar a diversas ramas de la aritmética: la teoria
algebraica de numeros, la teoria analitica, la probabilistica, la heuristica
y computacional, la geometria aritmética, ...Para ser precisos, este curso
es fundamentalmente un curso de teoria algebraica de niumeros algebraicos,
aunque en su desarrollo apareceran también nimeros no algebraicos y en
algunas partes se utilizaran técnicas no propiamente algebraicas.

La teoria algebraica de ntimeros tiene dos objetivos principales: por un
lado, la construccion de una teoria general de los cuerpos de nimeros al-
gebraicos que permita su clasificacion completa y la descripcion de su arit-
mética y, por el otro, el estudio de las aplicaciones de esta teoria general
a cuestiones concretas: por ejemplo, ecuaciones diofanticas, multiplicacién
compleja de funciones abelianas i elipticas, integraciéon de diferenciales alge-
braicas, teorfas de codificacién y criptografia, . ..

Su estudio se basa en diversas teorias y metodologias (la teoria de Ga-
lois, la de la ramificacién, el anélisis complejo, el andlisis p-adico, ...) y usa
herramientas diferentes (funciones analiticas, curvas elipticas, formas modu-
lares, variedades abelianas, ...). Algunas de estas técnicas y herramientas se
utilizaran en este curso; concretamente, algunas que permiten la consecucion
del objetivo que nos proponemos de manera natural: una demostracién del
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Teorema de Kronecker-Weber sobre el cuerpo de los niimeros racionales.

El teorema de Kronecker-Weber se sabe demostrar de maneras diversas;
una de las mas corrientes es obtenerlo a partir de la teoria de cuerpos de
clases. Otra, también muy extendida, es obtenerlo a partir de su andlogo
local; es decir, a partir del teorema sobre los cuerpos de los niimeros p-adicos,
para todo niimero primo p.

Obtener el teorema de Kronecker-Weber a partir de la teoria de cuerpos de
clases implica, 6bviamente, establecer previamente esta teoria; y esto queda
fuera del alcance de un primer curso de teoria algebraica de niimeros. Obte-
nerlo a partir de su analogo local, si bien es posible en un primer curso de
teoria algebraica de nimeros, no es lo mas razonable en un curso de quince
o dieciséis horas, en el cual parece mas adecuado trabajar los métodos mas
basicos de la teoria antes que los mas elaborados o especificos.

Por suerte, entre las distintas posibilidades para obtener este teorema,
hay una tercera que permite introducir algunos objetos y algunas técnicas
bésicas de la teoria algebraica de nimeros y dar una demostraciéon completa
en un tiempo relativamente corto: consiste en establecer y usar una parte de
la teoria de la ramificacion superior. Y esta es la que hemos elegido; asi, el
teorema de Kronecker-Weber puede servir como primer ejemplo y a la vez
como motivacién de la teoria de cuerpos de clases o de otros aspectos de la
teoria de la ramificacion.

Y, a la vez, saber que existe un andlogo local que se puede obtener en
pocas horas mas, puede servir de motivaciéon para continuar el estudio de la
teoria algebraica de niimeros en sus aspectos locales.



Capitulo 1

Ley de reciprocidad cuadratica

1.1. Teoria de Galois

Sea L|K una extensién finita de cuerpos. El grupo de los automorfismos
de L que dejan fijos los elementos de K se llama el grupo de Galois de la
extensién L|K y se denota por Gal (L|K); es un grupo finito de orden menor
o igual que el grado de la extensién. Se dice que la extension L|K es de Ga-
lois cuando se satisface la igualdad; equivalentmente, cuando la extension es
normal y separable. Una extension de Galois L|K se llama abeliana (respec-
tivamente ciclica, resoluble, nilpotente) cuando el grupo de Galois Gal (L|K)
es un grupo abeliano (respectivamente ciclico, resoluble, nilpotente).

Si L|K es una extensién de Galois y K’ es un subcuerpo de L que con-
tiene K, la extensién L|K’ también es una extensién de Galois y el grupo
Gal (L|K'") es un subgrupo de Gal (L|K); una condicién necesaria y suficiente
para que la extensiéon K'|K sea de Galois es que Gal (L|K’) sea un subgrupo
normal de Gal (L|K); en este caso, el grupo de Galois de la extensién K'| K
se identifica de manera natural con el grupo cociente Gal (L|K) /Gal (L|K'),
puesto que se tiene la sucesién exacta de grupos

res

1 — Gal (L|K') 25 Gal (L|K) Z5Gal (K'|K) — 1
en donde res es el morfismo dado por restriccién a K’ de los automorfismos

de L iinc es la inclusién como subconjunto. Por otro lado, hay una correspon-
dencia biyectiva entre el conjunto de los subcuerpos K’ de L que contienen
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10 CAPITULO 1. LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

K y el conjunto de los subgrupos de Gal (L|K); esta correspondencia se ob-
tiene asignando a cada cuerpo K’ el grupo Gal (L|K’). Reciprocamente, a
cada subgrupo H C Gal (L|K) le corresponde el cuerpo L formado por los
elementos de L que son fijos por todos los automorfismos de H.

Sean Li|K y Ly|K dos extensiones de Galois finitas dentro de una mis-
ma clausura algebraica del cuerpo K. La extensién composicion Ly Ls|K y
la extension interseccién L; N Ly|K son entonces extensiones de Galois; el
grupo de Galois de la composicion se puede identificar con un subgrupo del
grupo producto Gal (L1|K) x Gal (Ly|K). Esta identificacién se hace asig-
nando a cada K-automorfismo o de L;Ly la pareja de automorfismos que
se obtiene por restriccion de o a cada uno de los cuerpos L;. Ademas, el
grupo de Galois Gal (LiLs|L1 N Ls) es isomorfo de manera natural al pro-
ducto Gal (Li|L; N Ly) x Gal (Ls|Ly N Ly). De esta manera obtenemos una
sucesion exacta

1 — Gal <L1|L1 N LQ) x Gal (L2|L1 N LQ) — Gal (LlLQ‘K) —

En particular, si Ly N Ly = K, entonces las extensiones L |K, Ly /K son line-
almente disjuntas y el grupo de Galois Gal (L, Ly| K') es isomorfo al producto
de los grupos Gal (L1|K) y Gal (Lq| K).

Por otro lado, si L|K es una extensién de Galois y K'| K es una extension
cualquiera, entonces la extension LK'|K’ es de Galois y Gal (LK'|K’) es un
subgrupo de Gal (L|K). En cambio, el hecho de que dos extensiones K'|K y
L|K’ sean de Galois no implica que la extensién L|K también lo sea.

1.2. Cuerpos ciclotémicos

Consideremos una clausura algebraica Q del cuerpo Q de los ntimeros
racionales y sea ¢ € Q una rafz primitiva n-ésima de la unidad. La extensién
Q(¢)|Q se llama la n-ésima extensién ciclotémica de Q; es una extensién de
Galois y su grupo de Galois se identifica de manera natural con el grupo
multiplicativo de los elementos inversibles del anillo Z/nZ. En efecto, si o
es un automorfismo de Q((), entonces ¢(¢) ha de ser también una raiz pri-
mitiva n-ésima de la unidad y, por tanto, de la forma o(() = ¢X(@) donde
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X(0) es un nimero entero definido médulo n y coprimo con n que no de-
pende de la eleccién de la raiz primitiva (; eso permite definir una aplicacion
Gal (Q(¢)|Q) — (Z/nZ)" que resulta ser un isomorfismo de grupos. Por
tanto, la extension Q(¢)|Q es abeliana.

Anélogamente, si k es un cuerpo cualquiera y ¢ € k es una rafz primitiva
n-ésima de la unidad, también k(C)|k es una extension abeliana; en este caso,
el morfismo Gal (k(¢)|k) =5 (Z/nZ)" es inyectivo, aunque no necesariamente
exhaustivo.

Pongamos n = p'n/, con r > 0, n’ > 1 un nimero entero, y p un nimero
primo que no divide n/. Entonces ¢ es una raiz primitiva p’-ésima de la
unidad y Q(¢™)|Q es una subextensién de Q(¢)|Q. El isomorfismo , definido
para cada numero entero positivo n, es compatible con los morfismos de
restriccion y de reduccion

Gal (Q(O)IQ) ~ Gal (Q(C™)IQ)

(Z/nZ)” =% (2/p'L)",

de manera que hay un diagrama conmutativo de morfismos de grupos abe-
lianos
Gal(Q(Q)|Q) — (Z/nz)
res l | red

Gal (Q(¢™)|Q) — (Z/p'Z)".

Por otra parte, la extensiéon Q(¢ )]Q es la composicion de las extensiones
linealmente disjuntas Q(¢?")|Q y Q(¢™)|Q y, por tanto, para los grupos de
Galois se tiene que Gal (Q(¢)|Q) ~ Gal (Q(¢?")|Q) x Gal (Q(¢™)|Q). Eso
permite en muchos casos reducir el estudio de los cuerpos ciclotémicos al
caso de los engendrados por raices primitivas de la unidad de orden potencia
de un nimero primo.

Una de las propiedades importantes de las extensiones ciclotomicas de Q
viene reflejada en el siguiente

Teorema 1.2.1. (Kronecker-Weber) Sea K|Q una extension abeliana finita.

Entonces, existe una raiz de la unidad ¢ tal que K es un subcuerpo del cuerpo
ciclotdmico Q(C).

Uno de los objetivos de este curso es dar una demostracion de este teorema.
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1.3. Periodos de Gauss

Sean p un niimero primo impar y ¢ una raiz primitiva p-ésima de la unidad.
El grupo de Galois Gal (Q(¢)|Q) es ciclico de orden p — 1, de manera que
hay una correspondencia biyectiva entre el conjunto de las subextensiones de
la extensién ciclotémica Q(¢)|Q y el conjunto de los divisores positivos d de
p — 1. El objetivo inmediato es dar un elemento primitivo para cada uno de
los subcuerpos de Q((); es decir, dar un generador de Q(() sobre Q.

Sea g un generador del grupo multiplicativo (Z/pZ)". Entonces, el auto-
morfismo ¢ de Q(¢) definido por la férmula o(¢) := (9 es un generador del
grupo Gal (Q(¢)|Q). Por comodidad de escritura, para todo nimero entero
i pondremos (; := (9. La demostracién del resultado siguiente no presenta
ninguna dificultad.

Lema 1.3.1. Sean i, j numeros enteros cualesquiera. Entonces,
Q’:gj e ZE] (modp—l), Uj(gi) :Q’_H'.D

Definicién 1.3.2. Sea n un divisor cualquiera de p — 1. Para todo ntimero
entero 7, 0 < ¢ < n — 1, llamaremos ¢-ésimo n-periodo de ( relativo a g al
elemento de Q(()

a1 d—1
= 0(G) =) Cign,
=0 =0

donde d := (p — 1) /n.

Individualmente, los n-periodos dependen de la elecciéon de ¢ y de g. El
resultado siguiente precisa mejor de qué forma se produce esa dependencia.

Proposicién 1.3.3. El conjunto {ng,n1,...,Mn_1} no depende ni de la elec-
cién del generador g de (Z/pZ)" ni de la eleccién de la raiz primitiva p-ésima
de la unidad (. Ademds, el periodo ng tampoco depende de la eleccion de g,
y los diferentes m; son los n-periodos 1, associados a las diferentes raices
primitivas p-ésimas de la unidad ('

DEMOSTRACION: Puesto que n divide al orden de G := (Z/pZ)", los expo-
nentes ¢**" de ¢ en el n-periodo n; forman una clase lateral de G' médulo
el subgrupo (¢"); y puesto que G es ciclico, este subgrupo no depende del
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generador g elegido en G. Por tanto, las clases laterales tampoco dependen
de g. Esto demuestra que el periodo 71y y el conjunto {ng,n,...,n,—1} no
dependen de cual sea el generador g de G.

Por otro lado, si cambiamos ¢ por otra raiz primitiva p-ésima de la unidad
¢’, podemos escrivir ¢’ = (9" para un cierto entero «; entonces, para todo
entero?, 0 <71 <n—1,es

d—1 d—1
! ! . .
U E Ci-f—jn = E Catitin = Nati-
j=0 j=0

Por tanto, los periodos n; se pueden obtener como los periodos 7y asociados
a las diferentes raices primitivas p-ésimas de la unidad. [

Sea, ahora, K |Q una subextension de Q(¢)|Q. El grado n := [K : Q] es un
divisor de p—1y K es el cuerpo fijo por el tinico subgrupo H C Gal (Q(¢)|Q)
de indice n. Por tanto, el cuerpo K esta generado sobre Q por los coeficientes
del polinomio irreducible de { sobre el cuerpo K (cf. el ejercicio siguiente).

Ejercicio 1.3.4. Sea L|k una extensién de Galois de cuerpos y sea 6 € L
un elemento primitivo de la extensién. Entonces, todo subcuerpo K C L que

contiene k se obtiene a partir de k al adjuntar los coeficientes del polinomio
Irr(0, K).

Ahora bien, H es el grupo (¢"), de manera que

d

r(C, ) = [[ (X =7(¢) = [T (X = o™(0)).

TEH

|
—

<.
Il
o

donde d := (p — 1)/n; los coeficientes de este polinomio son los valores de
los polinomios simétricos elementales en los elementos x; := 07"(¢) = (jn,
0 < j < d—1; es decir, los coeficientes son los nimeros algebraicos s :=
sk(zo, 1, ... xq-1), 1 <k <d.

El cuerpo generado sobre Q por (los valores de) los polinomios simétricos

elementales sy (g, 21, . .., Zq_1) s el mismo que el engendrado por (los valores
d—1

de) los polinomios de Newton t;, := tg (o, 1,...,2Tq-1) := Z xf (cf. [B-M-T,
=0

ej.50]). Estos dltimos son exactamente los n-periodos de ¢ relativos a un cierto
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generador ¢’ de (Z/pZ)*: en efecto, puesto que 1 < k < p, el ntimero entero
k es una unidad de (Z/pZ)" y se puede escribir en la forma k = ¢° para un
cierto nimero entero i; entonces, t;, = 1;. Por tanto, K C Q(no, M1, .- -, n—1)-
Por otro lado, de la definicién de los periodos es claro que o™(n;) = n;, de
manera que 7; € K, ya que K es el cuerpo fijo por (¢"). Eso demuestra la

igualdad K = Q(no, m, - -, Mn—1)-

Finalmente, se satisface la igualdad o7(n;) = 7;4;, para toda pareja de
enteros ¢, j; por tanto, los periodos 7; son todos conjugados; puesto que
Q(n:) € Q(¢), la extension Q(n;)|Q es de Galois (y abeliana), de manera que
K = Q(n;). Hemos demostrado, pues, el siguiente

Teorema 1.3.5. Sean p un numero primo impar, ( una raiz primitiva p-
ésima de la unidad, K C Q({) un subcuerpo cualquiera y n = [K : Q]
el grado. Entonces, para todo entero i, 0 < i+ < n — 1, podemos escribir
K = Q(n;), donde n; denota el i-ésimo n-periodo de ( relativo a cualquier
generador del grupo (Z/pZ)".

Observacion 1.3.6. La parte final de esta demostracién se puede hacer de
manera mas sencilla (cf. [vdW, chap.VIII,§ 4]; pero hemos hecho ésta porque
de ella se obtiene una generalizacion inmediata al caso en que la raiz de la
unidad ¢ es de orden potencia de p.

En particular, y puesto que p es impar, podemos pensar en la tinica subex-
tension cuadréatica K|Q de Q((,)|Q. ;jPodemos describir este cuerpo facil-
mente? La respuesta a esa pregunta es el objetivo de las secciones siguientes.

1.4. Caracteres de Dirichlet

Sea GG un grupo abeliano finito. El grupo G = Hom(G, C*) se llama el
grupo dual o de los caracteres (complejos) de G. Si xy : G — C* es un
caracter, su imagen esta formada por raices de la unidad, ya que G es de
orden finito. Atin més, si n denota el exponente del grupo abeliano G (si se
quiere, el generador positivo del ideal anulador del Z-médulo G), entonces la
imagen de x esta formada por raices n-ésimas de la unidad.

Proposicion 1.4.1. Sea G un grupo abeliano finito. Aleshores G es isomorfo

(no candnicamente) a G y es canénicamente isomorfo a G.
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DEMOSTRACION: Cf. [B-M-T, €j.265]. O

Proposicién 1.4.2. (Relaciones de ortogonalidad de los caracteres) Sea G
un grupo abeliano finito y sea g su orden. Entonces:

g six =1, =
ZX(U):{O o x €@,
et st X 7 1,

o
Zx(a): g S%J ’ o€ q.
pt 0 sio#1,
x€G

DEMOSTRACION: Cf. [B-M-T, €j.266] O

Proposicién 1.4.3. Sea 0 — G’ — G — G" — 0_una sucesion ezacla
de grupos abelianos finitos. Entonces, la sucesionl — G" — G — G —
1 que se obtiene al aplicar el functor Hom(x, C*) es ezacta.

DEMOSTRACION: Ejercicio. [J

Observacién 1.4.4. En lugar de utilizar C* podriamos haber utilizado
cualquier cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero; en particu-
lar, Q. Atin més, puesto que la imagen estd formada por raices de la unidad,
es suficiente que el cuerpo que se toma contenga todas esas raices de la
unidad. Por otro lado, si p es un nimero primo que no divide al orden del
grupo G, podemos tomar F, en lugar de C y los resultados son los mismos.

Por comodidad de escritura, conviene escribir G(n) para designar el grupo
multiplicativo (Z/nZ)" de los elementos inversibles del anillo Z/nZ.

Definicién 1.4.5. Se llaman caracteres de Dirichlet mddulo n los caracteres
(complejos) de G(n).

Sea y un caracter de Dirichlet médulo n. Para todo multiplo m de n

disponemos de un morfismo exhaustivo de grupos G(m) red, G(n) dado por

reduccion y, por tanto, podemos pensar y como un caracter de Dirichlet

modulo m en la forma G(m) red, G(n) — C*.

Proposicién 1.4.6. Sea x : G(n) — C* un cardcter de Dirichlet mddulo

n. Supongamos que existen dos divisores dy y dy de n tales que x es la com-

., ., red
posicion de cada uno de los morfismos de reduccion G(n) — G(d;) con un
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cardcter de Dirichlet x; : G(d;) — C*. Sea d el mdximo comin divisor de

dy y dy. Entonces, existe un cardcter de Dirichlet mddulo d, x', tal que x es

la composicion de X' con el morfismo de reduccion G(n) 1ed, G(d).

DEMOSTRACION: Podemos suponer que n divide al producto dids (o, si
se quiere, que n es el minimo comin miltiplo de d; y dy). Puesto que x;
estd definido modulo d;, para todo entero a primo con n y tal que a = 1
(mod d;) es x(a) = xi;(a) = 1. Hay que ver que si @ = 1 (mod d) y a
es primo con n, entonces x(a) = 1. Pero el subgrupo de G(n) generado
por la reunién de los subgrupos {a € G(n) : a =1 (mod d;)}, i = 1,
2, es el subgrupo {a € G(n) : a =1 (mod d)}. En efecto, si escribimos
d = \dy + Aads, y si a = 1+ ad, obtenemos que a = 1 + alid; + alydy =
(]_ + Oé>\1d1)<1 + Oé/\QdQ) - 042>\1)\2d1d2 = (1 + Oé)\ldl)(l + Oé)\gdg) (I'IlOd n), y
si a es primo con n, también 1 + a\;d; ha de ser primo con n. Puesto que y
es trivial sobre cada uno de los subgrupos {a € G(n): a =1 (mod d;)}, x
ha de ser trivial sobre el subgrupo {a € G(n) : a=1 (mod d)}. Esto acaba
la demostracién. [

Corolario 1.4.7. Sea x un cardcter de Dirichlet modulo n. Fxiste el menor
numero natural f divisor de n tal que x es la composicion de un cardcter de

Dirichlet mddulo f con el morfismo de reduccion G(n) Ied, G(f). O

Definicién 1.4.8. Este menor niimero entero f > 1 se llama el conductor del
caracter y. Los caracteres de Dirichlet médulo n de conductor exactamente
n se llaman caracteres de Dirichlet primitivos modulo n.

A menudo conviene pensar los caracteres de Dirichlet médulo n como
aplicaciones de Z/nZ e, incluso, como aplicaciones de Z. Esto se puede hacer
extendiendo a Z/nZ la aplicacién x : G(n) — C* por la férmula y(a) := 0
si a € Z/nZ no es inversible; y se extiende a Z simplemente componiendo
con la aplicacién de reduccién Z — Z/nZ, de manera que x(a) = 0 para
todo nimero entero a tal que med(a,n) > 1. Si se considera el caso en que x
es primitivo, entonces la igualdad x(a) = 0 se produce “tan poco” como es
possible; solamente cuando a tiene factores primos comunes con el conductor.
Cuando hablemos de un caracter de Dirichlet sin especificar su conductor ni
su médulo de definicién lo consideraremos siempre primitivo.

Asi, solamente hay un caracter de Dirichlet trivial, x; vale 1 sobre todos
los niimeros enteros; es el caracter de conductor 1.
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Podemos multiplicar caracteres de Dirichlet. En efecto, si x1, x2 son carac-
teres de Dirichlet de conductores f;, fo, podemos definir el cardcter produc-
to x1x2 de la manera siguiente: consideremos, en primer lugar, el morfis-
mo de grupos w : G(mem(fy, fo)) — C* definido por w(a) := x1(a)x2(a).
Entonces, w es un caracter de Dirichlet y definimos y;x2 como el caracter
primitivo asociado a w. Esto permite hablar del grupo de los caracteres de
Dirichlet, grupo que tiene como elemento neutro el cardcter trivial. Ademas,
el inverso de un caracter y es el que se obtiene al componer x con la con-
jugacion compleja C* — C*; en efecto, para tota raiz de la unidad, ¢, se
satisface que ¢ = ¢!, donde la barra indica el nimero complejo conjugado.
En particular, un caracter y su inverso tienen el mismo conductor.

Ejercicio 1.4.9. Sean Y1, x2 caracteres de Dirichlet primitivos de conduc-
tores respectivos fi y fa. Supongamos que mcd(fi, fo) = 1. Entonces, el
producto x1x2 es un caracter de Dirichlet de conductor fi fs.

1.5. Simbolo de Legendre

Uno de los ejemplos mas importantes de caracteres de Dirichlet lo propor-
ciona el estudio de los cuadrados de los cuerpos finitos [F,,, con p un nimero

primo impar.
*
<p> a

La aplicacién F," — {£1} C C* definida por (—) =15l a es el
p

a .
cuadrado de un elemento de F,*, { — | = —1 si @ no es un cuadrado en F,

es un morfismo de grupos. se llama el simbolo de Legendre y es un caracter
cuadratico de Dirichlet de conductor p.

En efecto, el nicleo de este morfismo es el subgrupo de los cuadrados de
IF,"; por tanto, un subgrupo de indice 2 (el morfismo F} — F* de elevar al
cuadrado tiene nicleo {£1}, que es de cardinal 2 si p # 2). En consecuencia,

*
el simbolo de Legendre (—) no es el caracter trivial y esta definido modulo
p

el nimero primo impar p; esto implica que su conductor es p. Y, claramente,
el cuadrado de este caracter es el caracter trivial.

Esto se traduce en las propiedades siguientes para el simbolo de Legendre:
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ab a b i

— | =1{(-](-|, para todo par de niimeros enteros a, b;
p p p

a

2
(—) = 1, para todo niimero entero a no divisible por p; y
p

a
<—> = 0, para todo nimero entero a divisible por p.
p

Proposicién 1.5.1. (Criterio de Euler) Sea p un nimero primo impar. Para

p—1

. . . [(a
todo nimero entero a se satisface la congruencia | — ) =a 2z  (mod p).
p

DEMOSTRACION: Sea b € F,, un elemento tal que b*> = a (en E,)._Puesto que
los elementos de F,* son las rafces del polinomio X?~' — 1 en F,, tenemos
que a?~! =1y que a7 = +1. Por tanto, decir que a es un cuadrado de I,
es equivalente a decir que ! = 1; pero b*~! = 1 equivale a a7 = 1. Por

p—1

tanto, <E> =a 2z (modp). O
p

Corolario 1.5.2. Sea p un niumero natural primo impar. Entonces:

(—1> B (_1)% ~J1, sip=1 (mod 4),
B Cl-1,sip=3 (mod 4),

(2) - (_1>% _J1, sip=4%1 (mod 8),
B | -1,sip=+3 (mod 8).

, ., ) , —1 . .
DEMOSTRACION: La cuestién relativa al simbolo <—) es inmediata. Por
D

otro lado, podemos considerar ( € Fp una raiz primitiva de orden 8 de la
unidad y poner b :=  + (7. Puesto que ¢* = —1, tenemos que (> + (2 =0

2 p—
y b2 = (C+<_1)2 — <2 —|—C—2 + 2 = 2. Por tanto, (5) = 271 — 1

Por otro lado, puesto que estamos trabajando en un cuerpo de caracteristi-
ca py ( es de orden 8, disponemos de la igualdad ¥ =P+ (P =("+(",
donde r es cualquier nimero entero tal que r = p (mod 8). Si r = =+1,
entonces o? = ¢ + (! = b, de donde »»~! = 1. Y si r = 45, entonces
W= +¢%=—(+¢"') = —b, de donde b*~' = —1. Esto acaba la
demostracion. [
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1.6. Sumas de Gauss

Consideremos un caracter de Dirichlet primitivo médulo n, x, una raiz
primitiva n-ésima de la unidad, ¢ € C, y un nimero entero arbitrario, N.

Definicién 1.6.1. Llamaremos N-ésima suma de Gauss para y relativa a ¢
al elemento de Q(¢) dado por la expresién

GOuN) = Y x(a)™.

a modn

2mi
n

Cuando la rafz de la unidad considerada sea ¢ := exp(<*) hablaremos de la

suma de Gauss normalizada y la denotaremos g(x, N).

El célculo de la N-ésima suma de Gauss se puede reducir al de la primera.

Proposicién 1.6.2. Sea x un cardcter de Dirichlet primitivo modulo n y sea
¢ € C una raiz primitiva n-ésima de la unidad. Entonces, para todo nimero
entero N se satisface la igualdad

G(x. N) = x(N)G(x. 1),

donde x(N) indica el nimero complejo conjugado de x(N).

DEMOSTRACION: Supongamos, en primer lugar, que med(N,n) = 1. En este
caso, N es inversible médulo n y podemos escribir la igualdad

GOx.N)= > x(aNN~" )¢

a mod n

puesto que x es multiplicativo y x(N~!) = x(N), incluso la podemos escribir
en la forma G(x, N) = Z x(N)x(aN)¢™N; y puesto que la multiplicacién

a mod n
por N en el conjunto (Z/nZ)" es una aplicacién biyectiva, obtenemos la

igualdad que queriamos ver: G(x, N) = x(N)G(x, 1).

Consideremos ahora el caso contrario. Sea d := mcd(N,n) > 1y es-
cribamos N = N'd, n = n'd, de manera que med(N’,n’) = 1. Puesto que
X(N) = 0, es suficiente ver que G(x, N) = 0. Podemos escribir la igualdad
G(x,N) = Z x(a)¢*™'. Podemos suponer que 0 < a < n y hacer la

a mod n
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divisién entera de a por n’ en la forma a =n q—l—r de manera que 0 < r < n’
y 0 < ¢ < d. Esto da la igualtat G(x, N Z ¢ran’ Z x(n'q +r),

r mod n’ q mod d
ya que (VN =1,

Puesto que x es un caracter primitivo médulo n, no puede ser que el niicleo
del morfismo de reducciéon G(n) red, G(n') esté incluido en el nicleo de y;
por tanto, existe un elemento ¢ € G(n), c =1 (mod n’), tal que x(c) # 1.
Entonces, para cada valor fijo de r el subconjunto de G(n) formado por los ele-
mentos cn/q+cr con 0 < ¢ < d es el mismo que el formado por los elementos
n'q+r y, por tanto, se obtiene la igualdad Z x(n'q+r) = Z x(en'q+

q mod d q mod d
cr). De este hecho se deduce que G(y, N Z (TdN/ Z x(n'qg+r) =
r mod n/ q mod d
Z ¢ran’ Z x(en'q+cr) = x(¢)G(x, N). Y, puesto que x(c) # 1, que
r mod n/ q mod d
G(x,N)=0.0

El resultado siguiente nos da informacién sobre el valor de las sumas de
Gauss.

Proposicién 1.6.3. Sea x un cardcter de Dirichlet primitivo modulo n y sea
¢ € C una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Entonces, para todo nimero
entero N primo con n se satisface la igualdad |G(x, N)| = /n.

DEMOSTRACION: Puesto que med(N,n) = 1, podemos escribir |G(x, N)| =
|G(x, 1)|. Calculemos:

IG(x, D> = G(X 1)G(>< 1) =
= Z

=Z()

a modn

=2 D

a modnb modn

= D x) Y, ¢,

b modn a modn

Sib# 1 (mod n), entonces Z ¢?®=1) = 0, ya que es la suma de los n

a mod n
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primeros términos de una progresién geométrica de razén (*~! # 1y tal que
el producto del ultimo término por la razén es igual al primer término. Y si

b=1 (mod n), entonces (*®~Y = 1, de manera que obtenemos la igualdad
G, DI =x(1)n=n. O
Para el caso de los caracteres cuadraticos podemos afinar un poco mas.

En efecto, el resultado siguiente nos sera de utilidad en la préoxima seccion.

Corolario 1.6.4. Supongamos que x es un cardcter cuadrdtico de Dirichlet,
primitivo mdédulo n. Entonces, G(x,1)? = x(—=1)n.

DEMOSTRACION: De nuevo podemos calcular

GO 1) =G(.1) > x(a)* =

a modn

= Y Glx.a)"

a modn

ya que x(a) = x(a). Por tanto,

GOo1)*= > Y xb)¢ =

a modnb modn

= 3 a0 Y e

b modn a modn

Podemos repetir el razonamiento de la proposicion anterior cambiando b — 1
por b+ 1 y obtendremos la igualdad buscada. [

1.7. Cuerpos cuadraticos

Sea K|Q una extensién cuadratica; es decir, de grado [K : Q] = 2. Si x
es un elemento de K no racional, entonces K = Q(x) y x es raiz de una
ecuacion irreducible de grado 2 de coeficientes racionales. Si escribimos esta
ecuacién en la forma aX? + bX + ¢ = 0, obtenemos que z es uno de los
—b +Vb? — 4ac

2a
racionales, Q(x) = Q(v/b?> — 4ac). Quitando denominadores y cuadrados,
obtenemos que K es de la forma Q(v/D), donde D es un ntimero entero

dos numeros algebraicos . Puesto que a y b son nimeros
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libre de cuadrados; es decir, D = —1 o bien £D es un producto de niimeros
primos diferentes.

Claramente, la extensiéon K |Q es una extension de Galois abeliana y, segiin
el teorema de Kronecker-Weber, debe haber una raiz de la unidad, ¢, tal que
VD € Q(¢). El objetivo de esta seccién es demostrar este hecho de manera
independiente. Para ello, comencemos considerando un nimero primo impar
p v una raiz primitiva p-ésima de la unidad ¢ € C. El primer paso consiste
en encontrar las subextensiones cuadraticas de Q(¢)|Q.

a
Proposicion 1.7.1. Sea S = Z (—) ¢ la primera suma de Gauss para
p

a€lFy

—1
el cardacter de Legendre (i) Entonces, S* = (—)p
p p

DEMOSTRACION: Basta con aplicar el tltimo corolario de la secién anterior
al caracter de Legendre médulo p. U

Definicién 1.7.2. Sea p un natural primo impar. Escribiremos p* para el
-1

nimero (—) p.
p

Observemos que siempre es p* =1 (mod 4).

Corolario 1.7.3. Sea p un nimero primo impar y sea , una raiz primitiva
p-ésima de la unidad. Entonces Q(/p*) C Q((,). O

Es decir, para los cuerpos cuadraticos Q(,/p*) se satisface el teorema de
Kronecker-Weber.

Por otro lado, es claro que ¢ = /—1 es una raiz cuarta primitiva de la
unidad, de manera que para Q(z) se satisface el teorema de Kronecker-Weber.
Ademés, puesto que Q(y/—p*) es un subcuerpo de la composicién de los dos
cuerpos Q(1/p*) v Q(7), y puesto que la composicién de cuerpos ciclotémi-
cos es un cuerpo ciclotémico, para las extensiones cuadréticas Q(,/p)|Q y
Q(v/=p)|Q, donde p es un nimero primo impar, se satisface el teorema de
Kronecker-Weber.

Por otro lado, una raiz primitiva 8-ésima de la unidad es el nimero com-

1
plejo (g := %, de manera que, puesto que ¢ € Q((g), también V2 y /=2
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son elementos de Q((g) y para los cuerpos Q(v/2) y Q(v/—2) se satisface el
teorema.

Finalmente, si D = 4p1py - - - p, es la descomposicién de D como producto
de numeros primos, se satisface la inclusion

Q(VD) CQ(W=1,V2,\/P}, V/Pss -, /P

y, puesto que para cada uno de los cuerpos Q(,/p}) se satisface el teorema,

lo mismo sucede con el cuerpo Q(v/D).

Dicho de otra manera, hemos demostrado el siguiente

Teorema 1.7.4. Sea D un numero entero libre de cuadrados. Entonces
Q(v'D) C Q(¢) donde ¢ € C es una raiz primitiva 4| D|-ésima de la unidad.
O

1.8. Congruencias cuadraticas

Tal como lo hemos definido, el simbolo de Legendre da informacién sobre
la resolubilidad de congruencias cuadraticas modulo un niimero primo impar
p. En efecto, la congruencia az® + bz + ¢ =0 (mod p), a Z 0 (mod p),
tiene solucién cuando su discriminante A := b? — 4ac es un cuadrado médulo

p; es decir, cuando | — ) # —1. Aun mas, el nimero de soluciones de la
p
vt (5)
congruencia es 1 4+ [ — |.
p

Podriamos preguntarnos qué sucede cuando cambiamos el nimero primo
p por un numero entero cualquiera N > 1. En este caso, todavia nos puede
ayudar el simbolo de Legendre. Consideremos una congruencia cuadratica

ar’ +br+c=0 (mod N). (1.8.1)

Sea N = p*py?---pl' la descomposiciéon de N en factores primos diferentes
pi, v supongamos que el coeficiente dominante a no es divisible por ninguno
de los primos p;. Si la congruencia 1.8.1 tiene solucién, entonces

az’® +bx+c=0 (mod p}) (1.8.2)
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tiene solucién para cada valor de i; reciprocamente, el teorema chino del
resto nos permite asegurar que si la congruencia 1.8.2 tiene exactamente k;
soluciones diferentes médulo p!*, entonces la congruencia 1.8.1 tiene exacta-
mente kiks - - - k, soluciones diferentes médulo N. De manera que el problema
consiste en determinar el niimero de soluciones de cada una de las congruen-
cias 1.8.2. Por tanto, reducimos la dificultad del problema a la resolucion de
congruencias de la forma

ar® +br+c=0 (mod p") (1.8.3)

donde p es un ntimero primo, a no es divisible por p y n es un niimero natural
cualquiera.

Proposicién 1.8.1. Sean p un nimero primo (que puede ser 2), f(X) =
aX? + bX + ¢ un polinomio de coeficientes enteros a, b, ¢, tal que a no es
divisible por p, y supongamos que un numero entero v = x1, 0 < x < p, es
una solucion simple de la congruencia f(X) =0 (mod p). Entonces, para
todo enteron > 2 existe un numero entero x,, 0 < x, < p", y solamente uno
tal que ,, = x,_1 (mod p" 1) y f(x,) =0 (mod p").

DEMOSTRACION: Haremos la demostracién por induccién sobre n. El caso
n = 1 es la hipotesis. Supongamos que x,, es un numero entero para el cual
se satisfacen las condiciones del enunciado. Escribamos f(x,) = p"z,; puesto
que queremos que sea T,.; = r, (mod p"), hay que determinar todos los
valores de «,, definidos moédulo p, de manera que para x,.1 = z, + @,p"
se satisfaga f(z,11) = 0 (mod p™™!). Ahora bien, para todo z,.; de la
forma x, + a,p™ se satisface la congruencia f(z,41) = z,p" + f'(xn)a,p"
(mod p™™), de manera que demostrar que f(z,+1) =0 (mod p"*™) equi-
vale a demostrar que z, + f'(z,)a, =0 (mod p). Por otro lado, decir que la
raiz x de f(X) =0 (mod p) es simple es equivalente a decir que f'(z) # 0
(mod p); asi, por hipétesis de induccién, f'(z,) = f'(z) Z#0 (mod p). Eso
nos permite asegurar que la congruencia lineal z, + f'(z,)a, =0 (mod p)
tiene exactamente una solucion a,,, como queriamos demostrar. []

Corolario 1.8.2. Sean p un numero primo impar y a, b, ¢ niumeros enteros
L (b —4dac
tales que a no es divisible por p. Si | ———— | = 1, entonces, para cada

nimero naturaln > 1, la congruencia cuadrdtica aX?+bX+c =0 (mod p")
tiene exactamente dos soluciones  (mod p™). O
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Observacién 1.8.3. La tunica congruencia cuadratica médulo 2 que tiene
raices simples es la congruencia X? + X = 0 (mod 2). Por tanto, si una
congruencia cuadréatica médulo 2" se reduce a la congruencia X2 + X = 0
(mod 2), entonces tiene exactamente dos soluciones  (mod 2") para todo
nimero entero n.

De esta manera, obtenemos un criterio sencillo para saber el nimero de
soluciones de todas las congruencias f(X) := aX?+bX +c¢=0 (mod N)
tales que med(a, N) = 1y f(X) es separable  (mod p) para todo nimero
primo p que divide N.

1.9. Ley de reciprocidad cuadratica

Uno de los resultados de teoria de ntimeros del cual se han publicado més
demostraciones diferentes y que atin hoy es objeto de estudio es la ley de
reciprocidad cuadratica. El objetivo de esta seccién es dar una demostracion
de esa ley. Para ello, convendra considerar ciertas sumas de Gauss en carac-
teristica impar £.

Hemos visto méas arriba que si p es un niimero primo impar, consideramos

a
una raiz primitiva p-ésima de la unidad { € C y ponemos S := Z (—) ¢°,

a mod p
entonces es S? = <_—1)p Este resultado también es valido si cambiamos C
por Fy, para cualquier primo impar ¢ # p.
En efecto, podemos repetir el calculo:

$o XS (Per = 22 (T)ers

a modpb modp a#0 mod pb mod p

- ¥ Z()um: 3 Z<>1+C)

a#0 mod pc mod p a#0 mod pc mod p

-z 6Lz e

¢ mod p a#0 mod p

Sil+c#0 (mod p), entonces (¢ es atin una rafz primitiva p-ésima de
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la unidad en Fy y Z ¢+ = _1:ysil4+ec=0 (mod p), entonces
a#0 mod p

Z ¢e+e) — 5 — 1. Eso hace que

a#0 mod p
c -1 -1
e B ) GG
14+c¢£0 mod p p p p
Lema 1.9.1. Con las notaciones anteriores se satisface la férmula S =
l
(p)'

DEMOSTRACION: Puesto que trabajamos en caracteristica impar ¢, podemos

escribir
S€ — (g) al —
> (5)¢

a mod p

(-

a mod p

(5).2, )
:(15:
()

Puesto que S? # 0, podemos simplificar S y obtenemos la igualdad buscada.
O

[ [
=

=|

Teorema 1.9.2. (Ley de reciprocidad cuadrética) Sean p, ¢ nimeros primos

14 pe1 o
impares. Entonces, (—) = (%)(—1)7%1.
p

DEMOSTRACION: Si ¢ = p el resultado es trivial. Por otro lado, recordemos
que si tenemos un nimero entero a, y si z € F, es tal que z? = a, entonces

(g> = 21 Podemos aplicar este hecho para calcular el stmbolo de Legendre

14
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14

en el caso ¢ # p en la forma

Pero sabemos que (_—> = (—1)%, de manera que obtenemos la igualdad
p

(@)=

que queriamos demostrar. [
Mais adelante veremos otra demostracién de este teorema.

Una aplicacién inmediata de la ley de reciprocidad cuadratica es el calculo
efectivo del simbolo de Legendre. En efecto, la mejor manera de veurlo es con
un ejemplo. Supongamos que queremos calcular el simbolo

34569284994927
1602961

Lo primero que hay que hacer es calcular el resto de 34569284994927
modulo el primo 1602961; eso da sin ninguna dificultad

34569284994927\  (1188715\  (5-11-21613Y
1602961  \ 1602961 ) 1602961 -

(5 11 21613
— \ 1602961 ) \ 1602961 ) \ 1602961 )

Apliquemos la ley de reciprocidad cuadratica. Puesto que 1602961 = 1

(mod 4), los factores (—1)"2 = son triviales y podemos escribir:

34569284994927\ (1602961 (1602961 (1602961
1602961 a 5 11 21613 |

-(5)() (zms)
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Iy 8\ [(2) _ B 9 .
Ahora, <5>_1y<ﬁ)_<11)_ l,yaque 8 =2-2°y 11 =3

(mod 8); puesto que 3599 = 59 - 61, obtenemos

34569284994927\ [ 59 61 _ (21613} (21613
1602961 N 21613 ) \ 21613 ) 99 61 )’
ya que 21613 =1 (mod 4). Finalmente, 21613 = 19 (mod 59) y 21613 =
19 (mod 61); por tanto:

34569284994927\ (19 (19 _ (59Y (61
1602961 N 50/\61) \19/)\19)’

ya que 59 =19 =3 (mod 4); y, puesto que 19 =3 (mod 8),
34560284904027Y _ (2N (4 _(2)_ _,
1602961 S \19/\19) \19) 7

1.10. Simbolo de Jacobi

Los simbolos de Legendre vienen asociados a los niimeros primos impares
p. A fin de evitar la descomposicién en factores primos en el calculo de este
simbolo, introduciremos el simbolo de Jacobi.

Sea P un numero entero positivo impar. Para todo ntmero entero a,

definimos el simbolo de Jacobi (%) de la manera siguiente:

sea P :=p'py? - pi la descomposicién de P en factores primos. Cada uno
de los niimeros primos p; es un nimero primo impar y podemos definir

3)-G) G -G)

como producto de simbolos de Legendre. El simbolo definido de esta manera
se llama el simbolo de Jacobi y se satisfacen las propiedades siguientes:

(1) si med(a, P) > 1, entonces (%) = 0;

(2) si med(a, P) = 1, entonces (%) =41,
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(3) si P, P5, P son nimeros enteros positivos impares y aj, as, a son

’ t ] . t a a a ( a1a9 )
numeros enteros cualesqgulera, entonces = — —_ _ =
diera, PiD, P )\B )Y \p
<ﬂ> (%)
p)\p)Y

— ay_(«
(4) sia=d (mod P), entonces (p> (P)

La demostracion de estas propiedades es inmediata a partir de la definicién
y de las del simbolo de Legendre. Ademds, se satisface también la ley de
reciprocidad cuadratica.

Proposicion 1.10.1. Sean Py, P, numeros enteros positivos impares. FEn-

P -1 -1 [ P
tonces, (é) = (—1)%% <Fi>

DEMOSTRACION: Para hacer la demostraciéon basta factorizar P, y Py y
aplicar la ley de reciprocidad cuadratica para el simbolo de Legendre. El
resultado final se deduce del siguiente

Lema 1.10.2. Sea P := pi"p5*---pl' la descomposicion en factores primos

de un numero entero impar P. Pongamos (P) := T_ Entonces,
(_1)€(P) _ H(_l)a(pi)ni.

DEMOSTRACION: Si P;, P, son nimeros enteros impares, entonces

(P1—1)<P2—].):P1P2—P1—P2+1:(Plpg—l)—(Pl—l)—<P2—1),

y puesto que (P, — 1)(P, — 1) = 0 (mod 4), se obtiene que PP, — 1 =

(P, —1)+ (P, —1) (mod 4); por tanto, (—1)s112) = (—1)s(P)(—1)=("2) O

Este mismo lema nos permite escribir el valor del simbolo [ — | =

P
_ 2 2 P2 _1
(—1)4}321. Anélogamente, (F) = (—1)PT7 va que si w(P) := — en-
tonces (—1)@(P1P2) = (—1)«(P)(—1)«(F2),

En efecto. Puesto que P; es impar, P2 =1 (mod 8); y puesto que

()

(PF =D = 1) = (AR)" — 1= (P —1) = (P} - 1),
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se tiene que (P P)? —1 = (P? — 1) + (P — 1) (mod 8%); por tanto,
(_1)w(P1P2) — (_1)w(P1)(_1)w(P2).

El simbolo de Jacobi permite simplificar el célculo de los simbolos de Le-

gendre. Si P es un niimero primo impar, para todo niimero entero a el simbolo
a

de Jacobi y el de Legendre (F) coinciden. Por tanto, podemos evitar la

descomposicion en factores primos en el cdlculo del simbolo de Legendre:
basta separar los factores 2 del numerador antes de invertir el simbolo.

Veamoslo, como en la seccién anterior, en el calculo de

34569284994927
1602961

Igual que antes, obtenemos

34569284994927\ (1188715
1602961 — 1602961 /)

Aplicando la ley de reciprocidad cuadréatica,

34569284994927Y (1602961
1602961 ~\ 1188715 )’

y, reduciendo el numerador moédulo el denominador,

34569284994927\ [ 414246
1602961 -\ 1188715 )°

Ahora tenemos dos posibilidades. O bien separar los factores 2 del numerador

2
———— | si el namero de factores 2 que
1188715

hemos podido sacar es impar, o bien restar el denominador del numerador y

y calcular el simbolo de Jacobi (

calcular el simbolo ( ) a fin de obtener un simbolo con numerador

1188715
y denominador impares positivos. Lo haremos de la primera forma, ya que

eso producird un numerador menor y, por tanto, los célculos posteriores se
haran con niimeros de menos cifras. Eso da

34569284994927\ [ 207123
1602961 B 1188715 )’
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ya que 1188715 =3 (mod 8). Puesto que 1188715 = 207123 =3 (mod 4),
la ley de reciprocidad da

34560284994927\ (1188715 (153100
1602961 —\ 207123 ) \ 207123 )°

Ahora es claro un factor 10? en el numerador, y 5 no divide el denominador;
por tanto, podemos eliminar este factor y obtenemos

34569284994927\ [ 1531 \ (207123
1602961 - \207123) 1531 )’
ya que 207123 = 1531 =3 (mod 8). Reduciendo de nuevo:
34569284994927 438\ 2 219\ [ 219
1602961 N 1531 ) 1531 )\ 1531/ \ 1531/
Reiterando el proceso:
34569284994927\ 1531\ (21T _
1602961 n 219 ) 219 )

B)-)

1.11. Simbolo de Kronecker

Otro ejemplo muy importante de caracter de Dirichlet es el dado por el
simbolo de Kronecker. Esta seccién se dedica a su introduccion y estudio; mas
adelante servira para describir cémodamente las leyes de descomposicién de
los ntimeros primos en los cuerpos cuadraticos.

Observemos que (Z/4Z)" es un grupo de orden 2; por tanto, solamente
hay dos caracteres de Dirichlet modulo 4; uno de ellos es el caracter trivial y
el otro es el cardcter cuadratico (—1)™), primitivo médulo 4, definido en la
seccion anterior al hablar del simbolo de Jacobi.

Analogamente, solamente hay cuatro caracteres de Dirichlet médulo 8.
Dos de ellos, no primitivos, son los inducidos por los caracteres de Dirichlet
médulo 4: el cardcter trivial y el cardcter (—1)°*). Los otros dos también
son cuadraticos, ya que el grupo (Z/8Z)" es de exponente 2; uno de ellos
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es el cardcter (—1)“*), que también ha aparecido al hablar del simbolo de
Jacobi; el otro, en consecuencia, es el producto de los otros dos caracteres no
triviales: (—1)()Fw(®),

Hemos visto, también, que si p es un nimero primo impar, entonces el

caracter de Legendre | — | es el tnico caracter cuadratico de conductor p.
p

Sea d := l1fy--- ¢, un producto de numeros naturales primos impares

diferentes, que puede ser d = 1. El producto de los caracteres de Legen-
* *

dre | — |, es decir, el cardcter de Jacobi <E>’ es un caracter cuadrético de

Dirichlet definido moédulo d, el trivial si d = 1. Si lo multiplicamos por la
potencia £(d)-ésima del tinico cardcter primitivo médulo 4, (—1)5*)) obten-
emos un caracter cuadréatico de Dirichlet d*eﬁnido modulo 4d. Es el caracter
cuadrético de Dirichlet x4 := (—1)5(@=® (8 y se llama el d-ésimo caracter
de Kronecker.

A partir de este caracter podemos definir tres caracteres mas:
X—d = (=1)"xq,

Xad ‘= (—1)w(*)Xd7
X = (—1)F (1)) x.

Son caracteres cuadraticos de Dirichlet definidos médulo 4d, 8d y 8d, respec-
tivamente. se llaman los caracteres de Kronecker.

Proposicion 1.11.1. Sea D un nimero entero libre de cuadrados. Entonces,
Xp es el unico cardcter cuadrdtico de Dirichlet mdédulo 4|D| tal que para todo

D

nidmero natural primo impar p que no divide D es xp(p) = | —

DEMOSTRACION: Sea d := {1y - -/, la descomposicién en factores primos
de la parte positiva impar de D. La ley de reciprocidad cuadratica para el

*
simbolo de Jacobi (3) permite demostrar en seguida que para el caracter de

Kronecker xp se satisface la propiedad enunciada. En efecto,

) = (-1 (5) = (2);
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por tanto, también

voalp) = (1P xa(p) = (—1°0 (4 = 2—‘1)
y
EWp)(_ w\p — (_ EWp)(_ w(p C_Z — __2d
Neaa(p) = (1 (—1)Pyy(p) = (—1) (—1) <>(p)—( : )

Resta demostrar la unicidad.

Para ello, supongamos que y es un caracter cuadratico de Dirichlet defi-
nido médulo 4|D| para el cual se satisface la propiedad y consideremos ) :=
XXp' - Entonces, ¢ es un cardcter de Dirichlet definido médulo 4|D| para el
cual y para todo natural primo impar p que no divide D se satisface que
1 (p) = 1. Puesto que 9 es multiplicativo, también se satisface que ¥(a) =1
para todo ntimero natural impar a primo con D; es decir, para todo ntimero
natural a primo con 4D. Eso demuestra que x = xp. U

Proposicion 1.11.2. Sea D un nimero entero libre de cuadrados y sea d la
parte impar positiva de su descomposicion en factores primos. El conductor
del cardcter de Kronecker xp es exactamente 4|D|, excepto en el caso D =1
(mod 4) en que el conductor es d.

p , * ..

DEMOSTRACION: Puesto que el caracter de Legendre 7 es primitivo de
i
z * * * . . .
conductor ¢;, el caracter ¢ := (6_) <€—) e (ﬁ_) es primitivo de conduc-
1 2 T
tor {105 - --£,.. Puesto que el caracter de Kronecker es el producto de ¢ por
caracteres de conductores potencia de 2, basta estudiar el conductor de los
otros factores.

SiD=d=1 (mod 4), para obtener xp se multiplica ¢ por el cardcter
trivial, ya que (—=1)*P%*) = 1. Y si D = —d = 1 (mod 4), también se
multiplica ¢ por el cardcter trivial, ya que (—1)5(P)¥()(—1)) = 1. En los
otros casos, o bien 1 se multiplica por el caracter primitivo de conductor 4,
enelcaso D =3 (mod 4) o bien se multiplica por uno de los dos caracteres
primitivos de conductor 8, en el caso en que D es par. []
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La proposicién siguiente generaliza el hecho que los tinicos caracteres cua-
draticos de Dirichlet de conductor primo impar son los caracteres de Legen-
dre.

Proposiciéon 1.11.3. Sea x un cardcter cuadratico de Dirichlet primiti-
vo. Entonces, existe un numero entero D libre de cuadrados tal que x es
el cardcter de Kronecker xp, considerado definido mddulo su conductor.

Para la demostracion, usaremos una serie de resultados previos.

Lema 1.11.4. Sea f el conductor de un cardacter cuadrdtico de Dirichlet y
supongamos que f es impar. Entonces, f es libre de cuadrados.

DEMOSTRACION: Sea  un cardcter cuadrético de Dirichlet definido médulo
un numero impar n y sea n’ el producto de los nimeros primos impares
diferentes que dividen n. Si demostramos que todos los elementos a € G(n)
para los que se satisface la congruencia @ = 1 (mod n’) son cuadrados en
G(n), entonces habremos acabado ya que, por ser x cuadrético, es x(b) = £1
para todo b € G(n) y, por tanto, x(b?) = 1; eso nos permite asegurar que
se puede definir médulo n/, de manera que su conductor, que es un divisor
de n’, es libre de cuadrados.

Ahora bien, si a € G(n) es un cuadrado médulo 7/, lo es médulo ¢ para
todo ntimero primo ¢ que divide n y, puesto que el polinomio X? — a es
separable médulo ¢, las congruencias X? —a =0 (mod £*) tienen solucién
para cada valor de k. Por tanto, la congruencia X? —a =0 (mod n) tiene
solucién y a es un cuadrado en G(n). OJ

Lema 1.11.5. Sea f el conductor de un cardcter cuadrdtico de Dirichlet.
Entonces, f es libre del factor 2.

DEMOSTRACION: La demostracién es parecida a la del lema anterior. Si
r > 3, entonces G(2")/G(2")? ~ G(8) ~ Z /27 x 7./ 2Z; por tanto, el subgrupo
de los cuadrados de G(2") es un subgrupo de indice 4. Ademads, si a es un
cuadrado de G(2"), entonces a = 1 (mod 8). Por otro lado, el subgrupo
formado por los elementos a € G(2") tales que a =1 (mod 8) también es
de indice 4; por tanto, los dos subgrupos son iguales. Eso implica que, en el
caso r > 3, podemos rebajar los factores 2" de n hasta 23. O

Lema 1.11.6. El conductor de un cardcter de Dirichlet (cuadrdtico o no)
no es nunca de la forma 2f con f impar.
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DEMOSTRACION: Puesto que si f es impar, entonces G(2f) ~ G(f). O

Vamos a demostrar, ahora, la proposicion. Sea f el conductor del caracter
X y supongamos que f es impar. El grupo de los caracteres cuadraticos de
Dirichlet definidos médulo f es isomorfo al grupo G(f)/G(f)? ~ (Z/2Z)",
donde 7 es el nimero de factores primos diferentes que dividen f. Por otro
lado, los caracteres cuadraticos de G(f) que reducen a los caracteres de

*
Legendre <Z>, para ¢ un nimero primo que divide f, forman un sistema

de generadores libres del grupo de los caracteres cuadraticos de G(f); en
consecuencia, x es un producto de estos caracteres. Si alguno de los carac-
teres de Legendre no apareciese en este producto, el conductor no podria
ser f; por tanto, y es el producto de estos caracteres de Legendre. Y este
producto es el caracter de Kronecker yp para D = £ f con el signo elegido
de manera que yp tenga conductor f.

En el caso que f es exactamente divisible per 4, hay que anadir el caracter
(—1)°™) en el razonamiento anterior; eso da para x el cardcter de Kronecker
X—-p, con D elegido igual que antes. Y en el caso que f es divisible por 8 hay
que afiadir el cardcter (—1)*®*) o el cardcter (—1)“*)(—1)*). Los detalles se
dejan al lector. [J



36

CAPITULO 1. LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA



Capitulo 2

Enteros de los cuerpos de
numeros

La riqueza de la aritmética de Z queda completamente escondida en punto
consideramos su cuerpo de fracciones, Q. Por tanto, si queremos estudiar la
aritmética de un cuerpo de nimeros, K, serd bueno buscar algin anillo que
lo tenga como cuerpo de fracciones y que, a la vez, tenga buenas propiedades
de divisibilidad.

Los anillos que se utilizan usualmente son anillos que tienen algunas de
las buenes propiedades de divisibilidad del anillo Z; pero, en general, no son
anillos tan agradables como Z.

2.1. Elementos enteros sobre un anillo

El anillo Z[i] de los nimeros enteros de Gauss es uno de los anillos mas
conocidos; sus elementos son los niimeros complejos de la forma a+ bi, donde
a y b son nimeros enteros; su cuerpo de fracciones es el cuerpo ciclotémico
Q().

Observemos que si « := a + bi es un nimero entero de Gauss, entonces
a € Q(i) es raiz del polinomio ménico de coeficientes enteros (X —a)? +b* €
Z[X]. Reciprocamente, si un elemento « := a+bi € Q(i), a, b € Q, es raiz de
un polinomio moénico de coeficientes enteros, entonces es un nimero entero
de Gauss; es decir, a y b son enteros.

37
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En efecto; sea f(X) € Z[X] un polinomio ménico y sea o := a+bi € Q(7),
a, b € Q, una raiz de f(X). Puesto que f(X) € R[X], el conjugado de «,
@ := a — bi, también es una raiz de f(X). Por tanto, el polinomio f(X) es
divisible por (X — a)(X — @) = (X — a)* + V. Por el lema de Gauss, este
polinomio ménico tiene coeficientes enteros; es decir, 2a € Z y a® + b* € Z.
En consecuencia, (2b)> € Z, de manera que 2b € Z. Escribamos a = A/2,
b= B/2,con A, B € Z; de a®> + b* € Z resulta que A> + B> =0 (mod 4);
puesto que en Z/47Z la suma de dos cuadrados solamente es nula cuando los
dos cuadrados son nulos, ha de ser A2 = B2 =0 (mod 4), de manera que
A, B € 2Z. Eso nos asegura que a, b € Z, como queriamos demostrar.

Este hecho se puede resumir diciendo que los niimeros enteros de Gauss
son exactamente los nimeros de Q(7) que son raices de polinomios moénicos
de coeficientes enteros.

Definicién 2.1.1. Sea B un anillo y sea A C B un subanillo. Un elemento
b € B se llama entero sobre A si b es raiz de un polinomio moénico de coefi-
cientes en A. La extension de anillos B|A se llama entera si todo elemento
de B es entero sobre A.

Proposiciéon 2.1.2. Sea B|A una extension de anillos y sea b € B. Las
propiedades siguientes son equivalentes:

(a) b es entero sobre A;
(b) el anillo A[b] es un A-mddulo finitamente generado;

(c) existe un subanillo C' de B que contiene A y b y que es un A-mddulo
finitamente generado; y

(d) existe un A[b]-submddulo finitamente generado y fiel de B. O

Corolario 2.1.3. Sean A un anillo y {ai,as,...,a,} elementos de un anillo
extension B|A tales que para 0 < i < n el elemento a; 1 es entero sobre el
anillo Alay, asg, ..., a;]. Entonces, el anillo Alay,as, ..., a,] es un A-mddulo
finitamente generado. [J

Corolario 2.1.4. Sea B un anillo y sea A C B un subanillo. El conjunto
de los elementos b € B que son enteros sobre A es un subanillo de B que
contiene A. [J
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Corolario 2.1.5. Sean C|B i B|A extensiones enteras de anillos. Entonces,
la extension C|A es una extension entera. O

Definicién 2.1.6. Sea B|A una extensién de anillos. El subanillo de B for-
mado por los elementos que son enteros sobre A se llama la clausura entera
de A en B. Se dice que A es integramente cerrado en B si A es su propia
clausura entera en B. Un dominio de integridad A se llama integramente
cerrado si coincide con su propia clausura entera en su cuerpo de fracciones.

Nos interesa, sobre todo, el caso de dominios de integridad. Los ejemplos
mas sencillos de anillos integramente cerrados los dan los resultados siguien-
tes.

Proposicién 2.1.7. Sea B|A una extension de anillos y sea C' la clausura
entera de A en B. Entonces, C' es integramente cerrado en B. [

Proposicion 2.1.8. Sea A un dominio factorial. Entonces, A es integra-
mente cerrado. [J

Corolario 2.1.9. Sea A un dominio principal. Entonces, A es integramente
cerrado. [

Proposicion 2.1.10. Sea A un dominio integramente cerrado y sea S C A
un subconjunto multiplicativamente cerrado de A. Entonces, el anillo locali-
zado de A en S, ST1A, es integramente cerrado. [

Es evidente que, en el caso de un cuerpo, una extension entera es una
extension algebraica. Por otro lado, es un ejercicio sencillo demostrar que
si A C B son dominios y la extensién B|A es entera, condicién necesaria y
suficiente para que A sea un cuerpo es que B lo sea. La propiedad siguiente
es util para determinar si un elemento es entero.

Proposicion 2.1.11. Sean A un dominio de integridad, K el cuerpo de
fracciones de A, L|K una extension algebraica, b € L un elemento cualquiera,
y f(X) := Irr(b, K) el polinomio mdnico irreductible de K[X] que tiene b
como raiz. Supongamos que A es integramente cerrado. Entonces, condicion
necesaria y suficiente para que b sea entero sobre A es que f(X) € A[X].

DEMOSTRACION: Podemos suponer que la extensién L|K es normal. Sea
g(X) € A[X] una ecuacién de dependencia entera de b. Puesto que f(X)
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es el polinomio irreducible de K[X] de grado menor que tiene b como raiz
y g(X) es un polinomio de K[X] que tiene b como raiz, f(X) divide g(X)
en K[X]. Eso implica que las raices de f(X) también lo son de ¢g(X), de
manera que todas las raices de f(X) son elementos de L enteros sobre A.
Por tanto, los polinomios simétricos elementales de estas raices son enteros
sobre A. Pero estos polinomios simétricos elementales son los coeficientes
de f(X) y, por tanto, los coeficientes de f(X) son elementos de K que son
enteros sobre A; puesto que A es integramente cerrado, el polinomio f(X)
tiene los coeficientes en A[X]. O

2.2. Enteros de los cuerpos de nimeros

Se llama cuerpo de niimeros todo cuerpo K de caracteristica cero tal que
la extension K|Q es finita.

Definicién 2.2.1. Un nimero entero algebraico es un elemento de Q que es
entero sobre Z. Si K es un cuerpo de nimeros, la clausura entera de Z en
K se llama el anillo de los enteros de K. Es el anillo formado por todos los
elementos de K que son enteros algebraicos.

El primer objetivo de esta seccién es calcular los anillos de enteros de
los cuerpos cuadraticos. Sea, pues, D un numero entero libre de cuadrados.
El anillo Z[v/D] es un subanillo del cuerpo cuadratico K := Q(v/D) que es
entero sobre Z; por tanto, si O designa el anillo de los enteros del cuerpo
K, se tiene la inclusién Z[v/D] C Ok. El reciproco no es cierto en general.
En efecto, se satisface el resultado siguiente.

Proposiciéon 2.2.2. Sea D un numero entero libre de cuadrados. El anillo de
los enteros del cuerpo K := Q(v/D) es el anillo Og = Z[w], donde w = /D

_D+VD

siD#1 (mod4) yw siD=1 (mod4).

DEMOSTRACION: La demostracién es una generalizacién directa del célculo
que hemos hecho para el caso del anillo Z[i] de los niimeros enteros de Gauss.
Sean a, b € Q tales que a + bv/D € O. El conjugado a — byv/D de a+ bv/D
también es un entero de K, de manera que la suma y el producto de estos
dos elementos son elementos enteros de K. Pero son racionales y, puesto que
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Z es integramente cerrado, son enteros. Eso nos permite asegurar que 2a,
a’> — Db? € Z. Por tanto, 4a® — 4DV € 4Z y 4DV* € Z. Ahora, puesto
que D es libre de cuadrados, 2b ha de ser entero, ya que si tuviese algin
denominador, D no podria llevar su cuadrado a Z. Por tanto, A := 2a,
B :=2b € Zy A* — DB? € 47Z. Ademés, si D # 1 (mod 4), entonces
A? — DB? € 47 solamente se puede dar si A y B son pares; de manera que
en este caso a, b € Z 'y Og = Z[V/D]. Pero en el caso D = 1 (mod 4)
puede ser que A y B sean a la vez impares; eso nos permite asegurar que
Ok esta formado por elementos (A + Bv/D)/2 tales que A, B son enteros

D D
+—\/_ € Ok (es raiz del

D++D
5

de la misma paridad. En particular, puesto que

D(D - 1)

polinomio X2—DX + 1

g

En particular, Z[i] es el anillo de los niimeros enteros del cuerpo ciclotémi-
co Q(7). Es bien conocido que este anillo es un anillo principal, ya que es eu-
clideo. Esta propiedad no es en absoluto una propiedad general de los anillos
de los enteros de los cuerpos de niimeros. En efecto, veremos en seguida que
hay ejemplos de anillos de enteros de cuerpos de ntimeros, incluso de cuerpos
cuadraticos, que no son principales; de hecho, ni tan solo factoriales.

€ Z[X]), se satisface que O = Z|

Ejemplo 2.2.3. Consideremos el anillo Z[v/—5]. Es el anillo de los enteros
del cuerpo cuadratico Q(1/—5). Veamos que no es factorial.

Observemos que 21 = (4 + /—5)(4 — v/—5) = 3 - 7; estas son dos descom-
posiciones en factores irreducibles en el anillo Z[y/—5] del ntimero 21; y son
esencialmente diferentes. En efecto, ninguno de los elementos 4 + /=5, 3 y
7 es un elemento unitario del anillo Z[y/—5] y ninguno de estos elementos
es un elemento asociado de ningin otro. Eso se puede ver, por ejemplo, te-
niendo en cuenta que si « es un elemento inversible, entonces la norma N(«)
es un elemento inversible de Z, ya que es un nimero entero algebraico de
Q y N(a)N(a™!) = N(1) = 1. Puesto que N(4 £ +/=5) = 21, N(3) =9, y
N(7) = 49, ninguno de estos elementos es una unidad del anillo Z[/=5]. Por
otro lado, si alguno de estos elementos fuese asociado de algin otro, ambos
deberian tener, salvo quizas el signo, la misma norma; pero eso solamente
sucede con los dos elementos 4 & /=5, que tampoco son asociados ya que,
por ejemplo, su cociente no es entero sobre Z.

Resta ver que estos elementos son irreducibles. Si alguno de ellos no lo
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fuese, su norma deberfa descomponer; pero para a € Z[y/—5], no puede ser
N(a) = £3 ni N(a) = £7, ya que las ecuaciones N(a + by/—5) = a® + 5b* =
+3, £7 no tienen soluciones a, b € Z. En consecuencia, el anillo Z[v/—5] no
puede ser un anillo factorial.

Por otro lado, hay anillos de enteros de cuerpos cuadraticos que son princi-
pales pero que no son euclideos para ninguna eleccion de la aplicacién grado.

Ejemplo 2.2.4. Sea A :=Z[0], 20 := 1 + /—19, el anillo de los enteros de
Q(+v/—19). Entonces, el anillo A es principal pero no es euclideo para ninguna
eleccién de la aplicacion grado.

Una demostracion completa de este hecho se puede encontrar indicada en
el libro [B-M-T, ex.24].

2.3. Anillos de Dedekind

El objetivo de esta seccion es dar las propiedades algebraicas mas elemen-
tales de los anillos de los enteros de los cuerpos de ntimeros.

Proposiciéon 2.3.1. Sean A un dominio noetheriano e integramente cerrado,
K el cuerpo de fracciones de A, L|K wuna extension finita y separable, y
B la clausura entera de A en L. Entonces, B es un A-mddulo finitamente
generado.

DEMOSTRACION: Observemos, en primer lugar, que podemos elegir una K-
base de L formada por elementos by, bs,...,b, € B. En efecto, sea b € Ly
sean ag, a1, . . .,an—1 € K tales que ag + a1b+ asb® + -+ - + a,_ 10"+ 0" = 0;
sea a € A un denominador comun de todos los coeficientes a;; entonces,
apa™, a1a™ Y, ... ap_1a €Ay

apa” + aya” ' (ab) + -+ + a,_1a(ab)" " + (ab)" =0

es una ecuacion de dependencia entera de ab sobre A. Por tanto, podemos
multiplicar cada elemento de una K-base de L por un elemento de A para
obtener una K-base de L formada por elementos de B.

Por otro lado, puesto que la extensién L|K es finita y separable, la forma
bilineal traza, Tk, es no degenerada y podemos considerar la K-base de
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L dual de la base by, b, ..., b, respecto de esta forma bilineal (cf. [B-M-T,
ex.85]); sea (1, Ba, ..., B, € L esta base dual y sea d € A, d # 0, un elemento
tal que d3; € B para todo ;. Entonces, B es un A-submddulo del A-médulo
libre y finitamente generado M :=d ™' (Ab; + - -- + Ab,) C L. En efecto; sea
b € By escribamoslo en la forma b = a1b; + - -+ + a,,b, con los coeficientes
a; € K; puesto que Ty x(b;3;) = d;5, obtenemos que do; = T (db3;) € A,
ya que dbB3; € B y la traza es la suma de los conjugados, que son enteros.
Por tanto, db € Aby + - - - + Ab,, como queriamos demostrar.

Ahora, puesto que A es noetheriano, B C M y M es un A-moédulo fini-
tamente generado, obtenemos que B es un A-mdédulo finitamente generado.
OJ

Corolario 2.3.2. Sean A un dominio principal, K el cuerpo de fracciones
de A, L|K wuna ezstension finita y separable, n := [L : K] el grado, y B la
clausura entera de A en L. Entonces, B es un A-maddulo libre de rango n.

DEMOSTRACION: Es bien conocido que si B es un médulo finitamente gene-
rado y sin torsion sobre un dominio de ideales principales, entonces B es un
A-médulo libre. La proposicién anterior nos asegura que B es un A-médulo
finitamente generado; y la cuestion relativa a la torsion es inmediata, ya que
B es un dominio de integridad. Finalmente, una A-base de B es también

una K-base de L, ya que L es el cuerpo de fracciones de B. Por tanto, B es
A-libre de rango [L : K]. O

Corolario 2.3.3. FEl anillo de los enteros de un cuerpo de niumeros es un
Z-médulo libre de rango finito. [J

Asi, el anillo de los enteros de un cuerpo de ntimeros es un dominio noethe-
riano, integramente cerrado y de dimensién 1, ya que la extensién A|Z es
entera y Z es de dimensién 1.

Definicién 2.3.4. Llamaremos anillo de Dedekind a todo dominio de in-
tegridad noetheriano, integramente cerrado y de dimensién 1; es decir, un
anillo noetheriano integro, integramente cerrado, que no es un cuerpo y tal
que todo ideal primo no nulo es maximal.

Corolario 2.3.5. FEl anillo de los enteros de un cuerpo de numeros es un
anillo de Dedekind. [
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2.4. El grupo de ideales

Los anillos de Dedekind y, en particular, los anillos de enteros de los
cuerpos de numeros, no son, en general, principales. De todas maneras, en
un anillo de Dedekind todo ideal no nulo descompone de manera tinica como
producto de ideales primos no nulos. Eso hace que el estudio de su aritmética
(y, en consecuencia, de la aritmética de su cuerpo de fracciones) sea viable.

Definicién 2.4.1. Sea A un dominio de integridad. Un ideal fraccionario de
A es un A-submodulo a del cuerpo de fracciones K de A tal que existe un
elemento a € A, a # 0, de manera que aa C A.

Por ejemplo, todo ideal de A es un ideal fraccionario. Los ideales de A
también se llaman, por ello, los ideales enteros de A.

Definicién 2.4.2. Un ideal fraccionario se llama principal si es de la forma
aAcona€ K.

Claramente, los ideales fraccionarios principales no nulos de A forman un
grupo abeliano respecto la multiplicacién de ideales; el inverso de un ideal
fraccionario principal aA es el ideal fraccionario principal a='A. Pero ésta
no es la unica propiedad interesante de los ideales fraccionarios de los anillos
de Dedekind. De hecho, el conjunto de todos los ideales fraccionarios no
nulos de un anillo de Dedekind es un grupo respecto la multiplicacion de
A-submoédulos de K y el conjunto de los ideales fraccionarios principales no
nulos es un subgrupo del grupo de todos los ideales fraccionarios. El objetivo
de esta seccion es demostrar este hecho, y también hacer el estudio de los
ideales fraccionarios de los anillos de Dedekind.

Proposicion 2.4.3. Sea A un dominio de integridad. Todo A-submddulo
finitamente generado a del cuerpo de fracciones K de A es un ideal frac-
cLonario.

DEMOSTRACION: Sea aq,as,...,a, un sistema finito de generadores de a
y sea a € A un denominador comin de todos los elementos a;. Entonces,
aa C A. O

Proposicién 2.4.4. Sea A un dominio noetheriano. El conjunto de los ide-
ales fraccionarios de A coincide con el conjunto de los A-submddulos finita-
mente generados del cuerpo de fracciones K. Con mayor precision, todo ideal
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fraccionario es de la forma aa, donde a € K ya C A es un ideal entero de
A.

DEMOSTRACION: Ya hemos visto que todo A-submddulo finitamente genera-
do de K es un ideal fraccionario. Reciprocamente, supongamos que b C K es
un ideal fraccionario y sea b € A tal que bb C A. Entonces, b C b~ A; puesto
que b~' A es finitamente generado (de hecho, es principal) y A es noetheriano,
el A-submddulo b de b= A ha de ser finitamente generado.

Por otro lado, si escribimos b = (by,by,...,b.), con b; € K, ysia € A
es un denominador comtn de los elementos by, bs, . . ., b,, entonces b = a 'a,
donde a := (aby, aby, ..., ab,) es un ideal entero de A.

Teorema 2.4.5. Sea A un anillo de Dedekind. Entonces, el conjunto de los
ideales fraccionarios no nulos de A es un grupo abeliano libre respecto la
multiplicacion de A-submddulos del cuerpo de fracciones K de A. Los ideales
primos no nulos de A forman un sistema de generadores libres de este grupo.
Ademds, condicion necesaria y suficiente para que un ideal a de A sea divisible
por un ideal b de A es que a C b.

DEMOSTRACION: Haremos la demostracién de este teorema en diversas eta-
pas.

Lema 2.4.6. Sea A un anillo noetheriano y sea a C A un ideal no nulo
de A. Entonces, existen ideales primos no nulos pi,pa,...,p. C A tales que

pip2---pr C o

DEMOSTRACION: Si no fuese asi, el conjunto C formado por los ideales no
nulos de A que no contienen ningun producto de ideales primos no nulos
serfa un conjunto no vacio. Por ser A noetheriano, este conjunto ha de tener
elementos maximales para la inclusion de ideales. Sea a un elemento maximal
de C. El ideal a no puede ser un ideal primo de A, ya que pertenece a C; por
tanto, existen elementos aq,ay € A ay,as ¢ a, tales que ajay € a. Entonces,
cadas uno de los ideales b; := a+a; A, i = 1, 2, contiene un producto de ideales
primos de A y bbby C a. Pero entonces, a contiene un producto de ideales
primos: el ideal producto de los productos de ideales primos que contienen a
los ideales b;. Esta contradiccién acaba la demostraciéon. O

Lema 2.4.7. Sea A un anillo de Dedekind y sea p C A un ideal primo no
nulo. Entonces, p es un ideal fraccionario inversible; es decir, existe un ideal
fraccionario p~t de A tal que pp~t = A.
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DEMOSTRACION: Sea p~! := (A:p)={z € K: zp C A}, donde K designa
el cuerpo de fracciones de A. Se trata de ver que pp~* = A; comprobemos, en
primer lugar, que A ¢ p~!. Tomemos un elemento no nulo a € p; en virtud
del lema anterior, podemos elegir un ntiimero entero r minimal respecto a la
propiedad que el ideal principal a A contenga un producto de r ideales primos
no nulos de A, pongamos p1ps - - - p, C aA. Entonces, puesto que p es un ideal
primo, p ha de contener alguno de los primos p;, digamos p;; y puesto que
p1 es maximal, ha de ser p; = p. Por otro lado, ps---p, € aA ya que r es
minimal; por tanto, existe un elemento b € py - - - p,. tal que b ¢ aA. Entonces,
ba=' € p~! (ya que bp = bp; C aA) pero ba~! ¢ A, como querfamos ver.

De la inclusién trivial p € pp~t C A, y del hecho que p es un ideal
maximal, deducimos que p = pp~! o bien pp~! = A. Veamos que la primera
igualdad no puede ser y habremos acabado. Si fuese p = pp~!, entonces todo
elemento de p~! dejarfa invariante el A-submdédulo finitamente generado p de
K; por tanto, el ideal fraccionario p~! habria de estar formado por elementos
enteros sobre A; y, puesto que A es integramente cerrado, eso querria decir
que p~t C A; contradiccién. O

Lema 2.4.8. Sea A un anillo de Dedekind. Entonces, todo ideal fraccionario

no nulo a de A es inversible. Ademds, el inverso de a es el ideal fraccionario
al:=(A:a)={z e K: zaC A}

DEMOSTRACION: Puesto que A es un anillo noetheriano, la proposicién 2.4.4
nos asegura que todo ideal fraccionario de A es el producto de un elemento
a de K por un ideal entero a de A; puesto que los ideales fraccionarios
principales son inversibles, para ver que un ideal fraccionario a es inversible
podemos suponer que es un ideal entero. Asi, es suficiente demostrar que
todo ideal entero no nulo a C A es inversible.

Si no fuese asi, y de nuevo por la noetherianidad, podriamos elegir un ideal
entero no nulo a C A maximal entre los no inversibles. Puesto que los ideales
maximales de A son inversibles, a no es un ideal maximal de A y existe un
ideal maximal p de A tal que a & p. Entonces, a C ap™ C pp~! = A. Puesto
que el inverso de p contiene elementos no enteros sobre A y puesto que a es
un A-submddulo finitamente generado de K, no puede ser a = ap~!; es decir,
ap~! es un ideal de A que contiene a estrictamente. Por la maximalidad de
a, el ideal ap~! es un ideal fraccionario inversible; si multiplicamos por p que
es inversible, obtenemos que a es un ideal inversible.
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Resta ver que el inverso de a es (A : a). Pero eso es claro; si a € a™!, es

claro que a € (A : a); reciprocamente, si a € (A : a), entonces aa C A, de
manera que aaa ' C a~ !y, puesto que 1 € A = aa~!, hadeser a € a~!. Eso
acaba la demostracién. [

Acabamos de probar que el conjunto formado por los ideales fraccionarios
no nulos de A es un grupo respecto la multiplicacion de ideales fraccionarios.
Si demostramos que todo ideal entero no nulo descompone de manera tnica
como producto de ideales primos de A ya habremos acabado, ya que todo
ideal fraccionario es de la forma a~'a para un cierto elemento a € A y un
cierto ideal entero a C A.

El conjunto de los ideales no nulos de A que no admiten una descomposi-
ciéon como producto de ideales primos no nulos es el conjunto vacio; en efecto,
en caso contrario, tendria un elemento maximal a C A; si p es un ideal maxi-
mal de A que contiene a, puesto que p es inversible, ha de ser a & p; entonces,
a Cap! Cpp! = A, de manera que podemos repetir el razonamiento de
antes: ap~! es un ideal entero de A que no puede coincidir con a ya que p~*
contiene elementos no enteros sobre A y a es un A-submodulo finitamente
generado de K; por tanto, ap~! admite descomposicién como producto de
ideales primos; si multiplicamos por p obtenemos una descomposicién de a
como producto de ideales primos de A.

Resta ver la unicidad. Pero esto es facil, ya que disponemos de la multi-
plicacion por los inversos de los ideales primos no nulos de A. Si pips---p, =
g19z2 - - - s, €l ideal g7 es un ideal primo que contiene un producto de ideales
primos; por tanto, contiene algin p;, digamos p; = p;. La maximalidad nos
permite asegurar que ¢; = pi; si multiplicamos por el inverso de p;, obten-
emos la igualdad ps - - - p. = g2 - - - 45, con menos factores, y la prueba se acaba
facilmente por un argumento recursivo. []

Definicién 2.4.9. El grupo de los ideales fraccionarios no nulos del anillo
de Dedekind A se llama el grupo de ideales de A (o el grupo de ideales de K
cuando el anillo A es claro). El grupo cociente de este grupo de ideales por el
subgrupo de los ideales fraccionarios principales se llama el grupo de clases
de ideales de A (o de K). Se acostumbra a designar por CI(A).

De hecho, se dispone de la sucesion exacta de grupos abelianos

1l — A" — K" — I(A) — Cl(4) — 1,
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donde I(A) designa el grupo de los ideales fraccionarios no nulos de A y A*
el grupo de los elementos inversibles del anillo A.

2.5. Factorialidad y principalidad

Una consecuencia inmediata de la definicién del grupo de clases de ideales
de un anillo de Dedekind es el resultado siguiente.

Corolario 2.5.1. Sea A un anillo de Dedekind. Condicion necesaria y sufi-
ciente para que el anillo A sea un anillo principal es que el grupo de clases
de ideales de A sea trivial. [

Esta condicién caracteriza cuando un anillo de Dedekind es principal.
Podemos decir que el grupo CI(A) es una medida de cudnto se aparta el
anillo A de ser un anillo principal. De todas maneras, aunque todavia no
sabemos casi nada del grupo de clases de ideales de un anillo de Dedekind,
podemos dar alguna condicién suficiente para que un anillo de Dedekind sea
principal.

El hecho que los ideales primos de un anillo de Dedekind formen un sis-
tema de generadores del grupo de ideales y el hecho que el producto de ideales
principales es un ideal principal nos permiten escribir inmediatamente que
si todos los ideales primos de un anillo de Dedekind A son principales, en-
tonces A es un anillo principal. Incluso mas, podemos demostrar el resultado
siguiente.

Proposicion 2.5.2. Sea A un anillo de Dedekind. Supongamos que A tiene
solamente un numero finito de ideales primos. Entonces, A es un anillo prin-
cipal.

DEMOSTRACION: Sean Py, Po,. .., P, todos los ideales primos no nulos de A.
Fijado uno de ellos, digamos p = p;, podemos elegir a € p de manera que
a ¢ p?; el sistema de congruencias

r=a modp
r=1 modp;,i>1,

tiene solucién en A en virtud del teorema chino del resto. Y una solucién x
de este sistema es un generador del ideal p, ya que en la descomposicién en
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producto de ideales primos del ideal principal £ A no puede aparecer ningin
primo p; # p ni tampoco p?; y el ideal 2A no es todo el anillo A ya que x € p
porque para x se safisface la primera ecuacion.

En consecuencia, todo ideal primo de A es un ideal principal y, por tanto,
A es un anillo principal. [J

Proposicion 2.5.3. Sea A un anillo de Dedekind y supongamos que el grupo
de clases de ideales de A es finitamente generado. Entonces, existe un ele-
mento a € A, a # 0, tal que el anillo Ala™'] es un anillo de Dedekind
principal.

DEMOSTRACION: Notemos, en primer lugar, que cualquier localizado de un
anillo de Dedekind es un anillo de Dedekind. En efecto, si S es un conjunto
multiplicativamente cerrado de un anillo de Dedekind A, entonces el anillo
S~!A es un dominio noetheriano, es integramente cerrado y es de dimensién
1; por tanto, es un anillo de Dedekind.

Para demostrar la proposicion, sean pi, po, ..., p, € A ideales primos tales
que sus clases generen Cl(A) y sea a # 0 un elemento a € p; Nps N - N p,.
Entonces, el anillo Ala™!] es el localizado de A en las potencias de a y, por
tanto, las extensiones de los ideales p; coinciden con todo el anillo Ala™']. Por
otro lado, la asignacién a — aA[a~!] define un morfismo exhaustivo de grupos
entre los grupos de ideales fraccionarios no nulos de los anillos A y Ala™']; su
nucleo estd formado por los ideales fraccionarios de A que contienen alguna
potencia de a. Ademas, los ideales fraccionarios principales de A van a parar
a ideales fraccionarios principales de A[a™!], de manera que el grupo Cl(A) se
aplica exhaustivamente en el grupo Cl(A[a!]). Puesto que las imdgenes de
un sistema de generadores forman un sistema de generadores, y puesto que
los ideales p; se aplican en el ideal unidad, el grupo Cl(A[a"!]) es el grupo
trivial. OJ

Seguidamente se trata de caracterizar cuando un anillo de Dedekind es
factorial. En concreto, se trata de demostrar el resultado siguiente.

Proposicion 2.5.4. Sea A un anillo de Dedekind. Condicion necesaria y
suficiente para que A sea factorial es que sea principal.

DEMOSTRACION: Supongamos que A es un anillo de Dedekind factorial y
que p C A es un ideal primo no nulo; hemos de ver que p es un ideal prin-
cipal. Sea a # 0 un elemento de p; puesto que A es factorial, este elemento
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a admite una factorizacién a = p"'ps?---pS, a; > 1, como producto de
elementos irreducibles diferentes p; de A. Puesto que p es primo, alguno de
los elementos irreducibles p; ha de ser un elemento de p. Entonces, el ideal
principal generado por p; es un ideal primo, ya que A es un anillo factorial,
y esta incluido en p; puesto que en A todo ideal primo no nulo es maximal,
ha de ser p = p;A.



Capitulo 3

Ramificacion

Este capitulo se dedica al estudio de extensiones de anillos de Dedekind y
del comportamiento de los ideales primos en estas extensiones. Comencemos
por repasar los conceptos y las propiedades de la traza y la norma.

3.1. Normas y trazas

Sea L|K una extensién finita de cuerpos. Para todo elemento 6 € L pode-
mos definir una aplicacién K-lineal myp : L — L por la férmula my(0") := 66’
para todo €' € L. Si elegimos una K-base de L, {01,0s,...,0,}, la aplicacién
lineal my tiene asociada una matriz (a; ;) € M, (K), donde M, (K) indica
el espacio vectorial de las matrices cuadradas de n filas y n columnas y co-
eficientes en K. El polinomio caracteristico de la matriz (a;;) no depende

de la base elegida. En particular, la traza, Tk (0) := tr(a, ;) = Z a;;, v el
i=1

determinante, Ny k() := det(a;;), no dependen de la base.

Definicién 3.1.1. Las aplicaciones Ty : L — K y Npjg : L — K defi-

nidas por las férmulas Tk (0) := tr(a;;) = Zam, y Npjg(0) = det(a;;),
i=1

se llaman, respectivamente, la traza y la norma de la extensiéon L|K.

Listemos a continuacién las propiedades mas elementales de estas aplica-
ciones TL\K y NL\K'

o1
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Proposicién 3.1.2. Sean 6,0,,0, € L y o € K. Entonces:
(a) Trir(01+ 02) = Trjx(61) + T (62);

(b) Trix(al) = aTrk(0);

(¢) Npj(61602) = Ny (01)Npjk (62); y

(d) Npjx(af) = &Ny (0),

donde n :=[L : K| es el grado de la extension L|K. [

Los resultados siguientes nos proporcionan una manera comoda para cal-
cular la traza y la norma.

Proposicién 3.1.3. Sean L|K wuna extension finita de cuerpos, 8 € L un
elemento cualquiera, s el grado de separabilidad de la extension L|K, oy, o,
..., 05 las K-inclusiones diferentes de L en una clausura algebraica de K, y
p' el grado de inseparabilidad de la extension L|K. Entonces,

Nk (0)

P (n(0) + -+ 0(0))

o1(0)---04(0))" .

En particular, si la extension LIK no es separable, entonces Trjx = 0.

DEMOSTRACION: Supongamos, en primer lugar, que 6 es un elemento pri-
mitivo de la extensiéon L|K. Sean f(X) := Irr(f, K) el polinomio ménico
irreducible de K [X] que tiene € por raiz y g(X) el polinomio caracteristico de
la multiplicacién my. Puesto que g(my) = 0, también g(f) = 0 y el polinomio
f(X) divide el polinomio g(X). Ademas, los dos polinomios f(X) y g(X)
tienen el mismo grado, n := sp’, y ambos son ménicos; por tanto, coinciden.
Eso nos permite asegurar que Ty x(6) es la suma de los n conjugados de ¢
y que Ny (0) es el producto de los n conjugados de 6, ya que las raices del
polinomio irreductible de 6 sobre K son los s conjugados diferentes, o;(f),
contados p’ veces cada uno.

En el caso general, si # no es un elemento primitivo, ain podemos con-
siderar el subcuerpo K’ := K (0) de L. Si elegimos una K-base de K’ y una
K’-base de L cualesquiera, los productos forman una K-base de L y la ma-
triz de la multiplicacién por € en L en esta base se puede escribir en forma
de matriz diagonal de cajas idénticas a la matriz de la multiplicaciéon por 6
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en K’. Por tanto, el polinomio caracteristico de la multiplicacién por 6 en
la extensién L|K es la potencia [L : K'|-ésima del polinomio caracteristi-
co de la multiplicacién por 6 en la extensién K'|K; en particular, la traza
Tk (0) es el producto [L : K'|Tgs k() y la norma Npx(6) es la potencia

(N K| K(@)) EKT Para acabar la demostracion, basta tener en cuenta que las
s K-inmersiones diferentes de L se distribuyen, segin los valores que toman
sobre #, en tantas clases de equivalencia como el grado de separabilidad de
la extension K'|K, y que todas las clases tienen cardinal igual al grado de
separabilidad de la extensién L|K’. [J

Proposicién 3.1.4. Sean L|K' y K'|K extensiones finitas de cuerpos. En-
tonces, para todo 0 € L se satisfacen las formulas de transitividad Tk (0) =
Tro i (TL|K/ (9)) y N (0) = Ngvie (NL|K/(9)). Es decir, como aplicaciones,
TL\K = TK’|K © TL|K’ ) NL|K = NK’|K © NL|K’~

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que las K-inmersiones de L son las
extensiones diferentes a L de las K-inmersiones de K’ y de qué manera se
obtienen a partir de las K’-inmersiones de L. [J

La forma lineal traza nos permite definir de manera natural, ya que L es
una K-algebra, una aplicacion bilineal Ty |k : L X L — K por la férmula
(a,b) — Tpk(ab). Puesto que L es conmutativo, la forma bilineal es simétri-
ca. El resultado que sigue ya ha sido usado en un par de ocasiones.

Proposicién 3.1.5. Sea L|K una extension finita de cuerpos y considere-
mos Trx : L x L — K la forma bilineal simétrica definida por (x,y) —
Trk(xy). Para que la extension L|K sea separable es condicion necesaria y
suficiente que la forma Tk sea no degenerada; es decir, que de la igualdad
Trk(xy) = 0 para todo y € L se deduzca que x = 0.

DEMOSTRACION: Supongamos, en primer lugar, que la extension L|K es
separable y sea f un elemento primitivo de la extensién. El conjunto {1, 6,
62, ..., 0"} donde n := [L : K] designa el grado de la extensién L|K,
es una K-base de L. Sea D := (d;;) la matriz de la forma bilineal Tk en
esta base; es decir, d; ; := T (0" 16’"). Hay que ver que la matriz D es no
singular; es decir, que det D # 0.
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Para ello, consideremos la matriz de Vandermonde

1 ... 1
91 92 e Hn
V:V(01,92770n> = 0% 0% Q?L ,
A
donde los elementos #; son los diferentes conjugados de 6, := 6. La traza

de 6 es la suma de los conjugados, 6, + - - - + 6,,; andlogamente, para todo
ntimero entero k, la traza de 0% es la suma de sus conjugados, 6F + - - - + 6~.
Eso implica que la matriz D es el producto D = VV* de V por su matriz
transpuesta; por tanto, el determinante de D es el cuadrado del determinante
de la matriz V', que es no nulo ya que los elementos 0;, 6; son diferentes para
i # 7.

Reciprocamente, ya hemos visto que si la extensién L|K no es separable,
entonces T = 0. [

3.2. Extensiones de anillos de Dedekind

En algunas aplicaciones, los anillos de Dedekind son extensiones de otros
anillos de Dedekind. Concretamente, en el caso de los cuerpos de ntimeros,
el anillo de los enteros de un cuerpo de numeros L, extension de K, es la
clausura entera en L del anillo de los enteros de K. Este resultado es mas
general.

Proposiciéon 3.2.1. Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de frac-

ciones, L|K una extension finita y B la clausura entera de A en L. Entonces,
B es un anillo de Dedekind.

DEMOSTRACION: El anillo B es integramente cerrado, ya que es una clausura
entera, y es de dimensién 1, ya que A lo es y la extensién B|A es entera. Resta
ver la noetherianidad.

Sea K’ C L la clausura separable de K en L. Eso quiere decir que la
extension K'|K es separable y la extensién L|K’ es puramente inseparable.
Sea A’ la clausura entera de A en K’; entonces, B también es la clausura
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entera de A" en L. Ello hace que podamos hacer la prueba de la proposicién
en dos etapas y con una hipdtesis suplementaria para cada una de ellas: en
primer lugar, podemos suponer que la extensiéon L| K es separable; y después,
que la extensiéon L|K es puramente inseparable. Y, en el caso separable, la
noetherianidad queda asegurada por la proposicién 2.3.1.

Supongamos, pues, que la extensién L|K es puramente inseparable. Puesto
que es finita, existe un nimero entero ¢, potencia de la caracteristica, de
manera que L? C K. Consideremos el cuerpo M, extensién de L, definido
por la condiciéon M9 = K; es decir, x € M <= 2?7 € K. La clausura entera,
C, de A en M es el anillo definido por la condicién z € C <= z? € A. El
morfismo de cuerpos M — K definido por z — z¢ es un isomorfismo y, en
consecuencia, su restriccion C' — A también es un isomorfismo; por tanto,
el anillo C' es un anillo de Dedekind. De aqui deduciremos la noetherianidad
de B.

Sea a un ideal no nulo de B y sea 2 su extensiéon al anillo C'; puesto que
C es un anillo de Dedekind, el ideal 2 es inversible y su inverso es el ideal
fraccionario (C': ). Eso nos permite asegurar que existen elementos a; € a
y elementos ¢; € (C : ) tales que Zaiq = 1. Elevando a ¢, obtenemos
7
la igualdad Z a;a? ¢! = 1, que tiene coeficientes b; == a? ¢! € L, ya que
(2
a; €ayc¢ € M. Adn més, bja C cla? C C,yaquec € (C:2A)yaC A
Por tanto, b;a C C'N L = B, de manera que b; € (B : a); ahora, la igualdad

Zaici = 1 implica que a(B : a) = By, en consecuencia, el ideal a es un

ic{eal inversible de B.

Dicho de otra manera, hemos probado que todo ideal no nulo de B es
inversible. Pero eso ya implica que B es un anillo noetheriano; en efecto,
sea @ C B un ideal no nulo; podemos elegir elementos aq, as, ..., a, € a 'y

T
elementos by, by, ..., b. € (B : a) tales que Zaibi = 1; en este caso, {ay, as,
i=1
..., a,} es un sistema de generadores de a, ya que si a € a, entonces ab; € B
T

y Z a;ab; = a. Asi, todo ideal de B es finitamente generado. []
i=1
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3.3. Indice de ramificacién y grado residual

Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, L|K una ex-
tensién finita y B la clausura entera de A en L. En la seccién anterior hemos
visto que B también es un anillo de Dedekind. En particular, si p C A es un
ideal primo no nulo de A, su extension a B, pB, es un ideal no nulo que no
es todo el anillo B porque la extensién B|A es entera. Por tanto, el ideal pB
descompone en producto de ideales primos de B de manera tnica.

Sea pB = PP - Py’ esta descomposicién en factores primos; eso
quiere decir que los ideales B;, 1 < ¢ < g, son ideales primos no nulos y
diferentes de B y que e; > 1 son enteros.

Definicién 3.3.1. Se llama indice de ramificacién de B; sobre p el nimero
entero e;. Se acostumbra a designar por e(P;[p) o por eg,p.

Observemos que podemos partir de un ideal primo P C B, considerar su
contraccion p := PN A en A y después mirar cual es el exponente de P en la
descomposicion de pB en ideales primos de B; eso siempre da un exponente
e(Blp) > 1 ya que P D pB y, por tanto, P es un ideal primo que divide el
ideal pB.

Definicién 3.3.2. Sea p un ideal primo no nulo del anillo de Dedekind A.
El anillo cociente, A/p, es un cuerpo, ya que p es un ideal maximal de A. Se
llama el cuerpo residual de A en p.

Consideremos, ahora, los cuerpos residuales de A en p y de B en ‘P. El

morfismo de anillos A = B dado por la inclusién de A en B da lugar por
paso al cociente a un morfismo de los cuerpos residuales A/p — B/, ya
que PN A = p. Eso nos permite asegurar que el cuerpo residual de B en
es un cuerpo extension del cuerpo residual de A en p.

Proposicion 3.3.3. Sean A un anillo de Dedekind, K el cuerpo de fracciones
de A, LIK una extension finita, B la clausura entera de A en L, P un
ideal primo no nulo de B, y p := P N A su contraccion a A. Entonces, la
extension de los cuerpos residuales A/p C B/SP es una extension finita de

grado [B/B : A/p] < [L: K].

DEMOSTRACION: Comencemos por hacer un proceso de localizacién con la
finalidad de hacer que el anillo A sea principal. Para ello, sea S := A —p el
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complementario del ideal primo p de A y consideremos los anillos localizados
S~tAy S~!B. Los localizados de anillos de Dedekind son anillos de Dedekind,
de manera que S7!'A es atin un anillo de Dedekind; ademés, S~ A solamente
tiene un ideal maximal: el ideal pS~1A; por tanto, en virtud de la proposicién
2.5.2, el anillo S™!A es un anillo de Dedekind principal. Por otro lado, el anillo
S71B es la clausura entera de S™'A en L y, puesto que la localizacién y el
paso al cociente conmutan, atin tenemos isomorfismos A/p ~ S™tA/pS—1A
y B/B ~ S7!B/PSIB. Ademas, se satisface la igualdad BS'BNS™1A =
pS~1A. Estas consideraciones hacen que podamos suponer, a la hora de hacer
la demostracién, que el ideal p es un ideal principal.

Sea, pues, m € p un generador de p. Supongamos que en B /P tenemos un
conjunto {b; + PB}; formado por elementos A/p-linealmente independientes,
donde b; € B; entonces, el conjunto {b;}; es un conjunto de elementos de B
linealmente independientes. En efecto, si tuviésemos una relacién no trivial de
dependencia lineal Z a;b; = 0 con a; € K, podriamos quitar denominadores

de los a; y suponer que a; € A para todo i; y después de dividir por una

potencia adecuada de 7, podriamos suponer que alguno de los elementos a; no
pertenece al ideal primo p; reduciendo esta ecuacién modulo 3, obtendriamos
una relacion de dependencia lineal de los elementos b; + B de coeficientes en
A/p, alguno de ellos no nulo.

Dicho de otra manera, elementos A/p-linealmente independientes de B/
provienen de elementos K-linealmente independientes de L, de manera que
el grado de la extension residual en 3 es menor o igual que el grado de la
extensién L|K. O

Definicién 3.3.4. El grado [B/P : A/p] se llama el grado residual en P de
la extension de anillos B|A. Cuando no hay confusién posible sobre cual es el
anillo A (y, en consecuencia, B) también se habla del grado residual de L|K
en PB. Se acostumbra a designar por f(B|p) o por fup.

Una propiedad muy importante y, a la vez, de demostraciéon inmediata, es
la multiplicatividad de los indices de ramificacion y de los grados residuales
en cadenas de extensiones finitas. Concretamente, se satisface el resultado
siguiente.

Proposicion 3.3.5. Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de frac-
ciones, K'|K y L|K' extensiones finitas, A’ la clausura entera de A en K,
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B la clausura entera de A" en L, B C B un ideal primo no nulo de B,
B =P NA su contraccion a A" yp :=PNA=P"NA la contraccion a A
de P y de P'. Entonces se satisfacen las formulas:

e(Blp) = e(BIB)e(F'lp),
F(Blp) = f(BIB)f(B'Ip),

gp)= D 9(®).0

PNA=p

Definicién 3.3.6. Sean B|A una extensién finita y entera de anillos de
Dedekind, 8 C B un ideal primo de B y p := P N A su contraccion a A. Se
dice que la extension B|A es ramificada en 8 cuando la extension residual
en P no es separable o bien e(P|p) > 1; se dice que la extension B|A es
ramificada en p cuando hay algin ideal primo 3 en B tal que B? divide pB
o bien la extension residual en ¥ no es separable. Se dice que la extension
B| A es no ramificada en 8 C B cuando la extensién residual BB de Alp es
separable y e(P|p) = 1. Se dice que la extensién B|A es no ramificada en el
primo p C A cuando es no ramificada en todo ideal primo P C B que divide

p.

3.4. La formula ) e;fi=n

Acabamos de ver que a cada extensién finita y entera, B|A, de anillos de
Dedekind le podemos asociar tres familias importantes de invariantes: las fa-
milias {e(*B|p) }p, de los indices de ramificacién de los ideals primos no nulos
B C B; {f(B|p)}qp, de los grados residuales; y {g(p)},, de los nimeros de
ideales primos de B que dividen los ideales primos no nulos p C A. Se trata,
seguidamente, de demostrar una relacion, quizas la mas importante, entre
estos invariantes.

Proposicion 3.4.1. Sean A un anillo de Dedekind, K el cuerpo de fracciones
de A, L|K una extension finita, n := [L : K| el grado, B la clausura entera
de A en L y p un ideal primo no nulo de A. Sea pB = P{P5* - By’ la
descomposicion de pB en factores primos en B. Entonces, se satisface la

desigualdad
g

Zeifi <n.

i=1
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g
La suma Z eifi es la dimension de B/pB como A/p-espacio vectorial.
i=1

DEMOSTRACION: Sea S := A — p. Entonces, el anillo S7'A es un anillo de
Dedekind principal y local con ideal maximal pS~tA. El anillo S7!B es la
clausura entera de S™'A en L, los ideales ;S 1B son los ideales primos
de S7!B, se satisface la descomposicién pS™'B = BST'B-- P SIB,
y se tienen isomorfismos A/p ~ S71A/pS~'A y B/PB; ~ S'B/B;S'B.
Por tanto, e igual que en la demostracion de la proposicion 3.3.3, podemos
suponer que A es un anillo de Dedekind local (y, por tanto, principal). Con
esta hipétesis suplementaria, el anillo de Dedekind B solamente tiene un
numero finito de ideales primos y, en consecuencia, es principal. Por tanto,
podemos razonar de la manera siguiente. En primer lugar, el teorema chino
del resto nos permite escribir el isomorfismo de anillos

g
B/pB =[] B/%:.
i=1
Por tanto, si demostramos que B/J;" tiene dimension e; f; sobre A/p, obten-
g
dremos el valor de la suma Z e; fi como la dimensién de B/pB. Aunque el
i=1
anillo B/PB;" no es, en general, un B/;-espacio vectorial, sus ideales B¢ /P77,
0 < a < e — 1, forman una cadena de cocientes B¢/PB¢ que son B/Ps-
espacios vectoriales de dimension 1 (la multiplicacién por la potencia a-ésima
de un generador de %3; define un isomorfismo de B/9; en PB¢/P¢). Para
acabar la demostracion de la segunda propiedad basta tener en cuenta que
el A/p-espacio vectorial B/B; es de dimensién f;.

Resta demostrar que la dimensién de B/pB como A/p-espacio vectorial
es menor o igual que el grado [L : K]. Claramente, el anillo B/pB es un
A/pA-espacio vectorial, y pB N A = p; sea {b;}; un conjunto de elementos
de B tales que sus clases b; + pB sean A/p-linealmente independientes. Si

tuviésemos una relacion no trivial de dependncia lineal g ab; = 0 en L

3
con los coeficientes a; € K, multiplicando (o dividiendo) por una potencia
adecuada de un generador 7 del ideal p podriamos suponer que todos los
coeficientes a; son de A y que alguno de ellos no es del ideal p; la reduccion de
esta igualdad médulo el ideal p B daria una relacién no trivial de dependencia
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lineal de los elementos b; +pB. Eso nos permite asegurar que la dimensién de
B/pB como A/p-espacio vectorial no puede superar la dimensién de L como
K-espacio vectorial. Esto acaba la demostracion. [

Observacién 3.4.2. Si en esta demostracién el anillo S™'B es un S™1A-
modulo finitamente generado (por ejemplo, cuando B es un A-mdédulo finita-
mente generado), entonces la dimensién de B/pB como A/p-espacio vectorial
y el grado [L : K] coinciden.

En efecto, el lema de Nakayama nos permite asegurar que un sistema
minimal de generadores de S™'B como S~ A-mdédulo da lugar, por reduccién,
a una A/p-base de B/pB; y en la demostracién de la proposicién hemos
visto que estos elementos son K-linealmente independientes de L. Sea {by,
b, ..., by} un sistema minimal de generadores de S™' B como S~ A-médulo.
Puesto que L = S7!BK, si b € L es un elemento cualquiera, entonces existe
a € S71A tal que ab € ST!B; por tanto, ab pertenece al K-subespacio
vectorial de L generado por los elementos b;, de manera que b ha de pertenecer
a este subespacio. Eso demuestra que un sistema minimal de generadores de
S~1B como S~!A-médulo es autométicamente una K-base de L. Por tanto,
las dos dimensiones coinciden.

Dicho de otra manera, hemos demostrado una de las implicaciones del
resultado siguiente.

Proposicion 3.4.3. Mantengamos las mismas notaciones que en la proposi-
cion anterior y pongamos S := A — p. Entonces, condicion necesaria iy sufi-
ciente para que la dimension de B/pB como A/p-espacio vectorial coincida
con el grado [L : K] es que el anillo S™'B sea un S~ A-mddulo finitamente
generado.

DEMOSTRACION: Solamente resta ver la necesidad de la condicién. De nuevo
podemos suponer que A es principal; en este caso, ya hemos visto que un
conjunto {by, by, ..., b.} de elementos de B que den una base del cociente
B/pB sobre A/p es automaticamente un conjunto de elementos de L que son
K-linealmente independientes. Puesto que estamos suponiendo que las dos
dimensiones son iguales, eso implica que {by, by, ...,b.} es una K-base de L.
Veamos que es un sistema de generadores de B como A-moédulo y habremos

acabado. Si b € B, podemos escribir b = Zaibi con a; € K; si algin
i=1
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coeficiente a; no fuese de A, multiplicando por una potencia positiva adecuada
T

de un generador 7 de p, obtendrfamos una igualdad 7*b = Z(W’“ai)bi con
i=1

los coeficientes 7*a; € A, alguno d’ellos inversible; Esta igualdad darfa, por

reduccion modulo pB una relacién no trivial de dependencia lineal de los

elementos b; en B/pB, contradiciendo el hecho que los elementos b; son una

A/p-base de B/pB. O

Observacién 3.4.4. En particular, la condicién de generacién finita de la
proposicion se satisface en el caso en que la extension L|K sea separable; por
ejemplo, en el caso de los anillos de enteros de los cuerpos de niimeros.

Corolario 3.4.5. Sean A un anillo de Dedekind, K el cuerpo de fracciones
de A, L|K una extension finita, n := [L : K| el grado, B la clausura entera
de A en L, y p un ideal primo no nulo de A. Sea pB = PP --- P’ la
descomposicion de pB en factors primos en B. Supongamos, ademds, que la
extension L|K es separable o bien que S™'B es un S~'A-mddulo finitamente
generado (para S := A —yp). Entonces se satisface la igualdad

g

» efi=[L:K).O

i=1

3.5. El caso galoisiano

Un cas muy importante por sus aplicaciones practicas es el caso en que
la extensién de los cuerpos de fracciones es una extension de Galois. En
este caso, las propiedades generales adquieren una forma maés sencilla y son
mas faciles de utilizar. Esta seccién se dedica a hacer el estudio en este caso
particular.

Supongamos, pues, que A es un anillo de Dedekind, K su cuerpo de frac-
ciones, L| K una extensién finita, n := [L : K] el grado, y B la clausura entera

de A en L. Supongamos que la extensiéon L|K es una extensiéon de Galois y
sea G := Gal (L|K) su grupo de Galois.

Proposicion 3.5.1. Consideremos un ideal primo no nulo p C A. Entonces,
el grupo de Galois G opera transitivamente y de manera natural en el con-
junto de los ideales primos B de B que dividen p.
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DEMOSTRACION: En efecto, si 0 € G es un K-automorfismo de L, entonces
la imagen o(b) de un elemento b € B es un elemento de B, ya que o(b) es
un conjugado de b sobre K y, por tanto, es raiz del mismo polinomio moénico
irreducible de coeficientes en A que tiene b por raiz. Por tanto, o es un A-
automorfismo de B. Ahora, la imagen por un isomorfismo de un ideal primo
es un ideal primo; por tanto, G opera en el conjunto de los ideales primos
de B; y si PN A = p, entonces, o(f) N A = p, ya que A (y, por tanto, p)
es fijo elemento a elemento por o. Por tanto, G opera en el conjunto de los
ideales primos de B que dividen un ideal primo dado p en A. Resta ver que
esta accion es transitiva.

Para ello, sean P71, Ps, ..., P, s < g, los diferentes ideales primos de B
conjugados de P, :=P. Supongamos que s < g. Claramente, G permuta los
ideales By, ..., P, y también permuta los ideales Py 1, ..., B,; el producto
P - P no esta incluido en ningun ‘P; para ¢ > s, de manera que existe
be Py P, tal que b ¢ P; para todo i, s < i < g. Entonces, Ny (b) =

H o(b) es un elemento del producto Bj - - - P, y también de A; por tanto,

oceG
de la interseccién, que estd incluida en PN A = p; es decir, Ny jx(b) € p. En

consecuencia, Nz (b) € PB;, de manera que para algin o € G es o(b) € P;,
ya que P; es un ideal primo de B y o(b) € B para todo o € G. Pero, entonces,
b € 071(B;), de manera que o~ (P;) es uno de los ideales Py, ..., Ps, que
son los unicos que pueden contener b. Eso contradice el hecho que s < g. [J
g
La férmula Zei fi = n del caso separable admite una expression mas
i=1
sencilla en el caso galoisiano.

Proposicién 3.5.2. Supongamos que la extension L|K es de Galois. En-
tonces, todos los ideales primos B C B que dividen el ideal primo p C A
tienen el mismo indice de ramificacion y el mismo grado residual; es decir,
e:=e(Plp) v f = f(PB|p) no dependen del ideal primo P de B que divide
p. Ademds, se satisface la formula n = efg, donde g es el nimero de ideales
primos de B que dividen el ideal p.

DEMOSTRACION: Si g > 1, sean 8 # P’ dos ideales primos de B que dividen
el ideal primo p de A y sea 0 € G tal que () = JP’. Entonces, o define
un isomorfismo de B/P en B/P’ que restringe a la identidad sobre A/p; por
tanto, los grados residuales de P y de P’ coinciden. Analogamente, puesto
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que o(pB) = pB, la descomposicién de pB como producto de ideales primos
de B se transforma por o en ella misma; eso quiere decir que los exponentes de
Py de P’ en esta descomposicién han de coincidir; es decir, que los indices

de ramificaciéon de B y de P’ son iguales. Si ahora aplicamos la férmula
g

Z e; fi = n, teniendo en cuenta que todos los e; coinciden y que todos los f;
i=1
también, obtenemos la férmula n = efg del enunciado. [J

Definicion 3.5.3. Sea P C B un ideal primo no nulo de B y sea p :=‘PNA
su contraccion a A. El subgrupo de isotropia de P, D(Blp) = {oc € G :

o(B) = P}, se llama el grupo de descomposicion del primo B en la extension
de Galois BJA.

Supongamos, ahora, que P’ es otro ideal primo de B que divide p. En vir-
tud de la proposicién 3.5.1, existe un automorfismo o € G tal que P’ = o (P).
En consecuencia, el grupo de descomposicion de P’ es conjugado del grupo
de descomposicién de B; concretamente, D(P'|p) = o 'D(P|p)o. Ademas,
el indice de D(P|p) en G es el nimero de ideales primos de B que dividen
p; es decir, D(P|p) es un subgrupo de G de indice g(p); equivalentmente, el
orden del grupo de descomposicién es el producto e(SB|p) f (Blp).

Proposicién 3.5.4. Supongamos que la extension L|K es de Galois. Sea
B C B un ideal primo no nulo y sea p := P N A su contraccion. Entonces,
la extension residual A/p C B/B es una extension normal; ademds, hay un
morfismo ezhaustivo de grupos D(B|p) — Gal ((B/B)|(A/p)).

DEMOSTRACION: Sea b € B un representante de una clase cualquiera b +
B € B/P. Consideremos el polinomio de L[X] f(X) := H(X — o(b)); las

ceG
raices del polinomio f(X) son los diferentes conjugados de b contados cada

uno tantas veces como el grado de la extensiéon L|K(b), de manera que el
polinomio f(X) es la potencia [L : K(b)]-ésima del polinomio Irr(b, K'); por
tanto, f(X) es un polinomio ménico de coeficientes en A[X]. La reduccién
modulo P del polinomio f(X) es un polinomio de coeficientes en A/p que
tiene por raices las clases o(b)+B € B/P; por tanto, descompone en factores
lineales en B/; en consecuencia, el polinomio Irr(b + P, A/p), que es un
divisor de aquel, también descompone en factores lineales en B/B. Eso nos
dice que todos los conjugados sobre A/p de todos los elementos de B/ son
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elementos de B/B; por tanto, la extension A/p C B/P es una extension
normal.

Por otro lado, sea o € D(B|p); es decir, un A-automorfismo de B que deja
B invariante. Por paso al cociente, o define un A/p-automorfismo de B/;
es decir, un elemento del grupo de Galois de la extensiéon A/p C B/P. De
esta manera se obtiene un morfismo de grupos D(B|p) —— Gal (B/B|A/p).
Queremos probar que 7 es exhaustivo. Para ello, comencemos por recordar
que un A/p-automorfismo de B/PB queda determinado de manera tnica por
su accién sobre un elemento primitivo de la clausura separable de A/p en
B/%; es decir, que dar un elemento de Gal (B/J|A/p) equivale a dar un
conjugado sobre A/p de un tal elemento primitivo.

Sea, pues, b E_B/‘B un tal elemento primitivo; podemos elegir b € B de
manera que b = b (mod P) y que b € o~ (P) para todo o € G — D(Plp);
por ejemplo, un elemento que satisfaga simultaneamente las congruencias

b (mod P),
=0 (mod ¢ *(B)), para todo o € G — D(Pp).

b
b

Si consideramos el polinomio f(X) := H(X — (b)), las raices no nulas de

oceG
su reduccién médulo B son de la forma o(b) + P con o € D(P|p); eso dice

que todos los conjugados de b+ B sobre A/p son las reducciones médulo P
de conjugados o(b) de b sobre A. Es decir, dada una A/p-inmersién de B/,
entonces existe un elemento o € D(B|p) que la tiene por reducciéon modulo
P. Eso demuestra la exhaustividad de 7. [J

Definicién 3.5.5. Sea P C B un ideal primo no nulo de B y sea p := ‘PN A
su contraccién a A. El niicleo del morfismo D(P|p) — Gal (B/B|A/p), es
decir, el subgrupo I(B|p) := {o € D(P|p) : o(b) — b € P para todo b € B}
de D(B|p) se llama el grupo de inercia del primo B en la extensién de Galois

BJA.

En particular, el grupo de inercia es un subgrupo normal del grupo de
descomposicion y su cociente es el grupo de Galois de la extensién residual.
Puesto que esta extension residual es normal, el orden de su grupo de Galois
es exactamente su grado de separabilidad. Dicho de otra manera, el indice del
grupo de inercia en el grupo de descomposicion es el grado de separabilidad
de la extension residual. Mds adelante, volveremos al estudio de los grupos
de descomposicién y de inercia.
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3.6. Discriminante

El estudio de los ideales primos que ramifican en una extension finita y
entera de anillos de Dedekind B|A se puede hacer, en el caso separable, con
la ayuda de un invariante asociado a la extension de manera natural y que
sirve para determinar el conjunto de los ideales primos de A que ramifican
en la extensién B|A: el discriminante. El objetivo de esta seccién es definir
y estudiar algunas de sus propiedades.

Sean, pues, A un dominio integramente cerrado, K su cuerpo de fracciones,
L|K una extension finita y separable, n := [L : K] el grado de la extensién, y
B la clausura entera de A en L. Ya hemos visto en la seccién primera que el
hecho que la extensién L|K sea separable es equivalente al hecho que la forma
bilineal Tk sea no degenerada. Este hecho es capital para las propiedades
del discriminante.

Definicién 3.6.1. Sea {b1,bo, ..., b,} una K-base arbitraria de L. Llamare-
mos discriminante de {by,bs,...,b,} al determinante det (TL| K(bibj)) de la
matriz de la forma bilineal traza en esta base. Puesto que la forma bilineal
Trx es no degenerada, el discriminante es un elemento de K*. Escribire-
mos D(by, by, ..., b,) := det (TL‘K(bibj)). Si by,bg,...,b, son elementos de
B, entonces D(b1,bs,...,b,) € A, ya que Tpx(b;b;) € A para toda pareja de
elementos b;,b; € B.

Consideremos una nueva base {b},b5,...,b} dada a partir de la base
{b1,bs,...,b,} por multiplicacién por una matriz P en la forma
b} by
I
by, by,

Entonces, se satisface la igualdad D (b}, b, ...,b.) = det P>D(by,bs, ..., b,),
ya que hacemos un cambio de base a una forma bilineal. Por tanto, los dis-
criminantes de bases diferentes coinciden médulo cuadrados de K*.

Definicién 3.6.2. Llamaremos discriminante de la extensién B|A el ideal
de A generado por los discriminantes D(by, b, ..., b,), cuando los conjun-
tos {b1,bs,...,b,} recorren todas las posibles K-bases de L formadas por
elementos de B. Lo designaremos con el simbolo A(B|A).
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Lema 3.6.3. Sea {by,bs,...,b,} una K-base de L formada por elementos
de B. Elideal extension D(by,ba, ..., b,)B estd incluido en el A-mddulo libre
Aby @ Aby @ - - @ Ab,,.

n
DEMOSTRACION: En efecto, dado b € B podemos escribir b = Zaibi
i=1
con los coeficientes a; € L; al multiplicar por b; obtenemos las expresiones
n n

bb; = Zaibibj y, al tomar trazas, Tpx(bb;) = ZaiTLu{(bibj). Puesto
i=1 i=1

que bb;, b;b; € B, sus trazas pertenecen a A y la regla de Cramer para la

resolucion de sistemas de ecuaciones lineales nos permite asegurar que los

coeficientes a; se obtienen como el cociente de un determinante formado por

elementos de A por el determinante de la matriz (T (bib;)); por tanto,
1

D(by, by, ..., by)
La propiedad que demostraremos a continuacion hace referencia al caso
en que B sea un A-méddulo libre.

a; € A C K. Eso demuestra la segunda parte. [J

Proposicion 3.6.4. Supongamos que B es un A-maodulo libre y que el con-
gunto {by,bs, ..., b,} es una A-base de B. Entonces, A(B|A) es el ideal prin-
cipal generado por D(by,ba, ... by,).

DEMOSTRACION: Si {b,b},...,b,} es otra K-base de L formada por elemen-
tos de B, puesto que {b1,bs,...,b,} es una A-base de B, existe una matriz
(a; ;) € M, (A), no necesariamente invertible en A, y la matriz de la forma
Tprx en esta nueva base es el producto (a;;) (TL|K(bz~bj)) (a;;). Por tanto,
Dby, b, ..., 0,) = det(a; j)*D(by, by, . .., b,) pertenece al ideal generado por
D(bi,ba, ..., by). O

En segundo lugar, veremos que el discriminante se comporta bien por
localizacién. Concretamente, si S C A es un conjunto multiplicativamente
cerrado, entonces S™'A es un dominio integramente cerrado con cuerpo de
fracciones K y S™'B es la clausura entera de S~'A en L. Por tanto, tiene

sentido hablar del discriminante A(S™*B/S™1A).

Proposicion 3.6.5. Sea S un subconjunto multiplicativamente cerrado de

A. Entonces, se satisface la igualdad A(S™'B/S™1A) = ST'A(B/A).

DEMOSTRACION: La inclusién STTA(B/A) € A(S™1B/S7tA) es clara, ya
que si {b1,bs,...,b,} es una K-base de L formada por elementos de B,
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también es una K-base de L formada por elementos de S~!'B; por tanto,
A(B|A) C A(S7'B|S7!A); en consecuencia, ST'A(B|A) C A(ST'B|ST1A).

Por otro lado, si {b1, s, . .., b, } es una K-base de L formada por elementos
de S~!'B, podemos multiplicar todos los elementos b; por un elemento conve-
niente s € S de manera que sb; € B; entonces, D(sby, sbs, ..., sb,) € A(BJA)
y de la igualdad D(sby, sby,...,sb,) = s**D(by, b, ...,b,), se deduce in-
mediatamente que D(by,by,...,b,) € STIA(B|A). Eso demuestra la otra
inclusion. [J

Finalmente, vamos a ver una propiedad que facilitard el cdlculo del dis-
criminante en algunos casos particulares importantes.

Proposicién 3.6.6. Sea 6 € L un elemento primitivo de la extension L|K
y sea f(X):=Trr(0, K) el polinomio ménico irreducible de K[X]| que tiene 0
por raiz. Entonces,

D(L 97 027 cee 70n71) = (_1)n(n71)/2NL\K(f/(9))a
donde f'(X) denota el polinomio derivado del polinomio f(X).

DEMOSTRACION: Podemos escribir f(X) = (X — 6;)---(X — 6,,) donde
01,...,0, son los n conjugados diferentes de ¢ =: 6;. Al derivar la igualdad
y substituir en #; obtenemos las igualdades

£100:) =[]0 — 65)
J#i

que, una vez multiplicadas, dan la formula

1176 =TI11e: -6

i=1 i=1 j#i
Puesto que el polinomio f/(X) tiene coeficientes en el cuerpo K, la norma
Nk (f'(0)) puede ser calculada como el producto Nk (f'(0)) = H 1'(6;) de

i=1

los conjugados de f/(¢). Por otro lado, el discriminante se puede calcular en
la forma D(1,6,...,0" ") = det(#’"")2, como ya ha sido probado anterior-
mente al caracterizar las extensiones separables por la no degeneracién de la
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forma bilineal traza. Por tanto, y puesto que el determinante de la matriz de
Vandermonde

R BT |
6 6 ... 6,
ot oot Lt

es el producto H H(Ql — 0;), obtenemos la igualdad
=2 j<i

n

D(L,0,....0 )y =[] []6: - 6,)° = (=1)"»=D"2 f[ [1:—05)

=2 j<i i=1 j#i
que, combinada con la que da la norma de f’(6), hace el resultado evidente.

O

Un ejemplo importante de discriminante es el discriminante de las sucesi-
vas potencias de una raiz de la unidad; este discriminante lo usaremos mas
adelante.

Proposicion 3.6.7. Sea (, € C una raiz primitiva n-ésima de la unidad.
Entonces,

p(n)
DL, G, 2y .., 1) = (1)) =12 Ty s 7T

DEMOSTRACION: La demostraciéon que haremos estd basada en el cono-
cimiento de los polinomios ciclotémicos ®,,(X); concretamente en las dos
formulas siguientes:

,(X) = [[ (X =1/,

dn

para todo nimero natural n, y donde i denota la funcién de Mobius, y

Do (X)Dyry (X) = B (X7),
siempre que p sea un numero natural primo que no divida n’. Los casos n = 1
y n = 2 no tienen ninguna dificultad; por tanto, podemos suponer que n > 2.

Al derivar la primera de estas férmulas y substituir en (, se obtiene la
expresion

(I);z<Cn> = Cgln H (Cﬁf _ 1)u(n/d)'

d|n,d#n
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La proposicion 3.6.6 ya da el signo enunciado, de manera que basta calcular la
norma N, (®/,((,)), donde ponemos N,, para indicar la norma de la extensién
Q(¢,)|Q. El hecho que la norma sea multiplicativa, asi como su transitividad
para cadenas de extensiones, nos legitiman a escribir consecutivamente las
igualdades

Nn(q){n(gn)): n n n(p(n H N Cd uin/d)

d|n d#n

No(G) 7™ T NalGaga — )9

d|n d#n

)P T Na(Ca— 1)
d|n, d#1

= Nn(Cn)*ln“"(”) H Nd(gd — 1)M(d)so(n)/<p(d).

d|n, d#1

Observemos, en primer lugar, que para todo nimero natural n > 2 es
N,.(¢,) = 1, ya que el inverso de cada conjugado de ¢ también es un conjugado
de ( y son diferentes. Por otro lado, puesto que d # 1, es (4 # 1y Ng({y—1) #
0. Si d es divisible por el cuadrado de un nimero primo, entonces u(d) = 0
y el factor Ny(¢g — 1)#D¢(/#(d vale 1. Por tanto, el producto se extiende a
los ntiimeros naturales d # 1 diferentes de n que son libres de cuadrados.

Ahora, podemos observar que Ng({y —1) = (—1)?@Ng4(1 — (), de manera
que los factores del producto son Ng(1 — () @Dem/e( ) va que el signo es

(—1)Hdem) = 1 porque o(n) es par para todo n > 2. De esta manera
obtenemos la expresiéon
N (@),(¢)) = n#™ ] Na(l = gg)r@etm/et
d|n,d#1

el producto extendido a todos los niimeros naturales d libres de cuadrados y
diferentes de 1 que dividen n.

De la segunda de las féormulas generales para los polinomios ciclotémicos
que hemos escrito se deduce que ®4(1) = 1 para todo nimero natural d
divisible por dos o mas primos diferentes; en efecto, puesto que 1 € Q, 1
no puede ser raiz de ningin polinomio ciclotémico ®4(X), de manera que
de la igualdad ®,,(1)®,,(1) = D,v(1) es deduce que ®,/,(1) = 1. Por otro
lado, para todo niimero natural primo p que divide n se satisface la igualdad
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N,(1—¢,) =®,(1) =p, yaque ®,(X) =1+ X + X?+---+ XP~!. Llevando
estos cédlculos a la férmula anterior obtenemos la férmula que queriamos
probar. [

3.7. Discriminante y ramificacién

En esta seccion se trata de ver qué relacion tiene el discriminante con
la ramificacién. Para ello, nos poondremos en la situaciéon en que A es un
anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, L|K una extensién finita y
separable, n := [L : K] el grado de la extensién, y B la clausura entera
de A en L. Entonces, el ideal discriminante A(B|A) descompone de manera
unica como producto de ideales primos no nulos de A. Se trata de probar
que el conjunto de los ideales primos de A que ramifican en B esta formado
exactamente por los ideales primos que dividen el discriminante.

Comencemos por estudiar un poco mas de cerca el comportamiento local
del discriminante y de la ramificacién. Sea p C A un ideal primo no nulo y sea
S := A—p. Entonces, S~!p := pS—tA es un ideal primo de S™'A y, en virtud
de la proposicién 3.6.4, condicién necesaria y suficiente para que A(B|A) C p
es que A(ST!B|ST'A) C S~'p. Por otro lado, S~ A es un anillo de Dedekind
local y S7'B es la clausura entera de S™' A en L; ademas, si pB = P - - - B’
es la descomposicién de pB en B, la descomposicién de pS~—!B en S™'B
es pSTIB = (STIP)r -+ (STIP,)% v la extension residual STTA/STp C
STIB/STIB; es la extension A/p C B/%P;; por tanto, condicién necesaria y
suficiente para que el ideal p C A ramifique en B es que el ideal S~'p C S—1A
ramifique en S~!B. Pero, ahora, los anillos S™'A y S™'B son anillos de
Dedekind principales y S™'B es un S~!A-mddulo libre de rango n; de manera
que el ideal discriminante A(S™'B|S™'A) es principal y generado por el
discriminante de una S~!A-base de S™!B.

Estas consideraciones hacen que podamos suponer de entrada que A es
un anillo de Dedekind principal y local y que p es el tinico ideal primo no
nulo de A. Si {by,bs,...,b,} es una A-base de B, entonces es una K-base de
Ly {by+pB,by+pB,...,b, +pB} es una A/p-base de B/pB. Esto ya ha
sido probado en el transcurso de la seccién 4.

Sea b € B un elemento cualquiera. La multiplicacién por b define una
aplicacién A-lineal my, : B — B que, en la A-base {by,bs,...,b,} de B ad-
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mite una matriz (a; ;) € M, (A). La reduccién médulo pB de esta aplicacion
lineal da lugar a la aplicacion A/pA-lineal m;, : B/pB — B/pB de multi-
plicacién por b+pB en B/pB, que tiene matriz (a; ; +p) € M,,(A/pA) en la
A/p-base {b; +pB,bs +pB,...,b, +pB} de B/pB. En particular, se satis-
face la igualdad Tpx(b) 4+ p = tr(m;), de manera que la reduccién médulo p
del discriminante Dpja(b1,ba, ..., b,) es el determinante D(by, by, ..., b,) =

Puesto que A(B|A) es generado por D(by, by, . .., by,), decir que A(B|A) C
p equivale a decir que D(by, by, ..., b,) € p, o sea, que D(by,bs,...,b,) =0
en A/p. Por tanto, hay que probar que condicién necesaria y suficiente para
que p ramifique en B es que D(by,by,...,b,) = 0 en A/p. Para ello, sea
pB =P - - - Py’ la descomposicion de p B en ideales primos de B. El teorema
chino del resto nos legitima a escribir la descomposicién

B/vB = D B/%:"

de B/pB como suma directa de subespacios vectoriales sobre A/p. Podemos
considerar una A/p-base de B/pB construida reuniendo bases de los suman-
dos B/B;; si § € B/pB es un elemento cualquieray § =6, +---+ 6, es la
descomposicién de 6 en sumandos 0; € B/B;", la matriz de la multiplicacién
por 6 en B/pB en esta nueva base se expresa en forma de matriz de cajas en
la diagonal, cada una de ellas correspondiente a la matriz de la multiplicacién
por 6; en la base que hemos tomado en B/ para construir por reunién la
base de B/pB. En particular, esto nos permite asegurar que la traza de la
aplicacién lineal de multiplicacién por 6 en B/pB es la suma de les trazas de
las aplicaciones lineales de multiplicacién por 6; en cada B/P:*. En conse-
cuencia, la matriz de les trazas de los productos toma la forma de una matriz
de cajas en la diagonal donde cada una es la matriz de las trazas de los
productos de los elementos de la base de B/;", ya que los productos de ele-
mentos de diferentes factores B/ se anulan. Puesto que los determinantes
de las matrices de una forma bilineal simétrica en dos bases diferentes son
iguales salvo la multiplicacion por el cuadrado del determinante de la matriz
del cambio de base, y este determinante siempre es inversible, obtenemos la
formula

g
D(by,b, ... ,b,) =det P* [ D,

i=1
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donde D, es el determinante de la matriz de las trazas de los productos de
los elementos de la base que hemos elegido en B/

Supongamos que el ideal primo p es no ramificado en B; es decir, que para
1 <i < g laextensién A/p C B/B; es separable y e; = 1. Puesto que las
extensiones A/p C B/, son separables, los determinantes D; son no nulos
y obtenemos que D(by, by, ..., b,) # 0 en A/p, como queriamos ver. Recipro-
camente, hay que ver que si p ramifica en B, entonces D(by, by, ..., b,) = 0.
Supongamos, primeramente, que e; > 1. Podemos elegir la A/p-base de
B/ completando bases en la filtracion de B/PBT* dada por los ideales
(y A/p-espacios vectoriales) B4 /P, e1 — 1 > a > 0; el hecho que el primer
vector de esta base sea nilpotente (su potencia e;-ésima se anula) hace que
la aplicacion lineal de multiplicacion por este elemento sea un endomorfis-
mo nilpotente de B/SB{* y, por tanto, todos los valores propios sean nulos.
Anélogamente, los productos de este elemento por cualquier otro también son
nilpotentes y lo mismo sucede con los endomorfismos de B/B{" de multipli-
cacién por estos productos; por tanto, las trazas de los productos son nulas
y la matriz que sirve para calcular el determinante D, tiene una columna de
ceros. Por tanto, D; = 0. Resta el caso en que todos los indices de ramifi-
cacién sean triviales, pero que alguna de las extensiones A/p C B/, no sea
separable. En este caso, la forma traza en B/%; es la forma nula y D; = 0.

En resumen, hemos demostrado el resultado siguiente.

Proposicion 3.7.1. Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de frac-
ciones, L|K una extension finita y separable, B la clausura entera de A en L
y p un ideal primo no nulo de A. Condicion necesaria y suficiente para que
el ideal p ramifique en la extension B|A es que el discriminante A(B|A) sea
divisible por p. U

3.8. El caso cuadratico

En el capitulo anterior hemos determinado exactamente el anillo de los
enteros de todos los cuerpos cuadraticos. Ahora podemos determinar el dis-
criminante y las leyes de descomposicion de todos los ideales primos de Z en
un cuerpo cuadratico. Comencemos por determinar el discriminante.

Proposicién 3.8.1. Sea D un numero entero libre de cuadrados y sea K :=
Q(v/'D). Entonces, el discriminante de la extension K|Q es el nimero entero
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AD si D#1 (mod4) yesD siD=1 (mod 4).

DEMOSTRACION: Puesto que Z es principal, el discriminante de la extensién
cuadratica K|Q es el ideal principal generado por el discriminante D(1,w)
donde {1,w} es la base del anillo de los enteros de K que hemos determinado
anteriormente. Concretamente, si D #Z 1 (mod 4), podemos tomar w =
V/D. En este caso, la matriz de la forma bilineal traza es la matriz

vp 1oy i an)

ya que el polinomio irreducible de v/D y, por tanto, el polinomio caracteristico
de la multiplicacién por v/D en O es el polinomio X2 — D. Ello hace que
D(1,+/D) = 4D, como querfamos demostrar.

En el caso D =1 (mod 4), podemos tomar 2w = 1 + VD vy repetir el
calculo que hemos hecho en el otro caso. Pero, con la finalidad de ver otra
manera de calcular el discriminante, utilizaremos la féormula

D(1,w,...,w" ') =det(o;(w’ 1)),

donde o, recorre el conjunto de las inmersiones diferentes de K en Q, que
hemos obtenido en la demostraciéon de la proposiciéon 3.1.5 en la forma

D(l,w,...,w" ) =det V?

donde V = (0;(w’™1)) es la matriz de Vandermonde de los conjugados de w.
Calculemos:

2

1 1
D(l,w)=det |1+vD 1-+vD| =(-VD)*=D.O
2 2

En consecuencia, los ideales primos de Z que ramifican en la extensién
K|Q son los primos que dividen Dy 2 si D # 1 (mod 4). Puesto que la
extension es de grado 2 y las extensiones residuales son separables, esto quiere
decir que la extension de estos primos es el cuadrado de un ideal primo de K.
Poro otro lado, solamente quedan dos posibilidades para la descomposicién
de los otros primos de Z en K: o bien el primo de Z continia siendo un ideal
primo una vez extendido a K, y en este caso se dice que el primo es inerte,
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o bien el primo descompone como producto de dos ideales primos diferentes
de K; en este caso se dice que el primo descompone completamente.

El resultado siguiente explica como descomponen todos los primos de Z
en la extensién cuadratica Q(v' D)|Q.

Proposicion 3.8.2. Sean D un niumero entero libre de cuadrados, K =
Q(\/E), Ok el anillo de los enteros de K, y p un niumero natural primo. Sip
divide el discriminante de la extension cuadrdtica K|Q, entonces, pOy = p?,
donde p es un ideal primo de Ok de grado residual 1; si p # 2 y D es un
resto cuadratico modulo p, entonces pOg = p1p2, el producto de dos ideales
primos diferentes de O de grado residual 1; si p # 2 y D no es un resto
cuadrdtico modulo p, entonces pOk es un ideal primo de Ok de grado residual
2. Finalmente, 20k es el producto de dos ideales primos diferentes de O
de grado residual 1 cuando D =1 (mod 8) y 20k es un ideal primo de O
de grado residual 2 cuando D =5 (mod 8).

DEMOSTRACION: El caso de los primos que ramifican es claro. Por tanto,
podemos suponer que el ideal primo pZ no ramifica en el anillo Ok de los
enteros de K. Comencemos por estudiar el caso p # 2. Hemos de estudiar
la descomposicién del anillo Oy /pOk como producto de cuerpos, ya que
una condicién necesaria y suficiente para que el ideal pOg sea primo es que
el anillo cociente Ok /pOk sea un cuerpo. De nuevo, el célculo del anillo
de los enteros de K da que el anillo Ok, como grup abeliano, es la suma
de los subgrupos Z y wZ, w como en la proposicion anterior. En el caso
D#1 (mod 4), el anillo O /pOk es el anillo Z[v/D]/pZ[v/D]; y en el caso
D=1 (mod4), si calculamos Ok /pOk podemos observar que este anillo
1+vVD _

también es el anillo Z[v/D]/pZ[V/D], ya que, para a,b € Z es a+b 5

1 D

+T\/_ (mod pQOg), de manera que si b es impar, entonces b—+p es
1++vD

pary (b+p)—5—

de v/D. Por tanto, hay que descomponer Z[v/D]/pZ[v/D] como producto de
cuerpos. Ahora bien,

Ok /pOx = Z[VD]/pZ[V' D] =~ Z[X]/(p, X* = D) ~F,[X]/(X* - D);

a+(b+p)

es la suma de un niimero entero con un multiplo entero

por tanto, y puesto que el polinomio X2 — D es separable en F,[X], el anillo
cociente O /pOf es un cuerpo exactamente cuando el polinomio X2 — D es
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irreducible en F,[X], y descompone como producto de dos cuerpos isomorfos
a I, cuando el polinomio X?— D tiene dos raices diferentes en F,. Esto acaba
el caso p # 2.

Para p = 2, basta considerar el caso D = 1 (mod 4), ya que en caso
contrario 2 ramifica, en virtud de la proposicion anterior. En este caso, w

admite como polinomio irreducible el polinomio X? — X + _T, de manera

que si b es la clase modulo 2 de , entonces

Ose/pOx ~ Z[X)/(2, X = X + 1 D)~ BIX]/(X? ~ X +0)

Pero condicién necesaria y suficiente para que el polinomio (separable) X? —
X + b sea irreducible en Fy[X] es que b = 1 en Fy; y eso equivale a decir que
D=5 (mod38).O

Corolario 3.8.3. Las leyes de descomposicion de los ideales primos de Z. en
el cuerpo cuadrdtico K == Q(v/D) vienen dadas por el cardcter cuadrdtico
de Kronecker, xp. Concretamente,

0, sip ramifica,
Xp(p) = < 1, sip descompone completamente,

—1, sip es inerte.

DEMOSTRACION: Para el caso de los niimeros primos impares p, basta recor-
dar que el caracter de Kronecker yp es el inico caracter cuadratico de Dirich-

D
let definido médulo 4|D| tal que se satisface la igualdad xp(p) = (—) para
p

todo ntiimero primo impar p. Y para el caso p = 2 basta observar que si D =1
(mod 4), entonces el valor de yp(2) es dado exactamente por (—1)*(?), [

Una aplicacién aritmética interesante de las leyes de descomposicion de los
ideales primos de Z en el anillo de los enteros de Gauss Z(7) es la obtencién
de aquellos enteros que son suma de dos cuadrados. En efecto, podemos
demostrar muy facilmente el teorema siguiente.

Teorema 3.8.4. Sea n € 7Z un entero positivo cualquiera. Condicion nece-
saria y suficiente para que n sea la suma de los cuadrados de dos nimeros
enteros es que todos los nimeros primos impares que dividen n con exponente
impar sean de la formap=1 (mod 4).
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DEMOSTRACION: En primer lugar, el anillo Z[i] de los enteros de Gauss es el
anillo de los enteros de Q(7). Observemos que para a,b € Z es Ng)o(a+bi) =
a® 4+ b?, una suma de dos cuadrados, de manera que un entero n es suma de
los cuadrados de dos nimeros enteros exactamente cuando es norma de un
elemento de Z[i]. Por otro lado, es bien conocido que Z[i] es un anillo euclideo
y, por tanto, principal. Ademss, i = /=1y —1 =3 (mod 4), de manera
que A(Z[i]/7Z) = 4Z; por tanto 2Z]i] es el cuadrado de un ideal primo de Z[i].
Para p un ntiimero natural primo impar, condicién necesaria y suficiente para
que pZ|i] sea el producto de dos ideales primos diferentes de Z[i] es que p = 1
(mod 4), ya que el valor del cardcter de Kronecker x_; en un primo impar
p es exactamente (—1)*®). De esta manera, si p = 1 (mod 4), entonces,
existen ideales primos pi, ps en Z[i] tales que pZ[i] = p1ps; si a + bi es un
generador de uno de estos ideales primos, ha de ser N(a+bi) = a>+b* = p, ya
que N(a + bi) ha de ser un divisor no trivial de N(p) = p®. En consecuencia,
sip=1 (mod4),y tambiébnsip=2=12+1>=N(1+14)=N(1—1),p
es suma de los cuadrados de dos nuimeros enteros. Puesto que la norma es
multiplicativa y todo cuadrado es suma de dos cuadrados, la condicion del
enunciado es suficiente.

Pero también es necesaria. Supongamos que n es la suma de los cuadrados
de dos nimeros enteros; es decir, la norma de un elemento « € Z[i]. Sea p = 3
(mod 4) un nimero natural primo que divide n; entonces, el ideal pZl[i] es
un ideal primo de Z[i] y el exponente de p en la descomposicién en factors
primos de n = N(«) es dos veces el exponente de pZ[i] en la descomposicién
en primos del ideal oZ[i], ya que N(p) = p?. [J

3.9. El caso ciclotomico

Ya hemos comentado mas arriba la importancia que tienen los cuerpos
ciclotémicos. En esta seccién se trata de hacer un estudio de algunas de sus
propietades aritméticas. Concretamente, estudiaremos cual es su anillo de
enteros, cudl es su discriminante, y cuales son las leyes de descomposicién de
los niimeros primos en estos anillos.

Consideremos, pues, un nimero entero n > 1, una raiz primitiva n-ésima
de la unidad ¢ := (,, el cuerpo ciclotémico K := Q(() y el anillo de los enteros
de K, A := Ok. Es bien conocido que [Q(¢) : Q] = ¢(n) y que el conjunto
1,¢,¢2, ..., ¢?™1 es una Q-base de Q(C), donde ¢ designa la funcién de
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Euler. Ya hemos calculado el discriminante D(1,¢,¢?,...,¢?™~1); eso nos
da informacion sobre el conjunto de los ideals primos de Z que ramifican en

A.

Corolario 3.9.1. Sea p un nimero natural primo que ramifica en Q((,).
Entonces, p divide n.

DEMOSTRACION: El discriminante de la extensién Q(¢)|Q es el ideal prin-
cipal generado por el discriminante de una Z-base del anillo de los enteros
de Q(¢). Puesto que ¢ € A, el discriminante D(1,¢,...,¢(?™~1) es el pro-
ducto del discriminante de esta base por el cuadrado del determinante de la
matriz de los elementos (* expresados en esta base; esta matriz es de coefi-
cientes enteros y, por tanto, el discriminante de la extensién divide el ideal
generado por D(1,¢, ..., (™1, Por tanto, el discriminante de la extensién
divide n¥"™. Puesto que los primos que ramifican dividen el discriminate, si
p ramifica, entonces p ha de dividir n. [J

Este resultado tiene un reciproco. Si n es un nimero natural impar, en-
tonces Q(C2,) = Q(¢,), de manera que al hablar de cuerpos ciclotémicos
podemos suponer siempre que n Z 2 (mod 4). En estas condiciones, los
ideales primos de Z que ramifican en Q(({) son exactamente los ideales pZ
tales que p divide n. Para demostrarlo, comenzaremos por el caso en que n
sea potencia de un niimero primo.

Proposicion 3.9.2. Supongamos que p es un niumero natural primo y que
n=p,r>1 Seaa:=1-C(e€ Q). Entonces:

(i) El ideal principal oA es un ideal primo.
(i1) El grado residual de oA es 1.

(i1i) El ideal pA es la potencia p(n)-ésima del ideal primo oA.

DEMOSTRACION: Puesto que las raices de la unidad son nimeros enteros
algebraicos, es claro que ¢ € A; por tanto, @A es un ideal entero de Q(().
Sea f(X) := ®,-(X) el polinomio ciclotémico; es bien conocido que

Xpr - 1 r—1 r—1
X)= — — ~ —14+X? coe g XD
f( ) Xpr—l _ 1 + + +
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1
1-¢
-+« 4 ("1 de manera que u; € A; y si ¢ no es divisible por p, intercanviando
los papeles de ¢ y (*, obtenemos también que u;' € A, de manera que
u; es un elemento inversible de A. Esto hace que a partir de la igualdad

f(X) = H (X — (") podamos escribir

Para todo nimero entero ¢ se satisface la férmula u; := =1+¢+3+

med(z,p)=1
p=r)=" ] (1=¢)=u=¢*™,
mecd(i,p)=1
donde u = H u; es inversible en A. En particular, los elementos « y
med(i,p)=1

1 — ¢*, med(i,p) = 1, son asociados (generan el mismo ideal) y el ideal pA
es la potencia o(n)-ésima del ideal principal awA. Puesto que pZ es un ideal
primo de Z y la extensién Q(¢)|Q es de Galois, la férmula efg = n nos

permite asegurar que el ideal A es un ideal primo de A de grado residual 1.
O

Corolario 3.9.3. Sean #2 (mod 4) un numero natural, que escribiremos
en la forman = p™n', conr > 0 ymed(p,n') =1, y sea P C A un ideal primo
de A que divide p. Entonces, e(PB|pZ) = @(p"). En particular, condicion
necesaria y suficiente para que p ramifique en Q(C) es que p divida n.

DEMOSTRACION: Podemos considerar las cadenas de cuerpos Q C Q(¢,/) C
Q(¢) y Q € Q(¢r) € Q(¢n)- Acabamos de probar que la extension Q(¢,r)|Q
solamente ramifica en el primo pZ y que el indice de ramificacién es ¢(p");
por tanto, la extensién Q((,)|Q ramifica en pZ y el indice de ramificacién de
pZ es un miltiplo de ¢(p"). Por otro lado, en virtud del corolario 3.9.1, la
extension Q((,/)|Q no ramifica en ningin ideal primo de Q((,/) que divide
pZ; en consecuencia, si P es un ideal primo de Q((,) que contrae a pZ, y
si p es la contraccion de P en Q((,), entonces, e(P|pZ) = e(P|p) divide el
grado [Q(¢,) : Q(Cw)] = p(p"). Por tanto, la igualdad e(B[pZ) = ¢(p”). O

A continuacién determinaremos el grado residual de todos los ideales pri-
mos. Comenzaremos por demostrar el resultado siguiente.

Lema 3.9.4. Sean ¢ un niumero natural primo que no divide n y [ C A un
ideal primo que divide LA. Entonces, las clases residuales de las potencias
1,¢(,C% ..., ¢ en el cuerpo residual A/l son todas diferentes. Ademds, si
[ = f(I|¢) designa el grado residual en I, entonces ¢/ =1 (mod n).
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DEMOSTRACION: El polinomio X™ — 1 € Z[X] es separable sobre Z y sobre
Fy, ya que ¢ no divide n. Por tanto, las reducciones médulo [ de las raices
diferentes de f(X), 1,(,¢?,...,¢" !, han de ser raices diferentes de X™ — 1
en F,. Esto demuestra la primera afirmacién. Por otro lado, el conjunto {¢* €
A/l: 0 <i<n—1} es un subgrupo de orden n de (A/I)*, que es de orden
¢/ — 1. Por tanto, n divide ¢/ — 1. O

Lema 3.9.5. Sea ¢ un numero natural primo que no divide n. Entonces,
A=(lA+Z[].

DEMOSTRACION: Hay que demostrar que para todo elemento b € A existe
v € Z[¢] tal que b — b € LA. Pongamos D := D(1,(,...,(¥™~1); entonces,
D € Z y ¢ no divide D, ya que D divide una potencia de n. En consecuencia,
D es inversible en Z/{Z; es decir, existe D' € Z tal que DD =1 (mod /).
Esto nos permite asegurar que b = DD'b  (mod (A). Pero, en virtud del lema
3.6.3, Db € Z[(], de manera que DD'b € Z[(] y podemos tomar b’ = DD'b.
O

Corolario 3.9.6. Sean ¢ un numero natural primo que no divide n y f un

nimero natural cualquiera tal que ¢/ = 1 (mod n). Entonces, para todo
elemento b€ A es b —b e (A.

DEMOSTRACION: En efecto, acabamos de probar que existen a; € Z tales que
o(n)
b— Z a;¢" € LA. Puesto que a; € Z, se satisfacen las congruencias af = q;
i=1
pln)
(mod ¢), de manera que a‘ — a; € ¢Z C (A; por tanto, b* — Z a;Ct e lAy,
i=1
o(n)
por induccion, b — Z a,-C“]f € (A. Por hipétesis, Cﬁf = (, de manera que la
i=1
ultima suma es b; por tanto, b —b e lA como queriamos probar. []

Proposicion 3.9.7. Sean ¢ un niumero natural primo que no dividen y f el
nimero natural menor tal que ¢/ =1 (mod n). Entonces,

(A =11,

donde Iy, 1y, ... 1, son ideales primos diferentes de A, de grados residuales
fGIZ) = f, y g es definido por la formula fg = p(n).
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DEMOSTRACION: Puesto que ¢ no divide n, la asignacién ¢ — ¢ define un

automorfismo de Q((); pongamos Fy. Entonces, para todo b € A es Fy(b) —
o(n)

b* € (A, ya que podemos elegir a; € Z tales que b — Zai(’i € (Ay, en
i=1

¢
consecuencia, Fy(b) = Zaicw = Zaf{iz = (Z aiCZ) =05 (mod (A).

2 3

)

Por induccidn, Fgf (b) — = (A, de manera que, en virtud del corolario
anterior, F/ (b) — b € (A, para todo b € A.

Por hipétesis, el orden del automorfismo F, € Gal (Q(()|Q) es exacta-
mente f. Sean [ un ideal primo de A que divide ¢A y f; el grado residual de
[. Esto nos dice que A/IA es el cuerpo finito de £/t elementos; por tanto, f; es
el nimero natural no nulo menor tal que para todo elemento b € A se satisfce
b — b € I. Puesto que para f también se satisface, debe ser f; < f. Pero,
por otro lado, puesto que Cm — ( € [y las raices de la unidad 1,¢, ..., (" !
son diferentes en A/l, debe ser ¢/t = 1 (mod n); esto demuestra la otra
desigualdad: f < f;. Por tanto, f = f;, hecho que acaba la demostracion. [

Podemos, por tanto, dar las leyes de descomposicion de todos los ideales
primos de Z en los cuerpos ciclotémicos Q(¢), ( = (, una raiz primitiva
n-ésima de la unidad.

Teorema 3.9.8. Sean n # 2 (mod 4) un ndmero natural, ¢ una raiz pri-
mitiva n-ésima de la unidad, A el anillo de los enteros del cuerpo ciclotémico
Q(¢) y p € Z un nimero natural primo. La descomposicion de pZ en A viene
dada de la manera siguiente. Pongamosn = p™n’ conr > 0 ymed(p,n’) = 1;
entonces

PA = (pip2---pg)°,

donde e = p(p"), p; son ideales primos diferentes de A de grado residual el
nimero entero positivo menor f tal que p’ =1 (mod n') y fg = p(n’).

DEMOSTRACION: Resta ver el caso r > 1. Podemos considerar la cadena
de cuerpos Q € Q(¢v) € Q(¢,) y tener en cuenta la multiplicatividad de
los indices de ramificacion y la de los grados residuales. Sea 8 C A un
ideal primo que divide p y sea p su contracciéon al anillo de los enteros de
Q(Gw). Entonces, f(Plp) = g(p) = 1, ya que e(Flp) = (pr) s el grado de
la extension; por tanto, f(PB|p) = f(p|p) y podemos aplicar la proposicién
anterior. Y puesto que e(p|p) =1, es e(Blp) = ¢(p"). O
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Vamos a hacer, ahora, el estudio de los anillos de los enteros.

Teorema 3.9.9. Sean n un nimero entero, ¢ := (, una raiz primitiva n-
ésima de la unidad, y K := Q({) el n-ésimo cuerpo ciclotomico. Entonces,
el anillo de los enteros de K es el anillo Ok = Z[(].

DEMOSTRACION: Sean A := Ok y B := Z[(]. Claramente, ( € A, de manera
que B C A y hay que provar la igualdad. Comencemos por el caso n = p",
donde p es un nimero natural primo y r > 1. Retomemos la notaciéon de la
proposicién 3.9.2. Hemos demostrado que B + aA = A; puesto que o € B,
después de multiplicar por a y substituir, obtenemos la igualdad B 4 o?A =
A; y, por induccién, para todo numero entero s > 1 es B + o*A = A.
Ahora bien, también hemos visto que D(1,¢,¢2,...,¢*™HA C By que
D(1,¢,¢2, ..., ¢#™~1) es una potencia de p. Por tanto, para s suficientemente
grande se satisface la inclusion p*A C B; y puesto que pA es una potencia
de aA, también a*A C B para s suficientemente grande. Esto implica la
igualdad B = A.

El caso general se puede probar por induccién sobre el niimero de primos
diferentes que dividen n. Pongamos n = p"n’ con p primo, med(p,n’) = 1,
y r > 1, ' := {, una raiz primitiva n’-ésima de la unidad, K’ := Q({’) y
A" = B’ = Z[('] el anillo de los enteros de K’ (hipdtesis de induccién). Es claro
que " es una rafz primitiva p"-ésima de la unidad y que A’[¢"] = Z[¢] C A;
hay que probar la igualdad. El discriminante D(1,¢™,¢27, ..., " #@)=D) ge
puede calcular como el discriminante de la extensién Q(¢™)|Q, ya que las
extensiones Q(()|Q v Q(¢™)|Q son linealmente disjuntas; por lo que hemos
visto en el caso en que n es potencia de p, el discriminante D(1, ¢"', (>,
cee C"/(SD(”T)_U) es una potencia de p en Z y, por tanto, una potencia p* de
p en A'. Igual que en la demostracion del lema 3.6.3, obtenemos la inclusién
pFA C A'[¢"™] teniendo en cuenta la regla de Cramer. Por otro lado, puesto
que la extensién Q(¢)|Q(¢’) es totalmente ramificada en todos los ideales
primos B de A que dividen pZ (es decir, sus indices de ramificacién coinciden
con el grado), los cuerpos residuales de A en Py de A’ en P N A’ coinciden
para todo ideal primo ‘B de A que divide p. Sean Py, Po, ..., P, todos los
ideales primos de A que dividen p y sean B, := ;N A’ sus contracciones a A’.
Se tienen igualdades pA" = PPy - - P, en A’, ya que el ntimero de ideales
primos de A y de A’ que dividen p es el mismo y A’/Z es no ramificada
enp, vy (1—C"A = PPy Py, ya que la potencia p(p”)-ésima de los
dos ideales es el ideal pA. Esta ultima igualdad nos permite asegurar que
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AJ(1 = C")A ~ A /PP, - ,» en virtud del teorema chino del resto, de
manera que A = A'4(1—-¢")A = A'[¢"]+(1—¢")A. De nuevo por induccién
teniendo en cuenta que 1 — ¢ € A’[¢"™], se obtiene que para todo ntimero
entero s suficientemente grande es A = A’'[¢("]+ (1 —¢")*A. Puesto que una
potencia del ideal (1 — ¢™)A es el ideal pA, si tomamos s suficientemente

grande, obtenemos la igualdad A = A’[¢"™], como querfamos demostrar. [J

Como consecuencia de este resultado, el discriminante A(Z[C]|Z) es el de-
terminante D(1,¢, ..., ™) que hemos calculado en la proposicién 3.6.7.
Obtenemos, por tanto, el resultado siguiente.

Corolario 3.9.10. El discriminante de la extensidon ciclotomica Z[(||Z, don-
de ¢ = (,, es una raiz primitiva n-ésima de la unidad, es dado por la formula

nen)

len pw(n)/(p—l) =

Observacion 3.9.11. Esta formula se puede probar de otra manera usan-
do unas ciertas féormulas de transitividad del discriminante, que no hemos
probado.

A(Z[C))Z) = (_1)w(n)(so(n)—1)/2

Una aplicacién interesante de las leyes de descomposicion de los niimeros
primos en los cuerpos ciclotémicos Q((,), p un nimero primo, es una nueva
demostracion de la ley de reciprocidad cuadréatica. Recordemos que si ( es
una raiz primitiva p-ésima de la unidad, p un ntimero natural primo impar,
entonces el inico subcuerpo cuadratico de Q(() es el cuerpo Q(y/p*), donde
p* = (=1)*®p. La parte principal de la demostracion es el resultado siguiente.

Lema 3.9.12. Sean p, ¢, nimeros naturales primos impares diferentes. Con-
dicion necesaria y suficiente para que ¢ descomponga como producto de dos
ideales primos diferentes en Q(\/p*) es que descomponga como producto de
un numero par de ideales primos diferentes en Q(().

DEMOSTRACION: Sean K := Q(¢), A su anillo de enteros, K’ := Q(\/p*),
A’ su anillo de enteros, £ C A un ideal primo que divide £ y [ := £N A’ su
contraccion. La sucesién exacta de grupos de Galois

1 — Gal (K|K'") — Gal (K|Q) — Gal (K'|Q) — 1
da lugar, por restriccién, a la sucesion de grupos de descomposicion

1 — D(L|l) — D(L|¢) — D(I|{) — 1.
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Esta sucesién también es exacta. La tnica parte que merece un poco de
comentario es la exhaustividad del morfismo D(£|¢) — D([|¢). Si ¢’ €
D(1]¢), entonces, existe ¢ € Gal (K|Q) tal que la restriccién de o a K’ es
o’; los ideales £ y o(£) contraen ambos a [ en A’, de manera que existe
7 € Gal (K|K') tal que To£ = £; por tanto, el automorfismo 7o pertenece
al grupo de descomposicién D(£]l); finalmente, la imagen de 70 en D(£|/)
se aplica sobre ¢/, ya que 7 es la identidad en K.

Sean g, ¢’, ¢" los indices de los grupos de descomposicion D(L|¢), D(I|¢),
D(L|1), respectivamente; es decir, los niimeros de primos que dividen ¢, ¢, [,
en las extensiones K|Q, K'|Q, y K|K'. La exactitud de las dos sucesiones
anteriores demuestra que g = ¢’'¢”, de manera que si ¢’ es par, también lo es g.
Reciprocamente, supongamos que g es par. Teniendo en cuenta que los grupos
de Galois y, por tanto, los grupos de descomposicién, son grupos ciclicos, se
deduce inmediatamente que D(£|¢) estd incluido en el tnico subgrupo de
Gal (K|Q) de indice 2, que es Gal (K|K'), de manera que D(£|¢) = D(£|l)

y D([|¢) es el grupo trivial; esto dice que ¢’ = 2, como queriamos ver. [J]

Ahora podemos acabar facilmente una demostracion de la ley de recipro-
cidad cuadratica. La descripcién de las leyes de descomposicion de los primos
en los cuerpos cuadraticos nos permite asegurar que una condicién necesaria
y suficiente para que ¢ descomponga como producto de dos ideales primos

*

diferentes de A’ es que L 1; v el resultado que acabamos de probar

¢

admite la consecuencia siguiente.

Corolario 3.9.13. Condicion necesaria y suficiente para que { descomponga

completamente en A’ es que [ — ) = 1.
p

DEMOSTRACION: Con las mismas notaciones que en la demostracién del lema
anterior podemos escribir que g es par si, y sdlo si, el grado residual f de £[¢
divide (p — 1)/2; y esto tltimo equivale a decir que /?~1/2 = 1 (mod p),
via la caracterizacion del grado residual de los primos en las extensiones
ciclotémicas de Q que hemos dado mas arriba. Pero en I, los elementos ¢
que satisfacen la congruencia anterior son exactamente los cuadrados, ya que
F,* es un grupo ciclico. Por tanto, ¢ descompone completamente en A’ si, y

l
sélo si, (—) = 1, por definiciéon del simbolo de Legendre. [
p



84 CAPITULO 3. RAMIFICACION

Por tanto, obtenemos la equivalencia entre las propiedades <%) =1y
l , , -1

— | = 1; sélo hay que tener en cuenta el valor del simbolo < ) 0

p



Capitulo 4

Geometria de los numeros

Este capitulo se dedica a hacer el estudio de los grupos de las unidades y
de los grupos de clases de ideales de los anillos de los enteros de los cuerpos
de numeros. Antes de estudiar el concepto y algunas propiedades de las redes
de R™ introduciremos el concepto de dominio fundamental para una accién
de un grupo en un conjunto; especialmente en el caso de acciones continuas
en espacios topoldgicos, que tienen aplicaciones importantes en otros temas
de estudio de la teoria algebraica de niimeros; concretamente, en el estudio
de las curvas elipticas y las formas modulares.

4.1. Dominios fundamentales

Sean X un espacio topolégico, G un grupo topologico y G x X Ix
una accion continua de G en X; eso quiere decir que para todo elemento
o € (G disponemos de una aplicacion continua h, : X — X de manera que
hoor = he 0 her v que hy = idy, donde 1 denota el elemento neutro de G. En
particular, la aplicacién h, es un homeomorfismo con inverso h,-1.

Definicién 4.1.1. Se llama dominio fundamental de X para la acciéon h todo
subespacio topolégico D C X que satisface las condiciones siguientes:

(i) D contiene un representante de cada una de las érbitas Gz, z € X; y

(ii) si dos elementos diferentes de D son de la misma drbita, entonces estan
en la frontera de D.
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Ejemplo 4.1.2. Consideremos X := C como espacio topoldgico, G := Z]i]
como grupo topoldgico discreto, y la accién dada por traslacion: (a+bi, z) +—
a + bi + z. Un dominio fundamental para esta accion es el paralelogramo
{z€C:0<R(z) <1,0 < IJ(z) < 1}. También lo es el paralelogramo no
compacto {z€ C: 0 <R(z) <1,0<J(z) < 1}

Ejemplo 4.1.3. Mas generalmente, sean X = C, G = Z X Z considerado
como grupo discreto y fijemos una R-base {w;,ws} de C. Definimos la accién
por la férmula ((a, b), z) — aw; +bws + 2. Un dominio fundamental para esta
accion es el paralelogramo D = {z = aw; +bwy € C: a,b € R, 0 < a <
1,0<b<1}.

Observacion 4.1.4. El cociente C/Zwy & Zws ~ D/(Zw; & Zws) N D es
una superficie de Riemann compacta de género 1 (un toro); se llama la curva
eliptica definida por la pareja wy, ws.

Ejemplo 4.1.5. Mas generalmente atn, consideremos X :=R", G :=Z" y
la accién dada a partir de una R-base {ej,...,e,} de R™ por la férmula de

traslacion ((ag,...,a,),x) — x+ Z a;e;. Un dominio fundamental para esta
i=1 .
accion es el paralelepipedo fundamental D = {Z ae;:a; €ER0<a; <1}
i=1 .
También lo es el paralelepipedo no compacto D = {Z ae; : a; € R0 <
i=1

a; < 1}

Ejemplo 4.1.6. Sea X = H el semiplano superior de Poincaré, H := {z €
C: R(z) > 0} y sea G = GLy"(R), el grupo de las matrices cuadradas
de rango 2 y coeficientes reales que tienen determinante positivo. Podemos
definir una accién en H por la férmula siguiente:

a b az+b
Zi=—.
c d cz+d
Un dominio fundamental para esta accién es cualquier conjunto D formado
por un solo elemento; en efecto, la accion es transitiva.
Ejercicio 4.1.7. El conjunto D :={z € H: —1/2 < R(2) < 1/2, |z| > 1} es

un dominio fundamental para la restriccién de la accién anterior al subgrupo
discreto SLy(Z) de las matrices de coeficientes enteros y determinante 1.
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4.2. Redes de R"

Nos interesard hablar de subgrupos discretos de R"; conviene tener a mano
el resuldado siguiente.

Proposicion 4.2.1. Sea G un subgrupo discreto de R™. Entonces, G es un
grupo abeliano libre de rango r < n.

DEMOSTRACION: Podemos elegir en G un conjunto de elementos {ey, e, . . .,
e-} que sean R-linealmente independientes de manera que r sea maximo; en
n

particular, » < n. Consideremos el subconjunto S := {Z ae; : a; € R0 <
i=1

a; < 1}. Puesto que S es un subconjunto compacto de R" y G es discreto, el

conjunto S N G es finito. Se trata de demostrar que S NG es un conjunto de

generadores de GG; de esta manera obtendremos que G es un grupo abeliano

libre, ya que no tiene torsion por ser un subgrupo de R y todo grupo abeliano

finitamente generado y sin torsion es libre.

,

Sea, pues, x € (G; podemos escribir z en la forma z = Z aze; con o € R,
i=1

ya que en caso contrario el conjunto {ej,es,...,e,,z} estaria formado por

mas de r elementos ]R hnealmente 1ndependlentes de G y r no seria maximo.

Pongamos y := x— Z a;le; = Z(ai—[ai])ei; puesto que y, eq, ..., e, € SNG
i=1 =1

yr=y-+ Z[ai]ei, resulta que S NG genera G como grupo abeliano y G es
i=1
finitamente generado.

Resta ver que el rango de G es menor o igual que n. Para todo ntimero
T T

entero k y todo elemento x € GG pongamos xy, := kx — Z[kai]ei = Z(kozi —
i=1 i=1
[ka;])e;; como antes, z, € SNG y, puesto que SNG es finito, existen nimeros
enteros diferentes k, j tales que x, = x; € S N G. La R-independencia lineal
de los elementos e; y la ultima igualdad nos permiten asegurar que para
todo indice 7 los coeficientes a; son racionales, ya que a; = (k — j) " ([kay] —
[ja;]). Esto implica que x pertenece al Q-espacio vectorial generado por los
elementos e;. En particular, los elementos (en nimero finito) de S N G son
combinaciones lineales de los elementos e; que tienen coeficientes racionales
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y podemos considerar un denominador comin d € Z, d # 0, de todos estos
coeficientes; entonces, el grupo abeliano libre G es un subgrupo del grupo

abeliano libre @d_IZei de rango r; por tanto, el rango de G es menor
i=1

o igual que r y, puesto que G contiene r elementos que son R-linealmente

independientes, los ¢;, el grupo G es de rango r. [

Definicién 4.2.2. Un subgrupo G C R” se llama red de R” si es un subgrupo
discreto de rango n.

Sea G una red de R"™; entonces G es un grupo topolédgico que actiia en R"
por translacién: (o,x) +— x + o (cf. ejemplo 4.1.5 més arriba). El conjunto

D = {Z ae; » 0 < a; < 1}, donde eq, ..., e, es una Z-base de G, es un
dominioZ ﬁlmdamental para la accion de G en R"; se llama el paralelepipedo
fundamental relativo a la base {e1,...,e,}. Observemos que D es un sub-
conjunto medible Lebesgue de R™; su medida p(D) se llama la malla de la
red G y se representa usualmente por p(G). Por otro lado, no hay ninguna
pareja de elementos de D que estén en la misma orbita para la accién de G;
esta propiedad sera 1til en seguida.

Lema 4.2.3. La malla de una red G de R™ no depende de la Z-base elegida
en G.

DEMOSTRACION: En efecto, un cambio de base en G es dado por una matriz
M € GL,(Z); y 1la medida del nuevo paralelepipedo fundamental se obtiene
a partir de la anterior multiplicando por el valor absoluto del determinante
de M. Pero las matrices de GL,(Z) son de determinante +1. [J

Teorema 4.2.4. (Minkowski) Sean G una red de R™ y X un subconjunto
medible Lebesque de R™ tal que p(X) > u(G). Entonces, X contiene dos
elementos diferentes x,y tales que xt =y (mod G).

DEMOSTRACION: Sean {eq,...,e,} una Z-base de G y D el paralelepipedo
fundamental para R" relativo a esta base. Por definicion de dominio fun-
damental, los conjuntos g + D, g € G, dan un recubrimiento de R"; este
recubrimiento es disjunto en virtud de la eleccién de D. En consecuencia, los
conjuntos X N (g + D), g € G, forman un recubrimiento disjunto de X. Por
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otro lado, puesto que la medida de Lebesgue es invariante por translacion
(es la medida de Haar del grupo topoldgico localmente compacto R™), los
conjuntos g + D son medibles; por tanto, las intersecciones X N (g+ D) tam-
bién son medibles y su medida coincide con la medida de sus transladados
(—g+X)ND. De la igualdad p(X) = Z w(X N(g+ D)), que se deduce del
ea
hecho que X es recubierto de manera d?sjunta por los conjuntos X N(g+ D),
obtenemos que p(X) = Z u((—g + X) N D), de manera que los conjuntos

geG
(=g + X) N D no pueden ser disjuntos dos a dos, ya que su reunién es un

subconjunto de D y estamos suponiendo que p(G) = p(D) < pu(X).

Por tanto, existen elementos diferentes ¢g,¢9" € G tales que (—g + X) N
(=g + X) N D es no vacio; es decir, existen elementos =,y € X tales que

x—g=y—¢g y,entonces, r —y=9g—g e GyxF#yyaqueg#g.0O

Corolario 4.2.5. Sean G una red de R™ y X C R"™ un subconjunto convezo,
simétrico respecto al origen i medible Lebesque. Supongamos que p(X) >
2"u(G) o bien que X es compacto y p(X) > 2"u(G). Entonces, eziste v €
GNX tal que x # 0.

DEMOSTRACION: Supongamos que u(X) > 2"u(G); entonces, el conjunto
Y = {z/2: x € X} también es medible Lebesgue y p(Y) = 27"u(X) >
1(G), por hipétesis. En virtud del teorema de Minkowski, existen dos puntos
diferentes y1,y2 € Y tales que yo —y; € G; el punto z := y, — y; es un
punto no nulo de X NG, ya que X es convexo y simétrico respecto al origen,
2y1,2ys € X v x es el punto medio de 2ys y —2y;.

En el caso en que supongamos que X es compacto y que u(X) > 2"u(G),
para todo € > 0 podemos poner X, := (1+¢)X, de manera que se satisfacen
las mismas hipétesis con la mejora u(X.) > p(G), y podemos aplicar a X,
lo que acabamos de demostrar: para cada € > 0 existe un punto no nulo
z. € GN X.. Los conjuntos X! := X. NG — {0} son no vacios, compactos y
discretos, de manera que son finitos y no vacios; y la finitud de todos ellos
implica que la interseccién ﬂ X! es no vacfa. Finalmente, de la compacidad

e>0
de X se deduce que la interseccién es X NG # {0}, ya que ﬂ(l +e)X = X.

e>0
Esto acaba la demostracion. UJ
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4.3. La inmersién candénica de un cuerpo de
nimeros

Sea K un cuerpo de numeros y sea n := [K : Q] su grado. Si consideramos
una clausura algebraica Q de Q, entonces existen exactamente n maneras
diferentes de pensar K como subcuerpo de Q; en efecto, puesto que Q es de
caracteristica cero, toda extension de Q es separable, de manera que el grado
de separabilidad de cualquier cuerpo extensién finita K (es decir, el nimero
de maneras de incluir K en Q) coincide con el grado.

Por otro lado, podemos cambiar Q por cualquier cuerpo que lo contenga
y la propiedad no varia, ya que una Q-inmersién de K ha de estar incluida
en K = Q; en particular, el nimero total de Q-inmersiones de K en C es
exactamente n.

Podemos pensar, atin, en las Q-inmersiones de K en R; puesto que R C C,
es claro que el nimero de Q-inmersiones de K en R es r; < n. Sea ¢ una
inmersion de K en C; si componemos con la conjugaciéon compleja, ¢ : C —
C, dada por c(a+bi) := a— bi, para a,b € R, obtendremos otra Q-inmersién
co de K en C. Es claro que una condicién necesaria y suficiente para que
o = co es que o(K) C R. Eso nos permite asegurar que el nimero n de Q-
inmersiones diferentes de K en C se puede expresar en la forma n = ry 4 2ry,
donde 75 es el nimero de conjuntos {o, co} tals que o # co.

A la vista de este hecho, y por comodidad, numeraremos las Q-inmersiones
de K en la forma oy,...,0,,, las inmersiones reales, y 0y +j, Oriqrorj =
cOp 44, con 1 < j < 1y, los pares de Q-inmersiones complejas conjugadas
no reales de K. Observemos que, de esta manera, el conocimiento de las
inmersiones o; para 1 <1 < r; + ry ya determina univocamente las otras.

Definicién 4.3.1. El morfismo de anillos K — R™ x C"? definido por la
asignacion
T = (01(1‘)7 <oy Oy (x)7 UT1+1($>a s 70T1+T2(x))

se llama la inmersién canénica de K. A menudo se acostumbra a identificar

C con R? (como R-espacio vectorial); en este caso, la inmersién canénica se
o g

piensa en la forma K — R".

La importancia y la utilidad de la inmersién canénica de K se ven bien
en el resuldado siguiente.
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Proposicion 4.3.2. Sea G un subgrupo abeliano libre de rango n de K.
Entonces, la imagen de G por la inmersion canonica es una red de R™. Si
{e1,...,e,} es una Z-base de G, la malla de la red o(G) es dada por la
formula

p(o(G)) =277 |det(ai(e;))|

DEMOSTRACION: Los vectores o(ey),...,o(e,) generan la imagen o(G); si
demostramos que son linealmente independientes, entonces sabremos que for-
man una Z-base de ¢(G), de manera que o(G) es una red de R" y o(ey),
..., o(ey) son los vértices de un paralelepipedo fundamental; por tanto, po-
dremos calcular la malla de esta red como el valor absoluto del determi-
nante de los vectores o(e;) expresados en la base “candénica” de R™. Aho-
ra bien, los componentes del vector o(e;) en la base candénica de R™ son
exactamente los nimeros o;(e;) para los 71 componentes reales, y los pares
R(oi(e;)), S(oi(ej)), para los componentes o;(e;) con 1 < i < 711 + ro.
Teniendo en cuenta que R(o;(e;)) = (0i(e;) + Titr(e5))/2, S(oi(ej)) =
(oi(e;) — 0itry(€5))/2i, y la linealidad del determinante respecto a las fi-
las, el determinante a calcular es el producto del factor (2¢)~" por el de-
terminante det(o;(e;)); en efecto, para cada indice i, 1 < ¢ < ry, podemos
cambiar la fila formada por los componentes R(o,,1i(e;)) por la formada por
los 0,,+i(e;); después, la formada por los componentes (o, 1i(e;)) por la
que consta de los 0, 4r,4i(€;)/(—2i); y, finalmente, sacar factor comin los
ry factores —1/2i = i/2. Pero el determinante det(o;(e;)) es no nulo, ya
que los elementos e; son una Q-base de K y la extensién K|Q es separable.
Este calculo demuestra, por tanto, que los vectores o(e;) son R-linealmente
independientes y que la malla de la red es dada por la formula enunciada. [

Corolario 4.3.3. Sea {ei,...,e,} una Z-base del anillo de los enteros del
cuerpo de numeros K. Condicion necesaria y suficiente para que el discrimi-
nante absoluto de K, D(eq, ..., e,), sea positivo es que el nimero ry de pares

de inmersiones complejas conjugadas no reales de K sea par.

DEMOSTRACION: En efecto, el discriminante que hay que calcular es el
cuadrado del determinante det(o;(e;)), donde o;(e;) son los diferentes conju-
gados de ¢e;; y en la demostracion de la proposicion anterior hemos visto que
este determinante es el producto de un determinante de entradas reales por el
producto de los factores (—2i)™. Por tanto, el discriminante de los vectores
e; es un numero real positivo multiplicado por (—2i)?2; y este nimero es
positivo cuando 7o es par. [J
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Observaciéon 4.3.4. En particular, este resultado proporciona una manera
sencilla de comprobar el signo del discriminante de los cuerpos ciclotémicos.

El corolario siguiente da cuenta de las redes que nos seran mas ttiles;
concretamente, ya hemos visto que el anillo Ok de los enteros de K es un Z-
submédulo libre de rango n de K. Lo mismo le sucede a todo ideal a C Ok; es
claro que es un Z-submodulo sin torsién de Ok y que es finitamente generado,
ya que Z es noetheriano y O es finitamente generado; por tanto, es un grupo
abeliano libre de rango < n; puesto que para todo a € a no nulo se satisface
la inclusién aOx C a y aOg ~ Ok como grupos abelianos, a contiene un
grupo abeliano libre de rango n y, en consecuencia, a es un grupo abeliano
libre de rango n.

Corolario 4.3.5. Sean O el anillo de los enteros de un cuerpo de nimeros
K de grado [K : Q] = n, a C Ok un ideal no nulo de Og y A el discriminante
de una Z-base de Ok . Entonces, 0(Ok) y o(a) son redes de R™ y sus mallas
son dadas por las formulas:

u(o(Ox)) = 27AlY2, y
ulo(a)) =272 | AN (a),

donde N(a), la norma absoluta de a, es el cardinal del anillo finito Ok /a.

DEMOSTRACION: La cuestién relativa al anillo Ok es inmediata a partir
de la proposicién anterior. En efecto, si {ey, ..., e,} es una Z-base de Ok, el
discriminante A(Ok/Z) es el ideal generado por el cuadrado del determinante
de la matriz (0;(e;)), de manera que la malla de la red solamente tiene en
cuenta el valor absoluto de la raiz cuadrada del discriminante.

Por otro lado, la diferencia al considerar un ideal no nulo a de O esta en
el hecho que a es un subgrupo abeliano de Ok de indice N'(a). Puesto que
la inmersién canodnica es un morfismo inyectivo de anillos, esto implica que
o(a) es un subgrupo de indice N'(a) de o(Ok); en consecuencia, podemos
obtener un dominio fundamental para o(a) haciendo la reunién disjunta de
N (a) transladados de un dominio fundamental para o(Of). Ello hace que la

malla de o(a) sea N'(a) veces la malla de o(Ok); esto acaba la demostracién.
U
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4.4. Finitud del grupo de clases de ideales

El grupo de clases de ideales de un anillo de Dedekind no es, en general, un
grupo finito. Uno de los teoremas mas importantes en el estudio de la teoria
algebraica de nimeros algebraicos es el que asegura esta finitud en el caso
de los anillos de los enteros de los cuerpos de niimeros. El objetivo de esta
seccién es establecer este teorema. Conviene comenzar por la demostracion
del resuldado siguiente.

Proposicién 4.4.1. (La cota de Minkowski) Sean K un cuerpo de nimeros,
A = Ok su anillo de enteros, n := [K : Q| el grado, ri el nimero de
inmersiones reales de K, ry el niumero de pares de inmersiones complejas
conjugadas no reales de K, A el discriminante absoluto de la extension A|Z;
es decir, el generador positivo del ideal discriminante A(A|Z), ya C A un
ideal no nulo. Entonces, existe un elemento a € a, a # 0, tal que su norma
satisface la desiqualdad

4\ n!
Mgl < (3) AN W)

DEMOSTRACION: Consideremos la inmersién canénica o de K en R x C2.

Para todo ntimero real positivo ¢, el conjunto X, C R™ x C" formado por
T T

los elementos (71,..., %, 21,...,2,) tales que Y 1 || + 23772 [2] < e

es compacto, convexo y simétrico respecto al origen; por tanto, es medible

Lebesgue. El calculo de su medida da

T\"2 "

Lema 4.4.2. p(X.) =2" <§>

H.

DEMOSTRACION: El conjunto X, no solamente depende de ¢, sino que tam-
bién depende de las constantes r; y ro tales que ry + 2ry = n. Pongamos

m(ry, 72, €) := pu(X.). Calcularemos esta medida por induccién sobre las cons-
2

tantes 71 y ro. Claramente, m(1,0,¢e) = 2e y m(0,1,¢) = % ya que, en el
primer caso, el conjunto es un segmento y, en el segundo, el conjunto es un
circulo. El paso de r; a r; + 1 se puede hacer de la manera siguiente: X,
es ahora un subconjunto de R™*! x C"™ y nos podemos fijar en el compo-
nente real de subindice r; 4+ 1; la medida m(r; + 1,79, ¢€) se puede calcular,
integrando “por rebanadas”, como la integral

/ m(ry, o, € — |x|)dx.

—€
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que,

7r>f2 (g — ) tare

Por hipétesis de induccion, m(ry,re, e — |x]) = 2™ (—
P ( 1r2 | D (7’1+2T2)!

2
7.[.)7‘2 6T1+1+2T2

llevado a la integral, da el valor m(ry,r;,¢) = 2"+ <§ 1+ 14 2r))!

como habia que ver. El paso de 5 a 9 + 1 se hace de manera parecida inte-
grando sobre el disco |z| < £/2; concretamente, hay que calcular la integral

[ mlrsmme = 2fzdutz),
|z|<e/2

donde du(z) denota la medida de Lebesgue de C. Si hacemos el cambio de
variables habitual a coordenadas polares, z = pe', resulta que du(z) = pdpdfd
y hay que calcular la integral doble

r ) r1+2r2
m(ry, o+ 1,€) / / 2”1 — 2¢pdpd9

(11 + 2r3)!
27T €/2
= 21”1 (_) —/ e — 9 r1+2r2 d
2 (rl + 27,2)' 0 ( p) p p
o TN\ r2+1 grit2ra+2
a <§> (7’1—{—27‘24—2)!7

después de calcular la ultima integral por partes. Esto acaba el calculo de la
medida del conjunto X.. [

A continuacién, dado el ideal a, podemos elegir € de manera que

e = (é) Qn!\All/QN(a),
m

donde A es el discriminante absoluto de la extensién A|Z. Esto nos permite
asegurar que la medida de X, es exactamente p(X.) = 2"u(o(a)). En virtud
del teorema de Minkowski, existe un elemento no nulo a E a tal que O'( ) €

X.; el célculo de la norma de a da [Ng/g(a)| = H loi(a) H o i(a)]? vy la

desigualdad de la media geométrica que

Nk /o(a) ( Zlaz )|+ = Z|‘7r1+3 )

877/
que admite — como cota superior. El resuldado se deduce del hecho que
nTL

n=ry+2ry. UJ
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Corolario 4.4.3. Con las mismas notaciones que en la proposicion anterior,
toda clase de ideales de A contiene un representante entero a tal que su norma
absoluta satisface la desigualdad

./\/(Cl) < (é)r2 %’A‘l/z'

™

DEMOSTRACION: Puesto que toda clase de ideales contiene un representante
entero, podemos tomar un representante entero b de la clase inversa de la
dada. Sea a € b un elemento para el cual se satisface la desigualdad de la
proposicién anterior. Puesto que a € b, el ideal a := ab™! es entero y satisface
el enunciado, ya que N (aA) = N(a)N(b). O

El resuldado principal que queremos demostrar en esta seccion es el teo-
rema de finitud del grupo de clases de ideales de los anillos de los enteros de
los cuerpos de ntimeros.

Teorema 4.4.4. (Dirichlet) Sea A el anillo de los enteros de un cuerpo de
numeros K. Entonces, el grupo de clases de ideales del anillo A es finito.

DEMOSTRACION: Apliquemos la cota de Minkowski; toda clase de ideales
contiene un ideal entero no nulo de norma acotada por una constante que
solo depende del cuerpo. Pero, para todo entero m, el conjunto de los ideales
enteros no nulos a C A tales que N (a) = m es un conjunto finito; en efecto,
de #A/a = m se deduce inmediatamente que m € a, de manera que a divide
el ideal mA. Asi, de ideales de norma acotada sélo hay un nimero finito vy,
en consecuencia, sélo hay un nimero finito de clases de ideales. [J

4.5. Teoremas de finitud

Una consecuencia importante de los resuldados de la secciéon anterior es
el siguiente.

Teorema 4.5.1. (Hermite-Minkowski) Sean K # Q un cuerpo de nimeros,
A el anillo de los enteros de K y A el generador positivo del ideal discrimi-
nante A(A|Z). Entonces, A > 1. En particular, eziste algin nimero primo
p que ramifica en K.
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DEMOSTRACION: La demostracién de este teorema se puede hacer cémoda-
mente a partir del resuldado siguiente.

Corolario 4.5.2. Sea n := [K : Q] el grado de K. Entonces,

n—1
A>z(3—ﬁ> .
—3\4

n

log(A)
tante independiente del cuerpo K # Q.

En particular, el cociente estd acotado superiormente por una cons-

DEMOSTRACION: Puesto que para todo ideal entero no nulo a es A (a) > 1,
m\"2 n"

el corolario 4.4.3 nos permite escribir la desigualdad |A[Y/2 > (Z) — i pero

n!

2n

T < 4y 2ry < n,de manera que |A| > u, := (%) (nw Ahora bien, la suce-
n!

sién de término general u,, satisface las propiedades siguientes: uy = 72/4 y
2n

s
Unt1 > 3Ty, /4, ya que el cociente u,1/u, es la expresion 1 <1 + — , que
n

estd acotada inferiormente por 37/4 en virtud de la férmula del binomio; por

n—2
s
tanto, se obtiene la desigualdad w, > us (Z) que da la que queriamos
demostrar.

Por otro lado, si tomamos logaritmos, obtendremos la cota uniforme del

cociente

—. [
log |A
Ahora, la demostracién del teorema de Hermite-Minkowski es inmediata

. m 3r\"! s 3

si tenemos en cuenta que, para n > 2 es (—) — > <—> — ] > 1.
3 4 3 4

0

Observacion 4.5.3. Este resultado dista mucho de ser general. En efecto,
veremos que hay cuerpos de nimeros que tienen extensiones finitas (incluso
abelianas) que son no ramificadas en todos los primos de su anillo de enteros.
A pesar de todo, cualquier cuerpo de nimeros tiene sélo un nimero finito de
extensiones abelianas no ramificadas en todos los ideales primos de su anillo
de enteros.
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El resultado siguiente da informacién sobre la cantidad de cuerpos de
nimeros “pequenos” que pueden ramificar sélo en un conjunto dado de
ndmeros primos.

Teorema 4.5.4. (Hermite) Sea D € N un nimero entero positivo cualquiera.
El conjunto formado por los cuerpos de nimeros que tienen discriminante
absoluto acotado por D es un conjunto finito; es decir, si Ak denota el gene-
rador positivo del ideal discriminante de un cuerpo de niumeros, entonces es
A > D salvo, quizds, para un numero finito de cuerpos de numeros K.

DEMOSTRACION: El corolario que hemos utilizado en la demostracién del teo-
rema de Hermite-Minkowski nos permite asegurar que el grado de un cuerpo
de ntimeros esta acotado superiormente por el logaritmo de una potencia fija
de su discriminante; por tanto, es suficiente demostrar que el conjunto de los
cuerpos de numeros que tienen grado y discriminante dados es un conjunto
finito. Ademads, para n dado, s6lo hay un nimero finito de pares de niimeros
naturales rq, 7y tales que n = ry + 2ry; por tanto, podemos suponer, también,
que 71, o son fijos. Supongamos, pues, que n = r1+2ry, y que K es un cuerpo
de nimeros de grado n y discriminante absoluto A que tiene exactamente rq
inmersiones reales. Hay que ver que s6lo podemos elegir K entre un ntimero
finito de cuerpos.

Consideremos el subconjunto X C R™ x C™ definido de la manera si-
guiente:

(a) si 7 > 0, tomemos X como el producto de los discos de centro en
el origen y radio 1/2 en cada componente complejo no real, del intervalo
—1/2 < 2 < 1/2 en cada factor R salvo el primero, y el intervalo centrado

2\"
en el origen de longitud 2" (—) |A*/2 en el primer componente;
™

(b) si = 0, tomemos X como el producto de discos de radio 1/2 centra-
dos en el origen de cada factor C salvo el primero, y el rectangulo definido

2\"

por las condiciones |z —z| < 2" 17 (—) |A|Y2, |z +7Z| <1/2, en el primer
T

componente C.

En cualquier caso, el conjunto X es un producto de intervalos y discos
cerrados, de manera que es compacto, simétrico respecto al origen y con-
vexo, y el calculo de la su medida da inmediatamente p(X) = 27 "2|A|Y/2 =
2"1(0(Ok)). Por tanto, existe un nimero entero no nulo a € A tal que
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o(a) € X Veamos que a es un elemento primitivo de la extension K|Q.

En efecto, los conjugados de a son los nimeros o;(a) y o;(a), contados
tantas veces como el grado de la extensién K|Q(a). Para ¢ > 1, los niimeros

oi(a) y o;(a) son de médulo menor que 1 por construccién de X. Si tenemos en

n
cuenta la formula Ngg(a) = Hai(a), y tomamos mdédulos, observaremos
i=1

que |oy(a)] > 1, ya que la norma de a es un nimero entero por ser a un
entero algebraico no nulo. En particular, si r; > 0 obtenemos que o1(a)
es diferente de todos los demas conjugados, de manera que el grado de la
extension K|Q(a) es 1 y a es un elemento primitivo de K. Si r; = 0, el

mismo argumento demuestra que es |o(a)| = |oi(a)| > 1, de manera que
01(a) es diferente de todos los oy(a) y de los o;(a) para i > 1; pero, por
construccién de X, la parte real de o1(a) tiene médulo menor o igual que
1/4, de manera que o1(a) no puede ser real ya que es de médulo > 1; en
particular, también o (a) es diferente de oq(a) y, en consecuencia, a es un

elemento primitivo de K.

Ahora ya estamos, ya que los conjugados de a son numeros complejos
(o reales) acotados por construccién del conjunto X; por tanto, también
son acotados los valores de los polinomios simétricos elementales construidos
con estos niimeros; puesto que estos valores son los coeficientes del polinomio
Irr(a, Q), y estos coeficientes son niimeros enteros, ya que a es un entero alge-
braico, s6lo hay un nimero finito de posibilidades para el polinomio Irr(a, Q)
y, en consecuencia, un numero finito de posibilidades para el elemento pri-
mitivo a. [J

Observacion 4.5.5. Este resultado admite otras formulaciones interesantes.
Por ejemplo, si fijamos un conjunto finito de niimeros primos y un nimero
entero N > 1, entonces el conjunto formado por los cuerpos de nimeros de
grado n < N que no ramifican fuera de los primos fijados es, también, un
conjunto finito.

4.6. El teorema de Dirichlet de las unidades

En esta seccion se trata de hacer el estudio del grupo de las unidades de los
cuerpos de nimeros. Asi como para el estudio de la estructura lineal ha ido
bien la inmersién candnica de los cuerpos de niimeros en R", ahora conven-
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dré hacer algo parecido; deberemos considerar alguna inmersiéon que tenga
en cuenta la multiplicatividad del grupo. Eso se hace “tomando logaritmos”.

Sean K un cuerpo de ntumeros, A el anillo de los enteros de K, ri el
nimero de inmersiones reales de K, 75 el de pares de inmersiones complejas
conjugadas no reales, n = r; + 275 el grado de la extension, y designemos por
U el grupo de los elementos inversibles de A.

La inmersiéon canodnica de K en R™ x C™ es un morfismo de anillos;
conviene tomar logaritmos en cada componente a fin de obtener un morfismo
de grupos. Concretamente, consideremos la aplicacién log : K* — R T2
definida por la formula

ui— (logloy(u)l, ... log oy, (u)|,og |ov, 41 ()], - .. 1og |or, 4r, (u)]).

Igual que en el caso de la inmersiéon candnica, nos olvidamos de la mitad de
los componentes complejos no reales; ello es debido al hecho que si consi-
derasemos también los otros r, componentes no obtendriamos componentes
diferentes de los anteriores, ya que el moédulo de un nimero complejo coin-
cide con el de su conjugado. Por otra parte, para u,v € K* se satisface la
igualdad log(uv) = log(u) + log(v), de manera que log es un morfismo del
grupo multiplicativo K* en el grupo aditivo R™*"2, Se llama la inmersién
logaritmica de K, en contraposicion a la inmersién candnica. El teorema que
se trata de probar es el siguiente.

Teorema 4.6.1. (Dirichlet) El grupo de las unidades U de A es el producto
del grupo de las raices de la unidad de K, que es un grupo finito, por un
grupo abeliano libre de rango r =11 + 19 — 1.

DEMOSTRACION: Haremos la demostracién de este teorema en diversas eta-
pas. Acabamos de ver que la inmersién logaritmica es un morfismo de grupos.

Lema 4.6.2. Sea H el hiperplano de R™™' formado por los elementos (xy,
oy Tpyq) tales que xy + - 4+ 20, + 20,01 + - 4 22040, = 0. Entonces,
log(U) C H.

DEMOSTRACION: Puesto que las unidades de A son elementos de A de norma
+1, resulta que para sus imagenes se satisface que

r1 T2 r142r2
> logloi(u)] + 2 logloy i(u)| = > log|oi(u)| = log [Ng(u)] =0,
i=1 j=1 i=1

de manera que la imagen de U esta incluida en H. [
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Lema 4.6.3. Para todo subconjunto compacto X C R el conjunto de los
elementos u € U tales que log(u) € X es finito. En particular, log(U) es un
subgrupo discreto de R™+1,

DEMOSTRACION: Sea X C R"*! un subconjunto compacto. Entonces, X es
un conjunto acotado, de manera que si u € U es tal que log(u) € X, entonces
los conjugados de u estan acotados y la cota s6lo depende de X. Por tanto, los
polinomios simétricos elementales de los conjugados de u estdn acotados; es
decir, los coeficientes (enteros) del polinomio irreducible de u sobre Q estéan
acotados. Esto implica que sélo hay un ntmero finito de posibilidades para
estos polinomos y, en consecuencia, un nimero finito de elementos u € U
tales que log(u) € X. O

Corolario 4.6.4. El niicleo del morfismo log : U — R™! estd formado
exactamente por las raices de la unidad de K.

DEMOSTRACION: El niicleo de log es la antiimagen del compacto {0}, de
manera que es un subgrupo finito de U. Por tanto, es un subgrupo finito del
grupo multiplicativo de un cuerpo y, en consecuencia, es ciclico y formado
por raices de la unidad. Por otro lado, todas las raices de la unidad de K
son elementos inversibles de A y son niimeros complejos de médulo 1; puesto
que sus conjugados también son raices de la unidad, también son de moédulo
1 y, en consecuencia, pertenecen al nicleo de log. [

Puesto que H es isomorfo a R y log(U) es un subgrupo discreto de R™ 1,
hemos demostrado que el cociente de U por el subgrupo de las raices de
la unidad de K es (isomorfo a) un subgrupo discreto de R"; por tanto, un
grupo abeliano libre de rango < r. En particular, si 7 = 0 ya hemos acabado
la demostracion y podemos suponer que r > 1. Sélo resta ver que la imagen
log(U) es de rango exactamente r. Para ello, es suficiente demostrar que
log(U) contiene r vectores linealmente independientes. Y, para ver este hecho,
basta comprobar que si w es una forma lineal no nula definida en H, entonces
existe un elemento u € U tal que w(log(u)) # 0; es decir, que log(U) no
estd incluido en el nicleo de ninguna forma lineal no nula. Por tanto, el resto
de la prueba consiste en buscar esta unidad wu.

Puesto que H es de dimension r y ninguno de los componentes de H es
nulo, la proyeccién de R™*! en los primeros r componentes da un isomorfismo
de H en R"; por tanto, una forma lineal en H se puede pensar definida por
una férmula w(xy,...,z,) = cx1 + -+ + ¢, donde ¢1,...,¢, € R son
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constantes que sélo dependen de la forma w y no del punto (xy,...,z,) € R".
En particular, podemos pensar w(log(u)) como la forma w aplicada a los
primeros r componentes de log(u).

Lema 4.6.5. Seaney,. .., e, 1, nimeros reales estrictamente positivos. Pon-
gamos €y, yryqj = Ep4j para 1 < j < 1o y sSupongamos que

n 9 o
m
=1

Entonces, eziste a € A, a # 0, tal que para todos los componentes log|o;(a)l
se satisfacen las desigualdades

0 < log(e;) — log|oi(a)| < log(e)
y, ademds, |Ngg(a)| <e.

DEMOSTRACION: Consideremos el subconjunto X C R™ x C™ formado por
los elementos (z1,...,%m,21,...,2) tales que |z;| < g, 1 < i@ < rq, ¥y
|zj| < éer4j, 1 < j < ry. Claramente, X es un subconjunto compacto, convexo
y simétrico respecto al origen, y su medida de Lebesgue es exactamente

T1 T2

u(X) = H(Qt‘z’) H(W’:‘?ﬁj)

i=1 j=1
= 2"7g"¢e
_ 2r1+r2|A’1/2
— 2n—r2|A|1/2
= 20 (4))

Por tanto, el teorema de Minkowski nos permite asegurar la existencia de
un elemento no nulo a € A tal que o(a) € X; esto es decir que para los
componentes 0;(a) se satisfacen las desigualdades |o;(a)| < e;, para 1 <i <
n. Puesto que @ es un nimero entero algebraico no nulo, es [Ngg(a)| > 1,
de manera que obtenemos las desigualdades

1< Nisgla)l = [ los(@)] <e.
=1
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Por otro lado, si nos fijamos en un indice ¢ obtenemos

(@)™ = Nijo(@)| ™ [ Tlos(@)] < INkjo(a)| ' [ &5 < [ es = eer

J# J# J7#

que da g, <|oi(a)| < g; para 1 < i < n. Tomando logaritmos, se obtienen
las desigualdades deseadas. [

Aplicaremos este resultado de la manera siguiente: dada la forma lineal w
definida por la ecuacién w(xy,...,x,) = c1x1 + -+ + ¢.x,., elegimos nimeros
reales positivos €; para los que se satisfagan las condiciones del lema y sea M

T

un numero real fijo tal que M > Z |ci| log(e). Entonces, para el elemento
i=1
a € A que proporciona el lema se satisface la desigualdad

w(log(a Z c;log(e;)

El final de la demostracién consiste en tomar una sucesion de elemen-
tos ap € A para los que se satisfagan las condiciones anteriores y alguna
mas. Concretamente, para todo nimero natural A > 0 podemos elegir los

elementos €;, 1 < ¢ < r, del lema de manera que se satisfaga la igualdad
T

Z c;log(g;) = 2h M, ya que algtin coeficiente ¢; es no nulo; después, elegimos
i=1
e,4+1 de manera que se satisfaga la condicién del lema. El elemento a; que
nos proporciona el lema satisface la desigualdad |w(log(ap)) —2hM| < M; es
decir,

(2h — 1)M < w(log(ap)) < (2h + 1) M.

Esto produce una sucesién de nimeros enteros algebraicos a, € A para los
que se satisfacen las desigualdades anteriores y, ademaés, tienen la norma aco-
tada por €. En consecuencia, los ideales a; A son todos de norma NV (aA) < ¢;
por tanto, son en numero finito. Esto implica que existen ntmeros natu-
rales diferentes h, k tales que apA = a,A y, por tanto, existe una unidad
u € U tal que ar = way. Si suposemos que h < k, obtenemos las desigual-
dades w(log(ay)) < 2h + 1)M < (2k — 1)M < w(log(ax)), de manera que
w(log(u)) = w(log(ax)) — w(log(ay)) > 0, y obtenemos la unidad v € U tal
que w(log(u)) # 0 que desedbamos encontrar. [
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Definicién 4.6.6. Se llama sistema de unidades fundamentales de un cuerpo
de nimeros K todo conjunto {uy, ..., u,} de unidades del anillo de los enteros
de K tal que toda unidad u € U se expresa de manera tunica en la forma

mr

_ mi
w=mnuy" -,

donde 7 es una raiz de la unidad del cuerpo K y los m; son ntimeros enteros.

Con esta definicién, el teorema de Dirichlet de las unidades admite la
formulacién equivalente siguiente.

Corolario 4.6.7. Todo cuerpo de numeros admite un sistema de unidades
fundamentales uy,...,u, € U. J

4.7. Unidades de los cuerpos cuadraticos

Un caso sencillo de calculo de las unidades de un cuerpo de nimeros es
el caso de los cuerpos cuadréticos. Supongamos, pues, que D es un nimero
entero libre de cuadrados y pongamos K := Q(\/ﬁ), A el anillo de los enteros
de K, U el grupo de las unidades de A, y W C U el grupo de las raices de la
unidad de K.

Proposicion 4.7.1. 5i D < 0, es decir, si K es un cuerpo cuadrdtico ima-
ginario, entonces U = W . Ademds,

{1,-1}, siD#—1,-3,
W: {]‘7_17i7_2.}7 SZD: —1’
{1,=1,p,—p,p*, —p*}, siD=-3,

—14+/-3

5 es una raiz cubica primitiva de la unidad.

donde p :=

DEMOSTRACION: En efecto, en el caso D < 0 no hay ninguna inmersién real
de K, de manera que el rango del grupo de las unidades es r = r{+r,—1 = 0,
ya que de 2 = r; 4+ 2r5 y r1 = 0 se dedude que 7o = 1 y, por tanto, que r = 0.
En consecuencia, el grupo de las unidades no tiene parte libre y coincide con
el grupo de las raices de la unidad del cuerpo K.
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Por otro lado, si K contiene una raiz n-ésima de la unidad (, entonces el
grado de K es divisible por ¢(n), ya que Q(¢) C K; las tinicas posibilidades
para que K sea de grado 2 son que ¢(n) =1 0 ¢(n) = 2; y eso sblo sucede
para los valores n € {1,2,3,4,6}. Puesto que para todo cuerpo de nimeros
es {£1} C W, la proposicién es inmediata. [

El caso D > 0 es mas complicado; en efecto, en ese caso las dos inmersiones
de K son reales, de manera que r; = 2, 79 = 0 y el rango del grupo de las
unidades de K es r = 1. Puesto que las unicas raices de la unidad de R son
+1, el grupo de las raices de la unidad de K es W = {1, —1}. Esto significa
que existe una unidad u € U tal que todas las unidades de A son los niimeros
+u™, con m € Z. Ademas, podemos elegir © de manera que sea u > 1. En
efecto, puesto que —1 € W, podemos suponer que u > 0 y después, puesto
que u € U equivale a u=! € U y exactamente uno de los dos elementos es
> 1, salvo que u = 1, podemos cambiar, si conviene, el generador v por u~!.
En definitiva, hemos probado el resultado siguiente.

Proposicion 4.7.2. Supongamos que D > 0. Entonces, el grupo W de las
raices de la unidad de Q(v/D) es el grupo {1,—1}. Eziste una unidad u >
1 del anillo de los enteros de Q(v/D) tal que todas las demds unidades se
escriben de manera unica en la forma £u™ con m € Z. [J

Esta unidad v > 1 es una unidad fundamental de Q(v/D); se llama la
unidad fundamental; es la menor de todas las unidades v > 1 del anillo
de los enteros de Q(v/D). Existen algoritmos para calcular esta unidad de
manera explicita.

Proposicién 4.7.3. Sea D > 0 un numero entero libre de cuadrados. La

bv D
unidad fundamental de Q(v/D) es el nimero u := # donde b es el

menor nimero entero positivo tal que uno de los dos nimeros Db*> +4 es un
cuadrado y a > 0 es el nimero entero positivo tal que a®> = Db*> &4 donde se
toma el signo menos si las dos ecuaciones tienen solucion. Ademds, la norma
de la unidad fundamental u es exactamente el signo que hace que la ecuacion
tenga solucion, y —1 si ambas tienen.

DEMOSTRACION: Pongamos K := Q(v/D) y sea u > 1 una unidad de A;
a+bv/D

podemos escribir u en la forma u = donde a, b son nimeros enteros

de la misma paridad y ambos pares si D # 1 (mod 4). Puesto que D > 1,
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si a,b > 0, entonces v > 1; si a,b < 0, entonces u < —1; y si ab < 0,
entonces |u| < 1. Por tanto, las unidades u > 1 de K se escriben en la forma

a+bvD

u = con a,b > 0 nimeros enteros de la misma paridad, ambos

pares si D # 1 (mod 4). En particular, el cdlculo de la norma de u da
a+bvVDa—-b/D a*— Db

N(u) = 5 = 1

a’? — Db* = £4 tiene solucién, con el signo igual a la norma de la unidad u.

Ademas, la menor unidad u > 1 ha de ser la unidad fundamental. Resta ver,

pues, que la menor unidad u > 1 se obtiene al tomar los menores nimeros

enteros a,b > 0 que satisfacen la ecuacién a? — Db? = +4.

= 41, de manera que la ecuacion

Observemos que podemos escribir la ecuacién en la forma a? F 4 = Db?,
de manera que al hacer b menor y mantener el signo también a es menor;
ademas, si para algin valor de b les dos ecuaciones tienen solucién, el menor
valor de a corresponde a la ecuacién con signo 41 y hay una unidad de norma
—1; en este caso, la unidad fundamental es de norma —1, ya que la norma
es multiplicativa. Finalmente, un sencillo calculo demuestra que si tenemos
nimeros enteros a, b,a’, b’ > 0 tales que ¥’ < by que a?+4 = Db? y a/* —4 =
DU?, entonces también ha de ser @’ < a. Asi, el resultado queda demostrado

completamente, ya que a valores menores de b corresponden valores menores
de a. O

4.8. Ejemplos

El objetivo de esta seccién es dar algunos ejemplos de aplicacion de técni-
cas de este capitulo y de los anteriores al cédlculo explicito de algunos inva-
riantes de los anillos de los enteros de algunos cuerpos de nimeros.

Ejemplo 4.8.1. Consideremos, en primer lugar, el cuerpo K := Q(1/—23).

Puesto que —23 = 1 (mod 4), el anillo de los enteros es el anillo A :=
Z|w] donde 2w = 1+ +/—23 y el discriminante absoluto es A = —23. En
particular, el inico primo que ramifica es 23. Por otro lado, puesto que K es
un cuerpo cuadratico imaginario, obtenemos inmediatamente el valor de las
constantes m; = 0 y ro = 1; en particular, el grupo de las unidades de A es el
grupo {1, —1}. Vamos a estudiar el grupo de clases de ideales, H := CI(A).
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4\" n!
La cota de Minkowski, (—) —|A['/2, admite la acotacion siguiente:
T) n

T2
<f> AP <§> 2 /3 < <3> vis= 2y
T nn ) 22 T T
de manera que cada clase de ideales tiene un representante de norma < 3.
En consecuencia, el grupo de clases de ideales, H, esta generado por todos
los ideales primos de A de norma 2 y de norma 3, si hay; estos ideales han de
dividir los ideales 2A y 3A. Pero las leyes de descomposicién de los primos

en los cuerpos cuadraticos nos permiten asegurar en seguida que 24 = pop),

y que 3A = psp}, donde po, pj, ps, v pi son ideales primos diferentes de A de
—23

grado residual 1, ya que =23 =1 (mod 8) y (T) = 1. Ademas, puesto
que los productos pop’, v psp} son ideales principales, el grupo de clases de
ideales de A esta generado por las clases de los ideales ps y p3.

1+4++v—23
2

= 6, de manera que el ideal generado por

Por otro lado, N (

este elemento es producto de un ideal de norma 2 y uno de norma 3; en
consecuencia, o bien el producto pop3 es principal, o bien lo es el producto
poph, de manera que el grupo de clases de ideales de A estd generado por la
clase del ideal p,. Este ideal no puede ser principal, ya que para todo elemento

bv/—23 2 4 23p2
HT € Aes N(a) = % # 2; ademds, el elemento o :=

3+v—23
2

de tres ideales primos de norma 2; esto da las posibilidades « A = p3, o bien
aA = 2p,. La dltima es imposible, ya que lo contrario nos diria que ps es el

3++v-23

tanto, el cubo del ideal ps es un ideal principal y, por tanto, el grupo de clases
de ideales de A es un grupo ciclico de 3 elementos.

es de norma N(«) = 8, de manera que el ideal A es el producto

ideal generado por el elemento , que no es entero algebraico. Por

Ejemplo 4.8.2. El cuerpo K := Q(6), donde 6 es una raiz del polinomio
f(X)=X3+X+1.

En primer lugar, el polinomio f(X) es irreducible, ya que lo es médulo
2; por otro lado, puesto que todos los coeficientes no nulos son positivos,
f(X) no tiene ninguna raiz real positiva, y la regla de Descartes nos permite
asegurar que tiene exactamente una raiz negativa; por tanto, f(X) sélo tiene
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una raiz real. En consecuencia, r; = ro = r = 1. El discriminante de las
potencias de 6 es exactameente —31. En efecto, de 62 + 6 4+ 1 = 0 se obtiene
sucesivamente que

0(0* +1) = -1
b -
02+ 1’
L
04 + 2602 + 1’

(0°)° +2(6*)* +(6*) —1=0
que, juntamente con las férmulas

0 =—-0-1, i
6 = —0* — 6,

permite obtener las trazas
T(@) =0, T =-2, T(¢)=-3 TO =2,

de manera que el discriminante de las potencias de 6 es el determinante

3 0 =2
0 -2 -3 =-31
-2 =3 2

De aqui ya podemos deducir dos cosas importantes; por un lado, que el
discriminante de la extension es —31, ya que —31 es libre de cuadrados;
por otro, puesto que el discriminante de las potencias de # coincide con el
discriminante del cuerpo, las potencias de 6 han de formar una Z-base del
anillo de los enteros de K. En particular, el anillo de los enteros es A := Z[f)].

4 3!
Por otro lado, podemos acotar la constante de Minkowski por —§\/31 < 2,
T

de manera que el anillo A es principal.

Las raices de la unidad de K son exactamente 1 y —1, ya que podemos
pensar que 6 es real, de manera que K C R. Resta calcular una unidad
fundamental. Ya hemos visto més arriba que 1 := 1 + 62 es una unidad de
A; y es claro que es > 1. Veremos que 7 es una unidad fundamental de A.
Para ello, demostraremos un resuldado previo.

Lema 4.8.3. Sea K C R un cuerpo cubico tal que r1 = ro = 1. Entonces,
toda unidad positiva u € A es de norma 1 y, si u > 1 y A designa el
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discriminante absoluto de la extension A|Z, se satisface la desigualdad |A| <
4u3 + 24.

DEMOSTRACION: La norma de una unidad y la norma de su inversa coinci-
den, de manera que podemos suponer que u > 1; puesto que u # +1, u es un
elemento primitivo de la extensiéon K|Q, y su polinomio irreducible es de la
forma (X —u)(X —a)(X —@), donde a € C y @ designa el nimero complejo
conjugado de a; ello es debido al hecho que ro = 1. La norma de u es, pues,
el producto de los conjugados de u, de manera que es N(u) = ua@ > 0; por
tanto, ha de ser N(u) = 1.

Puesto que el discriminante de las potencias de v es un multiplo del dis-
criminante de la extensiéon A|Z, es suficiente demostrar que |D(1,u,u?)| <
4u? + 24. Podemos escribir u = 12, a = r~'e®®*, @ = r~e™™®, con r,z € R,
r > (0, de manera que el discriminante de las potencias de u se puede calcular

por la férmula

1 1 1
D(1,u,u®) = |r? r7leir plem®
7,4 7,,—262’L$ 7”_26 25z

_ (em _ 2w _ (e” _ 6—1’95)(7,,3 + 7“_3))2

= (2@' sin(2z) — 2i(r® +r7?) sin(m))2
L bint(a) e — (4 + 19"

Consideremos la funcién g : R — R definida por la férmula
g(x) := 4sin(z) (cos(x) — a),

donde 2a := 73 + r73. El valor absoluto del discriminante D(1,u,u?) es el
cuadrado del valor en x de la funcién g, luego es suficiente demostrar que
lg(z)]? < 4u® + 24 para todo nimero real x. Puesto que la funcién g es
continua y periddica, tiene maximo y minimo y el maximo de |g(z)[* es el
cuadrado de uno de los extremos de g; por tanto, es suficiente probar que
el cuadrado de estos extremos es menor que 4u® + 24. Sea z; € R un punto
donde g(z) tenga un extremo; entonces, la derivada de ¢g ha de anularse en
7o, de manera que cos(zg) ha de ser una raiz del polinomio 2t* — at — 1;
pongamos ty := cos(rg). La igualdad aty = 2t2 — 1 aplicada sucesivamente
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da la cadena de igualdades

lg(20) > = 16 sin?(z¢) (cos(zg) — a)?

= 16(1 — t3) (¢ — 2ato + @)

=16(1 — t3) (a® + 2 — 3t7)

=16 (a® —ty — t5+1)

= 4r% + 4770 + 8 — 16ty — 16t + 16

=40’ + 24+ 4 (r~% — 415 — 4t3)
de manera que es suficiente ver que =% < 4¢2. Ahora bien, si ¢, > 0, entonces
42 = 2+2aty > 2y, puesto que r % = 3 < 1, la desigualdad queda probada.

Finalmente, si ty < 0, entonces ty < % < 0, ya que el valor del polinomio
r

-1 3(1—1r%)
2
2t —at — 1 en ? €S 4—7’6

cuadrado obtenemos la desigualdad que deseabamos. [

< 0 y el valor en ty es cero; al elevar al

Con este resuldado a nuestra disposicién, podemos proceder a demostrar
que 7 es la menor de las unidades de A que es > 1 y, por tanto, una unidad
fundamental.

En primer lugar, se satisface la igualdad n®> = n? + 1 (comprovacién in-
mediata), que se obtiene al calcular el polinomio Irr(n, Q). Si aplicamos el
lema, puesto que el discriminante absoluto de K es —31, toda unidad u > 1
de A y, en particular, la unidad fundamental v > 1 de A, satisface la de-
sigualdad 31 < 4u® + 24; es decir, u® > 7/4. Ahora bien, si fuese n > 7/4,
obtendriamos la desigualdad contradictoria

7 n 1

1= o L+ o
Por tanto, n no puede ser divisible por el cubo de u. Pero n es una potencia
de u; si vemos que 1 no es el cuadrado de una unidad positiva, habremos
obtenido 7 = u y, en consecuencia, 1 es una unidad fundamental de A.

6 65 70 70 7

<l4—=2 2 0L
S T TS0 1

Puesto que n = —0~!, obtenemos que A = Z[n]|, de manera que si 7 fuese
un cuadrado, la ecuacién n = (a + by + cn?)? habria de tener soluciones
enteras a, b, c. Pero los niimeros 1,7,7n? son Q-linealmente independientes y
la ecuacién anterior se puede escribir en la forma

n = (a®+ & + 2be) + (¢* + 2ab)n + (¢* + 2bc + 2ac + b*)n?,
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si tenemos en cuenta la expresion de las potencias de n que se obtienen a partir
de la igualdad n® = n? + 1; por tanto, se han de satisfacer las igualdades

a4+ 42bc=0
A +2ab=1
? + 2bc + 2ac + b* = 0.

Esto nos ensena que ¢ es impar y, después, que a y b también son impares;
entonces, la reduccién médulo 4 de la ecuacién ¢+ 2ab = 1 lleva a contradic-
cién. Por tanto,  no es el cuadrado de ningtin elemento de A y esto acaba
la prueba.



Capitulo 5

Ramificacion superior

Este capitulo se dedica a hacer el estudio de los grupos de ramificacion
superior; antes, pero, haremos el estudio del diferente y de su relacién con
el discriminante y la ramificacién. El estudio de estos conceptos sera bésico
para la prueba del teorema de Kronecker-Weber que haremos.

5.1. El diferente

Hemos visto en el capitulo tercero que el discriminante es un invariante
asociado a una extension entera finita y separable de anillos de Dedekind y
que determina los ideales primos del anillo base que ramifican en la extension.
En esta seccién se trata de definir un invariante del anillo extensién que nos
de la informacion de manera mas precisa: concretamente, el diferente de la
extension da cuenta de los ideales del anillo extension que son ramificados
sobre su base.

Comencemos por considerar, igual que en el caso del discriminante, un
dominio integramente cerrado A, su cuerpo de fracciones K, una extension
finita y separable L|K, y la clausura entera B de A en L o, mas generalmente,
un subanillo B de L tal que la extensién B|A sea entera y que L sea el cuerpo
de fracciones de B.

Definicién 5.1.1. El codiferente C(B|A) es el subconjunto de L formado
por todos los elementos b € L tales que Tk (bB) C A.

111
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Puesto que la extension B|A es entera y A es integramente cerrado, la
traza de los elementos de B esta en A, de manera que se satisface la inclusion
B C C(BJA); por otro lado, es inmediato de la definicién que C(B|A) es un
B-submodulo de L; incluso mas, es el mayor de los B-submédulos M C L
tales que T (M) C A.

Proposicion 5.1.2. Con las notaciones e hipotesis precedentes, el ideal co-
diferente C(B|A) es un ideal fraccionario de B.

DEMOSTRACION: Si demostramos que C(B|A) estd incluido en un B-sub-
moédulo finitamente generado de L, tomando un denominador comin b € B
de estos generadores obtendremos la inclusion bC(B|A) C B y habremos
acabado. Por tanto, basta ver que C(B|A) estd incluido en un B-submédulo
finitamente generado de L y es suficiente demostrar que C(B|A) estd incluido
en un A-submédulo finitamente generado de L.

El célculo que sigue ya ha sido usado anteriormente. Consideremos una K-

base de L, {ey,...,e,}, formada por elementos e; € B. Para todo elemento
b € C(B|A) podemos escribir una igualdad b = aje; + - -+ + a,e, con los
elementos a; en K; si D denota el discriminante D := D(eq,...,e,) € A,

puesto que la traza de los elementos be; estda en A por definicién de C(B|A),
n

obtenemos las relaciones Da; € A, de manera que C(B|A) C @D’lAei,
i=1
que es un A-submédulo finitamente generado de L. [

Observacion 5.1.3. En el caso que B es la clausura entera de A en L,
disponemos de una caracterizacion interesante del ideal codiferente. Puesto
que la forma bilineal traza Tk : L X L — K es no degenerada (recordemos
que la extensiéon L|K es separable por definicién), la aplicacion

L % Homg (L, K), b Tre(b- *),

es un isomorfismo de K-espacios vectoriales. Por definicién del codiferente, la
imagen de un elemento b € C(B|A) define, por restriccién, una aplicacién A-
lineal de B en A. De esta manera, obtenemos una aplicacién A-lineal inyectiva
C(B|A) = Hom (B, A). Por otro lado, puesto que B es la clausura entera
de Aen Ly A es integramente cerrado, todo elemento de L se puede escribir
en la forma b/s, donde b € By s € A, s # 0. Eso permite extender de

manera Unica toda aplicacién A-lineal B — A a una aplicacién K-lineal
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L LK . el isomorfismo L —— Homy (L, K) nos proporciona un elemento

b€ L tal que f = Tpg(b- *); y este elemento b pertenece a C(B|A) por
definicién del codiferente. Por tanto, la aplicacién C(B|A) —— Hom(B, A)
es un isomorfismo.

En definitiva, hemos probado el resultado siguiente.

Proposicion 5.1.4. Supongamos que B es la clausura entera de A en L.
Entonces, la aplicacion

C(B|A) - Homu(B, A), b+ Tyx(b- *),
es un isomorfismo de A-mddulos. [

Definicién 5.1.5. Se llama diferente de la extensién B|A el ideal fraccionario
inverso del ideal codiferente; es decir, el ideal (B : C(B|A)). Se designa a
menudo con el stmbolo D(B|A), aunque también se usan los Dp|a, 0 D(L|K)
0 Drk cuando no hay peligro de confusion sobre cuéles son los anillos que
se tratan.

El diferente es un ideal entero no nulo de B, ya que B C C(B|A). En el caso
que B sea un anillo de Dedekind, se satisface la igualdad C(B|A)D(B|A) = B,
y el ideal diferente admite una factorizaciéon en ideales primos D(B|A) =

H PP donde los exponentes d() son niimeros enteros no negativos, nu-

los para todos los ideales primos no nulos de B salvo, quizas, de los de un
conjunto finito. El exponente d(*B) se llama el exponente diferencial de P
sobre A. Una caracterizacién util del diferente (y del codiferente) es la si-
guiente.

Proposicion 5.1.6. Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de frac-
ciones, L|K una extension finita y separable, B la clausura entera de A en
L,yaC K, b C L, ideales fraccionarios no nulos. Las propiedades siguientes
son equivalentes:

(i) Toyxc(b) C a;
(ii) a='b C C(B|A);
(iii) b C aC(B|A);
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(iii’) D(B|A)b C aB.

DEMOSTRACION: La propiedad (i) equivale a la propiedad a ' T x(b) C A,
que lo es a TL|K(a_lb) C A, en virtud de la linealidad de la traza; pero esta es

(ii) por definicién de codiferente. Las otras dos se obtienen por multiplicacion.
O

Igual que en el caso del discriminante, y para anillos de Dedekind, el ideal
diferente se comporta bien por localizacién.

Proposicion 5.1.7. Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de frac-
ciones, L|K una extension finita y separable, B la clausura entera de A en
L y S un subconjunto multiplicativamente cerrado de A. Entonces,

D(S~'B|S~'A) = ST'D(B|A).

DEMOSTRACION: Claramente, es suficiente demostrar la propiedad para los
ideales codiferente y invertir. Sea b € C(B|A); entonces, Ty x(bB) C Ay,
por la K-linealidad de la aplicacién Ty, también T (bS™'B) C S™1A4;
por tanto, b € C(S™'B|S™'A) y puesto que C(S7'B|S71A) es un S!B-
submédulo de L, también S™!C(BJA) C C(S7'B|S™'A). Resta ver la otra

inclusién.

Sea b € C(S™'B|S7A); eso es decir que Tpx(bS™'B) € S7'Ay, por
tanto, que Tk (bB) C S™'A. Puesto que la extensién L|K es separable, A
es noetheriano e integramente cerrado, y B es la clausura entera de A en L,
ya sabemos que B es un A-moédulo finitamente generado; de aqui se deduce
que podemos elegir un elemento s € S tal que Ty x(sbB) = sTpx(bB) C A,
de manera que sb € C(B|A) y, por tanto, b € S7!C(B|A). Esto acaba la
prueba. [

Igual que para el caso de los indices de ramificacion, los grados residuales,
o las trazas y las normas, una de las férmulas mas utiles para los diferentes
es la férmula de la transitividtad para cadenas de extensiones.

Proposiciéon 5.1.8. Supongamos que A es un anillo de Dedekind, K su
cuerpo de fracciones, K'|K y LI K’ extensiones finitas y separables, y A’ y B
las clausuras enteras de A en K' y L, respectivamente. Entonces, se satisface
la 1gualdad de ideales de B

D(B|A) = D(B|A)D(A'|A).
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DEMOSTRACION: A partir de la definicién y usando la transitividad de las
trazas, para todo ideal fraccionario no nulo b C L podemos escribir la suce-
sién de propiedades equivalentes:

b CC(B|A) < Tpx(b) C A
s CLA ATy 0(b) € CAA)
= Tr(C(A'|A) Tk (b)) € A
= Tg (T (C(A'|A)b)) C A
— T (C(A|A)b) C A
< C(A’|A)b C C(B|A)
<= b C D(A'|A)C(B|A),

de manera que C(B|A’") = D(A'|A)C(B|A); solamente resta pasar los codife-
rentes al otro lado de la igualdad. [

5.2. Relacién entre el diferente y el discrimi-
nante

De la misma manera que el ideal discriminante se puede calcular a partir
de formulas méas o menos sencillas, también el diferente se puede calcular
efectivamente; como minimo, en algunos casos sencillos.

Definiciéon 5.2.1. Sea A’ un dominio de integridad y sea B la clausura
entera de A’ (en su cuerpo de fracciones). Se llama conductor de B en A’ el
conjunto de los elementos b € A’ tales que bB C A’; es un ideal a la vez de
A’ y de B; de hecho, es el mayor de los ideales de A" que es un ideal de B.
En particular, condicién necesaria y suficiente para que sea A’ = B es que el
conductor sea A'.

Proposicion 5.2.2. Supongamos que A es un dominio noetheriano integra-
mente cerrado, K su cuerpo de fracciones, L|K una extension finita y sepa-
rable, y B la clausura entera de A en L. Sea b € B un elemento primitivo
de la extension L|K y pongamos A" := A[b] y f(X) := Irr(b, K) el polinomio
manimal de b sobre K. Entonces:

(i) F(X) € A[X].
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1
(i1) El codiferente C(A’|A) es el ideal fraccionario de A" generado por m
(11i) Si A es un anillo de Dedekind y €(B|A’) denota el conductor de B en
A, se satisface la igualdad de ideales f'(b)B = €(B|A')D(B|A).

DEMOSTRACION: El primer apartado es inmediato, ya que A es integramente
cerrado y b es entero sobre A.

Para la segunda parte, observemos que, dado un elemento cualquiera y €
L, podemos escribir y = g(b) para un cierto polinomio g(X) € K[X] de grado
<n-—1,yaque {1,b,0% ...,0" 1} es una K-base de L; si b = by, bs,...,b,
son los diferentes conjugados de b sobre K, entonces podemos escribir

9(X) = ;g(bi)%, (5.2.1)

ya que ambos son polinomios de grado < n — 1 que toman el mismo valor en
todos los b;; vy, si definimos la traza de un polinomio coeficiente a coeficiente,
la expresién anterior se puede escribir en la forma

yf(X)
X)=T —— | .
o0 =T i
Esto nos permite demostrar en seguida la inclusién C(A'|A) C f/(b) ' A’. En
efecto; si o € C(A'|A), para y := zf'(b) se satisface que g(X) € A[X], ya

que los polinomios

7 tienen coeficientes en A"y x € C(A’|A); por tanto,
zf'(b) = g(b) € A’, como querfamos ver.

Para probar la otra inclusion es suficiente demostrar que se satisfacen las
igualdades Tpx (0" 1/ f'(b)) =1,y Trx(&/f' (b)) =0, para 0 < j <n — 2,
ya que estos elementos forman una A-base del A'-médulo f'(b)""A’. Pero si
aplicamos la férmula 5.2.1 de més arriba al elemento y := ¥+, 0 < j < n—2,
obtenemos la identidad

. L X)
X]+1 — bg+1 f(
20 T E =
que, haciendo X = 0 y teniendo en cuenta que f(0) # 0, da las férmulas
deseadas para 0 < j7 < n—2; por otro lado, si y = b", las expresiones (x) dan
f(X)

X' =100 =2 0 5~y
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Si hacemos X = 0 y cambiamos el signo, obtenemos las identidades

mopnl pn—1
f(0) = f(0 — = f(O)T (—),
O =102 iy =IO )
de manera que, al dividir por f(0), obtenemos la igualdad que faltaba. Esto
acaba la demostracién del apartado (ii).

Para ver la dltima afirmacién, observemos que C(B|A) C C(A'|A) C
f(b)~tA’, en virtud de (ii) y de la definicién del codiferente; por tanto, te-
nemos la inclusién f'(b)C(B|A) € A"y f/(b)C(B|A) es un ideal de B, de
manera que, en virtud de la definicién de conductor, f'(b)C(B|A) C €(B|A’);
es decir, la inclusion f'(b)B C &(B|A")D(B|A).

Resta ver la otra inclusién. Dados elementos arbitrarios © € €(B|A") y
y € B, el producto zy es un elemento de A’; por tanto, podemos aplicar el
apartado (ii) y obtenemos que T(zy/f'(b)) € A, en virtud de la definicién de
codiferente. Por tanto, z/f'(b) € C(B|A), de manera que xD(B|A) C f'(b)B;
esto acaba la prueba, ya que x es arbitrario. [J

Corolario 5.2.3. Con las mismas notaciones e hipotesis, si A es un anillo

de Dedekind, entonces condicion necesaria y suficiente para que D(B|A) =
f'(b)B es que sea B = A[b]. O

El resultado siguiente nos ensena la relacion entre el diferente y la rami-
ficacién; en particular, nos ensena que el diferente es un invariante mas fino
que el discriminante respecto a este problema.

Proposicion 5.2.4. Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de frac-
ciones, L|K una extension finita y separable, B la clausura entera de A en
L, B C B un ideal primo no nulo de B, p := PN A su contraccion a A, d(B)
el exponente diferencial de B sobre A, y e(Blp) el indice de ramificacion de
B sobre p. Entonces, d(B) > e(Plp) — 1. Ademds, para que se satisfaga la
tgualdad es condicion necesaria y suficiente que

(i) el indice de ramificacion e(Plp) no sea divisible por la caracteristica re-
sidual de A/p; y

(i1) la extension residual A/p C B/SP sea separable.

DEMOSTRACION: Sea S := A — p; la proposicién 5.1.7 nos ensena que el ex-
ponente diferencial de 3 coincide con el exponente diferencial del ideal primo
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S~ C S~!B sobre su contraccién S~'p C S~1A; pero ahora tenemos la
ventaja que S~ A es local principal, que S~ B es principal, y que los tinicos
ideales primos no nulos de S~ B son los ideales primos que contraen al tinico
ideal primo no nulo de S™'A. Adem4s, tenemos igualdades e(S™1B;|S~'p) =
e(P;|p) entre los indices de ramificacién. Por tanto, podemos suponer de
entrada que A es local principal; sean 7 un generador de este ideal, f =
B, PBa, ..., P, los ideales primos de B que contraen a p, e; = e(Pilp) vy

= d(PB;) los exponentes diferenciales. Puesto que el codiferente de la

extensién B|A es el ideal fraccionario C(B|A) = H‘B la desigualdad

g
quedard probada si vemos que H B~ C C(B|A).

=1

Sea b € H‘Bl “: entonces, br € H‘BZ, ya que 7B = H’BZ ; en conse-

cuencia, para todo indice 7 se satlsface la relacién b € ;. De aqui podemos
concluir que T (bm) € p; en efecto, el hecho que bm sea un elemento de
todos los ideales primos que dividen p se mantiene si cambiamos L por su
clausura normal sobre K, de manera que todos los conjugados de b también
estan en todos los ideales primos que dividen p; por tanto, su traza, que es un
elemento de A, pertenece a todos los ideales primos que dividen p; es decir,
para todo indice i, se satisface la relacién TL|K(b7r) EANP, =p=mA. En
consecuencia, 7T x(b) = Trx(br) € TA o, equivalentemente, T (b) € A;
g

por tanto, y puesto que H‘Bi_ei es un B-subméddulo de L, obtenemos que
i=1
b € C(B|A), como queriamos probar.

A continuacién, se trata de caracterizar la igualdad. Para ello, supon-
gamos que se satisfacen las propiedades (i) y (ii). Puesto que la extensién
residual A/p C B/B es separable, existe un elemento b € B/ tal que su
traza es no nula en A/p; teniendo en cuenta que los ideales P, i > 2, son
comaximales, podemos tomar un representante b € B de b de manera que
para todo indice i > 2 sea b € B;*. La clase residual médulo p de la traza

Trx(b) es e1T(z/p)a/m(b) (recordemos que la matriz de la multiplicacién
g
por b en el cociente B/pB ~ H B/ se puede tomar formada por cajas

=1
en la diagonal, e; veces la caja de la multiplicacién por la clase residual de b
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en B/, para cada indice 7). La eleccién de b y la hipétesis (i) nos permiten
asegurar que esta clase residual es no nula; por tanto, T x(b) ¢ p = TA,
de manera que Tpx(b/m) = 7' Tpx(b) ¢ A; en cambio, b/m € P, ya
que ™ € P' v b € B. Esto dice que b/m ¢ C(B|A), de manera que hemos
construido un elemento de P, que no es de C(B|A); dicho de otra manera,
el exponente de B en C(B|A) ha de ser estrictamente menor que e;; por
tanto, d; = e; — 1.

Reciprocamente, hay que demostrar que si alguna de las hipdtesis (i) o
(ii) no se satisface, entonces el exponente de 8 en el diferente de la extensién
satisface la desigualdad estricta d; > e; — 1. Para ello, tomemos un elemento
cualquiera b del ideal fraccionario 7 H‘B}_ei; entonces, br € *3; para

i#1
todo indice i # 1 y la clase residual médulo p de la traza Tp g (bm) es el
elemento 1T (B /q)(4/p) (I_ﬁ), que es cero trivialmente si e; es multiplo de la
caracteristica residual, y también si la extension residual no es separable, ya
que, en este caso, la traza es nula. Por tanto, 7Tk (b) = Tk (br) € p =71A

y Trix(b) € A; por tanto, y puesto que P, H‘,B}*ei es un B-submddulo
i#1
de L, es b € C(B|A), de manera que B H‘Bil_e" CC(BJA)ydy > €. O
i#1
Corolario 5.2.5. Los ideales primos de B que ramifican son exactamente
los que dividen el diferente D(B|A). O

Se trata de demostrar, finalmente, que el discriminante es la norma del
diferente y de obtener, en consecuencia, una férmula de transitividad para el
discriminante.

Proposicion 5.2.6. Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de frac-
ciones, L|K una ezxtension finita y separable y B la clausura entera de A en

L. Entonces, A(B|A) = Nk (D(B|A)).

DEMOSTRACION: Ejercicio. [J

Corolario 5.2.7. Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones,
K'|K y L|K' extensiones finitas y separables, A" la clausura entera de A en
K' y B la clausura entera de A (y de A’) en L. Entonces,

A(B|4) = AA|A)FF Ny e (A(BA)).
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DEMOSTRACION: Basta tomar normas en la férmula de transitividad del
diferente y tener en cuenta la transitividad de la norma. [

5.3. Grupos de descomposiciéon y de inercia

Ya hemos definido en el capitulo tercero los grupos de descomposicion y
de inercia. En esta seccion se trata de hacer un estudio sisteméatico de esos
grupos; en particular, de sus propiedades generales y de las de los cuerpos
de descomposicion y de inercia, que también introduciremos. Eso servird de
base para la definicién y el estudio de los grupos de ramificacién superior.

Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, L| K una exten-
sion finita, B la clausura entera de A en L, B C B un ideal primo no nulo de
B,y p:=PNA su contraccién a A. Supongamos que la extension L|K es de
Galois y sea G := Gal (L|K). Recordemos que el grupo de descomposicién
del ideal primo P es el grupo G_1(B|p) := D(P|p) formado por todos los
automorfismos o € G tales que () = P, y que el grupo de inercia de P es
el grupo Go(PBlp) := I(P|p) formado por los automorfismos o € G_1(Pp)
que actuan trivialmente en el cociente B/; ademds, disponemos de una
sucesion exacta de grupos

1 — Go(Blp) — G4 (PBlp) — Gal((B/B)|(A/p)) — 1.

Comencemos por estudiar el comportamiento de estos grupos en cadenas
de extensiones de Galois.

Proposicién 5.3.1. Con las mismas notaciones e hipdtesis anteriores, su-
pongamos que K' C L es un subcuerpo de L que contiene K y sean A’ la
clausura entera de A en K' y P’ .= PNA’ la contraccion de P a A’. Entonces,
los grupos de descomposicion y de inercia de B sobre su contraccion P’ se
obtienen cortando los grupos sobre p con el grupo de Galois Gal (L|K"); es

decir, G;(BIB') = Gi(B|p) N Gal (L|K’), para i = —1,0.

DEMOSTRACION: Es inmediata a partir de las definiciones. [J

Si, ademas, la subextension K'|K también es de Galois, entonces tiene
sentido considerar los grupos G;(F'|p), i = —1,0.
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Proposicién 5.3.2. Supongamos que la extension K'|K también es de Ga-
lois. Entonces, hay un diagrama conmutativo

1 1 1
l l !

1L — Go(BIP) — Go(Blp) — Go(Plp) — 1
l l !

1 — Ga®BP) — GaBlp) — Ga®p) — 1
l l !

1 — Gal (z\?’) — Gal (LK) — Gal (?’\F) 1
l l !
1 1 1

que tiene las filas y las columnas exactas y donde L, K, F/, designan los
cuerpos residuales B/B, A/p, y A'/P, respectivamente.

DEMOSTRACION: La exactitud de las columnas es simultdnea a la definicién
de los grupos de inercia (cf. Cap. 3, §5), y la exactitud de la tercera fila es la
teoria de Galois finita aplicada a la cadena de extensiones residuales. Por otro
lado, la comprobacion de la conmutatividad del diagrama es inmediata. Si
demostramos la exactitud de la segunda fila, la de la primera es un ejercicio
trivial de hacer cuadrar diagramas. Y para ver esta exactitud, es suficiente
demostrar la exhaustividad del morfismo G_1(Blp) — G_1(P'|p), ya que
las otras partes de la demostracion también son inmediatas a partir de la
sucesion exacta

1 — Gal(L|K') — Gal (L|K) — Gal (K'|K) — 1

que proporciona la teorfa de Galois. Ademads, dado o’ € D(F'|p), la sucesion
exacta de la teorfa de Galois nos proporciona una antiimagen o € Gal (L|K)
de ¢’; el elemento o puede no pertenecer a D(P|p), pero transforma B en un
ideal primo o(3) de B. Puesto que la imagen de o en Gal (K'|K) deja
invariante, la restricciéon de o () a A’ también es P’, de manera que Py o (P)
son conjugados por Gal (L|K'); es decir, existe un elemento 7 € Gal (L|K’)
tal que 7o () = PB; en particular, obtenemos que 7o € G_1(Pp) y su imagen
en Gal (K'|K) coincide con la imagen de o, porque 7 € Gal (L|K"). Por tanto,
hemos encontrado una antiimagen de o en G_(B|p), como querfamos. [J
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Observacion 5.3.3. A menudo se demuestra este resultado con la hipétesis
adicional que la extensién residual L|K es separable, de manera que, en-
tonces, es de Galois; de hecho, esta hipdtesis solamente ha sido usada en la
demostracion de la proposicién cuando hemos hablado de la exactitud de
la tercera fila del diagrama. Ahora bien, esta sucesion es exacta sin necesi-
dad de la hipdtesis de separabilidad. Para ver este hecho, observemos los
siguientes: en primer lugar, para la definicién de la sucesion basta que la
extension FW? sea normal; en segundo lugar, la exhaustividad del segundo
morfismo solamente utiliza la normalidad de la extensién L|K cuando asegu-
ramos que una K-inmersién de L que extienda un K-automorfismo dado de

K es automaticamente un K -automorfismo de L; vy, finalmente, el nticleo de
este morfismo es exactamente el grupo de Galois Gal <f|7/>, sin necesidad
de ninguna propiedad de normalidad ni de separabilidad.

5.4. Cuerpos de descomposiciéon y de inercia

Mantengamos las notaciones y las hipotesis de la seccion anterior. Es-
cribiremos D, I, para designar los grupos de descomposicién y de inercia,
respectivamente, del ideal 3 sobre su contraccion.

Definicién 5.4.1. Los cuerpos fijos de L por los subgrupos D := G_1(Blp),
I:=Go(Blp), LY, L, se laman, respectivamente, el cuerpo de descomposi-
cién y el cuerpo de inercia en ‘B.

De esta manera, obtenemos una sucesién de cuerpos K C L” C L' C L tal
que las extensiones L|L!, L|LP, vy L!|L? son extensiones de Galois con grupos
respectivos Gal (L|L') = I, Gal (L|L”) = D,y Gal (L*|L”) ~ Gal (L|K), el
grupo de Galois de la extensién residual. En particular, obtenemos los grados
de las extensiones: por un lado, si ponemos e := e(Blp) v [ = f(PBp),
entonces [L : LP] = ef = n/g, ya que g := g(p) es el indice del grupo
de isotropia de la accién de Gal (L|K) en el conjunto de los ideales primos
de B que dividen p; es decir, el indice del grupo de descomposicion D; en
consecuencia, [L” : K| = g. Por otro lado, el grado [L! : L”] es el grado de
separabilidad de la extensién residual L|K, ya que es una extension normal
y, por tanto, el orden de su grupo de Galois es el grado de separabilidad; en
particular, si la extension residual L|K es de caracteristica p > 0, y escribimos
el grado de separabilidad en la forma f; = fs(P|p), obtenemos que el cociente
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f/fs es una cierta potencia p’ de p: el grado de inseparabilidad; con estas
notaciones, podemos escribir los grados [L! : LP] = f,, y, en consecuencia,
[L : L] = ep'. Estos grados hacen pensar en si el primo 3 serd totalmente
ramificado en la extensiéon L|L!, y si la contraccién de B al cuerpo L es un
ideal primo que no descompone en la extensién L|LP. Esto es, efectivamente,
de esta manera.

Proposicion 5.4.2. Sean B; y Pp las contracciones de B a las clausuras
enteras By, Bp, de A en L', L”, respectivamente. Entonces:

(i) B es el unico ideal primo de B que divide PBr y Pp;

(i1) la extension de PBr a B es el ideal B¢, donde e := e(Plp) es el indice
de ramificacion de B sobre p, y el grado residual f(PB|P;) es el grado de
inseparabilidad, p*, de la extension residual (B/B)|(A/p); y

(111) la extension de Pp a B es el ideal By, y el grado residual f(P|Pp)
es el grado de separabilidad, fs, de la extension residual (B/PB)|(A/p).

DEMOSTRACION: El grupo de descomposicién D(B|Bp) coincide con el
grupo D(Blp) porque la extensién L|LP es de Galois de grupo de Galois
D(B|p); por tanto, la primera afirmacién es inmediata. En particular, las
otras dos propiedades son equivalentes. Si ahora aplicamos las dos proposi-
ciones anteriores al cdlculo de los grupos de descomposicién y de inercia
del primo B en la extensién de Galois L!|LP, podemos mirar el diagrama
conmutativo

1 1 1
! ! !
1 — IBIBP) — IPBPBp) — IB:Bp) — 1
! ! !
1 — D(‘lil%) —  D(BIPp) — D(mimD) — 1
!

1 — Gal (zyzf) — Gal (Z\ZD> — Gal (zfyzD) 1

1 1 1
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y obtenemos inmediatamente las igualdades:

D(P[Pp) = D(Plp) = Gal (LIL"),
I(B|Bp) = I(Plp) = Gal (LIL')
D(IP1) = I(Plp) = Gal (Z|L),
I(B|%P1) = I(Plp) = Gal (L|L"),

de manera que I(P;|Bp) es trivial y el grupo de Galois de la extension
residual (B;/P)|(Bp/PBp) es isomorfo al grupo de Galois Gal (L!|L”); en
particular, el grado residual f(B;|Bp) coincide con el grado de la extension;
es decir, este grado es f; y B, es no ramificado sobre Pp. De aqui se dedude
inmediatamente la validez de las propiedades (ii) y (iii). O

Observacion 5.4.3. En general, el grupo de descomposicion no es un sub-
grupo normal del grupo de Galois; pero si lo es, la descomposicién de p en
Bp es dada por la férmula

pBp =Pp1-- P,

donde Bp ;, son ideales primos diferentes de Bp de grado residual f(PBp.|p) =
1y g=g(p) es el niimero de ideales primos de B que dividen p.

DEMOSTRACION: En este caso, la extensién LP|K es de Galois y, por tanto,
todos los ideales primos de Bp que dividen p tienen el mismo indice de
ramificacién y el mismo grado residual; pero si nos fijamos en el ideal de Bp
contraccién de B3, obtenemos que el indice de ramificacién y el grado residual
de P sobre p son los de P sobre su contraccién P N Bp; por tanto, el indice
de ramificacién y el grado residual de 8 N Bp sobre p son ambos triviales, es
decir, iguales a 1, y el numero de ideales primos de B que dividen f N Bp
también es 1, de manera que el nimero de ideales primos de Bp que dividen
p coincide con el nimero de ideales primos de B que dividen p. [

Podemos resumir estos hechos en el resultado siguiente.

Corolario 5.4.4. Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones,
L|K una extension finita, B la clausura entera de A en L, B C B un ideal
primo no nulo de B, y p = P N A su contraccion a A. Supongamos que
la extension L|K es de Galois y sean D = G_1(Blp), I := Go(P|p), los
grupos de descomposicion y de inercia de P sobre p. Entonces, la extension



5.5. AUTOMORFISMO DE FROBENIUS 125

L|K “rompe” en una extension L|L' que es totalmente ramificada en B de
manera que L'|K es no ramificada en B; := P N By. Ademds, la extension
LY|K también “rompe” en una extension L'|LP que es no ramificada en B
y tal que Pp = P; N Bp no descompone en Br. Si la extension LD|K es
de Galois (es decir, si el grupo de descomposicion es normal en Gal (L|K)),
entonces, el primo p descompone completamente en la extension LP|K. [

5.5. Automorfismo de Frobenius

El estudio de las extensiones de Galois finitas de cuerpos de nimeros
que son no ramificadas en un ideal primo conduce de manera natural a la
introduccién del automorfismo de Frobenius. Esta secciéon se dedica a su
introduccién y al estudio de sus propiedades.

Efectivamente, en el caso de los cuerpos de niimeros, los cuerpos residuales
de las extensiones son cuerpos finitos; por tanto, son extensiones ciclicas y, en
particular, separables. Mas generalmente, sean A un anillo de Dedekind, K su
cuerpo de fracciones, L|K una extensién finita y de Galois, G := Gal (L|K)
su grupo de Galois, B la clausura entera de A en L, 8 C B un ideal primo
no nulo, y p := P N A su contraccién a A, y supongamos que la extension
B|A es no ramificada en P y que el cuerpo residual A/p es un cuerpo finito
de g elementos y caracteristica p.

En estas condiciones, el grupo de inercia Go(P|p) es trivial y el grupo de
descomposicién G_1(|p) es isomorfo de manera natural al grupo de Galois
de la extensién residual; por tanto, G_1(P|p) es un grupo ciclico de orden
f = f(B|p). Podemos considerar, pues, el automorfismo Fiy € G_1(Blp) que
pensado en el grupo de Galois de la extension residual es el automorfismo de
Frobenius; es decir, que Fip esta definido univocamente por la condicién

Fy(b) = b € P
para todo elemento b € B.

Definicién 5.5.1. El automorfismo Fiy € G_1(B|p) se llama el automorfismo
de Frobenius asociado a P; es un generador del grupo de descomposicion

G_1(Blp) v es de orden f(B|p). Se acostumbra a designar por (B, B|A) o

B|A
por (—), cuando no hay duda sobre los anillos, también se suele escribir

B
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(. LIK) v (L'TK)

Observemos que si P es no ramificado sobre p, entonces o() también
es no ramificado sobre p para todo elemento o € Gal (L|K); puesto que la
extension L|K es de Galois, esto significa que para todo ideal primo de B
que divide p estd definido el automorfismo de Frobenius.

Proposicién 5.5.2. Supongamos que B|A es no ramificada en B, sea P’ C
B otro ideal primo no nulo de B que divida p y sea o € Gal (L|K) un auto-
morfismo cualquiera tal que P’ = o (P). Entonces, se satisface la igualdad

(5) (%)

en el grupo de Galois Gal (L|K).

DEMOSTRACION: En efecto, ya sabemos que los grupos de descomposicién
son conjugados, ya que son los grupos de isotropia de la accién del grupo
de Galois sobre el conjunto de los ideales primos de B que dividen p. Aho-

., : L BJA
ra, la demostracién es una simple comprobaciéon: los elementos | —— | ¥

o (B)

B|A
U(TL) o~ ! estan ambos en el grupo de descomposicién G_i(a(B)|p) v

satisfacen la condiciéon de congruencia; por la unicidad del automorfismo de
Frobenius, coinciden. []

Seguidamente, se trata de hacer el estudio del comportamiento del auto-
morfismo de Frobenius para cadenas de extensiones de Galois no ramificadas.

Proposicion 5.5.3. Sean K' un subcuerpo de L que contiene K, A la
clausura entera de A en K', y P’ = PN A la contraccion de P a A'.

La extension L|K' es una extension de Galois y también es no ramificada
/

en PB. Entonces, el automorfismo de Frobenius es la potencia f'-

ésima del automorfismo de Frobenius T , donde f' es el grado residual

= f(P'|p). Si, ademds, la extension K'|K es de Galois, entonces la exten-
K'|\K
sion A'|A es no ramificada en P’ y el automorfismo de Frobenius ( | )

m/
o / , LIK
es la restriccion a Gal (K'|K) del automorfismo de Frobenius T .
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DEMOSTRACION: Todos los automorfismos que intervienen en el enunciado
estan definidos y basta comprobar que se satisfacen las congruencias que
definen los automorfismos de Frobenius. Y para ello, basta tener en cuenta
cuéles son los cuerpos residuales (finitos). O

Observacién 5.5.4. Supongamos, ahora, que tenemos dos extensiones de
Galois L;| K tales que el cuerpo L es el cuerpo composicién de los L;; sean
B, :=PNB;, las restricciones de P a la clausura entera B; de Aen L;, 1 = 1,2.
Entonces, las extensiones B;|A son no ramificadas en B; y los automorfismos

BJA B;|A
de Frobenius (%) ( m’ ) estan definidos. Por otro lado, puesto que

el grupo de Galois de la extensién L|K se inyecta, por restriccién en cada
componente, en el producto cartesiano de los grupos de Galois Gal (L;|K),
podemos identificar Gal (L|K') con un subgrupo de Gal (L, |K) x Gal (Ly| K).

Con esta identificacion, el automorfismo de Frobenius T es la pareja

RURYARNR CRYY
El automorfismo de Frobenius da una caracterizacién muy sencilla de los
ideales primos del anillo base que descomponen completamente. Recordemos
que se dice que un ideal primo p C A descompone completamente en un
cuerpo L extensién de K cuando la extension de p a la clausura entera de A

en L es el producto de tantos ideales primos diferentes como el grado [L : K]
de la extension.

Corolario 5.5.5. Supongamos que la extension L|K es de Galois y no rami-
ficada en p. Condicion necesaria y suficiente para que p descomponga com-
pletamente en B es que para cualquier ideal primo B C B que divida p en

B|A

B, el automorfismo de Frobenius <T) sea trivial.

DEMOSTRACION: En efecto, el automorfismo de Frobenius es un generador
del grupo de descomposicién y condiciéon necesaria y suficiente para que
este grupo sea trivial es que el indice de ramificacién y el grado residual de
cualquier ideal primo p sean ambos iguales a 1. Esta condicién es equivalente
a decir que el ideal primo p descompone completamente. [

Corolario 5.5.6. Supongamos que el cuerpo L es el cuerpo composicion de
dos subcuerpoos L; C L, i = 1,2, que contienen K, como en la observacion
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anterior. Entonces, condicion necesaria y suficiente para que p descomponga
completamente en L es que descomponga completament en cada una de les
extensiones L;/ K.

Observacion 5.5.7. En el caso que la extensién L|K sea abeliana, el auto-
LIK
morfismo de Frobenius (%) no depende del ideal primo B de B que

LK
divide p; en este caso, se acostumbra a designar por <‘T) y se llama el

automorfismo de Frobenius de p.

5.6. Grupos de ramificacion superior

La herramienta basica de la demostracién que haremos del teorema de
Kronecker-Weber es el concepto y las propiedades de los grupos de ramifi-
cacion superior. Estos grupos son una generalizacion natural del grupo de
inercia, del cual son subgrupos y heredan algunas propiedades.

Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, L|K una ex-
tension de Galois finita, G := Gal (L|K) el grupo de Galois, y B la clausura
entera de A en L. Recordemos que G actiia de manera natural en B y que
lo hace transitivamente en el conjunto de los ideales primos P C B que
dividen un ideal primo dado p C A. Ademas, hemos definido el grupo de
descomposicién G_1(B|p) de un ideal primo fijo P C B sobre su contraccién
p =P N A, como el subgrupo de G formado por los elementos o € G que
dejan ‘P invariante; es decir, por los elementos 0 € G que actian en el anillo
cociente B/B; anadlogamente, hemos definido el grupo de inercia Go(B|p)
como el conjunto de los elementos ¢ € GG que actian en el anillo cociente
B/B como la identidad; equivalentemente, los elementos o € Gy tales que
para todo elemento b € B se satisface que o(b) — b € B.

Definicién 5.6.1. Sea £ > —1 un ntumero entero. El conjunto
Gr(Blp) := {o € G_1(Blp) : o(b) —b P para todo b € B}

formado por los elementos o € G_1(PB|p) que actian trivialmente en el anillo
cociente B/9B*!, es un subgrupo normal de G_;(P|p); se llama el k-ésimo
grupo de ramificacion de P sobre p. En efecto, es el nticleo del morfismo de
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grupos
G_1(Plp) — Auta(B/P).

Por comodidad de notacion, escribiremos Gy, en lugar de G (B|p).

Observacién 5.6.2. Notemos que el subindice k asociado al grupo es una
unidad inferior al exponente de 3 que utilizamos en el anillo cociente B /S3F+1
sobre el cual pedimos que la accién sea trivial. Por otro lado, la definicién
coincide con la dada previamente para los grupos de descomposicién y de
inercia y generaliza esta tltima. Ademas, para todo k > —1, el grupo G es
un subgrupo de Gy, de manera que disponemos de una sucesién de subgrupos
de G_1
G.12G2GI 222G, 2G4 2 ...

Puesto que el anillo B es noetheriano, se satisface la propiedad ﬂ pr = (0),
k>—1

de manera que, puesto que G_; es finito, existe ng € Z tal que para k > ng

es Gy = (1). Por tanto, los subgrupos Gy, forman una cadena normal de G_;.

De los grupos de ramificacién nos interesan los cocientes Gy/Gjy1, que
podemos formar en virtud de la definicién. Ya sabemos que el grupo cociente
G_1/G es isomorfo al grupo de Galois de la extensién residual A/p C B/P.
Para estudiar la estructura de los cocientes para k > 0, comencemos por
establecer el resultado siguiente.

Proposiciéon 5.6.3. Para todo niumero entero k > 1, los grupos cociente
Gr/Gri1 son abelianos.

DEMOSTRACION: La demostracién es una consecuencia elemental del estudio
de los conmutadores [0, 7] := oo~ '77!, para o € Gy, 7 € G,,, k,n > 0. Se
satisface el resultado siguiente.

Lema 5.6.4. Con las notaciones anteriores, [0,7] € Ggin.

DEMOSTRACION: Comencemos por ver que para todo b € " es b — b €
P+l Para ello, es suficiente considerar elementos b de la forma b := b, -
by - -+ - by tales que b; € P, ya que estos elementos generan P como
grupo abeliano aditivo. Podemos escribir la identidad

n+1

o) —b=>_0a(br)...0(bj-1)(o(b;) = bj)bjs1- . bui,

j=1
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que muestra que el elemento o (b) — b pertenece a P! ya que o(b;) —b; €
B porque b; € By o € Gi. Andlogamente, para todo ¢ € P es
7(c) — ¢ € PrintL,

Tomemos, ahora, cualquier elemento x € B y pongamos y := o ‘77 1(z),
b:=1(y) —vy, vy c:=oc(y) —y. Por la eleccién de o y 7, se satisfacen las
propiedades b € P ¢ € PEFL de manera que o(b) — b, 7(c) — ¢ € Pt
restando, obtenemos que

o) =b—71(c)+ec=0o(t(y) —y) — (7(y) —y) = 7(o(y) —y) + (¢(y) —v)
= o7(y) — To(y) € P

es decir, [0, 7](x) — x € PFFL Por tanto, [0, 7] € Gjipn. O

Ahora podemos acabar facilmente la prueba de la proposicién; basta tomar
n = k y obtenemos que [0,7] € Go; puesto que k > 1, es 2k > k+ 1y el
grupo cociente Gy /Gyy1 es abeliano. [

El resultado que proporciona esta proposiciéon no es tan general como es
posible. Sin embargo, en el caso de los cuerpos de niimeros, los cuerpos resi-
duales son finitos y, en consecuencia, las extensiones residuales son separables.
A causa de este hecho, y que solamente trataremos el caso de los cuerpos de
nimeros, nos situaremos en la hipdtesis restrictiva que la extensién residual
A/p C B/B sea separable. En este caso, podemos demostrar el resultado
siguiente, que no es valido en general.

Proposicion 5.6.5. Supongamos que la extension residual en ‘P es separable.
Entonces:

(i) El cociente Gy/G1 es isomorfo a un subgrupo (finito) del grupo multiplica-
tiwo (B/PB)*; en particular, es ciclico de orden primo con la caracteristica
residual (si esta es positiva).

(11) Para k > 1, los cocientes Gy /Gyy1 son isomorfos a subgrupos (finitos) del
grupo aditivo del cuerpo residual B/SB; en particular, si B/SB es un cuerpo
de caracteristica p > 0, los cocientes son p-grupos abelianos elementales; y si
la caracteristica residual es 0, los cocientes son triviales y G; = (0).

DEMOSTRACION: Si localizamos en S := A —p, ni los grupos de ramificacién
ni los cuerpos residuales no cambian, de manera que podemos suponer que
Ay B son anillos principales. Sea m € 8 un generador del ideal 3. Vamos
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a definir morfismos de grupos abelianos Gy — (B/P)* v Gy, — B/.
Dado o € Gy, el elemento o(7) también pertenece a B, ya que o deja inva-
riante ; pero no puede ser que o(m) € PB? ya que, aplicando o1, también
serfa m € PB?; por tanto, existe u, € B, u, ¢ B, tal que o(7) = u,7. Este
elemento estd univocamente determinado por o, por ejemplo, por ser B un
dominio de integridad. Si ahora tomamos 7 € Gy, la igualdad o(7) = u,7m
se transforma en u,,m = 70(m) = 7(u,)u,m, de manera que u,, = 7(Uy)U,.
Si reducimos médulo B, puesto que 7 € Gy, es 7(u,) = u, (mod P), vy
por tanto, u,, = u,u, (mod PB). De esta manera definimos una aplicacién
multiplicativa Gy — B/; puesto que u, € By u, ¢ 3, la imagen estd in-
cluida en (B/9)*, de manera que se obtiene un morfismo de grupos. El
nicleo de este morfismo estd formado por los elementos o € G tales que
u, = 1 (mod P); es decir, tales que o(r) = © (mod PB?). Ahora bien,

decir que o(r) = m© (mod B?) equivale a decir que para todo elemento
b€ Besolb) =b (modP?). En efecto, en el caso separable, el cuerpo
residual en P coincide con el cuerpo residual de B; en B; = P N By, vy,

por tanto, podemos escribir b en la forma b = ¢ + d, para algunos elementos
c € Bryd € B; puesto que ¢ € By y 0 € Gy, es o(c) = ¢, de manera
que basta ver que o(d) = d (mod §?). Pero si escribimos d = arm, a € B,
entonces, o(d) —d = o(an) — ar = o(a)(o(r) — 7) + 7(o(a) — a) € P?, ya
que o(r) — 7 € B2, o(a) € B,y o(a) —a € P por ser ¢ € Gy. Dicho de
otra manera, el nicleo del morfismo Gy — (B/)* es exactamente ;. Esto
demuestra la primera parte.

La segunda parte se demuestra analogamente. Dado o € G, k > 1,
o(m) — 7 € PFL, de manera que existe u, € B, unfvocamente determinado
por o, tal que o(m) — 7 = u,7m*"!. Si ahora tomamos 7 € Gy, la igualdad
o(m) — 7 = uem*! se transforma en

U = T0(T) — 7

(m) =) + (r(7) — )
7Tk+1)+u7 k+1

) ( )k+1+uT k+1
)(7T+U7— k+1)k+1_'_uTﬂ_k+1
G

(o) (1 + upm )k—H + ur);

=7(0
= 7(u
= 7(u
=(

si dividimos por %!, obtenemos que u,, = 7(us) +u, (mod P), ya que

k > 1; y puesto que 7(u,) = u, (mod ), porque 7 € Gy, obtenemos que
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Urg = Uy + U (mod P). Si reducimos médulo P, obtenemos un morfismo
aditivo de grupos Gy — B/B. El nicleo de este morfismo esta formado
por los elementos o € Gy tales que u, = 0 (mod P); es decir, tales que
o(r) — 7 € P2, Ahora bien, decir que o(7) — 7 € P2 equivale a decir
que para todo elemento b € B es o(b) — b € P2, En efecto; como antes,
podemos escribir b en la forma b = ¢ + d, para algunos elementos ¢ € By
y d € PB; puesto que ¢ € Bry 0 € Gy C Gy, es o(c) = ¢, de manera que
basta ver que o(d) — d € P**+2. Pero si escribimos d = am, a € B, entonces,
o(d) —d = olar) — ar = o(a)(o(n) — 7) + w(o(a) — a) € P2, ya que
o(m) —m € P2, por hipdtesis, o(a) € B,y o(a) —a € P! por ser o € G
Dicho de otra manera, el nicleo del morfismo Gy, — B/B es exactamente
Gy1, como se queria demostrar. [J

Corolario 5.6.6. Supongamos que el cuerpo residual es de caracteristica
positiva p; entonces, Gy es un p-grupo abeliano y el cociente Go/G1 es un
grupo abeliano de orden no divisible por p. [J

Definicién 5.6.7. Una extension B|A de anillos de Dedekind se llama mo-
deradamente ramificada en un ideal primo no nulo 8 C B cuando el indice
de ramificacién e(P|p) no es divisible por la caracteristica residual en B; en
caso contrario, se llama salvajemente ramificada. En el caso galoisiano, decir
moderadamente ramificada en I3 equivale a decir que el grupo de ramificacion

G1(PBlp) es trivial.

Corolario 5.6.8. Supongamos que los cuerpos residuales son finitos. En-
tonces, el grupo de descomposicion es un grupo resoluble.

DEMOSTRACION: En efecto, acabamos de probar que si la extensién residual
es separable, entonces el grupo de inercia es resoluble, ya que la cadena de los
grupos de ramificacién Gy, k > 0, es abeliana; por otro lado, si la extensiéon
residual es resoluble, puesto que el grupo cociente G_1/Gy es isomorfo al
grupo de Galois de la extension residual, la cadena Gy, k > —1, es abeliana;
y este es el caso si los cuerpos residuales son finitos. [

5.7. El grupo de inercia moderada

En el caso de extensiones de Galois de cuerpos de nimeros o, mas gene-
ralmente, en que la extensién residual A/p C B/P es separable, podemos
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considerar el cuerpo L& fijo por el grupo Gy; entonces, la extensién total-
mente ramificada en B, L|L!, “rompe” en una extensién moderadamente
ramificada LY |L! y una extensién, L|L%!, totalmente ramificada de grado
potencia de la caracteristica residual. En particular, la ramificacion total ain
se puede estudiar por etapas: una moderadamente ramificada y una salvaje-
mente ramificada.

Definicién 5.7.1. El grupo Gy/G; se llama el grupo de inercia moderada en
B; es un grupo de orden la parte libre de p del indice de ramificacion e(B|p),
donde p denota la caracteristica residual.

Para uso posterior, conviene establecer el resultado siguiente.

Proposicién 5.7.2. Supongamos que el cuerpo residual A/p es de cardinal
finito q y de caracteristica positiva p. El grupo de inercia moderada de la
extension B|A en B, Go/G1, es un grupo ciclico de orden divisor de ¢/ —
1, donde f := f(*B|p) denota el grado residual en P de la extension. Si
suponemos que el grupo G_1/Gy es abeliano, entonces, el orden de Go/G1 es
divisor de q — 1.

DEMOSTRACION: La primera parte es inmediata, ya que el cociente Go/G
se identifica con un subgrupo del grupo multiplicativo (B/§)*; veamos la
segunda.

Igual que en la demostracién de la proposicién de méas arriba, podemos
suponer que A es local y, por tanto, que P es un ideal principal; sea, pues,
7 € P un generador de P. Observemos que si o € G_1, entonces o(m) = uyT
para un cierto elemento entero u, € B; en particular, ya hemos visto que si
o € Gy, entonces u, ¢ Py la asignacién de la clase residual de u, a o, define
el morfismo inyectivo de grupos Go/G1 — (B/B)*.

Puesto que el grupo cociente Go/G; es ciclico, podemos considerar un
elemento o € Gy que genere el cociente Go/G1; se trata de demostrar que el
orden de ¢ como automorfismo de Gy/G; es un divisor de ¢ — 1. Para ello,
podemos considerar un elemento ¢ € G_; tal que la reduccién médulo B del
automorfismo ¢ : B — B sea el automorfismo de Frobenius del cuerpo finito
B/ sobre A/p; recordemos que el automorfismo de Frobenius de B/B es
dado por la asignacién b — b?. En particular, podemos escribir o(7) = u,,
o(m) = u,m, y pop(r) = v, para ciertos elementos ugy, uy, v € B.
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Con estas notaciones, podemos observar que se satisfacen las igualdades si-
guientes: por un lado, de la segunda se deduce inmediatamente que ¢~ (1) =
¢~ H(u,)tm; por otro, la hipdtesis que el cociente G_1/G; es abeliano nos
ensena que u, — v € B, ya que la accién de los dos automorfismos pop*
y o coincide médulo B2, de manera que pop 1 (7) — o(7) € P?; y podemos
dividir por m. Finalmente, podemos escribir:

pop ! (m) = oo™ (u,) ')
= (o (uy)um)
= o (uy) (U ug;

es decir, v = o~ (u,) "t o(uy)u,. Sitenemos en cuenta que o € Gy, obte-

nemos que o es la identidad en B/, de manera que

v = o (ug) (U
= ¢(uq)
= ug  (mod P),

por definicién de ¢. De aqui se deduce inmediatamente, ya que u, ¢ P, que
u™' =1 (mod ), de manera que o es de orden divisor de ¢ — 1, como
queriamos demostrar. [

5.8. Grupos de ramificacién y diferente

El objetivo de esta seccion es proporcionar una férmula explicita para el
calculo del diferente de una extensién en algunos casos particulares impor-
tantes. Conviene establecer algunas propiedades de los grupos de ramificacion
respecto a cadenas de extensiones.

Proposicion 5.8.1. Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de frac-
ciones, L|K wuna extension de Galois finita, B la clausura entera de A en
L, P C B un ideal primo no nulo de B, p := P N A su contraccion a A,
G = Gal (L|K) el grupo de Galois, H C G un subgrupo cualquiera de G,
K' == LM el cuerpo fijo, A" .= BN K' la clausura entera de A en K' y
B = PN A la contraccion de P a A’. Entonces, los grupos de ramificacion
de P sobre P' se pueden calcular por la formula

Gr(B/PB) = Gu(B/p) N H.
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DEMOSTRACION: Inmediata a partir de la definicién de los grupos de rami-
ficacién, ya que H = Gal (L|K'). O

Corolario 5.8.2. Si, ademds, el grupo H es uno de los grupos de ramifi-
cacion, pongamos Gi(B|p), entonces, los grupos de ramificacion G;(B|P’)
son exactamente el grupo Gi(B|p) para 0 < i < k, y G;(BIV') = G;(Blp),
para i > k. [J

Seguidamente se trata de hacer el calculo de los exponentes del diferente en
funcién de los 6rdenes de los grupos de ramificacion. Para ello, nos situaremos
en el caso local (cosa que podemos hacer siempre ya que el diferente y los
grupos de ramificacién se conservan por localizacién) y totalmente ramificado
(cosa que podemos hacer si nos restringimos a la extensién dada por el grupo
de inercia).

Proposiciéon 5.8.3. Con las mismas notaciones que en la proposicion an-
terior, supongamos que A es un anillo de Dedekind local, que la extension
residual A/p C B/PB es separable, y que la extension B|A es totalmente ra-
mificada en PB. Entonces, el exponente de B en el diferente D(B|A) es dado
por la suma finita

> (#Gr(B/p) - 1).

k>0

DEMOSTRACION: Puesto que la extensién es totalmente ramificada, 3 es el
unico ideal primo de B que divide p, y puesto que A es local, los anillos A
y B son principales. Elijamos un generador m de B y sea f(X) := Irr(m, K)
el polinomio ménico irreducible de A[X] que tiene 7 como raiz. Aseguramos
que en este caso 7 es un elemento primitivo de la extensién L|K y B = A[x].

En efecto, esto es una consecuencia del resultado mas general que sigue.

Lema 5.8.4. Con las mismas hipdtesis y notaciones, B = A[r] y el poli-
nomio f(X) :=Irr(mw, K) es un polinomio de Eisenstein respecto al generador

del ideal mazimal p de A.

DEMOSTRACION: Sea e := e(PB|p) = [L : K] el indice de ramificacién, que
coincide con el grado porque la extension es totalmente ramificada y la ex-
tension residual es separable. Comencemos por demostrar que los elementos
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son K-linealmente independientes; mas generalmente, supongamos que tene-
mos una igualdad de la forma

e—1
b=ay+am+ -+ Qo117 ",

con los elementos a; € K y b € L. Para todo indice 7, 1 < i < e — 1, tal
que a; sea no nulo, sea v; € Z el exponente de la potencia exacta de p que
contiene el elemento a;; esta potencia sélo es no negativa cuando a; € A
y, en caso contrario, el ideal p¥* sélo es un ideal fraccionario. Puesto que la
extensién de p al anillo B es el ideal B¢, y puesto que 7 es un generador
de P, los elementos a;7 tales que a; # 0 pertenecen exactamente al ideal
Pitevi. Los exponentes son todos diferentes, ya que lo son médulo e; luego,
la suma ag + a7 + - - - + a._ 7! pertenece al ideal P y no a P!, donde
t es el minimo de los exponentes i + ev; tales que a; # 0. En particular, si
b =0, ha de ser a; = 0 para todo indice 7, ya que 0 no pertenece a ninguna
potencia positiva de 3; esto nos dice que los elementos 1,7, ..., 7! son
K-linealmente independientes.

Pero ain nos dice mas; si b € A, entonces t ha de ser un multiplo no
negativo de e, ya que la potencia exacta de 8 que contiene b es e veces la
potencia exacta de p que contiene b en A. En particular, si b € A, entonces
t > 0y t es divisible por e; por tanto, todos los v; han de ser no negativos,
y b € A[r]; esto demuestra la igualdad B = A[n].

Finalmente, ya hemos hecho notar que el polinomio f(X) tiene coeficientes
en A; ademds, puesto que las potencias 1,7, 72, ..., 7 ! son K-linealmente
independientes, f(X) es un polinomio de grado e, ya que el grado no puede
sobrepasar al de la extension y ha de ser mayor o igual que e. Si ponemos
f(X) = X — (ap + a1 X + -+ + a._1 X¢1), obtenemos la igualdad 7¢ =
ap+a1m+ - +a._ 17! con a; € A; puesto que 7 pertenece exactamente al
ideal 3¢, resulta que t = e, y esto s6lo se consigue cuando t = evy, ya que, en
caso contrario, ¢t no es divisible por e. Dicho de otra manera, vg =1, y v; > 1
para todo indice ¢ > 1 tal que a; # 0; puesto que p es principal, resulta que
ap € p — p? es un generador de p y todos los demds coeficientes a; pertenecen
a p; es decir, f(X) es un polinomio de Eisenstein respecto a p. O

En consecuencia, el conductor de B en A[r| es trivial y, por tanto, el
diferente de la extensién es el ideal, potencia de B, generado por f'(7).
Calculemos este ideal. Si consideramos la derivada en 7 del polinomio f(X),
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podemos escribir f(X) = H(X —o(m)), de manera que f’(7) es el producto
oeG

f(m) =[x o)
o#l

I I =-otm,

k>0 0€Gr—Gri1

ya que Gy = G_; = G porque la extension es totalmente ramificada. Ahora,
para 0 € Gy, 0 ¢ Gj11, ha de ser b—o(b) € P*! para todo elemento b € B;
en particular, 7 —o(7) € P por otro lado, m1—a () ¢ P2, ya que en este
caso, obtendriamos que o € G, como en la demostracion de la proposicion
5.6.5. Asi, el exponent de B en el diferente D(B|A) = f'(7)B es la suma

Y (k+1)

k>0 UEGk—Gk+1

=Y (k4 1)(#Gk — #CGrp)

= (k+ D[(#Gx — 1) = (#Grs1 — 1)]
=Y (#Cr 1),

ya que G}, es trivial a partir de un lugar en adelante. Esto acaba la prueba.
O
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Capitulo 6

El teorema de
Kronecker-Weber

Este capitulo se dedica a hacer la demostracién del teorema de Kronecker-
Weber, que ya ha sido enunciado en el primer capitulo. De hecho, es el punto
culminante del curso y la “excusa’que hemos utilizado para hacer la intro-
duccién de los métodos generales de ramificacion y geometria de los niimeros
que se suelen utilizar en la teoria algebraica de niimeros.

6.1. El caso moderadamente ramificado

El objetivo de este capitulo es presentar una demostracién completa del
resultado siguiente.

Teorema 6.1.1. (Kronecker-Weber) Sea K|Q una extension abeliana. En-
tonces, eriste una raiz de la unidad, ¢, tal que K C Q(().

Recordemos que ya lo hemos demostrado en el caso en que la extension
K|Q sea cuadratica. Ahora conviene hacer la reduccién de la prueba al caso
de las extensiones ciclicas de grado potencia de un nimero primo. Concreta-
mente, podemos comenzar por establecer el resultado siguiente.

Proposicién 6.1.2. Si el teorema de Kronecker-Weber se satisface para to-
das las extensiones ciclicas de grado potencia de primo, entonces se satisface
para todas las extensiones abelianas.

139
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DEMOSTRACION: Basta considerar que toda extensién abeliana descompone
en producto linealmente disjunto de extensiones ciclicas de grado potencia
de primo. Esto se deduce del hecho que todo grupo abeliano descompone en
producto directo de p-subgrupos y estos en producto directo de subgrupos
ciclicos; concretamente, supongamos que G := Gal (K|Q) descompone en

producto G := HG“ donde p; es un nimero primo cualquiera y G; es un

7
pi-grupo ciclico. Sea K; el subcuerpo de K fijo por el subgrupo H G; de G;
J#

entonces, K;|Q es una extensién ciclica de grado potencia de un nimero primo
pi; por hipétesis, existe una raiz de la unidad ¢; tal que K; C Q((;). Sean
n; € Z tales que (; es una raiz primitiva n;-ésima de la unidad, n := mem{n;}
y  una raiz primitiva n-ésima de la unidad. Puesto que K es la composicion
de los cuerpos K;, obtenemos que K C Q((¢), que es lo que se queria probar.
O

Recordemos que toda extension de Q ramifica en algin nimero primo.
Ahora, se trata de hacer la reduccion de la prueba del teorema de Kronecker-
Weber al caso en que el conjunto de los niimeros primos que ramifican consiste
s6lo en el primo que divide el grado; dicho de otra manera, podemos suponer
que la extensiéon es ciclica de grado potencia de un nimero primo p y no
ramificada en todo nimero primo ¢ diferente de p.

Efectivamente. Supongamos que K|Q es ciclica de grado potencia de un
numero primo p y que £ # p es un nimero primo que ramifica. Sea £ un
ideal primo del anillo de los enteros del cuerpo K que divide /; en particular,
la extensién K|Q es moderadamente ramificada en £; es decir, el grupo de
ramificacion G1(£|¢) es trivial. Puesto que el orden del grupo de inercia en £
es un divisor del grado, ha de ser una potencia de p, pongamos p™; y puesto
que el cuerpo residual de Z en / es el cuerpo Fy, el hecho que el cociente
G_1(£]¢)/G1(£]¢) sea abeliano nos permite asegurar que el orden del grupo
de inercia divide ¢ — 1; por tanto, f =1 (mod p™). Ahora bien, la extensién
Q(¢r)|Q es ciclica, no ramificada fuera de ¢ y totalmente ramificada en ¢; en
consecuencia, existe un unico subcuerpo L C Q((,) tal que la extensién L|Q

es ciclica, totalmente ramificada en ¢, no ramificada fuera de ¢ y de grado
m

p".
Consideremos el cuerpo composicién K L. Puesto que las extensiones K|Q
y L|Q son abelianas de grado potencia de p, también la composicién K L|Q
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es una extensién abeliana de grado potencia de p, pongamos p"*t, donde
t<myp":=[K:Q]. Sean £ un ideal primo del anillo de los enteros de
KL que divida £, I' := Go(£'|¢) el grupo de inercia de £ sobre el primo ¢,
y H := Gal (L|Q) ~ Z/p™Z el grupo de Galois.

El morfismo de restriccién Gal (KL|Q) — Gal (K|Q) aplica el grupo
de inercia I" en el grupo de inercia Go(£|¢), de manera que se obtiene una
inclusién I' C Go(£]¢) x H, por via de la identificaciéon de Gal (K L|Q) con
un subgrupo del producto Gal (K|Q) x Gal (L|Q). Por otro lado, el orden
del grupo de inercia I’ es multiplo de p™, ya que el indice de ramificacién
de £ sobre /£ es divisible por el indice de ramificacién de £ sobre /; y, como
antes, los grupos de ramificaciéon superiores G;(£'|¢), i > 1, son triviales, ya
que la extensién es de grado potencia de p y p no divide la caracteristica
residual ¢; por tanto, el grupo de inercia I’ es ciclico. Ademads, el orden
de los elementos del grupo producto Go(£|¢) x H es un divisor de p™, ya
que ambos grupos son ciclicos de orden p™; puesto que el orden de I’ es
como minimo p™ y I’ es ciclico, el orden de I’ es exactamente p™. Asi, si
designamos por K’ el subcuerpo de K L fijo por el subgrupo I’, la extensién
K'|Q es no ramificada en ¢; y puesto que L|Q es totalmente ramificada en
¢, ha de ser K’ N L = Q; por tanto, el subcuerpo K'L C KL es de grado
[K'L:Q]=[K':Q]L:Q]=[KL: Q] yaque el grado de la extensién K'|Q
es el grado de la extensién K L|Q dividido por el indice de ramificaciéon de £’
sobre ¢, que es exactamente el mismo que el grado de la extensién L|Q; en
consecuencia, obtenemos la igualdad de cuerpos K'L = K L.

De esta manera, si demostramos que el cuerpo K’ es ciclotémico, puesto
que L también lo es, lo es su composicion K'L = KL, de manera que el
cuerpo K, siendo subcuerpo de un cuerpo ciclotémico, también es un cuerpo
ciclotémico. Ahora, el cuerpo K’ no ramifica en ¢, por construccién, y sus
primos de ramificacién forman un subconjunto del conjunto de los primos
de ramificacién de la extensién K|Q; puesto que el conjunto de primos de
ramificacién de la extensién K|Q es finito, podemos repetir el argumento y
suponer que la extensién K|Q es no ramificada fuera de los ideales primos
que dividen p.

En estos momentos podemos demostrar el teorema de Kronecker-Weber
para el caso moderadamente ramificado. Pero podemos decir atin maés.

Proposicién 6.1.3. Sea K|Q una extension abeliana de grado potencia de
un niamero primo p, [K : Q] = p™, que sdlo ramifica en un primo € # p.
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Entonces, ¢ =1 (mod p™), la extension K|Q es totalmente ramificada en ¢,
y K es el inico subcuerpo de Q((;) de grado p™. En consecuencia, también,
la extension K|Q es ciclica.

DEMOSTRACION: Para la primera parte, podemos suponer que la extension
K|Q es ciclica de grado potencia de un ntimero primo p. Sea ¢ un primo dife-
rente de p que ramifica; acabamos de probar que £ =1 (mod p™). Ademas,
las extensiones K|Q y L|Q de la discusién anterior sélo ramifican en el primo
; por tanto, la extensién K’|Q es no ramificada en todo primo; puesto que
todo cuerpo de nimeros K’ # Q ramifica en algin primo, ha de ser K/ = Q;
en consecuencia, K C KL = K'L = L y L es el inico subcuerpo de grado p™
de Q(¢). El final es claro; si no suponemos que la extensién K|Q es ciclica,
podemos considerar K como la composicién de extensiones ciclicas; cada una
de ellas es un subcuerpo de Q({;) de manera que K también. Puesto que la
extension Q(¢,)|Q es ciclica, hemos acabado. [J

Corolario 6.1.4. Sea K|Q una extension abeliana y moderadamente rami-
ficada en todos los ideales primos. Entonces, existe una raiz de la unidad C

y K C Q).

DEMOSTRACION: En virtud de la proposicién 6.1.2, podem suposar que la
extension K|Q es ciclica. Por otro lado, la reduccién sucessiva de K a K’
en la discusion precedente a la proposicién anterior permite suponer que el
cuerpo K sélo ramifica en un ideal primo; y, en este caso, la proposicion
anterior acaba la prueba. [

Observacién 6.1.5. En particular, si K|Q es una extension abeliana, ¢1, . . .,
ly los primos que ramifican, y si el grado de la extension no es divisible por
ninguno de los primos ¢;, entonces el cuerpo K es un subcuerpo del cuerpo
ciclotémico Q(¢), donde ( es una raiz n-ésima de la unidad paran = £y - - - (.

6.2. El caso ciclico de grado potencia de un
primo impar
Hemos visto que para establecer el teorema de Kronecker-Weber es sufi-

ciente demostrarlo para el caso de las extencions ciclicas de grado potencia
de un ntimero primo p y que sélo ramifican en p. Se trata de verlo en el caso
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en que p es un primo impar. Necesitaremos el resultado siguiente en hipotesis
mas generales.

Proposicién 6.2.1. Sean p un nimero primo impar y K|Q una extension
abeliana de grado p™ que sélo ramifique en el primo p. Entonces, K|Q es
totalmente ramificada en p y ciclica.

DEMOSTRACION: Sean ‘B un ideal primo del anillo de los enteros de K que
divide pi I := Go(*B|p) el grupo de inercia. El cuerpo fijo por I es un cuerpo
extension de Q que no ramifica en ningin ideal primo; por tanto, en virtud
del teorema de Hermite-Minkowski K/ = Q y la extensién K |Q es totalmente
ramificada en p; dicho de otra manera, el grupo de inercia es todo el grupo
de Galois de la extensién. En particular, la extension residual es trivial y
el cuerpo residual de K en ‘B es F,. Puesto que conocemos la estructura
de los cocientes sucesivos de los grupos de ramificacion, podemos asegurar
que el grupo de inercia coincide con el grupo de ramificacion GGy, y que para
todo numero entero k > 1 el cociente Gy /Gyy1 es un grupo abeliano trivial
o ciclico de orden p. Por tanto, la extensién es totalmente ramificada en p.
Para ver que la extension es ciclica se trata de aplicar el resultado siguiente.

Lema 6.2.2. Supongamos que K|Q es una extension abeliana de grado p que
sdlo ramifica en p; entonces, el grupo de ramificacion Go(B|p) es trivial.

DEMOSTRACION: Si localizamos en S := Z — pZ podemos suponer que ‘B
es un ideal principal, y podemos elegir un generador m de . Sea f(X) :=
Irr(m, Q) el polinomio moénico irreducible de Q[X] que tiene 7 por raiz; de
hecho, puesto que 7 es entero sobre S™'Z, f(X) € S™'Z[X]. Puesto que
la cadena de los grupos de ramificacién es trivial a partir de un lugar en
adelante, podemos considerar un nimero entero k tal que Gy # (1) pero
Gre1 = (1); y puesto que Gy = G| ~ Z/pZ, ha de ser k > 1. Se trata de ver
que k = 1.

Si consideramos la derivada en 7 del polinomio f(X) obtenemos las rela-
ciones f'(m) € PEIE=1 v #/(7) ¢ PEFDE-D+1 En efecto, podemos es-
cribir f(X) = H (X — o(m)), de manera que f’(7) es el producto f'(7w) =

ocelGy
H(w— o(m)); pero puesto que 0 € Gy y 0 ¢ Gj11, ha de ser b—o(b) € PrH!

o#1
para todo elemento b entero de K sobre S™!Z; en particular, 7—o(7) € PBF;
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por otro lado, 7 — o(7) ¢ P*2, ya que en este caso, obtendriamos que
o0 € G411 como en la demostracion de la proposicion 5.6.5. Ahora basta mul-
tiplicar por todos los automorfismos o € Gy, o # 1. Por otro lado, podemos
escribir una igualdad de la forma

fl(m)=pr?  + (p— Da, 172 + -+ + 2a97 + ay,

donde los coeficientes a; son elementos de S™'Z; es decir, son nimeros
racionales que tienen denominadores enteros no divisibles por p. Puesto que
la extension K|Q es totalmente ramificada y de grado p, la extensién de p
es el ideal ‘B?, de manera que cada uno de los coeficientes a; que sean no
nulos es un elemento de una potencia B/ con n; > 0. En particular, si
v; denota el exponente de P que contiene el sumando ya;m ! pero tal que
ya;m~1 ¢ Pit! obtenemos que v; = j—1 (mod p); en consecuencia, todos
los sumandos no nulos estan en potencias diferentes de P y la suma estd en
la potencia que tiene el exponente v; menor. En particular, obtenemos la
desigualdad (kK +1)(p — 1) < wv,—1 = 2p — 1; puesto que k > 1y p > 2, esto
implica que k = 1, de manera que G5 = (1), como queriamos probar. [J

Para hacer la demostracién de la proposicién, sabemos que G = Gy = G7y;
sea k > 2 tal que G = Gy, pero G411 & Gy; el cociente Gy /G es un grupo
abeliano ciclico de orden p. Puesto que G es un p-grupo abeliano finito, si no
fuese ciclico deberia tener més de dos subgrupos de indice p (como minimo,
habria de tener p + 1); por tanto, es suficiente probar que Gy es el tnico
subgrupo de G de indice p.

Supongamos que H fuese un subgrupo de indice p de G diferente de G, 1;
se trata de llegar a contradiccién. Para ello, consideremos los cuerpos fijos K
y K%+ y sean Py v Pri1 las contracciones a estos cuerpos del ideal primo
P del anillo de los enteros de K. El célculo de los grupos de ramificacion

de B para estas extensiones se puede hacer de manera sencilla. Puesto que
Gal (K | K Gk“) = G411, obtenemos las igualdades

GiﬂGk+1:Gk+1 510§z§k+1,

G; =
(BIBr-+1) {Gi NGrr=G;  sii>k+1;

AT TGN € Gy sii> k4L

esta ultima igualdad porque H # Gji1 y ambos son subgrupos de indice
p de G. Estos calculos nos permiten comparar los exponentes de B en los
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diferentes de las extensiones K|K% y K|K%1 de la manera siguiente:

D #GNH—1) <Y (#G;N Gy — 1),

120 >0

ya que los k primeros sumandos son iguales, el k + 1-ésimo satisface la de-
sigualdad estricta, y los siguientes satisfacen la desigualdad <.

Por otro lado, el lema nos permite asegurar que el exponente del diferente
de las extensiones K7|Q y K%+ |Q es el mismo, ya que los grupos Gy y
(G7 de las dos extensiones son ciclicos de orden p y los grupos G5 son trivia-
les. Si ahora consideramos el diferente de la extensién K|Q y calculamos el
exponente de P en esta extensién utilizando la féormula de la transitividad
del diferente para cadenas de extensiones obtenemos una contradiccion, ya
que la extension a K de los ideales Py y Pri1 es exactamente la misma,
‘Bpmfl, porque las extensiones son totalmente ramificadas de grado p™~!. En
consecuencia, ha de ser H = G4 y G es ciclico. [

Proposicién 6.2.3. Sean p un primo impar y K|Q una extension ciclica de
grado p™ que sdlo ramifique en p. Entonces, K es el inico subcuerpo de Q(()
de grado p™, donde ¢ es una raiz primitiva p™t-ésima de la unidad.

DEMOSTRACION: En efecto, sea K’ el tinico subcuerpo de Q(¢) de grado
p™; entonces, las dos extensiones K|Q y K'|Q satisfacen las condiciones del
enunciado; es decir, son ciclicas de grado p™ y sélo ramifican en p; por tanto,
el cuerpo composicién KK’ es un cuerpo extension abeliana de Q que sélo
ramifica en p y de grado potencia de p; en virtud de la proposicién anterior,
ha de ser ciclico y de grado potencia de p; puesto que contiene dos cuerpos K
y K’ que tienen el mismo grado sobre QQ, ha de ser K = K’ como queriamos
ver. [

6.3. El caso ciclico de grado potencia de 2

Hemos reducido la demostracion del teorema de Kronecker-Weber al caso
de las extensiones ciclicas de grado potencia de 2 que sélo ramifiquen en 2.
Para acabar la prueba, comencemos por demostrar el resultado siguiente.

Proposicién 6.3.1. Sea K|Q una extension abeliana de grado 2™ que sédlo
ramifique en 2 y supongamos que K C R. Entonces, K es exactamente el
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subcuerpo real mazimal Q(C + (') del cuerpo Q((), donde ¢ es una raiz
primitiva 2™ 2-ésima de la unidad.

DEMOSTRACION: Sabemos que toda extensién cuadrética de Q es ciclotémica
y que si s6lo ramifica en 2 es uno de los tres cuerpos Q(i), Q(v/2), o Q(v/—2),
que son los tres tnicos subcuerpos cuadréticos de Q(¢), donde ¢ es una raiz
primitiva 8 = 23-ésima de la unidad; por tanto, el resultado es claro en el
caso m = 1, ya que Q(ﬁ) es el inico de estos cuerpos que es real.

Supongamos, pues, que m > 2. Puesto que K|Q es abeliana de grado
divisible por 2, K contiene un subcuerpo cuadratico; el hecho que el cuerpo
K sea real y que la extensién K|Q sélo ramifique en 2 impone las mismas
restricciones a este subcuerpo cuadratico; por tanto, K contiene el tnico
cuerpo cuadratico real que sélo ramifica en 2. Esto implica que el grupo
de Galois de la extensién K|Q sélo tiene un subgrupo de indice 2 y, en
consecuencia, es ciclico.

Comparemos el cuerpo K con el cuerpo L := Q(¢ + ¢71). El cuerpo
composicién KL es un cuerpo real y la extension K L|Q es abeliana, no
ramificada fuera de 2 y de grado potencia de 2; acabamos de probar que la
extension K L|Q es ciclica; puesto que contiene K y L, que son del mismo
grado sobre Q, ha de ser K = L, como queriamos demostrar. [

Ahora podemos acabar la demostracién del teorema de Kronecker-Weber.

Proposicién 6.3.2. Sea K|Q una extension abeliana de grado 2™ y no rami-
ficada fuera de 2. Entonces, K es uno de los tres subcuerpos Q(¢?), Q(¢+¢71),
Q(¢ —¢71) del cuerpo ciclotémico Q(¢), donde ¢ es una raiz primitiva 2™ 2-
ésima de la unidad. Estos cuerpos son los inicos subcuerpos de Q(C) de grado
2™ sobre Q.

DEMOSTRACION: En efecto, el cuerpo composiciéon de K y Q(i), K (i), es
un cuerpo extension abeliana de Q, no ramificada fuera de 2, y de grado
potencia de 2, 2", con n < m + 1. Sea K (i)™ := K(i) N R, el subcuerpo
real maximal de K (i); es un cuerpo real, no ramificado fuera de 2, y de
grado 2°, s <n —1 < m, yaque i ¢ K(i)*; por tanto, K(i)* es subcuerpo
de Q(¢ + ¢71), que es el tinico cuerpo real que satisface estas condiciones.
Para acabar, es suficiente demostrar que K (i) es el cuerpo K (i)"(i) que,
claramente, es un subcuerpo de Q(¢ 4 ¢71)(i) = Q((). Pero K (i)™ (i) C K ()
y los dos cuerpos son de grado 2 sobre K (i)"; por tanto, coinciden. [J
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6.4. Conductor de una extension abeliana de

Q

Sea K|Q una extensién abeliana. El teorema de Kronecker-Weber nos
permite asegurar la existencia de una raiz de la unidad ¢ tal que K C Q(().

Definicién 6.4.1. Se llama conductor de una extensién abeliana K|Q el
menor entero positivo n tal que K C Q((,), donde (,, es una raiz primitiva
n-ésima de la unidad.

Observacion 6.4.2. Sin es impar, entonces Q((2,) = Q((,,), de manera que
el conductor de una extensién abeliana de Q es un numero natural n # 2

(mod 4).

El teorema de Kronecker-Weber admite una formulaciéon més precisa. En
efecto, podemos establecder facilmente el resultado siguiente.

Teorema 6.4.3. (Kronecker-Weber) Sea K|Q una extension abeliana. Sean
D1,D2; - - - Dk los primos de Z que ramifican en K y pongamos e; 1= p;'e;,
con €, no divisible por p;, el indice de ramificacion de p;, 1 < i < k, en la
extension K|Q. Entonces, el conductor n de K es dado por

41 . L
. { et p st p; # 2 para todo indice 1,

2p] T sip =2,
donde ¢ € {0,1}.

DEMOSTRACION: De hecho, este resultado estd incluido en la sucesién de re-
ducciones que hemos hecho de la prueba del teorema. En efecto, la reduccién
al caso de extensiones ciclicas de grado potencia de un primo se ha hecho
tomando como conductor de K el minimo comun multiplo de los conduc-
tores de los factores ciclicos; por otro lado, la reduccion al caso salvajemente
ramificado s6lo anade una raiz pips - - - pp-ésima de la unidad, como maximo.
Finalmente, en el caso K|Q ciclica, de grado potencia de p, y no ramifica-
da fuera de p, hemos tomado una rafz primitiva p"*t!-ésima de la unidad, si
p # 2,y 22 = 2. 2" ¢sima, si p = 2. Por tanto, el valor n dado en el
enunciado es un multiplo del conductor.
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3 1 1 z . . .z
Por otro lado, si m = p['ph*' ... p;’“+ , el indice de ramificacién de p; en

la extensiéon Q((,)|@Q no es divisible por pi', de manera que el conductor de
K ha de ser divisible por p?“ para todo primo p; que ramifique en K. [

El valor de € se puede determinar en cada caso a partir de la sucesién
de subcuerpos K’ que se obtienen por el procedimiento descrito justo antes
de la proposiciéon 6.1.3. Soélo hay que notar que si ( es una raiz primitiva
2m+2_¢sima de la unidad, y si K = Q((?), entonces ¢ = 0, mientras que si
K=Q(+¢"YHoK=Q(—C("1), entonces ¢ = 1.

Corolario 6.4.4. Sean K|Q una extension abeliana, n su conductor, y ¢ una
raiz primitiva n-ésima de la unidad. Entonces, la extension Q(C)|K es mo-
deradamente ramificada en todos los ideales primos del anillo de los enteros
de K.

DEMOSTRACION: La potencia de un ntimero primo p que divide el indice de
ramificacién e,(Q(¢)|Q) es exactamente la misma que divide e,(K|Q); por
tanto, si p es un ideal primo del anillo de los enteros de K que divide p, el
indice de ramificacién de p en Q(¢)|K no es divisible por p. O

Observacién 6.4.5. Si K es un cuerpo de nimeros y L|K es una extension
abeliana, no es cierto en general que L C K (() para ninguna raiz de la unidad
C.

En efecto, consideremos el cuerpo Q(a), donde o® —a +1 = 0 y sea
K := Q(v/—23). La extensién K («)|K es ciclica de grado 3 y no ramifica en
ningin ideal primo de K; pero K («) no puede estar incluido en ningtin cuerpo
K(¢) para raices de la unidad ¢, ya que por ser K C Q((a3), obtendriamos
que Q(«) seria un subcuerpo de Q((, (a3), de manera que Q(«)|Q seria una
extension abeliana; pero Q(a)|Q no es ni tan solo de Galois.



Capitulo 7

Ramificacion en el caso infinito

El objetivo de este capitulo es hacer un resumen de las propiedades de la
ramificacién y escribirlas sin la hipotesis de finitud de las extensiones. Para
ello, hemos de situarnos en el caso galoisiano y hay que repasar, en primer
lugar, la teoria de Galois en el caso general, no necesariamente finito.

7.1. Teoria de Galois

Sea L|K una extensién algebraica, no necesariamente finita, de cuerpos.
Entonces, el cuerpo L es el limite inductivo (si se quiere, la reunién con-
juntista) de todos los subcuerpos K’ C L tales que K'|K es una extensién
finita.

Definicién 7.1.1. Se dice que la extension L|K es una extensién de Galois
si es normal y separable.

En este caso, las extensiones de Galois finitas K'|K tales que K’ C L
forman un sistema cofinal del sistema de todas las subextensiones finitas de
L|K; por tanto, el cuerpo L también es el limite inductivo de los subcuerpos
K' C L tales que K'| K es una subextensién de Galois finita de L|K. Ademas,
el grupo de Galois Gal (L|K) es el limite proyectivo de los grupos de Galois
Gal (K'|K) para las subextensiones de Galois finitas K'|K de L| K. Es decir,
Gal (L|K) es un grupo profinito; por tanto, un grupo topoldgico que admite
una base de entornos del elemento neutro formada por los grupos de Galois

149
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Gal (L|K") donde K'|K describe el conjunto de las subextensiones de Galois
finitas de L| K. Los grupos Gal (L|K") son subgrupos normales de Gal (L|K).
En particular, Gal (L|K) es un grupo topoldgico Hausdorff y compacto.

Recordemos el teorema fundamental de la teoria de Galois.

Teorema 7.1.2. Sea L|K una extension de Galois cualquiera de cuerpos.
Existe una aplicacion biyectiva entre el conjunto de los subgrupos cerrados H
de Gal (L|K) y el conjunto de los subcuerpos L' de L que contienen K dada
por la asignacion

He— L :=L"

con inversa dada por

L'+~ Gal (L|L").

Los subgrupos abiertos H se corresponden con los subcuerpos L' tales que la
extension L'|K es finita. O

Ejemplo 7.1.3. El grupo de Galois absoluto de un cuerpo finito

Consideremos un cuerpo finito K := F, de cardinal ¢ y caracteristica p. Es
bien conocido que para todo numero entero n > 1 el cuerpo F, tiene una y
solo una extension de grado n en una clausura algebraica fija L := Fp de Fy;
es el cuerpo Fy» formado por 0 y las raices (¢" — 1)-ésimas de la unidad de
Fq. En particular, la extensién F|F, es una extensién ciclica de grado n,
generada por el automorfismo de Frobenius, z — x9, de Fyn.

Por otro lado, esta misma asignacién, para z € Fq, define un elemento
Frob, de Gal (E|Fq); se llama el automorfismo de Frobenius de la extension
F,|F,. La restriccién de Frob, a F, es el automorfismo de Frobenius de la
extension F»|F,. El cuerpo fijo por el subgrupo de Gal (Fquq) generado por
Frob, es el cuerpo F,, de manera que la adherencia de este subgrupo es todo
el grupo de Galois. Dicho de otra manera, el grupo Gal (Fqﬂﬁ‘q) es generado
topolégicamente por un soélo elemento, Frob,.

Esto nos dice que el grupo de Galois Gal (F,|F,) es (isomorfo a) el limite

proyectivo de los grupos Z/nZ; es decir, Gal (FqHFq) 2, la completacion

profinita de Z.

Ejemplo 7.1.4. Fijemos un niimero primo impar p y, para todo nimero en-
tero n > 1, consideremos una raiz primitiva p"-ésima de la unidad, 7,, := (.
Sea K, := Q(n,) y pongamos L := K, el cuerpo reunién de los cuerpos K.
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El grupo de Galois de cada una de les extensiones K,,|Q es un grupo ciclico de
orden (p — 1)p"~! generado por un automorfismo de K, determinado univo-
camente por su accién sobre n,. Ademads, 7}, es un elemento primitivo de
la extension K,|Q, de manera que el morfismo natural dado por restriccién,

Gal (K,.41/Q) — Gal (K, |Q),

aplica un generador en un generador. En consecuencia, el grupo de Galois de
la extensién K, |Q es isomorfo al limite proyectivo de los grupos abelianos
(Z)p" T Z)* ~ Z)p"ZxZ](p—1)Z; es decir, es isomorfo al grupo abeliano Z,*
formado por los elementos inversibles del anillo Z,, limite proyectivo de los
anillos Z/p"*1Z. Dicho de otra manera, Gal (K, |Q) es isomorfo al producto
cartesiano Z, x Z/(p — 1)Z.

En estos ejemplos se observa que el cuerpo L es el limite inductivo de una
familia numerable de subcuerpos K’ C L tales que K'|K es una extension
finita. Ain maés, en estos ejemplos se puede demostrar que L es la reunion de
una sucesion numerable de tales subcuerpos. Pero esto no es cierto en general;
por ejemplo, podemos considerar una cantidad no numerable de elementos
algebraicamente independientes X; sobre un cuerpo k y formar el cuerpo de
fracciones K del anillo de polinomios en estas indeterminadas y coeficientes
en k. Se trata de ver que si L es una clausura algebraica de K, entonces no
existe ninguna familia numerable de subcuerpos K,, C L tales que K,|K sea
una extension finita y L sea el limite inductivo de la familia de cuerpos K.
Por ejemplo, este es el caso si tomamos k =Q y L = C.

En efecto, el limite inductivo de una familia numerable de extensiones
finitamente generadas de un cuerpo K es un cuerpo numerablemente gene-
rado sobre K, mientras que la extensién L|K no puede ser numerablemente
generada ya que ha de contener todas las raices m-ésimas de todas las inde-
terminadas X; para todos los nimeros enteros m > 2, y éstas generan una
subextensién de L que no es numerablemente generada sobre K.

Esta observacion hara que, a partir de ahora, restrinjamos el estudio a
situaciones més llanas.
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7.2. Grupos de descomposicion y de inercia

Sean A un dominio integramente cerrado de dimensién 1, K su cuerpo
de fracciones, L|K una extensién de Galois, no necesariamente finita, y B
la clausura entera de A en L. En particular, B es un dominio de integridad
integramente cerrado y de dimensién 1, ya que es una extension entera de un
anillo de dimension 1. En general, sin embargo, y aunque A sea un anillo de
Dedekind, B puede no ser un anillo de Dedekind. Para ver esto, daremos un
ejemplo concreto.

Fijemos un nimero primo p y consideremos, para todo nimero entero
n > 1, una raiz primitiva p”-ésima de la unidad, 7,, la sucesiéon de cuerpos
K, := Q(n,), y pongamos K, la reunién de esta cadena de cuerpos. El anillo
de los enteros de cada uno de los cuerpos Q(n,) es el anillo A, := Z[n,| v la
clausura entera de Z en K, es el anillo A, reunién de los anillos A,,. Por
otro lado, sea P, el ideal de A,, generado por el elemento 1 — 7,; es el tnico
ideal primo de A,, que divide p. El ideal B, de A, generado por todos los
elementos 1—m, es, pues, la reunién de todos los ideales 3,,; en consecuencia,
Poo no es el ideal total de A, y es un ideal maximal con cuerpo residual
F,, que es el cuerpo residual de B,, en A, para todo n. Ahora bien, el ideal
primo ‘P, coincide con su potencia p-ésima, ya que el ideal generado por
1 —n, es la potencia p-ésima del ideal generado por 1 — 1,41 en el anillo
A,y1. En consecuencia, en A, no hay descomposicién tnica de los ideales
como producto de ideales primos no nulos y A, no puede ser un anillo de
Dedekind.

Volvamos a la situacién general. A pesar de que los anillos A y B no
sean anillos de Dedekind, dado un ideal primo no nulo P C B, si ponemos
p =P N A su contraccién a A, el ideal p es un ideal primo no nulo de A y
podemos, aun, definir los grupos de descomposicién y de inercia de 3 sobre
p por las férmulas

G_1(Blp) = {0 € Gal(L|K) : o(F) = P},
Go(PBlp) := {0 € G_1(B|p) : o actia trivialmente en el cociente B/PB}.

En particular, esta definicién se aplica en el caso en que el anillo A es la
clausura entera de Z en un cuerpo extension algebraica de Q, no necesaria-
mente finita, y también en el caso de un anillo simetrizado de este anillo
respecto de cualquier sistema multiplicativamente cerrado. Estas situaciones
son las que nos interesan de manera especial.
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A partir de ahora, y para lo que resta de este capitulo, dada una extension
de Galois L|K de manera que K es el cuerpo de fracciones de un dominio
integramente cerrado de dimensién 1, supondremos que la extensién L|K se
puede escribir como el limite inductivo de una familia numerable de subex-
tensiones finitas K'|K de L|K. En este caso, podemos elegir una sucesién
(numerable) de subextensiones de Galois finitas K,|K de L|K tales que para
todo numero natural n es K, C K, y el cuerpo L es la reunion de la
cadena de cuerpos K,; en particular, esto lo podremos hacer siempre que el
cuerpo L sea numerable; por ejemplo, un cuerpo de ntimeros algebraicos, no
necesariamente finito sobre Q.

Igual que en el caso finito, podemos escribir el resultado siguiente.

Lema 7.2.1. Sea p un ideal primo cualquiera del anillo A. Entonces, el
grupo de Galois Gal (L|K') actia transitivamente en el conjunto de los ideales
primos B de B que dividen p; es decir, tales que PN A =p.

DEMOSTRACION: Sean 3,3’ C B ideales primos de B que tengan la misma
contraccién a A, p := PN A =P’ N A. Elijamos una sucesién de subexten-
siones de Galois finitas K,|K de L|K tales que Ky = K, K,, C K, ;1 para

todon >0,y L = U K,; para todo nimero entero n > 0 denotemos por
n>0

A, la clausura entera de A en K,, y sean B, ;== PN A, y B, =P NA,
las contracciones de B y P’ al anillo A,,. Puesto que la extension K,|K es
de Galois finita, existe o, € Gal (K,|K) tal que 0,(B,) = PB.,; ésto se ha
enunciado en el capitulo tercero con la hipétesis suplementaria que el anillo
A es de Dedekind, pero esta hipdtesis no se ha utilizado; de hecho, sélo se ha
utilizado que el anillo A es un dominio integramente cerrado. Si demostramos
que podemos elegir esta sucesion de manera que cada o, sea la restriccion
de 0,41 al cuerpo K, ya habremos acabado; en efecto, en este caso, existe
un automorfismo o € Gal (L|K) tal que la restriccién de o a cada uno de los
cuerpos K, es el automorfismo o, ya que Gal (L|K) es el limite proyectivo
de los grupos de Galois Gal (K,|K); entonces, el ideal primo de B, o(%B), es
la reunién de los ideales P! = 0,(B.,,); por tanto, o(P) = P, como habia
que demostrar.

Veamos, pues, que podemos elegir los automorfismos ¢,, de manera que la
restriccion de 0,41 al cuerpo K, sea el automorfismo o, y que 0,11 (Pni1) =
B, - Para ello, dado oy, sea 7,11 € Gal (K, 41|K) una extensién cualquiera
de o, al cuerpo K, ,1; entonces, 7,41 transforma el ideal primo B,,,; en un
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cierto ideal primo 7,41 (Pn+1) de A,11; puesto que 71 (Prt1) ¥y P4y son
ideales primos de A, 1 que contraen al ideal primo P/, de A,, y la extensién
K, 11]K, es de Galois finita, existe un elemento p,+1 € Gal (K,;1|K,) tal que
Pr1(Tng1(Bnt1)) = Ph,,1; entonces, podemos tomar 0,41 = Ppt1 0 Tny1 €
Gal (K, 41| K,) y este automorfismo extiende o,, ya que 7,41 lo extiende y
pr+1 s la identidad en K,,, y manda el ideal P, al ideal 7, ; ésto es lo

que habia que demostrar. [

Proposicion 7.2.2. Sean A un dominio integramente cerrado de dimension

1, K su cuerpo de fracciones, K = Ko C K1 C---C K, CK,41 C... una

cadena de extensiones de Galois K,|K, L := U K, la reunion de la cadena,
n>0

B la clausura entera de A en L, P C B un ideal primo no nulo de B, y

p =P N A su contraccion a A. Entonces:

(i) la extension residual B/B|A/p es una extension algebraica normal de
cuerpos;

(1) los grupos de descomposicion y de inercia G_1(B|p) y Go(B|p) son sub-
grupos cerrados de Gal (L|K); y

(111) la sucesion natural de morfismos de grupos topoldgicos

1 — Go(Blp) — G2 (Blp) — Gal(B/P[A/p) — 1

es exacta.

DEMOSTRACION: Sean A, := BN K, y ‘B, := PN A,, para todo n > 0.
Entonces, B = U A, B = U B, vy B/P = U(An/‘Bn); en consecuencia,
n>0 n>0 n>0
la extensién residual B/B|A/p es algebraica y normal, el grupo de descom-
posicién G_1(PB|p) es el limite proyectivo de los grupos de descomposicién
G_1(B.|p) v el grupo de inercia Go(B|p) es el limite proyectivo de los gru-
pos de inercia Go(B,|p); en particular, ambos son subgrupos cerrados de
Gal (L|K). Por otro lado, disponemos de diagramas conmutativos con las
filas exactas

A A
I = o) — Ga(Bunlp) — Gal( —) ~
l l ;Bf+1 p

I~ GolBulp) — Gy — Gal(ﬁé) Y
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donde los morfismos verticales son dados por restriccion; por tanto, por paso
al limite proyectivo, la sucesion

1 — Go(Blp) — G_1(Blp) — Gal (B/P|A/p) — 1
es exacta de grupos profinitos. [J

Definicién 7.2.3. Diremos que el ideal primo P es no ramificado sobre su
contraccién p si el grupo de inercia Go(P|p) es trivial; eso equivale a decir
que todos los ideales 3, son no ramificados sobre p. Andlogamente, diremos
que B es totalmente ramificado si el grupo de inercia Go(B|p) es todo el
grupo de Galois Gal (L|K); eso equivale a decir que los ideales primos B,
son totalmente ramificados sobre p.

7.3. Extensiones abelianas no finitas de Q

En esta seccién nos situaremos en el caso en que el cuerpo base es el
cuerpo Q de los numeros racionales. Se trata de resumir las propiedades de
las extensiones abelianas de Q.

Sea p un numero primo y sea u(p>) el grupo de todas las raices de la
unidad de una clausura algebraica fija de Q que son de orden potencia de
p. El cuerpo Q(u(p™>)) es un cuerpo extensién abeliana de Q de grupo de
Galois isomorfo al grupo abeliano

Z)(p—1ZxZy~Z[/(p—1)Z x UimZ/p"Z, sip#2,
Z/2Z x Ty ~ Z/2Z x lim Z,/2"Z., sip=2.

Es una extension totalmente ramificada en p y no ramificada fuera de p. De
hecho, es el cuerpo extensién abeliana maximal de Q que es no ramificada
fuera de p.
Mas generalmente, si S es un conjunto cualquiera de niimeros primos, el
cuerpo composiciéon Q3 := H@(u(poo)) es la extensién abeliana maximal
peES
de @ no ramificada en todo primo ¢ ¢ S; su grupo de Galois es isomorfo al

producto de los grupos de Galois de las extensiones Q(u(p™))|Q para p € S;
es decir,

[lesZ/(p — DZ X [1,e5 Zyp, si2¢ S,

S ~
Gal (Qab|Q) — {Z/QZ « HpeS Z/(p— 1)Z X Hpes Zp, si2es.
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En general, pues, el grupo de Galois de la extensién abeliana maximal
de Q no ramificada fuera de un conjunto fijado de primos no es un grupo
finitamente generado, ya que los grupos Z, no son grupos numerables; pero,
en cambio, si S es finito, el grupo de Galois de la extensiéon Q%,|Q es un grupo
topologico finitamente generado; en efecto, el producto de los grupos Z, para
p € S es un grupo prociclico (es decir, limite proyectivo de grupos ciclicos)
y, en consecuencia, es generado topolégicamente por un unico elemento; en
consecuencia, el nimero de generadores topoldgicos de Gal (Q3,|Q) es <
#S +1.

Mas generalmente, dados un cuerpo de nimeros K, extension finita de Q,
y un conjunto finito S de ideales primos del anillo de los enteros de K, se
puede hablar de la extensién maximal de K no ramificada fuera de S, K°|K,
y de la extensién abeliana maximal de K no ramificada fuera de S, K5|K;
son extensiones de Galois del cuerpo K; nos podemos preguntar sobre la
generacién finita o no del grupo de Galois de estas extensiones. En general,
no se conoce atn la respuesta a esta pregunta. De hecho, el grupo G¥ :=
Gal (K5|K) es el abelianizado del grupo Gg := Gal (K®|K), de manera
que el hecho de tener informacion sobre este ultimo puede arrojar luz sobre
qué sucede para Gg. Y en el caso en que el grupo G sea finitamente generado
como grupo topoldgico, ain surge la cuestién de dar cotas buenas para el
nimero de generadores; y mejor si estas cotas solo dependen del cuerpo K y
del cardinal del conjunto S. Esta pregunta es la que hemos respondido en el
caso abeliano sobre Q para todo conjunto finito S de niimeros primos.
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