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Introduccio

El sintagma nominal “teoria de nombres” és una perifrasi de la paraula “aritmetica”, de
manera que totes dues expressions tenen el mateix significat. En efecte, des del punt de
vista etimologic, la paraula aritmetica deriva de la llatina arithmetica que, a la vegada,
prové de lexpressié grega dapi@untikn 7éxvn (literalment, art numerica), derivada de
ladjectiu &pifunrirds (relatiu al nombre), i, aquest, del substantiu dptfuds (nombre,
nimero) (cf. [Cor 80, vol. I, p. 389]). Doncs, I'aritmetica és 'estudi dels nombres.

Per a fer 'estudi dels nombres s’utilitzen diversos meétodes i tecniques que donen lloc
a diferents branques de la matematica.

La revisié de I'any 2010 de la classificacié tematica de la Societat Matematica Ame-
ricana (2010 AMS Subject Classification) conté un apartat, amb l’encapgalament Teoria
de nombres, que inclou 300 entrades distribuides en 21 seccions. Aquestes 21 seccions fan
referencia a diferents tematiques o metodes d’estudi relatius a la teoria de nombres; per
exemple, n’hi ha dedicades a la teoria algebraica de nombres (seccions 11R: cossos globals,
30 entrades, i 11S: cossos locals, 16 entrades), a la teoria analitica de funcions zeta i de
funcions L (seccié 11M, 13 entrades), a la geometria algebraica aritmetica (seccié 11G,
19 entrades), a la teoria transcendent de nombres i I'aproximacié diofantina (seccié 11J,
25 entrades), a la teoria computacional de nombres (seccié 11Y, 12 entrades), a la teoria
probabilistica de nombres (seccié 11K, 14 entrades), a la teoria elemental de nombres
(secci6 11A, 11 entrades), a la teoria multiplicativa de nombres (seccié 11N, 17 entrades),
a la teoria additiva de nombres (seccié 11P, 11 entrades), o a les equacions diofantines
(secci6 11D, 17 entrades), entre altres.

El curs que presentem és fonamentalment un curs de teoria algebraica de mombres
algebraics; tot i aquesta precisio, convé notar que en el seu desenvolupament apareixeran
d’una manera essencial nombres no algebraics i que en algunes parts s’utilitzaran tecniques
no propiament o exclusivament algebraiques.

La teoria algebraica de nombres (algebraics) té dos objectius principals: d’una ban-
da, la construccié d’una teoria general dels cossos de nombres algebraics que en permeti
una classificacié completa i la descripcié de la seva aritmetica, i, de l'altra, I'estudi de
les aplicacions d’aquesta teoria general a qiiestions concretes: per exemple, equacions
diofantines, multiplicacié complexa de funcions abelianes i el-liptiques, integracié de di-
ferencials algebraiques, teories de codificacié i criptografia, i altres. El seu estudi es basa
en diverses teories i metodologies; per exemple, la teoria de Galois, la de la ramificacio,
I’analisi complexa, o ’analisi p-adica. I usa eines diferents; citem les funcions analitiques,
les corbes el-liptiques, les formes modulars, o les varietats abelianes. Algunes d’aquestes
tecniques i eines s’utilitzaran aquest curs; concretament, aquelles que duen de manera
natural a la consecucié dels objectius que ens proposem: d’una banda, la demostracié del
Teorema de Kronecker-Weber sobre el cos dels nombres racionals i, de ’altra, la prova del
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darrer “teorema” de Fermat per al cas d’exponents regulars, en la linia de Kummer, en
el segle XIX. Obviament, després de la demostracié completa del teorema (cf. [Wi 1995)),
cal entendre aquest darrer objectiu com una revisié d’alguns dels metodes més profitosos
de la teoria que, encara que ara han quedat obsolets per al teorema, es fan servir, amb
generalitzacions adequades, en altres contextos, especialment de geometria aritmetica.

Artur Travesa
Estiu de 2020



Capitol 1

Llei de reciprocitat quadratica

1.1 Teoria de Galois

Sigui L|K una extensié finita de cossos. El grup dels automorfismes de L que deixen
fixos els elements de K s’anomena el grup de Galois de l'extensié L|K i es denota per
Gal (L|K); és un grup finit d’ordre menor o igual que el grau de l'extensié. Es diu que
Iextensié L|K és de Galois quan se satisfa la igualtat; equivalentment, quan 1'extensié és
normal i separable. Una extensié finita L|K s’anomena abeliana (respectivament ciclica,
resoluble, nilpotent) quan és de Galois i, a més a més, el grup de Galois Gal (L|K) és un
grup abelia (respectivament ciclic, resoluble, nilpotent).

Si L|K és una extensié de Galois i K’ és un subcos de L que conté K, I'extensi6é L|K’
també és una extensié de Galois i el grup Gal (L|K’) és un subgrup de Gal (L|K); una
condici6 necessaria i suficient perque l'extensié K'|K sigui de Galois és que Gal (L|K’)
sigui un subgrup normal de Gal (L|K); en aquest cas, el grup de Galois de 'extensié K'| K
s’identifica de manera natural amb el grup quocient Gal (L|K) /Gal (L|K’), ja que hi ha
una successio exacta de grups

1 —» Gal (L|K') 25Gal (LK) ~%Gal (K'|K) —> 1.

D’altra banda, ’anomenat teorema fonamental de la teoria de Galois afirma que hi ha
una correspondencia bijectiva entre el conjunt dels subcossos K’ de L que contenen K i
el conjunt dels subgrups de Gal (L|K); aquesta correspondencia s’obté assignant a cada
cos K’ el grup Gal (L|K") i inverteix l'ordre donat per inclusié. Reciprocament, a cada
subgrup H C Gal (L|K) li correspon el cos L dels elements de L que sén invariants per
tots els automorfismes de H.

Siguin Ly|K i Lo|K dues extensions finites de Galois dins d'una mateixa clausura
algebraica del cos K. L’extensié composicié LiLs|K i l'extensié interseccié Ly N Lo| K
son aleshores extensions de Galois; el grup de Galois de la composicié es pot identificar
amb un subgrup del grup producte Gal (L;|K) x Gal (Lq|K). Aquesta identificaci6 es fa
assignant a cada K-automorfisme o de LiL, la parella d’automorfismes que s’obté per
restriccié de o a cada un dels cossos L;. A més a més, el grup de Galois Gal (L1 Ls|L; N L)
és isomorf de manera natural al producte Gal (L1|L; N Lg) x Gal (La| L1 N Ly). D’aquesta
manera obtenim una successié exacta

1 — Gal (L1|L1 N LQ) x Gal (LQ‘Ll N LQ) — Gal (L1L2|K) — Gal (Ll N L2|K> — 1.

3



4 Cap. 1. Llei de reciprocitat quadratica

Quan L; N Ly = K, diem que les extensions Li|K, Ly|K sén linealment disjuntes; en
aquest cas, el grup de Galois Gal (L1 Lo|K) és isomorf al producte dels grups Gal (L;|K)

D’altra banda, si L|K és una extensié de Galois i K'|K és una extensié qualsevol,
aleshores l'extensiéo LK'|K' és de Galois i Gal (LK'|K') és un subgrup de Gal (L|K). En

canvi, el fet que dues extensions K'|K i L|K’ siguin de Galois no implica que I'extensié
L|K també ho sigui.

Per a tots els detalls i les demostracions dels resultats anteriors pot ser 1til gairebé
qualsevol llibre de teoria de Galois; la referencia [Tra 2020] s’adapta particularment a la
nostra exposicio.

1.2 Cossos ciclotomics

Considerem fixada una clausura algebraica Q del cos Q dels nombres racionals. Sigui
¢ € Q una arrel primitiva n-esima de la unitat. L’extensié Q(¢)|Q s’anomena la n-ésima
extensio ciclotomica de Q; és una extensio de Galois i el seu grup de Galois s’identifica de
manera natural amb el grup multiplicatiu dels elements invertibles de l'anell Z/nZ. En
efecte, si o és un automorfisme de Q((), aleshores o(¢) ha de ser també una arrel primitiva
n-esima de la unitat i, per tant, de la forma o(¢) = ¢X(?), on x(¢) és un nombre enter
definit modul n i coprimer amb n que no depen de l’eleccié de I'arrel primitiva (; aixo
fa que laplicacié Gal (Q(¢)|Q) = (Z/nZ)" sigui un isomorfisme de grups; s’anomena el
n-esim caracter ciclotomic. L’extensié Q(¢)|Q és, doncs, abeliana i, en conseqiiéncia, si
K|Q és una extensi6 qualsevol, també K ()| K és una extensié abeliana.

Posem n = p’n/ amb 7 > 0 i p un nombre primer que no divideix n’. Aleshores ¢ és
una arrel primitiva p’-esima de la unitat i Q(¢™)|Q és una subextensié de Q(¢)|Q. L’iso-
morfisme y, definit per a cada nombre enter positiu n, és compatible amb els morfismes
de reduccio

Gal (Q(0)|Q) — Gal (Q(C™)IQ)
(Z/nZ)" — (Z/p"Z)
de manera que hi ha un diagrama commutatiu de morfismes de grups abelians

Gal(Q(Q)IQ) —— (Z/nZ)’

TedJ/ J/red

Gal (QUC™)IQ) — (Z/rZ)".

En particular, 'extensié Q(¢)|Q és la composicié de les extensions linealment disjuntes

Q(¢P)|Q 1 Q(C™)|Q 1 Gal(Q(¢)|Q) = Gal (Q(¢P)|Q) x Gal (Q(¢™)|Q). Aixd permet
reduir 'estudi dels cossos ciclotomics al cas dels generats per arrels primitives p"-esimes
de la unitat, amb p primer i r» > 1.

La importancia de les extensions ciclotomiques de Q rau en el segiient

Teorema 1.2.1 (Kronecker-Weber). Sigui K|Q una extensio abeliana finita. Aleshores,
existeiz una arrel de la unitat ¢ tal que K és un subcos del cos ciclotomic Q(().

Un dels objectius d’aquest curs és fer una demostraciéo d’aquest teorema.
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1.3 Periodes de Gauss

Siguin p un nombre primer senar i ( una arrel primitiva p-esima de la unitat. El grup
de Galois Gal (Q(¢)|Q) és ciclic d’ordre p — 1, de manera que hi ha una correspondencia
bijectiva entre el conjunt de les subextensions de 'extensié ciclotomica Q(¢)|Q i el conjunt
dels divisors positius d de p — 1. L’objectiu immediat és donar un element primitiu per a
cada un dels subcossos de Q((); és a dir, donar-ne un generador sobre Q.

Sigui g un generador del grup multiplicatiu (Z/pZ)". Aleshores, Pautomorfisme o de
Q(¢) definit per la férmula o(¢) := ¢9 és un generador del grup Gal (Q(¢)|Q).

En aquesta seccid, i per comoditat d’escriptura, per a tot nombre enter i posarem

G := ¢9". La demostracié del resultat segiient no presenta cap dificultat.

Lema 1.3.1. Siguin i, j nombres enters qualssevol. Aleshores,

G=¢ <= i=j (modp—1); Uj(Ci) = Giyy- U

Definicié 1.3.2. Sigui n un divisor qualsevol de p — 1, i posem d := pP—2 Per a tot

n
nombre enter 7, 0 < ¢ < n — 1, anomenarem ¢-esim n-periode de ¢ relatiu a g I’element de

Q(¢)

-1 d—1
i = Z o™ (G) = ZCiJrjn-
=0 j=0

Els n-periodes depenen de ’eleccié de ¢ i de g. Ara bé, el resultat segiient ens ensenya
de quina forma és aquesta dependencia.

Proposicié 1.3.3. Amb les notacions anteriors, el conjunt {no, 1, ..., Mn_1} no depén ni
de l’eleccié del generador g de (Z/pZ)* ni de l’eleccié de ’arrel primitiva p-ésima de la
unitat (. A més a més, el periode 1y no depen de l’eleccio de g, i els diferents n; son els
n-periodes 1, associats a les diferents arrels primitives p-ésimes de la unitat (.

DEMOSTRACIO: Com que n divideix lordre de G := (Z/pZ)*, els exponents ¢g"™" de ¢
en el n-periode n; formen una classe lateral de G modul el subgrup (¢"); i com que G és
ciclic, aquest subgrup no depen del generador g elegit en GG. Per tant, les classes laterals
tampoc no depenen de g. Aixo demostra que el periode ng i el conjunt {no, 1, ..., Mn—1}
no depenen de quin sigui el generador g de G.

) i nitiva pobsi .
D’altra banda, si canviem er una altra arrel primitiva p-esima de la unitat ',
podem escriure ¢’ = (9" per a un cert nombre enter «; aleshores, per a tot nombre enter

1, 0<1<n—1,és
d—1 d—1
/ !
ni = E Cz'+jn = E Catitin = Nati-
=0 7=0

Per tant, els periodes 7; es poden obtenir com els periodes 7y associats a les diferents
arrels primitives p-esimes de la unitat. [

Sigui, ara, K|Q una subextensié de Q(¢)|Q. El grau n := [K : Q] és un divisor de
p—11i K és el cos fix per I'inic subgrup H C Gal (Q(¢)|Q) d'index n. Per tant, el
cos K és generat sobre Q pels coeficients del polinomi irreductible de ¢ sobre el cos K
(cf. [Tra 2020, Proposici6 4.5.2]).
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Ara bé, H és el grup (o"), de manera que

T
L

er(C, K) = [[ (X =7(¢) = [T (X = o™(0)),

TeH

.
Il
=)

on d :=

; els coeficients d’aquest polinomi sén els polinomis simetrics elementals

n .
sk = Sk(xo, 1, ..., x4-1), 1 < k < d, dels elements z; := 0?™(({) = (jn, 0 < j < d—1. El

cos generat sobre Q pels polinomis simetrics elementals sy (xg, z1,...,24-1) és el mateix
d—1

que el cos generat pels polinomis de Newton ty = ty(xg,1,...,24-1) = E xf (cf.
J=0

[B-M-T 90, ex.50]). Aquests darrers sén exactament els n-periodes de ¢ relatius a un cert
generador ¢’ de (Z/pZ)*: en efecte, com que 1 < k < p, el nombre enter k és una unitat
de (Z/pZ)* i es pot escriure en la forma k = ¢° per a un cert nombre enter i; aleshores,
ty = n;. Per tant, K C Q(no,m1,...,n,—1). D’altra banda, de la definicié dels periodes
és clar que o™(n;) = n;, de manera que n; € K, ja que K és el cos fix per (™). Aixd
demostra la igualtat K = Q(no, 71, -+, n—1)-

Finalment, se satisfa la igualtat o7 (n;) = 1,4, per a tota parella de nombres enters i,
J; per tant, els periodes 7; sén tots conjugats; com que Q(n;) € Q((¢), extensié Q(n;)|Q
és de Galois (i abeliana), de manera que K = Q(7;). Hem demostrat, doncs, el segiient

Teorema 1.3.4. Siguin p un nombre primer senar, { una arrel primitiva p-ésima de la
unitat, K C Q(¢) un subcos qualsevol i n := [K : Q] el grau. Aleshores, per a tot nombre
enter i, 0 <i <mn—1, podem escriure K = Q(n;), on n; denota el i-ésim n-periode de ¢
relatiu a qualsevol generador del grup (Z/pZ)".

Observacio 1.3.5. La part final d’aquesta demostracié es pot fer de manera més senzilla
(cf. [vdW 70, chap.VIIL,§ 4]; perd hem fet aquesta a fi d’obtenir-ne posteriorment una
generalitzacio.

En particular, i com que p és senar, podem pensar en I'tinica subextensié quadratica
K|Q de Q(¢,)|Q. Podem descriure aquest cos facilment? La resposta a aquesta pregunta
és 'objectiu de les seccions segiients.

1.4 Caracters de Dirichlet

Sigui G un grup abelia finit. El grup G := Hom(G, C*) s’anomena el grup dual o dels
caracters (complexos) de G. Si x : G — C* és un caracter, la imatge esta formada per
arrels de la unitat, ja que G és d’ordre finit. Encara més, si n denota l’exponent del grup
abelia G (si es vol, el generador positiu de l'ideal anul-lador del Z-modul ), aleshores la
imatge de x esta formada per arrels n-esimes de la unitat.

Proposicié 1.4.1. Sigui G un grup abelia finit. Llavors G és isomorf (no canonicament)

a G i és naturalment isomorf a G.

DEMOSTRACIO: Cf. [B-M-T 90, ex.265]. O
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Proposicié 1.4.2 (Relacions d’ortogonalitat dels caracters). Siguin G un grup abelia finit
1 g el seu ordre. Aleshores:

g9 six =1, A
= €aq,
ZX(U) {0 st x #1, X

g sto =1,
= eG.
2 () {0 sio 7
DEMOSTRACIO: Cf. [B-M-T 90, ex.266] OJ

Proposicié 1.4.3. Sigui 0 — G" — G — G" — 0 una successid ezacta de grups
abelians finits. Aleshores, la successio 1 — G'— G — G — 1 que s’obté en aplicar
el functor Hom(x, C*) és exacta.

DEMOSTRACIO: Exercici. [

Observaci6 1.4.4. En comptes d’utilitzar C* podriem haver utilitzat qualsevol cos al-
gebraicament tancat de caracterfstica zero; en particular, Q. Encara més, com que la
imatge esta formada per arrels de la unitat, és suficient que el cos que es pren contingui
les arrels de la unitat necessaries. Per exemple, si p és un nombre primer que no divideix
I'ordre del grup G, els resultats per al cos Fp en lloc de C sén els mateixos, perque G
també és isomorf a Hom(G,F;).

Per comoditat d’escriptura, convé escriure GG(n) per a designar el grup multiplicatiu
(Z/nZ)" dels elements invertibles de 'anell Z/nZ.

Definicié 1.4.5. S’anomenen caracters de Dirichlet modul n els caracters (complexos)
de G(n).

Sigui y un caracter de Dirichlet modul n. Per a tot multiple m de n disposem d’un
morfisme exhaustiu de grups G(m) rd q (n) donat per reduccié i, per tant, podem pensar

X com un caracter de Dirichlet modul m en la forma G(m) L (n) — C*.

Proposicié 1.4.6. Sigui x : G(n) — C* un caracter de Dirichlet modul n. Suposem que
existeizen dos divisors den, dy i ds, tals que x €s la composicio de cada un dels morfismes
de reduccio G(n) red G(d;) amb un caracter de Dirichlet x; : G(d;) — C*. Sigui d el
maxim comi divisor de dy i dy. Aleshores, existeiz un caracter de Dirichlet modul d, Y/,
tal que x €és la composicié de x' amb el morfisme de reduccié G(n) red, G(d).

DEMOSTRACIO: Es senzill veure que podem suposar que n divideix el producte d;ds (o,
si es vol, que n és el minim comu multiple de d; i dy). Amb aquesta hipotesi, com que y;
esta definit modul d;, per a tot nombre enter a primer amb n i tal que a = 1 (mod d;) és
x(a) = x;(a) = 1. Cal veure que sia =1 (mod d) i a és primer amb n, aleshores x(a) = 1.
Pero el subgrup de G(n) generat per la reunié dels subgrups {a € G(n) : a =1 (mod d;)},
i=1,2,éselsubgrup {a € G(n): a =1 (mod d)}. En efecte, si escrivim d = \;d; +Aada,
isia = 1+ad, obtenim que a = 1+alid;+adady = (1+adidy)(1+adads) —a? A Aodidy =
(1+aridy)(14+aXads) (mod n);isia és primer amb n, també 14 a\;d; ha de ser primer
amb n. Com que y és trivial sobre cada un dels subgrups {a € G(n) : a =1 (mod d;)}, x
ha de ser trivial sobre el subgrup {a € G(n) : a =1 (mod d)}. Aixo acaba la demostraci.
O
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Corollari 1.4.7. Sigui x un caracter de Dirichlet modul n. FEzisteix el menor nombre
enter [ divisor de n tal que x €s la composicio d’un caracter de Dirichlet modul f amb

el morfisme de reduccic G(n) red, G(f). O

Definicié 1.4.8. Aquest menor nombre enter f s’anomena el conductor del caracter Y.
Els caracters de Dirichlet modul n de conductor exactament n s’anomenen caracters de
Dirichlet primitius modul n.

Sovint convé pensar els caracters de Dirichlet modul n com a aplicacions de Z/nZ i, fins
i tot, com a aplicacions de Z. Aixo es pot fer estenent a Z/nZ ’aplicaci6 x : G(n) — C*
per la férmula x(a) := 0 si a € Z/nZ no és invertible; i s’estén a Z simplement component
amb l'aplicacié de reduccié Z — Z/nZ, de manera que x(a) = 0 per a tot nombre enter
a tal que med(a,n) > 1. Si es considera el cas en que x és primitiu, aleshores la igualtat
x(a) = 0 es produeix “tan poc sovint” com és possible; només quan a té factors primers
comuns amb el conductor. Quan parlem d’un caracter de Dirichlet sense especificar el seu
conductor ni el seu modul de definicié el considerarem sempre primitiu.

Aixi, només hi ha un caracter de Dirichlet que sigui trivial, y1, que val 1 sobre tots els
nombres enters; és el caracter de conductor 1.

Podem multiplicar caracters de Dirichlet. En efecte, si x1, x2 son caracters de Dirichlet
de conductors fi, fs, podem definir el caracter producte xiys de la manera segiient:
considerem, en primer lloc, el morfisme de grups w : G(mem(fy, fo)) — C* definit per
w(a) := x1(a)xz2(a). Aleshores, w és un caracter de Dirichlet i definim y; x2 com el caracter
primitiu associat a w. Aix0 permet parlar del grup dels caracters de Dirichlet, grup que
té com a element neutre el caracter trivial. A més a més, I'invers d’'un caracter y és el
que s’obté en compondre x amb la conjugacié complexa C* — C*; en efecte, per a tota
arrel de la unitat, ¢ € C, se satisfa que ¢ = (', on la barra indica el nombre complex
conjugat. En particular, un caracter i el seu invers tenen el mateix conductor.

Exercici 1.4.9. Siguin i, 2 caracters primitius de Dirichlet de conductors respectius
fi i fa. Suposem que med(fi, fo) = 1. Aleshores, el producte x;x2 és un caracter de
Dirichlet de conductor f; fs.

1.5 Simbol de Legendre

Un dels exemples més importants de caracter de Dirichlet el proporciona l'estudi dels
quadrats dels cossos finits [F,,, p primer senar.

L’aplicaci (i) : F, — {£1} C C* definida per (E) ;= 1 si a és el quadrat
p p

a . Ve 7’
un elemen * [ =) = —=1sianoésun quadrat en F,*, és un morfisme de grups.
d’un element de F,", b
p

S’anomena el simbol de Legendre i és un caracter quadratic de Dirichlet de conductor p
(cf. per exemple, [Tra 1998]).

En efecte, el nucli d’aquest morfisme és el subgrup dels quadrats de F,"; per tant, un
subgrup d’index 2 (el morfisme Fy — F*? d’elevar al quadrat té nucli {1}, de cardinal

*
2, si p # 2). En conseqiiéncia, el simbol de Legendre (—) no és el caracter trivial i esta
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definit modul un primer p; aixo implica que el seu conductor és p. I, clarament, el quadrat
d’aquest caracter és el caracter trivial.

Aixo es tradueix en les propietats segiients per al simbol de Legendre:
(5)-G)G)
p p)\p)’

2
a . , .. .
<— =1, si a és un nombre enter no divisible per p; i
p

(ﬁ) =0, si a és divisible per p.
p

Proposicié 1.5.1 (Criteri d’Euler). Sigui p un nombre primer senar. Per a tot nombre

o N a p—1
enter a se satisfa la congruéncia ( — ) =a 2 (mod p).

DEMOSTRACIO: Sigui b € F, un element tal que b* = a (en F,). Com que els elements
de F,* son les arrels del polinomi XP~' — 1 en F,, tenim que a?~! = 1 i que o7 = +1.
Per tant, dir que a és un quadrat de F, és equivalent a dir que b*~* = 1; pero oP~1 =1

p—1

equival a a*5 = 1. Per tant, (g) =az (modp). O
p

Corollari 1.5.2. Sigui p un natural primer senar. Aleshores:

(—_1> B (_1)%1 )1, sip=1 (mod 4),
p ) ] -1, sip=3 (mod 4),
1, sip==+1 (mod 8),

(z%) -0 - {—1, sip==+3 (mod 8).

, . i . , -1\, . .
DEMOSTRACIO: La qiiestio relativa al simbol (—) és immediata. D’altra banda, podem
p

considerar ¢ € F, una arrel primitiva d’ordre 8 de la unitat i posar b := ¢ + ¢~!. Com
que ¢* = —1, tenim que (> + (2 =016* = ((+ (N2 =+ (242 =2 Per tant,

2 _
(—) — 9% — 1 A més a més, com que estem treballant en un cos de caracteristica
p

p i és d’ordre 8, disposem de la igualtat ¥ = (P + (7?7 = (" + (~", on r és un nombre
enter tal que r = p (mod 8). Si r = +1, aleshores * = ( + (! = b, don P~ = 1. 1
si r = 45, aleshores 0¥ = (* +(° = —(( + (') = —b, don P~ = —1. Aixd acaba la
demostracio. [

1.6 Sumes de Gauss

Considerem un caracter de Dirichlet que sigui primitiu modul n, x, una arrel primitiva
n-esima de la unitat, ¢, i un nombre enter arbitrari, V.

Definicié 1.6.1. Anomenarem N-esima suma de Gauss per a x relativa a ¢ 'element de
Q(¢) donat per l'expressié

GOuN) = Y x(a)™.

a mod n
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211
n

Quan D'arrel de la unitat considerada sigui ¢ := exp(<=) parlarem de la suma de Gauss

normalitzada i la denotarem g(y, N).

El calcul de la N-ésima suma de Gauss es pot reduir al de la primera.

Proposicié 1.6.2. Siguin x un caracter de Dirichlet, primitiu modul n, © ¢ una arrel
primitiva n-esima de la unitat. Aleshores, per a tot nombre enter N se satisfa la igualtat

G(x,N) = x(N)G(x,1),

on x(N) indica el nombre complex conjugat de x(N).

DEMOSTRACIO: Suposem, en primer lloc, que med(N,n) = 1. En aquest cas, N és
invertible modul n i podem escriure la igualtat

GO N)= > x(aNN~H)¢;

a modn

com que y és multiplicatiu i x(N~!) = x(N), encara la podem escriure en la forma
G(x,N) = Z X(N)x(aN)¢™Y; i com que la multiplicacié per N en el conjunt (Z/nZ)"
a mod n

és una aplicacié bijectiva, obtenim la igualtat que voliem veure: G(x, N) = x(N)G(x, 1).

Considerem ara el cas contrari. Sigui d := mecd(N,n) > 11 escrivim N = N'd, n = n/d,
de manera que med(N’,n’) = 1. Com que x(N) = 0, és suficient veure que G(x, N) = 0.
Podem escriure la igualtat G(x, N) = Z x(a)¢*N' . Podem suposar que 0 < a < n

a mod n
i fer la divisi6é entera de a per n’ en la forma a = n’q + r, de manera que 0 < r < n/

10 < g < d Aixd déna la igualtat G(x, N) = Z i Z x(n'q + 1), ja que
r mod n/ q mod d
Cn’qu’ —1.
Com que x és un caracter primitiu modul n, no pot ser que el nucli del morfisme de

reducci6 G(n) red, G(n') estigui inclos en el nucli de y; per tant, existeix un element
¢ € G(n), ¢ = 1 (mod n'), tal que x(c) # 1. Aleshores, per a cada valor fix de r
el subconjunt de G(n) format pels elements cn'q + ¢r amb 0 < ¢ < d és el mateix

que el format pels elements n’q + r i, per tant, s’obté la igualtat Z x(n'qg+r) =

g mod d
Z x(cn'q+cr), de la qual es dedueix que G(x, N) = Z ¢’ Z x(n'q+r) =
q mod d r mod n/ q mod d
Z ¢ran’ Z x(en'q + cr) = x(¢)G(x, N); i, com que x(c) # 1, que G(x, N) = 0.
r mod n’ q mod d
[

El resultat segiient ens dona informacié sobre el valor de les sumes de Gauss.

Proposicié 1.6.3. Sigui x un caracter de Dirichlet primitiu modul n i sigui ¢ una arrel
n-eésima primitiva de la unitat. Aleshores, per a tot nombre enter N primer amb n se
satisfa la igualtat |G(x, N)| = /n.
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DEMOSTRACIO: Com que med(N,n) = 1, podem escriure |G(x, N)| = |G(x,1)]. Calcu-
lem:

GG D =Gl DG =G, 1) > x@¢*= Y Glx,a)

a modn a modn
DD DIRTOISC RS SIUND D]
a modnb modn b modn a modn

Si b # 1 (mod n), aleshores Z ¢ = 0, ja que és la suma dels n primers termes

a mod n
d'una progressié geometrica de raé (! # 11 tal que el producte de I'tltim terme per la

raé és igual al primer terme. I si b = 1 (mod n), aleshores (**~1) = 1, de manera que
obtenim la igualtat |G(x,1)]* = x(1)n =n. O

Per al cas dels caracters quadratics podem afinar una mica més. En efecte, el resultat
segiient ens sera d’utilitat a la seccid segiient.

Corollari 1.6.4. Suposem que x €s un caracter quadratic de Dirichlet, primitiu modul

n. Aleshores, G(x,1)* = x(—1)n.

DEMOSTRACIO: De nou podem calcular

G 1’ =G(x.1) > x(a)¢"= > Glx,a)]",

a modn a modn

ja que x(a) = x(a). Per tant,

Z Z Ca(b+1 Z X(b) Z Ca(bJrl)'

a modnb modn b mod n a modn

Podem repetir el raonament de la proposicié anterior canviant b — 1 per b+ 1 i obtindrem
la igualtat buscada. [

1.7 Cossos quadratics

Sigui K|Q una extensié quadratica; és a dir, de grau [K : Q] = 2. Si z és un element de
K i no és racional, aleshores K = Q(z) i x és arrel d'una equacié irreductible de grau
2 de coeficients racionals. Si escrivim aquesta equacié en la forma aX? + bX + ¢ = 0,
—b £ Vb? — dac
2a
i b s6n nombres racionals, Q(x) = Q(v/b*> — 4ac). En treure denominadors, obtenim que
K és de la forma Q(v/D), on D és un nombre enter lliure de quadrats; és a dir, D = —1
o bé £D és un producte de nombres primers diferents.

a,b,c € Q, obtenim que x és un dels dos nombres algebraics . Com que a

Clarament, U'extensié K|Q és una extensié de Galois abeliana i, segons el teorema de
Kronecker-Weber, ha d’haver-hi una arrel de la unitat, ¢, tal que v'D € Q(¢). L’objectiu
d’aquesta seccié és demostrar aquest fet.

Per a aixo0, comencem considerant un nombre primer senar p i una arrel primitiva p-
esima de la unitat (. El primer pas consisteix a trobar les subextensions quadratiques de

QO Q.
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Proposicié 1.7.1. Sigui S := Z <2>C“ la primera suma de Gauss per al caracter de
aclF,
—1

Legendre (i> Aleshores, S* = <—)p
p p

DEMOSTRACIO: Només cal aplicar el darrer corol-lari de la seccié anterior al caracter de
Legendre modul p. [J

-1
Definicié 1.7.2. Sigui p un natural primer senar. Escriurem p* := (—>p Observem

que sempre és p* = 1 (mod 4).

Corollari 1.7.3. Siguin p un nombre primer senar i ¢ € C una arrel primitiva p-ésima

de la unitat. Aleshores Q(1/p*) C Q(¢). O

Aixi, per als cossos quadratics Q(,/p*) se satisfa el teorema de Kronecker-Weber.

D’altra banda, és clar que i = /—1 és una arrel quarta primitiva de la unitat, de
manera que per a Q(i) se satisfa el teorema de Kronecker-Weber. A més a més, com
que Q(y/=—p*) és un subcos de la composicié dels dos cossos Q(1/p*) 1 Q(4), i com que la
composicié de cossos ciclotomics és un cos ciclotomic, per a les extensions quadratiques
Q(v/Ep)|Q, on p és un nombre primer senar, se satisfa el teorema de Kronecker-Weber.

147, e .
D’altra banda, el nombre complex (g := és una arrel primitiva 8-esima de la

V2
unitat, de manera que, com que i € Q((g), també v/2 i /=2 sén elements de Q((s) i per
als cossos Q(v/2) i Q(v/—2) se satisfa el teorema.

Finalment, si D = £pps ... p, és la descomposicié de D en nombres primers, se satisfa

que Q(vVD) € Q(vV=1,vV2,\/p}, /15, .,/PF). I com que per a cadascun dels cossos
Q(\/p}) se satisfa el teorema, aixd mateix succeeix amb el cos Q(v/D).

Dit d'una altra manera, hem demostrat el segiient

Teorema 1.7.4. Sigui D un nombre enter lliure de quadrats. Aleshores Q(v/D) C Q(¢)
on ¢ és una arrel primitiva 4|D|-ésima de la unitat. O

1.8 Congruencies quadratiques

Tal com I'hem definit, el simbol de Legendre déna informacié sobre la resolubilitat de
congruencies quadratiques modul un nombre primer senar p. En efecte, la congruencia
ar?+br+c =0 (mod p), a Z 0 (mod p), té soluci6 quan el seu discriminant, A := b?—4ac,

A
és un quadrat modul p; és a dir, quan [ — ) # —1. Encara més, el nombre de solucions
p

< ., A
de la congruencia és 1+ | — ).
p

Podriem preguntar-nos que succeeix quan canviem el primer p per un nombre enter
qualsevol N > 1. En aquest cas, encara ens pot ajudar el simbol de Legendre. Considerem
una congruencia quadratica

ar’® +bx+c=0 (mod N). (1.8.1)
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Sigui N = pi'p5?...pP la descomposicié de N en factors primers diferents p;, i suposem
que el coeficient dominant a no és divisible per cap dels primers p;. Si la congruencia
(1.8.1) té solucid, aleshores

az’ +bx+c=0 (mod p) (1.8.2)

té solucié per a cada valor de 7; reciprocament, el teorema xines del residu ens permet
assegurar que si la congruencia (1.8.2) té exactament k; solucions diferents modul p”,
aleshores la congruencia (1.8.1) té exactament kiks ...k, solucions diferents modul N.
De manera que el problema consisteix a determinar el nombre de solucions de cada una
de les congruencies (1.8.2). Per tant, reduim la dificultat del problema a la resolucié de
congruencies de la forma

ar® +br+c=0 (mod p") (1.8.3)

on p és un nombre primer, a no és divisible per p i n és un natural qualsevol.

Proposicié 1.8.1. Siguin p un nombre primer (que pot ser 2), f(X) := aX?*+bX + ¢
un polinomi de coeficients enters a, b, c, tal que a no és divisible per p, i suposem que
un nombre enter x = x1, 0 < x < p, és una solucio simple, modul p, de la congruencia
f(X) =0 (mod p). Aleshores, per a tot nombre enter n > 2 existeix un nombre enter x,,
0<mx, <p", inomés un tal que z,, = x,_1 (mod p"~ ') i f(z,) =0 (mod p").

DEMOSTRACIO: Farem la demostracié per induccié sobre n. El cas n = 1 és la hipotesi.
Suposem que z,, és un nombre enter per al qual se satisfan les condicions de I'enunciat.
Escrivim f(z,) = p"z,; com que volem que z,.; = z, (mod p"), cal determinar tots
els valors de a,, definits modul p, de manera que per a x,.1 = x, + a,p" se satisfaci
que f(r,41) = 0 (mod p™*1). Ara bé, per a tot x,y1 de la forma x, + a,p" se satisfa
la congruencia f(z,11) = 2.p" + f'(xn)a,p™ (mod p™*1), de manera que demostrar que
f(zp1) = 0 (mod p™™') equival a demostrar que z, + f'(z,)a, = 0 (mod p). D’altra
banda, l'arrel x de f(X) = 0 (mod p) és simple si, i només si, f'(x) Z 0 (mod p); aixi,
per hipotesi d’induccid, f'(x,) = f'(x) Z 0 (mod p). Aix0 ens permet assegurar que la
congruencia lineal z, + f'(z,)a, =0 (mod p) té exactament una solucié «,,, com voliem
demostrar. [J

Corol'lari 1.8.2. Siguin p un nombre primer senar i a, b, ¢ nombres enters tals que a
b? — 4dac

p
la congruéncia quadratica aX? + bX + ¢ = 0 (mod p") té exactament dues solucions

(mod p™). O

no és divisible per p. Si ( ) = 1, aleshores, per a cada nombre natural n > 1,

Observacié 1.8.3. L’tnica congruencia quadratica modul 2 que té arrels simples modul
2 és la congrueéncia X2 + X =0 (mod 2). Per tant, si una congruéncia quadratica modul
2" redueix a la congrueéncia X2+ X = 0 (mod 2), aleshores té exactament dues solucions
(mod 2") per a tot nombre enter n.

D’aquesta manera, obtenim un criteri senzill per a saber el nombre de solucions de
totes les congruencies f(X) := aX?+bX +c¢ =0 (mod N) tals que med(a, N) = 11 f(X)
és separable (mod p) per a tot nombre primer p que divideix N.
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1.9 Llei de reciprocitat quadratica

Un dels resultats de teoria de nombres del qual s’han publicat més demostracions dife-
rents i que encara avui és objecte d’estudi és la llei de reciprocitat quadratica. L’objeciu
d’aquesta seccié és donar-ne una demostracié. Per a aixo, convindra considerar certes
sumes de Gauss en caracteristica senar £.

Hem vist més amunt que si p és un nombre primer senar, considerem una arrel primitiva

-1
p-esima de la unitat ( € Ciposem S := Z <g> ¢%, aleshores és S? = (—)p Aquest
p

a mod p

resultat també és valid si canviem C per F,, per a qualsevol nombre primer senar ¢ # p.

En efecte, repetim el calcul:

$= Y ¥ ( )Ca-l-b SOy ( )§a+b

a modpb modp a#0 mod pb mod p

_ Z Z( )<a1+c: Z Z ()gal-&-c)_

a#0 mod pc mod p a#0 mod pc mod p

- 262, e

¢ mod p a#0 mod p

Si 1+ ¢ # 0 (mod p), aleshores (' és encara una arrel primitiva p-¢sima de la unitat

en Fy i Z ¢+ = _1;isi 1+ ¢ =0 (mod p), aleshores Z o+ —p 1
a#0 mod p a#0 mod p

Aixd fa que
s 2 (G-

14+c¢#£0 mod p

l
Lema 1.9.1. Amb les notacions anteriors se satisfa la formula S*™! = (—)
p

DEMOSTRACIO: Com que treballem en caracteristica senar ¢, podem escriure que

- 5, 0, (5 (), 5, 0 (0

a mod p a mod p a mod p

I com que S? # 0, podem simplificar S i obtenim la igualtat cercada. [J

Teorema 1.9.2. (Llei de reciprocitat quadratica) Siguin p, ¢ nombres primers senars.

Aleshores, (é) = <§>(—1)p7_u%1

DEMOSTRACIO: Si £ = p el resultat és trivial. D’altra banda, recordem que si tenim un

.. = a _ .
nombre enter a, i si z € Fy és tal que 22 = a, aleshores (—) = 2"1. Podem aplicar aquest

14
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1 _
Pero sabem que (—) = (—1)17717 de manera que obtenim la igualtat
p

(-0

Més endavant veurem una altra demostracié d’aquest teorema.

que voliem demostrar. []

Una aplicacié immediata de la llei de reciprocitat quadratica és el calcul efectiu del
simbol de Legendre. En efecte, la millor manera de veure-ho és en un exemple. Suposem
que volem calcular el simbol

34569284994927
1602961

El primer que cal fer és calcular el residu de 34569284994927 modul el nombre, primer,
1602961; aixo dona sense cap dificultat que

34560284994927\ (1188715  (5-11-21613\
1602961 -~ \ 1602061 ) 1602961 -

B D 11 21613
1602961 1602961 1602961 )

Apliquem la llei de reciprocitat quadratica. Com que 1602961 = 1 (mod 4), els factors

p—1 £—1

(1)’

2 sOn trivials i podem escriure que

34569284994927\ (1602961 /1602961 (1602961
1602961 N 5 11 21613 )

(1Y [ 8\ (3599
\5/\11/\21613 )"
1 (8 2 . :
Ara, g) =1 ) = ( ) = —1,jaque 8 = 222111 = 3 (mod 8); com que

1 11
3599 = 59 - 61, obtenim que

34569284994927\ [ 59 61 \ (21613 (21613
1602961 N 21613 ) \ 21613 ) 59 61 )’

ja que 21613 =1 (mod 4). Finalment, 21613 = 19 (mod 59) i 21613 = 19 (mod 61); per

tant:
34569284994927\ (19 (19 _ (59Y (61
1602961 N 50/\61) \19/)\19)’
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ja que 59 = 19 = 3 (mod 4); i, com que 19 =3 (mod 8), és
34560284994927\ _ (2 (4 _ (2 _ |
1602961 S \19/\19) \19)

1.10 Simbol de Jacobi

El simbol de Legendre esta associat a un primer senar p. A fi d’evitar la descomposicid
en factors primers en el calcul d’aquest simbol, introduirem el simbol de Jacobi.

Sigui P un nombre enter positiu senar. Per a tot nombre enter a, definim el simbol de

Jacobi (%) de la manera segiient:

sigui P := pi'py?...pl la descomposicié de P en factors primers. Cada un dels nombres
p; és un primer senar i podem definir

-G G) -G

El simbol definit d’aquesta manera s’anomena el simbol de Jacobi i se satisfan les propi-
etats seglients:

(1) si med(a, P) > 1, aleshores (%) =0;
(2) si med(a, P) = 1, aleshores (%) = +1;

(3) si P, P5, P sén nombres enters positius senars i aj, ag, a sén nombres enters
a
qualssevol, aleshores ¢ Sy N <a1a2> = <ﬂ> <—2>, i
PP P, P, P P/\P

= ay_ (<
(4) si a = d' (mod P), aleshores (P) = (P)

La demostracié d’aquestes propietats és immediata a partir de la definicié i de les
propietats del simbol de Legendre. A més a més, se satisfa també la llei de reciprocitat
quadratica.

P
Proposicié 1.10.1. Siguin Py, P, nombres enters positius senars. Aleshores, <Fl) =

Pty (P
—1 2 2 — .
(1) (P)

DEMOSTRACIO: Per a fer la demostracié només cal factoritzar P, i P i aplicar la llei de
reciprocitat quadratica per al simbol de Legendre. El resultat final es dedueix del segiient.

Lema 1.10.2. Sigui P := pi"py*...p la descomposicio com a producte de nombres
P—-1
primers d’un nombre enter senar P. Posem (P) := —5 Aleshores,

(—1)5P) = H(_]_)E(pi)ni.

%
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DEMOSTRACIO: Si P, P, sén nombres enters senars, aleshores se satisfa la igualtat
(Pl—l)(PQ—l) :P1P2—P1—P2+1 = (PlPQ—l)—(Pl—l)—(Pg—l),icomque
(P —1)(P,— 1) =0 (mod 4), s’obté que PP, —1 = (P, — 1)+ (P, — 1) (mod 4); per
tant, (—1)°("172) = (—1)s(P)(—1)=(P2) O

Aquest mateix lema ens permet escriure el valor del simbol (%) =(-1)=.

2 2 P2 -1
De manera analoga, tenim que o) = (—1) = 5 ja que si w(P) := 5 aleshores

(_1)w(P1P2) — (_1)w(P1)<_1)w(P2)'

En efecte. Com que P; és senar, és P? = 1 (mod 8); i com que (P? — 1)(P} —1) =
(P P)>—1— (P —1)—(P?—1), tenim que (P, P)?—1= (P} —1)+ (P} —1) (mod 8%);
per tant, (—1)“(PiP2) = (—1)«(P)(—1)w (),

El simbol de Jacobi permet simplificar el calcul dels simbols de Legendre. Clarament, si
P és un nombre primer senar, per a tot nombre enter a el simbol de Jacobi i el de Legendre
(ﬁ) coincideixen. Per tant, podem evitar la descomposicié en primers en el calcul del
simbol de Legendre: només cal separar els factors 2 del numerador abans d’invertir el

simbol.

Veiem-ho, com a la seccié anterior, en el calcul de

34569284994927
1602961

Igual que abans, obtenim que

34569284994927\ (1188715
1602961 ~ \ 1602961 )

Aplicant la llei de reciprocitat quadratica,

34569284994927\ (1602961
1602961 ~ \ 1188715 )’

i, reduint el numerador modul el denominador,

34569284994927 [ 414246
1602961 -~ \ 1188715 /"

Ara tenim dues possibilitats. O bé separar els factors 2 del numerador i calcular el simbol

de Jacobi (

si el nombre de factors 2 que hem pogut treure és senar, o bé restar
1188715

-1
1188715
amb numerador i denominador senars positius. Ho farem de la primera forma, ja que aixo
produira un numerador més petit i, per tant, els calculs posteriors es faran amb nombres
de menys xifres. Aixo déna

el denominador del numerador i calcular el simbol ( ) a fi d’obtenir un simbol

34569284994927\ [ 207123
1602961 B 1188715 )’
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ja que 1188715 = 3 (mod 8). Com que 1188715 = 207123 = 3 (mod 4), la llei de
reciprocitat dona

34569284994927\ (1188715 (153100
1602961 \ 207123 ) \ 207123 )"

Ara és clar un factor 10? en el numerador, i 5 no divideix el denominador; per tant, podem
eliminar aquest factor i obtenim que

34569284994927\ [/ 1531 \ (/207123
1602961 \207123) 1531 )’
ja que 207123 = 1531 = 3 (mod 8). En reduir de nou:
34569284994927\  /438\ [ 2 219\ [ 219
1602961 n 1531 ) 1531 /\ 1531/ \ 1531/
I en reiterar el procés:
34569284994927\  (1531\ (21T _
1602961 B 219 ) 219 )

B)-)

1.11 Simbol de Kronecker

Un altre exemple molt important de caracter de Dirichlet és el donat pel simbol de Kro-
necker. Aquesta seccié es dedica a la seva introduccié i estudi; més endavant servira
per descriure comodament les lleis de descomposicié dels nombres primers en els cossos
quadratics.

Observem que (Z/47)* és un grup d’ordre 2; per tant, només hi ha dos caracters de
Dirichlet modul 4; un d’ells és el caracter trivial i I’altre és el caracter quadratic (—1)°*),
primitiu modul 4, definit a la seccié anterior en parlar del simbol de Jacobi.

Analogament, només hi ha quatre caracters de Dirichlet modul 8. Dos d’ells, no pri-
mitius, son els induits pels caracters de Dirichlet modul 4: el caracter trivial i el caracter
(—1)°™). Els altres dos també sén quadratics, ja que el grup (Z/8Z)" és d’exponent 2;
un d’ells és el caracter (—1)**), que també ha aparegut en parlar del simbol de Jacobi;
I’altre, en conseqiiencia, és el producte dels altres dos caracters no trivials: (—1)5(*)+‘*’(*).

Hem vist, també, que si p és un nombre primer senar, aleshores el caracter de Legendre

*
(—) és I'inic caracter quadratic de conductor p.
p

Sigui D' := {145 ..., un producte de nombres naturals primers senars diferents, que

*

pot ser D' = 1. El producte dels caracters de Legendre (E_)’ és a dir, el caracter de
% 7

Jacobi (ﬁ)’ és un caracter quadratic de Dirichlet definit modul D', el trivial si D' = 1. Si

el multipliquem per la poteéncia £(D’)-esima de I'tinic caracter primitiu modul 4, (—1)5®),

obtenim un caracter quadratic de Dirichlet definit modul 4D’. Es el caracter quadratic

’ *
de Dirichlet yp 1= (—1)5P)=) (5) i s’anomena el D’-esim caracter de Kronecker.
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A partir d’aquest caracter podem definir tres caracters més:

e(*)

X-p = (=1)"xpr,

Xap = (=1)*xp,
X-apr = (=17 (=1)*Cxp.

Sén caracters quadratics de Dirichlet definits modul 4D’, 8D" i 8D’, respectivament.
S’anomenen els caracters de Kronecker.

Proposicié 1.11.1. Sigui D un nombre enter lliure de quadrats. Aleshores, xp €s ["unic
caracter quadratic de Dirichlet modul 4|D| tal que per a tot natural primer senar p que

D
no divideiz D és xp(p) = (—)
p

DEMOSTRACIO: Sigui D' := (/5. ..¢, la descomposicié en nombres primers de la part

*
positiva senar de D. La llei de reciprocitat quadratica per al simbol de Jacobi (ﬁ)
permet demostrar de seguida que per al caracter de Kronecker yp se satisfa la propietat

enunciada. El’l efecte,
e(De P D, .
XD’(p)_( 1>( )()(D/> (p)’

per tant, també

X-o/(p) = (=1)*xp(p) = (1) <2/> = (_D/> ,

p p
) = (1) = (100 (2] = (22,

o) = (DO (11O p) = (-1 -1 (2 (22,

p p
Resta demostrar la unicitat.

Per a aix0, suposem que y és un caracter quadratic de Dirichlet definit modul 4|D)|
per al qual se satisfa la propietat i considerem v := Xxl_jl. Aleshores, 1 és un caracter de
Dirichlet definit modul 4|D| tal que per a tot natural primer senar p que no divideix D
se satisfa que ¥ (p) = 1. Com que v és multiplicatiu, també se satisfa que ¥ (a) = 1 per
a tot nombre natural senar a primer amb D; és a dir, per a tot nombre natural a primer
amb 4D. Aix0 demostra que y = xp. UJ

Proposicié 1.11.2. Sigui D un nombre enter lliure de quadrats i sigui D’ la part senar
positiva de la seva descomposicio en producte de mombres primers. El conductor del
caracter de Kronecker xp és exactament 4|D|, excepte en el cas D =1 (mod 4) en qué
el conductor és D'.

/ N * , .
DEMOSTRACIO: Com que els caracters de Legendre (€_> son primitius de conductor

i

l;, el caracter ¢ = (5) (gi) (%) és primitiu de conductor £1/5...¢,.. Com que
1 2 r
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el caracter de Kronecker és el producte de v per caracters de conductor potencia de 2,
només cal estudiar el conductor dels altres factors.

Si D=D"=1 (mod4), per a obtenir yp es multiplica ¥ pel caracter trivial, ja que
(=1)5Pl) = 1. Isi D= —D' =1 (mod 4), també es multiplica 1 pel caracter trivial, ja
que (—1)5P)=F) (1)) = 1. En els altres casos, o bé 1) es multiplica pel caracter primitiu
de conductor 4, en el cas D = 3 (mod 4) o bé es multiplica per un dels dos caracters
primitius de conductor 8, en el cas en que D és parell. [

La proposicio segiient generalitza el fet que els tnics caracters quadratics de Dirichlet
de conductor primer senar sén els caracters de Legendre.

Proposicié 1.11.3. Sigui x un caracter quadratic de Dirichlet, primitiu. Aleshores,
existeir un nombre enter D lliure de quadrats tal que x és el caracter de Kronecker xp,
considerat definit modul el seu conductor.

Per a la demostracié usarem un seguit de resultats previs.

Lema 1.11.4. Sigui f el conductor d’un caracter quadratic de Dirichlet i suposem que f
és senar. Aleshores, [ és lliure de quadrats.

DEMOSTRACIO: Sigui y un caracter quadratic de Dirichlet definit modul un nombre
senar n i sigui n’ el producte dels nombres primers senars diferents que divideixen n. Si
demostrem que tots els elements a € G(n) que satisfan la congruencia a = 1 (mod n’)
sén quadrats en G(n), aleshores haurem acabat ja que, per ser x quadratic, és x(b) = £1
per a tot b € G(n) i, per tant, x(b?) = 1; aix0 ens permet assegurar que x es pot definir
modul n’, de manera que el seu conductor, que és un divisor de n/, és lliure de quadrats.

Ara bé, si a € G(n) és un quadrat modul n’, ho és modul ¢ per a tot nombre primer
¢ que divideix n i, com que el polinomi X? — a és separable modul /¢, les congruéncies
X? —a = 0 (mod ¢*) tenen solucié per a cada valor de k. Per tant, la congruencia
X? —a=0 (mod n) té solucié i a és un quadrat en G(n). O

Lema 1.11.5. Sigui f el conductor d’un caracter quadratic de Dirichlet. Aleshores, f és
lliure del factor 2*.

DEMOSTRACIO: La demostracié és semblant a la del lema anterior. Si r > 3, aleshores
G(27)/G(27)? =2 G(8) X Z/2Z x 7./2Z; per tant, el subgrup dels quadrats de G(2") és un
subgrup d’'index 4. A més a més, si a és un quadrat de G(2"), aleshores a = 1 (mod 8).
D’altra banda, el subgrup format pels elements a € G(2") tals que a =1 (mod 8) també
és d’'index 4; per tant, els dos subgrups sén iguals. Aixo implica que, en el cas r > 3,
podem abaixar els factors 2" de n fins a 23. O

Lema 1.11.6. El conductor d’un caracter de Dirichlet (quadratic o no) no és mai de la
forma 2f amb f senar.

DEMOSTRACIO: Ja que si f és senar, aleshores G(2f) = G(f). O

Anem a demostrar, ara, la proposicié. Sigui f el conductor del caracter y i suposem
que f éssenar. El grup dels caracters quadratics de Dirichlet definits modul f és isomorf al
grup G(f)/G(f)* = (Z/2Z)", on r és el nombre de factors primers diferents que divideixen
f. D’altra banda, els caracters quadratics de G(f) que redueixen als caracters de Legendre
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*
(Z)’ per a { primer que divideix f, formen un sistema de generadors lliures del grup dels

caracters quadratics de G(f); en conseqiiencia, y és un producte d’aquests caracters. Si
algun dels caracters de Legendre no aparegués en aquest producte, el conductor no podria
ser f; per tant, y és el producte d’aquests caracters de Legendre. I aquest producte és el
caracter de Kronecker xyp per a D = +f amb el signe elegit de manera que yp sigui de
conductor f.

En el cas que f és exactament divisible per 4, cal afegir el caracter (—1)**) en el
raonament anterior; aixo déna per a y el caracter de Kronecker xy_p, amb D elegit igual
que abans. I en el cas que f és divisible per 8 cal afegir el caracter (—1)“’(*) o el caracter
(—1)*®)(=1)*®)_ Els detalls es deixen com a exercici. [J






Capitol 2

Enters dels cossos de nombres

La riquesa de 'aritmetica de Z resta (gairebé completament) amagada en punt considerem
el seu cos de fraccions, Q. Per tant, si volem estudiar I'aritmetica d’un cos de nombres,
K, sera bo cercar algun anell que el tingui com a cos de fraccions i que, alhora, tingui
bones propietats de divisibilitat.

Els anells que s’'utilitzen usualment sén anells que tenen algunes de les bones propietats
de divisibilitat de ’anell Z; pero, en general, no sén anells tan agradables com Z. En
qualsevol cas, i llevat que es digui alguna cosa que ho modifiqui, a la teoria general només
considerarem anells commutatius.

2.1 Elements enters sobre un anell

L’anell Z[i] dels nombres enters de Gauss és un dels anells més coneguts dels cursos
elementals; els seus elements sén els nombres complexos de la forma a + bi, on a i b sé6n
nombres enters; el seu cos de fraccions és el cos ciclotomic Q(7).

Observem que si o := a+bi, a,b € Z, és un nombre enter de Gauss, aleshores a € Q(3)
i és arrel del polinomi monic de coeficients enters

(X —a)* + b = X? - 2aX + (a® +b?) € Z[X].

Reciprocament, si un element o := a + bi € Q(i), a, b € Q, és arrel d'un polinomi monic
de coeficients enters, aleshores és un nombre enter de Gauss; és a dir, a i b sén nombres
enters.

En efecte; sigui f(X) € Z[X] un polinomi monic i sigui o := a+bi € Q(i), a, b € Q, una
arrel de f(X). Com que f(X), en particular, és de coeficients reals, el nombre complex
conjugat de o, @ := a — bi, també és una arrel de f(X). Per tant, el polinomi f(X) és
divisible per (X —a)(X —@) = (X —a)*+b* € Q[X]. Pel lema de Gauss, aquest polinomi
monic és de coeficients enters; és a dir, 2a € Z i a® + b*> € Z. En conseqiiencia, (2b)? € Z,
de manera que 2b € Z. Escrivim a = A/2, b = B/2, amb A, B € Z; de a* + b* € Z
resulta que A%+ B? = 0 (mod 4); com que en Z/47 la suma de dos quadrats només és
nul-la quan els dos quadrats sén nuls, ha de ser A2 = B> =0 (mod 4), de manera que A,
B € 27. Aixo ens assegura que a, b € Z, com voliem demostrar.

Aquest fet es pot resumir dient que els nombres enters de Gauss sén exactament els
nombres de Q(7) que sén arrels de polinomis monics de coeficients enters.

23
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Definicié 2.1.1. Sigui B un anell i sigui A C B un subanell. Un element b € B s’anomena
enter sobre A quan b és arrel d’un polinomi monic de coeficients en A. L’extensié d’anells
B| A s’anomena entera quan tot element de B és enter sobre A.

Una demostracié detallada dels resultats segiients es pot trobar, per exemple, en
[At-McD 73].

Proposicié 2.1.2. Sigui B|A una extensié d’anells i sigui b € B. Les propietats segiients
son equivalents:

(a) b és enter sobre A;
(b) lanell A[b] és un A-modul finitament generat;

(c) existeix un subanell C de B que conté A i b i que és un A-modul finitament generat;
i

(d) ezisteiz un A[b]-modul fidel i finitament generat com a A-modul. O

Corollari 2.1.3. Siguin A un anell i {ay,as,...,a,} elements d’un anell extensid B|A
tals que per a 0 < i < n lelement a;11 és enter sobre lanell Alay,as,. .., a;]. Aleshores,
Uanell Alay, ag, ..., a,] és un A-modul finitament generat. O

Corollari 2.1.4. Sigui B un anell i sigut A C B un subanell. El conjunt dels elements
b € B que son enters sobre A és un subanell de B que conté A. [

Corollari 2.1.5. Siguin C|B i B|A extensions enteres d’anells. Aleshores, 'extensio
C|A és una extensio entera. O

Definicié 2.1.6. Sigui B|A una extensié d’anells. El subanell de B format pels ele-
ments que sén enters sobre A s’anomena la clausura entera de A en B. Es diu que A
és integrament tancat en B quan A és la seva propia clausura entera en B. Un domini
d’integritat A s’anomena integrament tancat quan és la seva propia clausura entera dins
el cos de fraccions.

Ens interessa, sobretot, el cas de dominis d’integritat. Els exemples més senzills d’anells
integrament tancats els donen els resultats segiients.

Proposicié 2.1.7. Sigui B|A una extensid d’anells i sigui C' la clausura entera de A en
B. Aleshores, C' és integrament tancat en B. [

Proposicié 2.1.8. Sigui A un domini factorial. Aleshores, A és integrament tancat. [J
Corol'lari 2.1.9. Sigui A un domini principal. Aleshores, A és integrament tancat. [J

Proposicié 2.1.10. Sigui A un domini integrament tancat @ sigut S C A un subcon-
Junt multiplicativament tancat de A. Aleshores, l'anell localitzat de A en S, ST1A, és
integrament tancat. [

Es evident que, en el cas d'un cos, una extensié entera és una extensio algebraica.
D’altra banda, és un exercici senzill demostrar que si A C B s6n dominis i 'extensié B|A
és entera, condicié necessaria i suficient perque A sigui un cos és que B ho sigui. La
propietat seglient és 1til per a determinar quan un element és enter.
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Proposicié 2.1.11. Siguin A un domini d’integritat, K el cos de fraccions de A, L|K una
extensio algebraica, b € L un element qualsevol, i f(X) := Irr(b, K)(X) el polinomi monic
irreductible de K[X] que té b per arrel. Suposem que A és integrament tancat. Aleshores,
condicid necessaria i suficient perqué b sigui enter sobre A és que f(X) € A[X].

DEMOSTRACIO: Podem suposar que lextensié L|K és normal. Sigui g(X) € A[X] una
equacié de dependencia entera de b sobre A. Com que f(X) és el polinomi irreductible
de K[X] de grau més petit que té b per arrel i g(X) és un polinomi de K[X] que té b per
arrel, f(X) divideix g(X) en K[X]. Aixo implica que les arrels de f(X) també ho sén
de g(X), de manera que totes les arrels de f(X) sén elements de L enters sobre A. Per
tant, els polinomis simetrics elementals d’aquestes arrels sén enters sobre A. Pero aquests
polinomis simetrics elementals sén els coeficients de f(X) i, per tant, els coeficients de
f(X) sén elements de K que sén enters sobre A; com que A és integrament tancat, el
polinomi f(X) és de coeficients en A. [

2.2 Enters dels cossos de nombres

S’anomena cos de nombres tot cos K de caracteristica zero tal que l'extensié K|Q és
finita.

Definicié 2.2.1. Un nombre enter algebraic és un element de Q que és enter sobre Z. Si
K és un cos de nombres, la clausura entera de Z en K s’anomena l’anell dels enters de
K. Es l'anell format per tots els elements de K que sén enters algebraics.

El primer objectiu d’aquesta seccié és calcular els anells d’enters dels cossos quadratics.
Sigui, doncs, D un nombre enter lliure de quadrats. L’anell Z[v/D] és un subanell del cos
quadratic K := Q(\/E) i és enter sobre Z; per tant, si O designa ’anell dels enters del
cos K, es té la inclusio Z[\/E] C Og. El reciproc, pero, no és cert en general. En efecte,
se satisfa el resultat segiient.

Proposicié 2.2.2. Sigui D un nombre enter lliure de quadrats. L’anell dels enters del

D D
cos K := Q(v/D) és lanelll Og = Z]w], on w =D si D # 1 (mod 4) i w = +T\/_
si D=1 (mod 4).

DEMOSTRACIO: La demostracié és una generalitzacié directa del calcul que hem fet per al
cas de I'anell Z[i] dels nombres enters de Gauss. Siguin a, b € Q tals que a +bv/'D € Ok.
El conjugat galoisia a — byv/D de a 4+ bv/D també és un enter de K, de manera que la
suma i el producte d’aquests dos elements sén enters de K. Pero son racionals i, com que
7 és integrament tancat, sén enters. Aixd ens permet assegurar que 2a, a®> — Db? € Z.
Per tant, 4a®? — 4Db? € 47 i 4Db* € Z. Ara, com que D és lliure de quadrats, 2b ha de
ser enter, ja que si tingués algun denominador, D no podria dur el seu quadrat a Z. Per
tant, A:=2a, B:=2b€Z i A> — DB? € 4Z. A més a més, si D # 1 (mod 4), aleshores
A? — DB? € 47 només es pot donar si A i B sén parells; de manera que en aquest cas
a,b€ZiOg =Z[\VD]. Perd en el cas D = 1 (mod 4) pot ser que A i B siguin senars
alhora; aixo ens permet assegurar que O esta format per elements (A+ B \/5) /2 tals que
D++vD

A, B sén nombres enters de la mateixa paritat. En particular, com que — € Ok
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D(D - 1)
4

D++vVD
2

(és arrel del polinomi X% — DX + € Z[X]), se satisfa que O = Z

O

En particular, Z[i] és Panell dels enters del cos ciclotomic Q(i). Es ben conegut que
aquest anell és un anell principal, ja que és euclidia. Aquesta propietat no és en absolut
una propietat general dels anells dels enters dels cossos de nombres. En efecte, veurem
de seguida que hi ha exemples d’anells d’enters de cossos de nombres, fins i tot de cossos
quadratics, que no soén principals; de fet, ni tan sols factorials.

Exemple 2.2.3. Considerem lanell Z[y/—5]. Es lanell dels enters del cos quadratic
Q(v/—5). Veiem que no és factorial.

Observem que 21 = (4++/=5)(4—+/=5) = 3-7; aquestes s6n dues descomposicions del
nombre 21 com a producte de factors irreductibles en I'anell Z[v/—5]; i sén essencialment
diferents. En efecte, cap dels elements 4 4 v/—5, 3 i 7 no és un element unitari de I’anell
Z[v/—5] i cap d’aquests elements no és un element associat de cap altre. Aixo es pot veure,
per exemple, tenint en compte que si « és un element invertible, aleshores la norma N(«)
és un element invertible de Z, ja que és un enter algebraic de Q i N(a)N(a™) = N(1) = 1.
Com que N(4 £ +/=5) = 21, N(3) = 9, i N(7) = 49, cap d’aquests elements no és una
unitat de I'anell Z[/—5]. D’altra banda, si algun d’aquests elements fos associat d’algun
altre, ambdods haurien de tenir, llevat potser del signe, la mateixa norma; pero aixo només
succeeix amb els dos elements 44 +/—5, que tampoc no sén associats ja que, per exemple,
el seu quocient no és enter sobre Z.

Resta veure que aquests elements son irreductibles. Si algun d’ells no ho fos, la seva
norma hauria de descompondre; perd per a a € Z[y/—5], no pot ser N(a) = 43 ni
N(a) = £7, ja que les equacions N(a + by/—5) = a® + 5b? = £3, 47 no tenen solucions a,
b € Z. En conseqiiéncia, I’anell Z[v/—5] no pot ser un anell factorial.

D’altra banda, hi ha anells d’enters de cossos quadratics que sén principals pero que
no son euclidians per a cap eleccié de 'aplicacié grau.

Exemple 2.2.4. Sigui A := Z[f], 20 := 1 4 /—19, l'anell dels enters de Q(1/—19).
Aleshores, 1'anell A és principal pero no és euclidia per a cap eleccié de I'aplicacié grau.

Una demostracié completa d’aquest fet es pot trobar indicada en el llibre [B-M-T 90,
ex.24]. Més endavant, i fent servir tecniques d’aquest curs, en podrem veure una demos-
tracié més senzilla.

2.3 Anells de Dedekind

L’objectiu d’aquesta seccié és donar les propietats algebraiques més elementals dels anells
dels enters dels cossos de nombres.

Proposicié 2.3.1. Siguin A un domini noetheria i integrament tancat, K el cos de fracci-
ons de A, L|K una extensid finita i separable, i B la clausura entera de A en L. Aleshores,
B és un A-modul finitament generat.

DEMOSTRACIO: Observem, en primer lloc, que podem elegir una K-base de L formada
per elements by, by, ..., b, € B. En efecte, sigui b € L i siguin ag,ay,...,a,1 € K tals
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que ag + a1b + ash?® + -+ + a1 0"t 4+ b" = 0; sigui @ € A un denominador comu a tots
els coeficients a;; aleshores, apa™, a1a™,... ap_1a € A i

apa™ + a;a" " (ab) + -+ + a,_1a(ab)" " + (ab)" =0

és una equacié de dependencia entera de ab sobre A. Per tant, podem multiplicar cada
element d’'una K-base de L per un element de A per a obtenir una K-base de L formada
per elements de B.

D’altra banda, com que 'extensié L|K és finita i separable, la forma bilineal traga,
Trk, és no degenerada i podem considerar la K-base de L dual de la base by, by, ..., b,
respecte d’aquesta forma bilineal (cf. [B-M-T 90, ex.85]); sigui 1, fa, . .., Bn € L aquesta
base dual i sigui d € A, d # 0, un element tal que dB; € B per a tot ;. Aleshores, B és
un A-submodul del A-modul lliure i finitament generat M := d~! (Ab; + -+ + Ab,) C L.
En efecte; sigui b € B i escrivim-lo en la forma b = a1b; + - - - + «,,b,, amb els coeficients
a; € K; com que Tk (b;3;) = 0,5, obtenim que da; = Trx(dbB;) € A, ja que dbB; € B
i la traca és la suma dels conjugats, que sén enters. Per tant, db € Ab; + - - - + Ab,,, com
voliem veure.

Ara, com que A és noetheria, B C M i M és un A-modul finitament generat, obtenim
que B és un A-modul finitament generat. [

Corollari 2.3.2. Siguin A un domini principal, K el cos de fraccions de A, L|K una
extensio finita i separable, n := [L : K| el grau, i B la clausura entera de A en L.
Aleshores, B és un A-modul lliure de rang n.

DEMOSTRACIO: Es ben conegut que si B és un modul finitament generat i sense torsié
sobre un domini d’ideals principals, aleshores B és un A-modul lliure. La proposicio
anterior ens assegura que B és un A-modul finitament generat; i la qiiestié relativa a la
torsié és immediata, ja que B és un domini d’integritat. Finalment, una A-base de B és
també una K-base de L, ja que L és el cos de fraccions de B. Per tant, B és A-lliure de
rang [L: K|. O

Corol'lari 2.3.3. L’anell dels enters d’un cos de nombres és un Z-modul lliure de rang
finit. O

Aixi, 'anell dels enters d’un cos de nombres és un domini noetheria, integrament tancat
i de dimensi6 1, ja que l'extensié A|Z és entera i Z és de dimensi6 1.

Definicié 2.3.4. Un anell de Dedekind és un domini d’integritat noetheria, integrament
tancat i de dimensio 1; és a dir, un anell noetheria, integre, integrament tancat, que no
és un cos i tal que tot ideal primer no nul és maximal.

Corol'lari 2.3.5. L’anell dels enters d’un cos de nombres és un anell de Dedekind. [

2.4 El grup d’ideals

Els anells de Dedekind i, en particular, els anells d’enters dels cossos de nombres, no
son, en general, principals. De tota manera, en un anell de Dedekind tot ideal no nul
descompon de manera tinica com a producte d’ideals primers no nuls. Aixo fa més senzill
I'estudi de la seva aritmetica (i, en conseqiiencia, de Iaritmetica del seu cos de fraccions)
que en el cas general d'un anell qualsevol.
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Definicié 2.4.1. Sigui A un domini d’integritat. Un ideal fraccionari de A és un A-
submodul a del cos de fraccions K de A tal que existeix un element a € A, a # 0, de
manera que aa C A.

Per exemple, tot ideal de A és un ideal fraccionari. Els ideals de A també s’anomenen,
per aixo, els ideals enters de A.

Definicié 2.4.2. Un ideal fraccionari s’anomena principal quan és de la forma aA amb
a€ K.

Clarament, els ideals fraccionaris principals no nuls de A formen un grup abelia respecte
de la multiplicacié d’ideals; I'invers d'un ideal fraccionari principal a A és I'ideal fraccionari
principal a"!'A; i notem que aquest grup s’identifica de manera natural amb el grup
quocient K*/A*. Pero aquesta no és 1'inica propietat interessant dels ideals fraccionaris
dels anells de Dedekind. De fet, el conjunt de tots els ideals fraccionaris no nuls d’un anell
de Dedekind és un grup respecte de la multiplicacié de A-submoduls de K i el conjunt dels
ideals fraccionaris principals no nuls és un subgrup del grup de tots els ideals fraccionaris.
L’objectiu d’aquesta seccié és demostrar aquest fet, com també fer I'estudi dels ideals
fraccionaris dels anells de Dedekind.

Proposicié 2.4.3. Sigui A un domini d’integritat. Tot A-submodul finitament generat a
del cos de fraccions K de A és un ideal fraccionari.

DEMOSTRACIO: Sigui ay, as,...,a, un sistema finit de generadors de a i sigui @ € A un
denominador comu a tots els elements a;. Aleshores, aa C A. [J

Proposicié 2.4.4. Sigui A un domini noetheria. El conjunt dels ideals fraccionaris de
A coincideiz amb el conjunt dels A-submoduls finitament generats del cos de fraccions K.
Més precisament, tot ideal fraccionari és de la forma aa, ona € K i a C A és un ideal
enter de A.

DEMOSTRACIO: Ja hem vist que tot A-submodul finitament generat de K és un ideal
fraccionari. Reciprocament, suposem que b C K és un ideal fraccionari i sigui b € A
tal que bb C A. Aleshores, b C b~'A; com que b1 A és finitament generat (de fet, és
principal) i A és noetheria, el A-submodul b de b~ A ha de ser finitament generat.

D’altra banda, si escrivim b = (b1, bs,...,b,), amb b; € K,isia € A ésun denominador
comt dels elements by, by, . . ., by, aleshores b = a™'a, on a := (aby, aby, ..., ab,) és un ideal
enter de A. [J

Teorema 2.4.5. Sigui A un anell de Dedekind. Aleshores, el conjunt dels ideals fracci-
onaris no nuls de A €s un grup abelia lliure respecte de la multiplicacio de A-submoduls
del cos de fraccions K de A. Els ideals primers no nuls de A formen un sistema de gene-
radors lliures d’aquest grup. A més a més, condicio necessaria i suficient perquée un ideal
a de A sigui divisible per un ideal b de A és que a C b.

DEMOSTRACIO: Farem la demostracié d’aquest teorema en diverses etapes.

Lema 2.4.6. Sigui A un anell noetheria i sigui a C A un ideal no nul de A. Aleshores,
existeizen ideals primers no nuls py,pa, ..., p. C A tals que p1ps---p, C a.
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DEMOSTRACIO: Sino és aixi, el conjunt C format pels ideals no nuls de A que no contenen
cap producte d’ideals primers no nuls és un conjunt no buit. Per ser A noetheria, aquest
conjunt ha de tenir elements maximals per a la inclusié d’ideals. Sigui a un element
maximal de C. L’ideal a no pot ser un ideal primer de A, ja que pertany a C; per tant,
existeixen elements ay,as € A aj,ay ¢ a, tals que ajas € a. Aleshores, cadascun dels
ideals b; := a+ a;A, i = 1,2, conté un producte d’ideals primers de A i b1by C a. Pero
aleshores, a conté un producte d’ideals primers: I'ideal producte dels productes d’ideals
primers que contenen els ideals b;. Aquesta contradiccié acaba la demostracié. [J

Lema 2.4.7. Sigui A un anell de Dedekind i sigui p C A un ideal primer no nul. Ales-
hores, p és un ideal fraccionari invertible; és a dir, existeix un ideal fraccionari p=t de A

tal que pp~! = A.

DEMOSTRACIO: Sigui p~' := (A : p) = {xr € K : zp C A}, on K designa el cos
de fraccions de A. Es tracta de veure que pp~! = A; comprovem, en primer lloc, que
A G p~l. Prenem un element no nul a € p; en virtut del lema anterior, podem elegir
un nombre enter r minimal respecte de la propietat que l'ideal principal aA contingui
un producte de r ideals primers no nuls de A, posem pips---p, C aA. Aleshores, com
que p és un ideal primer, p ha de contenir algun dels ideals primers p;, diem p;; i com
que p; és maximal, ha de ser p; = p. D’altra banda, ps---p, € aA ja que r és minimal;
per tant, existeix un element b € py---p, tal que b ¢ aA. Aleshores, ba™! € p~! (ja que
bp = bp; C aA) perd ba~' ¢ A, com voliem veure.

De la inclusi6 trivial p C pp~t C A, i del fet que p és un ideal maximal, deduim que
pp~l =pobépp ! =A Veiem que la primera igualtat no pot ser i haurem acabat. Si
fos p = pp~!, aleshores tot element de p~! deixaria el A-submodul finitament generat p de
K invariant; per tant, 'ideal fraccionari p~! hauria de d’estar format per elements enters
sobre A (cf. 2.1.2, (d)); i, com que A és integrament tancat, aixd voldria dir que p~! C A4;
contradiccié. [

Lema 2.4.8. Sigui A un anell de Dedekind. Aleshores, tot ideal fraccionari no nul a de
A és invertible, i linvers de a és l'ideal fraccionari a™' := (A:a)={zx € K : xa C A}.

DEMOSTRACIO: Com que A és un anell noetheria, la proposicié 2.4.4 ens assegura que
tot ideal fraccionari de A és el producte d’'un element a de K per un ideal enter a de A;
com que els ideals fraccionaris principals son invertibles, per veure que un ideal fraccionari
a és invertible podem suposar que és un ideal enter. Aixi, és suficient demostrar que tot
ideal enter no nul a C A és invertible.

Si no és aixi, i de nou per la noetherianitat, podem elegir un ideal enter no nul a C A
maximal entre els no invertibles. Com que els ideals maximals de A sén invertibles, a no
és un ideal maximal de A i existeix un ideal maximal p de A tal que a & p. Aleshores,
aCap !t Cpp~t = A Com que invers de p conté elements no enters sobre A i com que
a és un A-submodul finitament generat de K, no pot ser que a = ap~!; és a dir, ap~! és
un ideal de A que conté a estrictament. Per la maximalitat de a, I'ideal ap~! és un ideal
fraccionari invertible; si multipliquem per p que és invertible, obtenim que a és un ideal
invertible.

Resta veure que l'invers de a és (A : a). Perd aixo és clar; si a € a™!, és clar que

a € (A : a); reciprocament, si a € (A : a), aleshores aa C A, de manera que aaa™* C a™!
i, com que 1 € A =aa"!, ha de ser a € a=!. Aix0 acaba la demostracid. [J
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Acabem de provar que el conjunt format pels ideals fraccionaris no nuls de A és un
grup respecte de la multiplicacié d’ideals fraccionaris. Si demostrem que tot ideal enter no
nul descompon de manera tinica com a producte d’ideals primers de A ja haurem acabat,
ja que tot ideal fraccionari és de la forma a~'a per a un cert element a € A i un cert ideal
enter a C A.

El conjunt dels ideals no nuls de A que no admeten una descomposicié com a producte
d’ideals primers no nuls és el conjunt buit; en efecte, en cas contrari tindria un element
maximal a C A; si p és un ideal maximal de A que conté a, com que p és invertible,
ha de ser a & p; aleshores, a C ap™' C pp~! = A, de manera que podem repetir el
raonament d’abans: ap~! és un ideal enter de A que no pot coincidir amb a ja que p~*
conté elements no enters sobre A i a és un A-submodul finitament generat de K; per
tant, ap~! admet descomposicié com a producte d’ideals primers; si multipliquem per p,
obtenim una descomposicié de a com a producte d’ideals primers de A.

Resta veure la unicitat. Pero aquesta és facil, ja que disposem de la multiplicacié pels
inversos dels ideals primers no nuls de A. Si p1ps - = 102 - - - qs, 'ideal q; és un ideal
primer que conté un producte d’ideals primers; per tant, conté algun p;, diem p;, = p;.
La maximalitat ens permet assegurar que ¢; = pi; si multipliquem per l'invers de pq,
obtenim la igualtat ps---p, = q2-- - qs, amb menys factors, i la prova s’acaba facilment
per un argument recursiu. [

Definicié 2.4.9. El grup dels ideals fraccionaris no nuls de 1'anell de Dedekind A s’a-
nomena el grup d’ideals de A (o el grup d’ideals de K quan l'anell A és clar). El grup
quocient d’aquest grup d’ideals pel subgrup dels ideals fraccionaris principals s’anomena
el grup de classes d’ideals de A (o de K'). S’acostuma a designar per Cl(A).

De fet, es disposa de la successio exacta de grups abelians
1l — A" — K" —I(A) — Cl(4) — 1,

on I(A) designa el grup dels ideals fraccionaris no nuls de A i A* el grup dels elements
invertibles de I'anell A.

2.5 Factorialitat i principalitat

Una conseqiiencia immediata de la definicié del grup de classes d’ideals d’'un anell de
Dedekind és el resultat segiient.

Corollari 2.5.1. Sigui A un anell de Dedekind. Condicié necessaria i suficient perqué
lanell A sigui un anell principal és que el grup de classes d’ideals de A sigui trivial. [

Aquesta condicié caracteritza quan un anell de Dedekind és principal. Podem dir que
el grup CI(A) és una mesura de quant s’aparta I’anell A de ser un anell principal. De totes
maneres, encara no sabem gairebé res del grup de classes d’ideals d’un anell de Dedekind.
Pero podem donar alguna condicié suficient perque un anell de Dedekind sigui principal.

El fet que els ideals primers d’un anell de Dedekind formin un sistema de generadors
del grup d’ideals i el fet que el producte d’ideals principals és un ideal principal ens
permeten escriure immediatament que si tots els ideals primers d’un anell de Dedekind A
son principals, aleshores A és un anell principal. Encara més, podem demostrar el resultat
segiient.
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Proposicié 2.5.2. Sigui A un anell de Dedekind. Suposem que A té només un nombre
finit d’ideals primers. Aleshores, A és un anell principal.

DEMOSTRACIO: Siguin p1, po, . .., p, tots els ideals primers no nuls de A. Fixat un d’ells,
diem p = py, podem elegir a € p de manera que a ¢ p?; el sistema de congrueéncies

{x =a (mod p)

r=1 (modp;), i>1,

té solucié en A en virtut del teorema xines del residu. I una solucié z d’aquest sistema
és un generador de l'ideal p, ja que a la descomposicié en producte d’ideals primers de
I'ideal principal A no pot apareixer cap primer p; # p ni tampoc p?; i I'ideal A no és
tot 'anell A ja que x € p perque per a x se safisfa la primera equacio.

En conseqiiencia, tot ideal primer de A és un ideal principal i, per tant, A mateix és
un anell principal. [J

Proposicioé 2.5.3. Sigui A un anell de Dedekind i suposem que el grup de classes d’ideals
de A és finitament generat. Aleshores, existeiz un element a € A, a # 0, tal que [’anell
Ala™'] és un anell de Dedekind principal.

DEMOSTRACIO: Notem, en primer lloc, que qualsevol localitzat d’un anell de Dedekind
és un anell de Dedekind. En efecte, si S és un conjunt multiplicativament tancat dun
anell de Dedekind A, aleshores I’anell S~ A és un domini noetheria, és integrament tancat
i és de dimensi6 1; per tant, és un anell de Dedekind.

Per a demostrar la proposicio, siguin py, ps, ..., p,. C A ideals primers tals que les seves
classes generen Cl(A) i sigui @ # 0 un element a € p; Npa N -+ N p,. Aleshores, I'anell
Ala™1] és el localitzat de A en les potencies de a i, per tant, els ideals p; esdevenen,
quan els estenem, tot Panell A[a~!]. D’altra banda, 1’assignacié a — aAfa™!] defineix
un morfisme exhaustiu de grups entre els grups d’ideals fraccionaris no nuls dels anells
A i Ala™']; el seu nucli esta format pels ideals fraccionaris de A que contenen alguna
potencia de a. A més a més, els ideals fraccionaris principals de A van a parar a ideals
fraccionaris principals de Ala~!], de manera que el grup CI(A) s’aplica exhaustivament
en el grup Cl(A[a"!]). Com que les imatges d'un sistema de generadors sén un sistema
de generadors, i com que els ideals p; s’apliquen en 'ideal unitat, el grup Cl(A[a]) és el
grup trivial. [J

Seguidament es tracta de caracteritzar quan un anell de Dedekind és factorial. En
concret, es tracta de demostrar el resultat segiient.

Proposicié 2.5.4. Sigui A un anell de Dedekind. Condicio necessaria i suficient perque
A sigui factorial és que sigui principal.

DEMOSTRACIO: Suposem que A és un anell de Dedekind factorial i que p C A és un
ideal primer no nul; hem de veure que p és un ideal principal. Sigui a # 0 un element
de p; com que A és factorial, aquest element a admet una factoritzacié a = pJ'p3?* - - - por,
a; > 1, com a producte d’elements irreductibles diferents p; de A. Com que p és primer,
algun dels elements irreductibles p; ha de ser un element de p. Aleshores, I'ideal principal
generat per p; és un ideal primer, ja que A és un anell factorial, i esta inclos en p; com
que en A tot ideal primer no nul és maximal, ha de ser p = p;A. [






Capitol 3

Ramificacio

Destinem aquest capitol a fer I'estudi d’extensions d’anells de Dedekind i del comporta-
ment dels ideals primers en aquestes extensions. Comencem per repassar els conceptes i
les propietats de la traca i de la norma.

3.1 Normes i traces

Sigui L|K una extensio finita de cossos. Per a tot element € L podem definir 'aplicacié

de multiplicacié per 6, my : L — L per la férmula my(0') := 606', per a tot 0’ € L.

L’aplicacié my és K-lineal i si elegim una K-base de L, {0,6,,...,0,}, té associada una

matriu (a; ;) € M(n, K), on M(n, K) indica I'espai vectorial de les matrius quadrades

de n files i n columnes i coeficients en K. El polinomi caracteristic de la matriu (a; ;)
n

no depen de la base elegida. En particular, la traca, Tpx(6) = tr(a;;) = Zai»i’ iel
determinant, Nz (6) := det(a;;), no en depenen. -
Definicié 3.1.1. Les aplicacions Tpx : L — K i Nyg : L — K definides per les
formules Trx (0) := tr(a; ;) = Z aii, 1 Npjg () := det(a;;), s’anomenen, respectivament,
la traga i la norma de l’extensiZé:1L|K.

Llistem a continuacié les propietats més elementals d’aquestes aplicacions Ty x 1 Nyx.
\ \

Proposicié 3.1.2. Siguin 0,60,,0, € L i o € K. Aleshores:
() Trx(br +02) = Trx(61) + Tryx (62);
(b) TL|K(0a9) = OéTL‘K(Q),’

(c) Npjg(6102) = Ny (01)Npjk(62); i

(d) NL\K(QQ) = OénNL|K(€),
onn:=|[L: K] és el grau de l’extensié L|K. O

33
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Els resultats segiients ens proporcionen una manera comoda per a calcular la traca i
la norma.

Proposicié 3.1.3. Siguin L|K una extensid finita de cossos, 0 € L un element qualsevol,
s el grau de separabilitat de l'extensio L|K, o01,09,...,0, les K-immersions diferents
de L en una clausura algebraica de K, i p* el grau d’inseparabilitat de ['extensié L|K.
Aleshores,

Tk (0) = P (o(0) + -+ ?s(@)
Niix(0) = (01(0) -~ 05(0)) .

En particular, si lextensio LK no és separable, aleshores T = 0.

DEMOSTRACIO: Suposem, en primer lloc, que 6 és un element primitiu de I'extensid
L|K. Siguin f(X) := Irr(f, K)(X) el polinomi monic irreductible de K[X] que té 6 per
arrel 1 g(X) el polinomi caracteristic de la multiplicacié my. Com que g(my) = 0, també
g(0) = 01 el polinomi f(X) divideix el polinomi ¢g(X). A més a més, els dos polinomis
f(X) i g(X) sén del mateix grau, n := sp’, i tots dos sén monics; per tant, coincideixen.
Aix0 ens permet assegurar que Tpx(6) és la suma dels n conjugats de 6 i que Nk (6) és
el producte dels n conjugats de 6, ja que les arrels del polinomi irreductible de 6 sobre K
son els s conjugats diferents, o;(6), comptats p’ vegades cadascun.

En el cas general, si 6 no és un element primitiu, encara podem considerar el subcos
K':= K(0) de L. Sielegim una K-base de K’ i una K’-base de L qualssevol, els productes
formen una K-base de L i la matriu de la multiplicacié per # en L en aquesta base es pot
escriure en forma de matriu diagonal de caixes idéntiques a la matriu de la multiplicacio
per 6 en K'. Per tant, el polinomi caracteristic de la multiplicacié per 6 en 'extensié
L|K és la potencia [L : K'|-esima del polinomi caracteristic de la multiplicaci6é per 6 en
I'extensié K'|K; aixd proporciona, en particular, les igualtats

Trw(8) = [L: KTk (0), Ny (0) = Nierpre (0) 57,

per a la traga i la norma de 6 en 'extensi6 L| K. Per acabar la demostracié, només cal tenir
en compte que les s K-immersions diferents de L es distribueixen, segons els valors que
prenen sobre 6, en tantes classes d’equivalencia com el grau de separabilitat de 1’extensio
K'|K, i que totes les classes tenen cardinal el grau de separabilitat de extensié L|K’. O

Proposicié 3.1.4. Siguin L|K' i K'|K extensions finites de cossos. Aleshores, per a tot
0 € L se satisfan les formules de transitivitat

Trk(0) = Tk (Trx(9)) , Niik(8) = Ngnie (N (6))
Es a dir, com a aplicacions, T x = Tgx o Trxr @ Npjx = Ngrjg o Ny

DEMOSTRACIO: Només cal tenir en compte que les K-immersions de L sén les extensions
diferents a L de les K-immersions de K’ i de quina manera s’obtenen a partir de les
K'-immersions de L. [

La forma lineal traca ens permet definir de manera natural, ja que L és una K-algebra,
una aplicacié bilineal Ty x : L x L — K per la formula (a,b) — Tk (ab). Com que L
és commutatiu, la forma bilineal és simetrica. El resultat que segueix ja ha estat usat en
un parell d’ocasions.
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Proposicié 3.1.5. Siguin L|K una estensio finita de cossos i Trx : L x L — K la
forma bilineal simétrica definida per (x,y) — Trx(zy). A fi que Uextensio L|K sigui
separable és condicid necessaria i suficient que la forma Tr ik sigui no degenerada; és a
dir que de la igualtat Tpx(xy) =0 per a tot y € L es dedueizi x = 0.

DEMOSTRACIO: Suposem, en primer lloc, que Pextensié L|K és separable i sigui 6 un
element primitiu de l'extensié. El conjunt {1,60,60% ...,6" '} on n := [L : K| designa
el grau de l'extensié L|K, és una K-base de L. Sigui D := (d;;) la matriu de la forma
bilineal Tk en aquesta base; és a dir, d; j := Tpx(0°16771). Cal veure que la matriu D
és no singular; és a dir, que det D # 0.

Per a aixo, considerem la matriu de Vandermonde

[ 1 1 .1

0, 6, ... 0,
V=V(,0,...,0,):=|0 05 ... 0|

opt oyt ot

on els elements 6; son els diferents conjugats de 0, := 0. La traga de € és la suma dels
conjugats, 6, + - - - + ,,; analogament, per a tot nombre enter k, la traca de 6 és la suma
dels seus conjugats, 6% + - - - + 6%, Aixo implica que la matriu D és el producte D = VV'!
de V' per la seva matriu transposada; per tant, el determinant de D és el quadrat del
determinant de la matriu V, que és no nul ja que els elements 8; — 6, sén diferents quan
i 7.

Reciprocament, ja hem vist que si I'extensié L|K no és separable, aleshores Tpx = 0.
O

3.2 Extensions d’anells de Dedekind

En moltes aplicacions, els anells de Dedekind sén extensions d’altres anells de Dedekind.
Concretament, en el cas dels cossos de nombres, I'anell dels enters d'un cos de nombres
L, extensié de K, és la clausura entera en L de I'anell dels enters de K. Aquest resultat
és més general.

Proposicié 3.2.1. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensio finita i B la clausura entera de A en L. Aleshores, B és un anell de Dedekind.

DEMOSTRACIO: L’anell B és integrament tancat, ja que és una clausura entera, i és de
dimensié6 1, ja que A ho és i 'extensié B|A és entera. Resta veure la noetherianitat.

Sigui K’ C L la clausura separable de K en L. Aix0 vol dir que l'extensié K'|K és
separable i l'extensié L|K’ és purament inseparable. Sigui A’ la clausura entera de A en
K'; aleshores, B també és la clausura entera de A’ en L. Aixo fa que puguem fer la prova
de la proposicié en dues etapes i amb una hipotesi suplementaria per a cada una d’elles:
en primer lloc, podem suposar que 'extensié L|K és separable; i després, que I'extensié
L|K és purament inseparable. I, en el cas separable, la noetherianitat queda assegurada
per la proposici6 (2.3.1).
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Suposem, doncs, que 'extensié L|K és purament inseparable. Com que és finita, exis-
teix un nombre enter ¢, potencia de la caracteristica, de manera que L? C K. Considerem
el cos M, extensié de L, definit per la condicié M? = K; és a dir, v € M <= 27 € K.
La clausura entera, C', de A en M és 'anell definit per la condici6 = € C' < x? € A.
El morfisme de cossos M — K definit per x — ¢ és un isomorfisme i, en conseqiiencia,
la seva restriccio C' — A també és un isomorfisme; per tant, 'anell C' és un anell de
Dedekind. D’aqui deduirem la noetherianitat de B.

Sigui a un ideal no nul de B i sigui 2 la seva extensio a l'anell C'; com que C és un
anell de Dedekind, 'ideal 2 és invertible i el seu invers és l'ideal fraccionari (C' : ).
Aix0 ens permet assegurar que existeixen elements a; € a i elements ¢; € (C' : 2) tals

que Z a;c; = 1. En elevar a ¢, obtenim la igualtat Z aiagflcg = 1, que té coeficients
i i

bi:=al'd € L, jaquea; €aic € M. Encara més, bja C ca? C C, jaquec; € (C: )i

a C 2. Per tant, ba C CNL = B, de manera que b; € (B : a); ara, la igualtat Z aic; =1

implica que a(B : a) = B i, en conseqiiéncia, I'ideal a és un ideal invertible de B.

Dit d’una altra manera, hem provat que tot ideal no nul de B és invertible. Pero aixo
ja implica que B és un anell noetheria; en efecte, sigui @ € B un ideal no nul; podem
T

elegir elements ay,as,...,a, € aielements by, bs,...,b. € (B : a) tals que E ab; = 1;
i=1
en aquest cas, {ay,as,...,a,} és un sistema de generadors de a, ja que si a € a, aleshores
T

ab; € B i Z a;ab; = a. Aixi, tot ideal de B és finitament generat. [J
i=1

o », o

3.3 Index de ramificacié i grau residual

Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una extensi6 finita i B
la clausura entera de A en L. A la seccié anterior hem vist que B també és un anell de
Dedekind. En particular, si p € A és un ideal primer no nul de A, la seva extensié a B,
pB, és un ideal no nul que no és tot anell B perque 'extensié B|A és entera. Per tant,
I'ideal pB descompon com a producte d’ideals primers de B de manera tunica.

Sigui pB = PRS2 - - P, aquesta descomposicié en factors primers; aixo vol dir que
els ideals B;, 1 < ¢ < g, sén ideals primers diferents i no nuls de B i que e; > 1 sén
nombres enters.

Definicié 3.3.1. S’anomena index de ramificacié de B3; sobre p el nombre enter e;. S’a-
costuma a designar per e(;|p) o per egp,p-

Observem que podem partir d’un ideal primer 8 C B, considerar la seva contraccid
p:=*PNAen Aidesprés mirar quin és l'exponent de P en la descomposicié de pB
com a producte d’ideals primers de B; aix0 sempre déna un exponent e(Blp) > 1 ja que
B DO pB i, per tant, P és un ideal primer que divideix l'ideal pB.

Definicié 3.3.2. Sigui p un ideal primer no nul de ’anell de Dedekind A. L’anell quocient,
A/p, és un cos, ja que p és un ideal maximal de A. S’anomena el cos residual de A en p.
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Considerem, ara, els cossos residuals de A en p i de B en B. El morfisme d’anells

A % B donat per la inclusié de A en B déna lloc per pas al quocient a un morfisme
dels cossos residuals A/p — B/B, ja que P N A = p. Aixo ens permet assegurar que el
cos residual de B en B és un cos extensié del cos residual de A en p.

Proposicié 3.3.3. Siguin A un anell de Dedekind, K el cos de fraccions de A, L|K
una extensio finita, B la clausura entera de A en L, P un ideal primer no nul de B, i
p:=PNA la seva contraccid a A. Aleshores, lextensio dels cossos residuals A/p C B/P
és una extensid finita i per al seu grau se satisfa la desigualtat [B/B : A/p] < [L : K].

DEMOSTRACIO: Comencem per fer un procés de localitzacié amb la finalitat de fer que
I’anell A sigui principal. Per a aixo, sigui S := A —p el complementari de 1’ideal primer p
de A i considerem els anells localitzats S™'A i S™!B. Els localitzats d’anells de Dedekind
sén anells de Dedekind, de manera que S™'A és encara un anell de Dedekind; a més a
més, S™1A només té un ideal maximal: I'ideal pS—tA; per tant, en virtut de la proposicié
(2.5.2), Panell S7'A és un anell de Dedekind principal. D’altra banda, anell S™!'B és
la clausura entera de S™'A en L i, com que la localitzacié i el pas al quocient commuten,
encara tenim isomorfismes A/p = S71A/pS™'A 1 B/P = STIB/PST'B. A més a més,
se satisfa la igualtat PS—1B N S~1A = pS~tA. Aquestes consideracions fan que puguem
suposar, a ’hora de fer la demostracié, que l'ideal p és un ideal principal.

Sigui, doncs, m € p un generador de p. Suposem que en B/ tenim un conjunt {b;+P};
format per elements A/p-linealment independents, on b; € B; aleshores, el conjunt {b;}; és
un conjunt linealment independent d’elements de B. En efecte, si tinguéssim una relacio

no trivial de dependencia lineal Z a;b; = 0 amb a; € K, podriem treure denominadors

dels a; i suposar que a; € A per al tot 4; i després de dividir per una potencia adequada
de 7, podriem suposar que algun dels elements a; no pertany a l’ideal primer p; en reduir
aquesta equacié modul 3, obtindriem una relacié de dependencia lineal dels elements
b; + B, de coeficients en A/p i amb algun d’ells no nul.

Dit d’una altra manera, elements A/p-linealment independents de B/B provenen d’e-
lements K-linealment independents de L, de manera que el grau de I'extensié residual en
B és menor o igual que el grau de l'extensié L|K. [

Definicié 3.3.4. El grau [B/B : A/p] s’anomena el grau residual en B de I'extensié

d’anells B|A. Quan no hi ha confusié possible sobre quin és I'anell A (i, en conseqiiéncia,
B) també es parla del grau residual de L|K en B. S’acostuma a designar per f(B|p) o

per fyp.
Una propietat molt important i, alhora, de demostracié immediata, és la multiplica-

tivitat dels indexs de ramificaci6 i dels graus residuals en cadenes d’extensions finites.
Concretament, se satisfa el resultat segiient.

Proposicié 3.3.5. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, K'|K i
L|K' extensions finites, A’ la clausura entera de A el K', B la clausura entera de A’
en L, P C B un ideal primer no nul de B, P’ := PN A" la seva contraccio a A" i
p:=PNA=P NAlacontraccio a A de B i de Y. Aleshores se satisfan les férmules:
e(Blp) = e(BIP)e(P'|p),
FOBlp) = f(BIB)f(B']p),
o) = 3 g).0

P'NA=p
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Definicié 3.3.6. Siguin B|A una extensié finita i entera d’anells de Dedekind, ¢ C B
un ideal primer de B ip := P N A la seva contracci6 a A. Es diu que l'extensié B|A
és ramificada en P si I'extensié residual en P no és separable o bé si e(Plp) > 1; es diu
que l'extensié B|A és ramificada en p quan hi ha algun ideal primer ‘B en B tal que 3>
divideix pB o bé l'extensié residual en P no és separable. Es diu que lextensié B|A és
no ramificada en 8 C B quan l'extensié residual B/B de A/p és separable i e(Plp) = 1.
Es diu que I'extensié B|A és no ramificada en el primer p C A quan és no ramificada en
tot ideal primer B C B que divideix p.

3.4 La formula > e;fi=n

Acabem de veure que a cada extensi6 finita i entera, B|A, d’anells de Dedekind li podem
associar tres families importants d’invariants: les families {e(P|p) }s, dels indexs de rami-
ficacid dels ideals primers no nuls B C B; {f(B|p) }sp, dels graus residuals; i {g(p)},, dels
nombres d’ideals primers de B que divideixen els ideals primers no nuls p C A. Es tracta,
seguidament, de demostrar una relacié, potser la més important, entre aquests invariants.

Proposicié 3.4.1. Siguin A un anell de Dedekind, K el cos de fraccions de A, L|K una
extensio finita, n := [L : K] el grau, B la clausura entera de A en L i p un ideal primer
no nul de A. Sigui pB = PP - - Py’ la descomposicid de pB en factors primers en
B. Aleshores, se satisfa la desigualtat

g

Z eifi <n.

=1

g
La suma Z eifi €s la dimensié de B/pB com a A/p-espai vectorial.

=1

DEMOSTRACIO: Sigui S := A — p. Aleshores, I'anell S7'A és un anell de Dedekind
principal i local amb ideal maximal pS—tA. L’anell S~'B és la clausura entera de S—1A
en L, els ideals ;S !B sén els ideals primers de S™!B, se satisfa la descomposicié
pSTIB = PPSTIB-- - PS7IB i es tenen isomorfismes A/p = ST1A/pSTTA 1 B/, =
STIB/%;S7!B. Per tant, i igual que en la demostracié de la proposicié 3.3.3, podem
suposar que A és un anell de Dedekind local (i, per tant, principal). Amb aquesta hipotesi
suplementaria, ’anell de Dedekind B només té un nombre finit d’ideals primers i, en
consequiencia, és principal. Per tant, podem raonar de la manera segiient. En primer lloc,
el teorema xines del residu ens permet escriure 'isomorfisme d’anells

B/pB =[] B/%;"
=1

Per tant, si demostrem que B/ és de dimensié e; f; sobre A/p, obtindrem el valor de
g
la suma Zei fi com la dimensié de B/pB. Tot i que l'anell B/B;* no és, en general,

=1
un B/Y;-espai vectorial, els seus ideals B¢ /B 0 < a < e; — 1, formen una cadena amb
quocients B¢ /P! que sén B /P;-espais vectorials de dimensié 1 (la multiplicacié per la
potencia a-ésima d’un generador de 9; defineix un isomorfisme de B/9; en ¢/PB¢).
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Per a acabar la demostracié de la segona propietat només cal tenir en compte que el
A/p-espai vectorial B/B; és de dimensio f;.

Resta demostrar que la dimensié de B/pB com a A/p-espai vectorial és menor o igual
que el grau [L : K|. L’anell B/pB és un A/pA-espai vectorial, i pB N A = p; sigui
{b;}; un conjunt d’elements de B tals que les seves classes b; + pB siguin A/p-linealment
independents. Si tinguéssim una relacié no trivial de dependencia lineal Z a;b; = 0 en

7
L amb els coeficients a; € K, en multiplicar (o dividir) per una poteéncia adequada d’un
generador 7 de l'ideal p podriem suposar que tots els coeficients a; son de A i que algun
d’ells no és de I'ideal p; la reduccié d’aquesta igualtat modul I'ideal p B donaria una relacio
no trivial de dependencia lineal dels elements b; + pB. Aix0 ens permet assegurar que
la dimensi6é de B/pB com a A/p-espai vectorial no pot superar la dimensi6é de L com a
K-espai vectorial. Aixo acaba la demostracié. [

Observacié 3.4.2. Si, en aquesta demostracid, I'anell S~ B és un S~!A-modul finitament
generat (per exemple, si B és un A-modul finitament generat), aleshores la dimensié de
B/pB com a A/p-espai vectorial i el grau [L : K] coincideixen.

En efecte, el lema de Nakayama (cf., per exemple, [At-McD 73, prop.2.6]) ens per-
met assegurar que un sistema minimal de generadors de S™'B com a S~!A-modul déna
lloc, per reducci6, a una A/p-base de B/pB (recordem que A/p = S7'A/pS~1A i que,
analogament, B/pB = S~'B/pS~!'B); i a la demostracié de la proposicié hem vist que
aquests elements sén K-linealment indepentents de L. Sigui {by,bs,...,b,} un sistema
minimal de generadors de S™!B com a S™'A-modul. Com que L = S7!BK,sib € L és
un element qualsevol, aleshores existeix a € S7'A tal que ab € S~ B; per tant, ab pertany
al K-subespai vectorial de L generat pels elements b;, de manera que b ha de pertanyer a
aquest subespai. Aixd demostra que un sistema minimal de generadors de S™'B com a
S~tA-modul és automaticament una K-base de L. Per tant, les dues dimensions coinci-
deixen.

Dit d'una altra manera, hem demostrat una de les implicacions del resultat segiient.

Proposicié 3.4.3. Mantinguem les mateizes notacions que en la proposicio anterior i
posem S := A —p. Aleshores, condicié necessaria i suficient perqué la dimensié de B/pB
com a A/p-espai vectorial coincideizi amb el grau [L : K] és que l'anell S™'B sigui un
S~ A-modul finitament generat.

DEMOSTRACIO: Només resta veure la necessitat de la condicié. De nou podem suposar
que A és principal; en aquest cas, ja hem vist que un conjunt {by, bs, ..., b} d’elements
de B que donin una base del quocient B/pB sobre A/p és automaticament un conjunt
d’elements de L que son K-linealment independents. Com que suposem que totes dues
dimensions sén iguals, aixo implica que {by,bs,...,b.} és una K-base de L. Veiem que

és un sistema de generadors de B com a A-modul i haurem acabat. Si b € B, podem
T

escriure b = E a;b; amb a; € K si algun coeficient a; no fos de A, en multiplicar per una
i=1
potencia positiva adequada d’un generador 7 de p, obtindriem una igualtat de la forma
T

b = Z(W’“ai)bi, amb els coeficients 7%a; € A, algun d’ells invertible; aquesta igualtat
i=1

donaria, per reduccié modul pB una relacié no trivial de dependencia lineal dels elements

b; en B/pB, i aixo contradiria el fet que els elements b; sén una A/p-base de B/pB. [
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Observacio 3.4.4. En particular, la condicio de generacié finita de la proposicié se satisfa
en el cas que l'extensié L|K sigui separable; per exemple, en el cas dels anells d’enters
dels cossos de nombres.

Corollari 3.4.5. Siguin A un anell de Dedekind, K el cos de fraccions de A, L|K una
extensio finita, B la clausura entera de A en L, n = [L : K| el grau, p un ideal primer
no nul de A, i pB = BIP? - -V’ la descomposicié de pB en factors primers en B.
Suposem, a més a més, que l'extensié L|K és separable o bé que S™'B és un S~'A-modul
finitament generat (per a S := A —p). Aleshores se satisfa la igualtat

g

» eifi=[L:K.O

i=1

3.5 El cas galoisia

Un cas molt important per les seves aplicacions practiques és el cas en que l'extensio
dels cossos de fraccions és una extensié de Galois. En aquest cas, les propietats generals
admeten una forma més senzilla i séon més facils d’utilitzar. Aquesta seccié es destina a
fer 'estudi en aquest cas particular.

Siguin, doncs, A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una extensié
finita, n := [L : K] el grau, B la clausura entera de A en L, suposem que 'extensié L|K
és una extensié de Galois 1 posem G := Gal (L|K) per al seu grup de Galois.

Proposicié 3.5.1. Considerem un ideal primer no nul p C A. Aleshores, l'accio natu-
ral del grup de Galois G en el conjunt dels ideals primers B de B que divideizen p és
transitiva.

DEMOSTRACIO: En efecte, si 0 € G és un K-automorfisme de L, aleshores la imatge
o(b) d'un element b € B és un element de B, ja que o(b) és un conjugat de b sobre K i,
per tant, és arrel del mateix polinomi monic irreductible de coeficients en A que té b per
arrel. Per tant, o és un A-automorfisme de B. Ara, la imatge per un isomorfisme d’un
ideal primer és un ideal primer; per tant, G opera en el conjunt dels ideals primers de B;
isiPNA=p, aleshores, c(P)N A = p, ja que A (i, per tant, p) és fix element a element
per o. Per tant, G opera en el conjunt dels ideals primers de B que divideixen un ideal
primer donat p en A. Resta veure que aquesta acci6 és transitiva.

Per a aixo0, siguin P1,Bs, ..., P, s < g, els diferents ideals primers de B conjugats
de By :=P. Suposem que s < g. Clarament, G permuta els ideals Py, ..., P, 1 també
permuta els ideals B, 1, .. ., B,; el producte Py - - - P, no esta inclos en cap P; per ai > s,
de manera que existeix b € Py --- P tal que b & P, per a tot i, s < i < g. Aleshores,
Npx(b) = H o(b) és un element del producte Py --- P, i també de A; per tant, de

oceG
la interseccid, que esta inclosa en BN A = p; és a dir, Ny (b) € p. En conseqiiencia,
Nk (b) € B;, de manera que per a algun o € G és o(b) € B, ja que P; és un ideal primer
de Bio(b) € B per a tot 0 € G. Perd aleshores, b € 071 (%B;), de manera que o~ (3;) és
un dels ideals B, ..., B, que sén els dnics que poden contenir b. Aixo contradiu el fet
que s < g. [
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g
En el cas galoisia, la féormula g e; fi = n del cas separable admet una expressié més
i=1
senzilla.

Proposicié 3.5.2. Suposem que lextensio L|K és de Galois. Aleshores, tots els ideals
primers B C B que divideizen ['ideal primer p C A tenen el mateix index de ramificacio
i el mateix grau residual; és a dir, e :== e(*B|p) ¢ f := f(P|p) no depenen de 'ideal primer
P de B que divideiz p. A més a més, se satisfa la formula n = efg, on g és el nombre
d’ideals primers de B que divideixen lideal p.

DEMOSTRACIO: Si g > 1, siguin B # P’ dos ideals primers de B que divideixen 'ideal
primer p de A i sigui 0 € G tal que o() = P’. Aleshores, o defineix un isomorfisme de
B/B en B/’ que restringeix a la identitat sobre A/p; per tant, els graus residuals de P
i de P’ coincideixen. Analogament, com que o(pB) = pB, la descomposicié de pB com
a producte d’ideals primers de B es transforma per o en ella mateixa; aixo vol dir que

els exponents de P i de P’ en aquesta descomposicié han de coincidir; és a dir, que els
g9

indexs de ramificacié de B i de P’ sén iguals. Si ara apliquem la férmula Z e.fi =mn,

=1
tenint en compte que tots els e; coincideixen i que tots els f; també, obtenim la férmula
n = efg de 'enunciat. [J

Definicié 3.5.3. Sigui 8 C B un ideal primer no nul de B i sigui p := P N A la seva
contraccié a A. El subgrup d’isotropia de 3,

D(Blp) :={o € G: o(P) =B},

s’anomena el grup de descomposicié del primer B en l'extensié de Galois B|A.

Suposem, ara, que B’ és un altre ideal primer de B que divideix p. En virtut de la
proposicié 3.5.1, existeix un automorfisme o € G tal que P’ = o (). En conseqiiencia,
el grup de descomposicié de B’ és conjugat del grup de descomposicié de B; concre-
tament, D(R'|p) = oD(P|p)o~'. A més a més, I'index de D(P|p) en G és el nombre
d’ideals primers de B que divideixen p; és a dir, D(B|p) és un subgrup de G d’index g(p);
equivalentment, 1'ordre del grup de descomposicié és el producte e(B|p) f(B]p).

Proposicié 3.5.4. Suposem que l'extensio L|K és de Galois. Sigui B C B un ide-
al primer no nul i sigui p := P N A la seva contraccio. Aleshores, 'extensio residual
A/p C B/ és una extensid normal; a més a més, hi ha un morfisme exhaustiu de grups

D(Blp) — Gal ((B/B)[(A/p))-

DEMOSTRACIO: Sigui b € B un representant d’una classe qualsevol b + B € B/B.
Considerem el polinomi, de L[ X], f(X) := H (X —0o(b)); les arrels del polinomi f(X) sén

oelG
els diferents conjugats de b comptats cadascun tantes vegades com el grau de I'extensio

L|K(b), de manera que el polinomi f(X) és la potencia [L : K(b)]-esima del polinomi
Irr(b, K)(X); per tant, f(X) és un polinomi monic de coeficients en A[X]. La reduccié
modul B del polinomi f(X) és un polinomi de coeficients en A/p que té per arrels les
classes o(b) +B € B/P; per tant, descompon en factors lineals en B/9B; en conseqiiencia,
el polinomi Irr(b + B, A/p), que n’és un divisor, també descompon en factors lineals en
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B/B. Aixo ens diu que tots els conjugats sobre A/p de tots els elements de B/P sén
elements de B/B; per tant, 'extensié A/p C B/B és una extensié normal.

D’altra banda, sigui ¢ € D(B|p); és a dir, un A-automorfisme de B que deixa B
invariant. Per pas al quocient, o defineix un A/p-automorfisme de B/; és a dir, un
element del grup de Galois de l'extensié A/p C B/B. D’aquesta manera s’obté un
morfisme de grups D(B|p) — Gal (B/%B|A/p). Volem provar que 7 és exhaustiu. Per
a aix0, comencem per recordar que un A/p-automorfisme de B/ queda determinat de
manera tnica per la seva acci6 sobre un element primitiu de la clausura separable de A/p
dins B/B; és a dir, que donar un element de Gal (B /3| A/p) equival a donar un conjugat
sobre A/p d’un tal element primitiu.

Sigui, doncs, b € B /P un tal element primitiu; podem elegir b € B de manera que
b="b (mod P) i que b € o (P) per a tot ¢ € G — D(P|p); per exemple, un element que
satisfaci simultaniament les congruencies

b=0b (mod‘P),
b=0 (mod o '(P)), per atot o € G — D(Plp).

Si considerem el polinomi f(X) := H (X — (b)), les arrels no nul-les de la seva reduccié

o€
modul B sén de la forma o(b) + P amb o € D(B|p); aixo diu que tots els conjugats de

b+ sobre A/p sén les reduccions modul 9B de conjugats o(b) de b sobre A. Es a dir,
donada una A/p-immersié de B/, aleshores existeix un element o € D(PB|p) que la té
per reduccié modul B. Aixo demostra 'exhaustivitat de 7. [

Definicié 3.5.5. Sigui 8 C B un ideal primer no nul de B i sigui p := P N A la seva
contraccié a A. El nucli del morfisme D(B|p) — Gal (B/B|A/p), és a dir, el subgrup
I(Blp) := {0 € D(PB|p) : o(b) —b € P per atot b € B} de D(P|p) s’anomena el grup
d’inercia del primer B en 'extensié de Galois B|A.

En particular, el grup d’inercia és un subgrup normal del grup de descomposicié i el seu
quocient és el grup de Galois de I'extensié residual. Com que aquesta extensié residual
és normal, 'ordre del seu grup de Galois és exactament el seu grau de separabilitat. Dit
d’una altra manera, 'index del grup d’inercia en el grup de descomposicié és el grau
de separabilitat de I'extensié residual. Tornarem més endavant a ’estudi dels grups de
descomposicié i d’inercia.

3.6 Discriminant

L’estudi dels ideals primers que ramifiquen en una extensié finita i entera d’anells de
Dedekind B|A es pot fer, en el cas separable, amb 'ajuda d’un invariant associat a
I'extensié de manera natural i que serveix per a determinar el conjunt dels ideals primers
de A que ramifiquen en l'extensié B|A: el discriminant. L’objectiu d’aquesta seccid és
definir i estudiar algunes de les seves propietats.

Siguin, doncs, A un domini integrament tancat, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensid finita i separable, n := [L : K] el grau de Uextensid, i B la clausura entera de
Aen L. Ja hem vist a la seccié primera que el fet que l'extensié L|K sigui separable és
equivalent al fet que la forma bilineal Ty sigui no degenerada. Aquest fet és capital per
a les propietats del discriminant.
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Definicié 3.6.1. Sigui {by,bs,...,b,} una K-base arbitraria de L. Anomenarem discri-
minant de {by,bs, ..., b,} el determinant det (T x (b;b;)) de la matriu de la forma bilineal
traca en aquesta base. Com que la forma bilineal Tk és no degenerada, el discriminant
és un element de K*. Escriurem D(by, bs, ..., b,) := det (TL‘K(bibj)). Si by, bo, ..., b, sOn
elements de B, aleshores D(by,bs,...,b,) € A, ja que Tk (bib;) € A per a tota parella
d’elements b;,b; € B.

Considerem una nova base {0},0,,...,b0,} donada a partir de la base {by,bs,...,b,}
per multiplicacié per una matriu P en la forma

(/1? /27"'7b/n):P<b1ab2>-'-abn)'

Aleshores, se satisfa la igualtat D(by,,,...,b,) = det P2D(by, by, ..., b,), ja que fem
un canvi de base a una forma bilineal. Per tant, els discriminants de bases diferents
coincideixen modul quadrats de K*.

Definicié 3.6.2. Anomenarem discriminant de 'extensié B|A ideal de A generat pels
discriminants D(by,bs, ..., b,), quan els conjunts {by, bs, ..., b,} recorren totes les possi-
bles K-bases de L formades per elements de B. El designarem amb el simbol A(BJ|A).

Lema 3.6.3. Sigui {b1,bs,...,b,} una K-base de L formada per elements de B. L’ideal
extensid D(by,bs, ..., b,)B esta inclos en el A-modul lliure Aby ® Aby @ --- & Ab,.

n
DEMOSTRACIO: En efecte, donat b € B podem escriure b = Z a;b; amb els coeficients
=l
a; € K; en multiplicar per b; obtenim les expressions bb; = Z a;b;b; 1, en prendre traces,
. i=1
Tk (bb;) = Z a; Tk (b;bj). Com que bb;, b;b; € B, les seves traces pertanyen a A i la
i=1
regla de Cramer per a la resolucié de sistemes d’equacions lineals ens permet assegurar

que els coeficients a; s’obtenen com el quocient d'un determinant format per elements de

1
A pel determinant de la matriu (T x(b;b;)); per tant, a; € A C K. Aixo
D(by, by, ..., by)

demostra la segona part. [

La propietat que demostrarem a continuacié fa referencia al cas que B sigui un A-modul
lliure.

Proposicié 3.6.4. Suposem que B és un A-modul lliure i que el conjunt {by,bs,... by}
és una A-base de B. Aleshores, A(B|A) és l'ideal principal generat per D(by,bs, ... by,).

DEMOSTRACIO: Si {b],b),...,b,} és una altra K-base de L formada per elements de B,
com que {by,bs,...,b,} és una A-base de B, existeix una matriu (a;;) € M(n,A), no
necessariament invertible en A, i la matriu de la forma Trx en aquesta nova base és el
producte (a;;) (Trix(bib;)) (aj;). Per tant, D(b;, b, ..., b,) = det(a;;)2D(by, bs, ..., by)
pertany a l'ideal generat per D(by, by, ..., b,). O

En segon lloc, veurem que el discriminant es comporta bé per localitzacié. Concreta-
ment, si S C A és un conjunt multiplicativament tancat, aleshores S~'A és un domini
integrament tancat amb cos de fraccions K i S7!B és la clausura entera de S~*A en L.
Per tant, té sentit parlar del discriminant A(S™!B|S™1A).
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Proposicié 3.6.5. Sigui S un subconjunt multiplicativament tancat de A. Aleshores, se
satisfa la igualtat A(ST'B|ST'A) = ST'A(BJA).

DEMOSTRACIO: La inclusié ST!A(BJA) € A(S7!B|S7!A) és clara. Efectivament, si
{b1,bs,...,b,} és una K-base de L formada per elements de B, també és una K-base de
L formada per elements de S™!B; per tant, A(B|A) C A(S7!B|S™1A) i, en conseqiiencia,
STIA(BJA) C A(ST!B|STA).

D’altra banda, si {by,b,...,b,} és una K-base de L formada per elements de S™'B,
podem multiplicar tots els elements b; per un element convenient s € S de manera que
sb; € B; aleshores, D(sby, sbs,...,sb,) € A(B|A) i de la igualtat D(sby, sba, ..., sb,) =
s*"D(by, by, . .., by,), es dedueix immediatament que D(by, bo, ..., b,) € STLA(B|A). Aixo
demostra I’altra inclusio. [

Finalment, anem a veure una propietat que facilitara el calcul del discriminant en
alguns casos particulars importants.

Proposicié 3.6.6. Siguin 6 € L un element primitiv de [’extensio L|K i considerem
f(X) :=Irr(0, K)(X) el polinomi monic irreductible de K[X| que té 0 per arrel. Aleshores,

D(1,0,0%,...,0" ") = (=1)"" V2N, (f/(0)),
on f'(X) denota el polinomi derivat del polinomi f(X).

DEMOSTRACIO: Podem escriure f(X) = (X —6y)---(X —6,) on 6y,...,0, sén els n
conjugats diferents de § =: 0;. En derivar la igualtat i substituir en ; obtenim que

1'(6;) = H(Gl —0,); i, per tant, que Hf’(Gi) = H H(Gz —6;)
jti i=1 =1 j#i
Com que el polinomi f'(X) és de coeﬁcients en el cos K, la norma Ny (f'(0)) pot ésser

calculada com el producte Ny ( H f'(6;) dels conjugats de f’(6). D’altra banda,

el discriminant es pot calcular en la forma D(l, 0,...,00 1) = det(@f_l)Q, com ja ha estat
provat anteriorment (cf.la proposicié 3.1.5). Per tant, i com que el determinant de la
matriu de Vandermonde

1 1 ... 1
0, 0 ... 0,
or-t oont L ot
és el producte H H , obtenim la igualtat
1=2 j<t
D(1, N H [16: =6, = (=" V2T []6: - 6))
=2 j<i i=1 j#£i

que, combinada amb la que déna la norma de f’(0), fa el resultat evident. O

Un exemple important de discriminant és el discriminant de les successives potencies
d’una arrel de la unitat; aquest discriminant el farem servir més endavant.
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Proposicié 3.6.7. Sigui ¢, € C una arrel primitiva n-ésima de la unitat. Aleshores,

nen)
len pen)/(p=1)"

D(1, Cp, CZ, S ,C;f(")_l) = (_1)90(N)(s0(n)—1)/2

DEMOSTRACIO: La demostracié que farem esta basada en el coneixement dels polinomis
ciclotomics ®,,(X); més concretament, en les dues férmules segiients:

@,(x) = [J(x — 1/,

dln
per a tot nombre natural n, i on p denota la funcié de Mobius, i
D (X) P (X) = P (XP),

sempre que p sigui un nombre natural primer que no divideix n’ (cf., per exemple,
[Tra 2020]). Els casos n = 1 in = 2 no tenen cap dificultat; per tant, podem supo-
sar que n > 2.

En derivar la primera d’aquestes formules i substituir en (, s’obté I'expressio

®,(G) = ¢t [T (¢ =,

d|n,d#n

La proposicié 3.6.6 ja dona el signe enunciat, de manera que només hem de calcular la
norma N, (P’ ({,)), on posem N,, per a indicar la norma de I'extensié Q(¢,)|Q. El fet que
la norma sigui multiplicativa, com també la seva transitivitat per a cadenes d’extensions,
ens legitimen a escriure consecutivament les igualtats

Na(@(G)) = Nu(G) ™™ T NalGf = 1)/

d|n,d#n

ZNn(Cn)_ln“"(”) H Nn(Cn/d—l)“("/d)

d|n,d#n
= N, () '™ H N, (¢ — 1)HD
djn, d#1

= Nu(Ga) '™ T Na(Ca — 1)r@etm/e@,
d|n, d#1

Observem, en primer lloc, que per a tot nombre natural n > 2 és N,,(¢,) = 1, ja que
I'invers de cada conjugat de ( també és un conjugat de ( i sén diferents. D’altra banda,
com que d # 1, és (4 # 11 Nyg(¢s — 1) # 0. Si d és divisible pel quadrat d’un nombre
primer, aleshores u(d) = 0 i el factor Ng(¢y — 1)#@¢M/¢(d) yal 1. Per tant, el producte
s’estén als naturals d # 1 diferents de n que sén lliures de quadrats.

Ara, podem observar que Nd(Cd —1) = (—=1)?“N4(1—¢,), de manera que els factors del

producte sén Ny(1 — () D¢/ ja que el signe és (—1)*D#™) = 1 perque el nombre
¢(n) és parell per a tot n > 2. D’aquesta manera obtenim 1'expressi6
N, (D (¢)) = H Ny(1 ud)p(n)/e(d)

d|n,d#1



46 Cap. 3. Ramificacio

el producte estes a tots els nombres naturals d lliures de quadrats i diferents de 1 que
divideixen n.

De la segona de les formules generals pels polinomis ciclotomics que hem escrit es
dedueix que ®4(1) = 1 per a tot nombre natural d que sigui divisible per dos o més
nombres primers diferents; en efecte, com que 1 € QQ, 1 no pot ser arrel de cap polinomi
ciclotomic ®4(X), de manera que de la igualtat ®,,(1)®,,,(1) = ®,/(1) es dedueix que
®,,,(1) = 1. D’altra banda, per a tot nombre natural primer p que divideix n se satista
la igualtat N,(1 —¢,) = ®,(1) = p, jaque ®,(X) =1+ X + X?>+---+ XP~1. En portar
aquests calculs a la férmula anterior obtenim la formula que voliem provar. [J

3.7 Discriminant i ramificacio

En aquesta seccio es tracta de veure quina relacié té el discriminant amb la ramificacio.
Per a aixo0, ens posarem en la situacié en que A és un anell de Dedekind, K el seu cos de
fraccions, L|K una extensi6 finita i separable, n := [L : K] el grau de l'extensid, i B la
clausura entera de A en L. Aleshores, I'ideal discriminant A(B|A) descompon de manera
unica com a producte d’ideals primers no nuls de A. Es tracta de provar que el conjunt
dels ideals primers de A que ramifiquen en B esta format exactament pels ideals primers
que divideixen el discriminant.

Comencem per estudiar una mica més de prop el comportament local del discriminant
i de la ramificacié. Sigui p C A un ideal primer no nul i sigui S := A — p. Aleshores,
S7lp := pS~!A és un ideal primer de S7!A i, en virtut de la proposicié 3.6.5, condicié
necessaria i suficient perque A(B|A) C p és que A(S7!B|S™1A) C S~'p. D’altra banda,
S~1A ésun anell de Dedekind local i S™! B és la clausura entera de S~ A en L; a més a més,
sipB =P - Py és la descomposicié de pB en B, la descomposicié de pS™'B en S™!B
és pSTIB = (STIPy)r - - (STIP,)% 1 extensi6 residual STTA/S™p C STIB/STIP,; és
Iextensié A/p C B/B;; per tant, condicié necessaria i suficient perque lideal p C A
ramifiqui en B és que 'ideal S™'p C S™1A ramifiqui en S~'B. Pero, ara, els anells S~ A
i S71B sén anells de Dedekind principals i S™'B és un S~'A-modul lliure de rang n; de
manera que l'ideal discriminant A(S™!B|S™!A) és principal i generat pel discriminant
d’'una S™!'A-base de S~ B (cf. la proposicié 3.6.4).

Aquestes consideracions fan que puguem suposar d’entrada que A és un anell de De-
dekind principal i local i que p és I"inic ideal primer no nul de A. Si {by,bs,...,b,} és
una A-base de B, aleshores és una K-base de Li {b; + pB,by +pB,...,b, + pB} és una
A/p-base de B/pB. Aix0 ja ha estat provat en el transcurs de la seccié quarta.

Sigui b € B un element qualsevol. La multiplicacié per b en B es pot considerar com
una aplicaci6 A-lineal m, : B — B que, en la A-base {b1,bs,...,b,} de B admet una
certa matriu (a; ;) € M(n, A). La reduccié modul pB d’aquesta aplicacié lineal déna lloc
a una aplicaci6 A/pA-lineal m, : B/pB — B/pB de multiplicacid, en B/pB, per la classe
b+pB; i aquesta aplicacié admet, en la A/p-base {b1+pB, by+pB, ..., b,+pB} de B/pB, la
matriu reduida (a; ;+p) € M(n, A/pA). En particular, se satisfa que Tz i (b)+p = tr(my),
de manera que la reduccié modul p del discriminant Dpgja(by,ba, ..., by,) és el determinant

D(by,bg, ..., b,) :=det [tr ((b; + pB)(b; + pB))].
Com que A(B|A) és generat per D(by,bs,...,b,), dir que A(BJA) C p equival a dir

que D(by,bs,...,b,) € p, o sigui, que D(by,by,...,b,) =0 en A/p. Per tant, cal provar
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que condici6 necessaria i suficient perque p ramifiqui en B és que D(by,bs,...,b,) =0 en
RN . . e o . .

A/p. Per a aixo, sigui pB = P - - Py’ la descomposicié de pB com a producte d’ideals

primers de B. El teorema xines del residu ens legitima a escriure la descomposicid

B/pB = (P B/%;
=1

de B/pB com a suma directa de subespais vectorials sobre A/p. Podem considerar una
A/p-base de B/pB construida reunint bases dels sumands B/B{"; si § € B/pB és un
element qualsevol i § = 6, + --- 4+ 6, és la descomposici6 de 6 en sumands 0; € B/PB;,
la matriu de la multiplicacié per 6 en B/pB en aquesta nova base s’expressa en forma de
matriu de caixes a la diagonal, cada una d’elles corresponent a la matriu de la multiplicacio
per 0; en la base que hem pres en B/B;" per a construir per reunié la base de B/pB. En
particular, aixo ens permet assegurar que la traca de 'aplicacié lineal de multiplicacié per
0 en B/pB és la suma de les traces de les aplicacions lineals de multiplicacié per 6; en
cada B/P5". En conseqiiencia, la matriu de les traces dels productes pren la forma d’una
matriu de caixes a la diagonal on cada una és la matriu de les traces dels productes dels
elements de la base de B/;", ja que els productes d’elements de diferents factors B/’
s’anul-len. Com que els determinants de les matrius d’'una forma bilineal simetrica en
dues bases diferents sén iguals llevat de la multiplicacié pel quadrat del determinant de la
matriu del canvi de base, i aquest determinant sempre és invertible, obtenim la férmula

g
D(by, by, ... ,by) = det P* | [ D,

=1

on D; és el determinant de la matriu de les traces dels productes dels elements de la base
que hem triat en B/

Suposem que l’ideal primer p és no ramificat en B; és a dir, que per a1 <1 < g
I'extensié A/p C B/B; és separable i ¢; = 1. Com que les extensions A/p C B/,
s6n separables, els determinants D; sén no nuls i obtenim que D(by, b, ...,b,) # 0 en
A/p, com voliem veure. Reciprocament, cal veure que si p ramifica en B, aleshores
D(by,by,...,b,) = 0. Suposem, primer, que e; > 1. Podem elegir la A/p-base de B /B¢
completant bases en la filtracié6 de B/P{" donada pels ideals (i A/p-espais vectorials)
B/ BT, er —1 > a > 0; el fet que el primer vector d’aquesta base sigui nilpotent (la seva
poteéncia ej-esima s’anul-la) fa que l'aplicacié lineal de multiplicacié per aquest element
sigui un endomorfisme nilpotent de B/SB{* i, per tant, tots els valors propis siguin nuls.
Analogament, els productes d’aquest element per qualsevol altre també sén nilpotents i el
mateix succeeix amb els endomorfismes de B/B]' de multiplicacié per aquests productes;
per tant, les traces dels productes sén nul-les i la matriu que serveix per a calcular el
determinant D; té una columna de zeros. Per tant, D; = 0. Resta el cas que tots els
indexs de ramificacié siguin trivials, perd que alguna de les extensions A/p C B/, no
sigui separable. Perd, en aquest cas, la forma traca en B/; és la forma nul-la i D; = 0.

En resum, hem demostrat el resultat segiient.

Proposicié 3.7.1. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensio finita 1 separable, B la clausura entera de A en L i p un ideal primer no nul de
A. Condicié necessaria i suficient perque l'ideal p ramifiqui en [extensio B|A és que el
discriminant A(B|A) sigui divisible per p. [
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3.8 El cas quadratic

En el capitol anterior hem calculat exactament 1’anell dels enters de tots els cossos
quadratics. Ara podem calcular el determinant i les lleis de descomposicié de tots els
ideals primers de Z en un cos quadratic. Comencem pel discriminant.

Proposicié 3.8.1. Siguin D un nombre enter lliure de quadrats i K := Q(v/D). Alesho-
res, el discriminant de 'extensio K|Q és el nombre enter 4D si D # 1 (mod 4) i és D si
D=1 (mod 4).

DEMOSTRACIO: Com que Z és principal, el discriminant de Pextensié quadratica K|Q és
l'ideal principal generat pel discriminant D(1,w) on podem prendre per a {1,w} la base
de l'anell dels enters de K que hem determinat anteriorment (cf.la proposicié 2.2.2).
Concretament, si D # 1 (mod 4), podem prendre w = V'D. En aquest cas, la matriu de
la forma bilineal traca és la matriu

vpy 1y | =[5 20]

ja que el polinomi irreductible de v/D i, per tant, el polinomi caracteristic de la multipli-
cacié per v D en Ok és el polinomi X2 — D. Aixo fa que D(1,v/D) = 4D, com volfem
demostrar.

En el cas D =1 (mod 4), podem prendre 2w = 1++/D (0 bé 2w = D ++/D) i repetir
el calcul que hem fet en l'altre cas. Pero, amb la finalitat de veure una altra manera de
calcular el discriminant, utilitzarem la férmula

D(1,w,...,w" ) = det(o;(w'™1))?,

on o; recorre el conjunt de les immersions diferents de K en Q, que hem obtingut a la
demostracio de la proposicié 3.1.5 en la forma

D(1,w,...,w" ) =det V?

on V = (0;(w’™1)) és la matriu de Vandermonde dels conjugats de w. Calculem:

2

1 1
D(l,w)=det [1+vVD 1-vD| =(-VD)?=D.O
2 2

En conseqiiencia, els ideals primers de Z que ramifiquen a lextensié K|Q sén els
generats pels nombres primers que divideixen D, si D =1 (mod 4), i, a més a més, 2, en
el cas que D = 2,3 (mod 4). Com que 'extensi6 és de grau 2 i les extensions residuals s6n
separables, aix0 vol dir que 'extensié d’aquests primers és el quadrat d’un ideal primer
de K. D’altra banda, només queden dues possibilitats per a la descomposicié dels altres
ideals primers de Z en K: o bé l'ideal primer de Z continua essent un ideal primer un
cop estes a K, i en aquest cas es diu que el primer és inert, o bé el primer descompon
com a producte de dos ideals primers diferents de K; en aquest cas es diu que el primer
descompon completament.

El resultat segiient explica com descomponen tots els primers de Z en l'extensio

quadratica Q(v/D)|Q.
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Proposicié 3.8.2. Siguin D un nombre enter lliure de quadrats, K := @(\/5), Ok
l’anell dels enters de K, i p un nombre natural primer. Si p divideix el discriminant
de extensid quadratica K|Q, aleshores, pOy = p%, on p és un ideal primer de Ok de
grau residual 1; si p # 2 1 D és un residu quadratic modul p, aleshores pOx = p1pa, el
producte de dos ideals primers diferents de O de grau residual 1; si p # 2 i D no és un
residu quadratic modul p, aleshores pOg és un ideal primer de O de grau residual 2.
Finalment, 20y és el producte de dos ideals primers diferents de Ok de grau residual 1
si D=1 (mod 8) i 20k és un ideal primer de Ok de grau residual 2 si D =5 (mod 8).

DEMOSTRACIO: El cas dels ideals primers que ramifiquen és clar. Per tant, podem
suposar que l'ideal primer pZ no ramifica en ’anell O dels enters de K. Comencem per
estudiar el cas p # 2. Hem d’estudiar la descomposici6 de 'anell Ok /pOj com a producte
de cossos, ja que una condicié necessaria i suficient perque l'ideal pOj sigui primer és
que l'anell quocient Ok /pOf sigui un cos. De nou, el calcul de Ianell dels enters de K
déna que I'anell Ok, com a grup abelia, és la suma dels subgrups Z i wZ, w com a la
proposicié anterior. En el cas D # 1 (mod 4), Panell O /pOy és 'anell Z[v/D]/pZ[\/D];
ienelcas D=1 (mod 4), si calculem O /pOg podem observar que aquest anell també
1+vD +2\/5 =a+ (b+p) trvD +2\/E

1++vVD |,
TGS

la suma d’un nombre enter amb un multiple enter de v/ D. Per tant, cal descompondre

Z|\/D)/pZ[v/D] en producte de cossos. Ara bé,

és Vanell Z[v/D]/pZ[\/D], ja que, per a a,b € Z és a + b

(mod pOk), de manera que si b és senar, aleshores b + p és parell i (b + p)

Ok /pOx = Z[V D] /pZ[V' D] = Z[X]/(p, X* = D) 2 F,[X]/(X* - D);

per tant, i com que el polinomi X2 — D és separable en F,[X], 'anell quocient O /pOy
és un cos exactament quan el polinomi X? — D és irreductible en F,[X], i descompon en
producte de dos cossos isomorfs a F, quan el polinomi X2 — D té dues arrels diferents en
F,. Aix0 acaba el cas p # 2.

Per a p = 2 només cal considerar el cas D = 1 (mod 4), ja que en cas contrari 2
ramifica, en virtut de la proposicié anterior. En aquest cas, w admet com a polinomi

irreductible el polinomi X? — X + _T, de manera que si b és la classe modul 2 de
1—

, aleshores

Ok /pOx 2 Z[X]/(2,X* — X + %) >~ Fy[X]/(X? — X +b).

Perd condici6 necessaria i suficient perque el polinomi (separable) X? — X + b sigui irre-
ductible en Fy[X] és que b = 1 en [Fy; i aixd equival a dir que D =5 (mod 8). O

Corol'lari 3.8.3. Les lleis de descomposicio dels ideals primers de 7 en el cos quadratic
K = Q(\/E) son donades pel caracter quadratic de Kronecker, xp. Concretament,

0, st p ramifica,
xp(p) =11, st p descompon completament,

-1, st p €s inert.
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DEMOSTRACIO: Per al cas dels nombres primers senars p, només cal recordar que el
caracter de Kronecker yp és I'inic caracter quadratic de Dirichlet definit modul 4|D| per

D
al qual se satisfa la igualtat xp(p) = (—) per a tot nombre primer senar p. I per al
p

cas p = 2 només observar que si D = 1 (mod 4), aleshores el valor de xp(2) és donat
exactament per (—1)“(P). 0

Una aplicacié aritmetica interessant de les lleis de descomposicié dels ideals primers de
Z en anell dels enters de Gauss Z|i] és I'obtencié d’aquells nombres enters que sén suma
de dos quadrats. En efecte, podem demostrar molt facilment el teorema segiient.

Teorema 3.8.4. Sigui n € Z un nombre enter positiu qualsevol. Aleshores, n és la suma
dels quadrats de dos nombres enters si, i només si, tots els nombres primers senars que
divideizen n amb exponent senar sén de la forma p =1 (mod 4).

DEMOSTRACIO: En primer lloc, lanell Z[i] dels enters de Gauss és I'anell dels enters
de Q(7). Observem que per a a,b € Z és Nguyg(a + bi) = a® + b?, una suma de dos
quadrats, de manera que un nombre enter n és suma dels quadrats de dos nombres enters
exactament quan és norma d’un element de Z[i|. D’altra banda, és ben conegut que Z[i]
és un anell euclidia i, per tant, principal. A més a més, i = /—11i —1 = 3 (mod 4), de
manera que A(Z[i]|Z) = 4Z; per tant 27Z és el quadrat d'un ideal primer de Z[i]. Per a p
un natural primer senar, condicié necessaria i suficient perque pZ[i| sigui el producte de
dos ideals primers diferents de Z[i] és que p = 1 (mod 4), ja que el valor del caracter de
Kronecker y_; en un primer senar p és exactament (—1)5(1”). D’aquesta manera, si p = 1
(mod 4), aleshores, existeixen ideals primers py, po en Z[i] tals que pZ[i| = pipo; si a + bi
és un generador d'un d’aquests ideals primers, ha de ser N(a + bi) = a® + b*> = p, ja que
N(a+bi) ha de ser un divisor no trivial de N(p) = p*. En conseqiiencia, si p =1 (mod 4),
i també sip=2=12+12 = N(1+14) = N(1 —4), p és suma dels quadrats de dos nombres
enters. Com que la norma és multiplicativa i tot quadrat és suma de dos quadrats, la
condicié de I'enunciat és suficient.

Pero també és necessaria. Suposem que n és la suma dels quadrats de dos nombres
enters; és a dir, la norma d’'un element « € Z[i]. Sigui p = 3 (mod 4) un natural primer
que divideix n; aleshores, l'ideal pZ[i] és un ideal primer de Z[i] i I'exponent de p en la
descomposicié en factors primers de n = N(a) és dues vegades 1'exponent de pZ[i] en la
descomposicié en primers de I'ideal oZ[i], ja que N(p) = p?. O

3.9 El cas ciclotomic

Ja hem comentat més amunt la importancia que tenen els cossos ciclotomics. En aquesta
seccid es tracta de fer un estudi d’algunes de les seves propietats aritmetiques. Concre-
tament, estudiarem quin és el seu anell d’enters, quin és el seu discriminant, i quines sén
les lleis de descomposicio dels ideals primers en aquests anells.

Considerem, doncs, un nombre enter n > 1, una arrel primitiva n-esima de la unitat
¢ = (, € C, el cos ciclotomic K := Q(¢) i l'anell dels enters de K, A := Ok. Es ben
conegut que [Q(¢) : Q] = ¢(n) i que el conjunt 1,¢,¢2,...,¢?™M~1 és una Q-base de Q((),
on ¢ designa la funcié d’Euler. Ja hem calculat el discriminant D(1,¢, (2, ..., ¢#M™~1);
aix0 ens déna informacié sobre el conjunt dels ideals primers de Z que ramifiquen en A.
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Corollari 3.9.1. Sigui p un natural primer que ramifica en Q(¢,). Aleshores, p divideix
n.

DEMOSTRACIO: El discriminant de 'extensié Q(¢)|Q és I'ideal principal generat pel dis-
criminant d’una Z-base de I'anell dels enters de Q(¢). Com que ¢ € A, el discriminant
D(1,¢,...,¢?M=1) és el producte del discriminant d’aquesta base pel quadrat del de-
terminant de la matriu dels elements ¢’ expressats en aquesta base; aquesta matriu és
de coeficients enters i, per tant, el discriminant de 'extensié divideix I'ideal generat per
D(1,¢,...,¢?™M=1) Per tant, el discriminant de I'extensi6 divideix n¥™. Com que els
idelas primers que ramifiquen divideixen el discriminant, si p ramifica, aleshores p ha de
dividir n. O

Aquest resultat té un reciproc. Si n és un natural senar, aleshores Q((2,) = Q((,), de
manera que en parlar de cossos ciclotomics podem suposar sempre que n # 2 (mod 4).
En aquestes condicions, els ideals primers de Z que ramifiquen en Q(¢) sén exactament
els ideals pZ tals que p divideix n. Per a demostrar-ho, comencarem pel cas que n sigui
potencia d’'un nombre primer.

Proposicié 3.9.2. Suposem que p és un natural primer i que n = p", r > 1. Sigui
a:=1—-e€Q(C). Aleshores:

(a) L’ideal principal oA és un ideal primer.

(b) El grau residual de aA és 1.

(¢) L’ideal pA és la poténcia o(n)-ésima de l'ideal primer aA.

DEMOSTRACIO: Com que les arrels de la unitat sén nombres enters algebraics, és clar

que ¢ € A; per tant, A és un ideal enter de Q(¢). Sigui f(X) := ®,-(X) el polinomi
ciclotomic; és ben conegut que

XpT _1 r—1 r—1
S (p—1)
JX) = g = T+ X7 e X
. PN ’ 1_Ci 2 i—1
Per a tot nombre enter ¢ se satisfa la formula w; := ¢ =14+¢(+C+---+¢ 7, de

manera que u; € A; isi i no és divisible per p, en intercanviar els papers de ¢ i (¥, obtenim
també que u; ' € A, de manera que u; és un element invertible de A. Aixo fa que a partir
de la igualtat f(X) = H (X — ¢') puguem escriure

med(i,p)=1

p=f0= 1] @-¢)=u@-0",

med(i,p)=1

on u = H u; és invertible en A. En particular, els elements 1 — ¢, med(4,p) = 1, i
med(i,p)=1

a sén associats (generen el mateix ideal) i l'ideal pA és la poténcia p(n)-esima de 'ideal

principal «A. Com que pZ és un ideal primer de Z i extensié Q(¢)|Q és de Galois, la

formula efg = n ens permet assegurar que l'ideal A és un ideal primer de A de grau

residual 1. [J
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Corollari 3.9.3. Siguin n # 2 (mod 4) un nombre natural, que escriurem en la forma
n=pn, anbr >0 imcd(p,n) =1, i P C A un ideal primer de A que divideix
p. Aleshores, e(BIpZ) = @(p"). En particular, condicid necessaria i suficient perque p
ramifiqui en Q(C) és que p divideizi n.

DEMOSTRACIO: Podem considerar les dues cadenes d’extensions Q C Q((y) € Q(E,) i
Q C Q(¢r) € Q(¢n). Acabem de provar que 'extensiéo Q((,)|Q només ramifica en el
primer pZ i que I'index de ramificacié és p(p”); per tant, I'extensi6 Q(¢,)|Q ramifica en pZ i
I'index de ramificaci6 de pZ és un miltiple de p(p”). D’altra banda, en virtut del corol-lari
3.9.1, l'extensi6é Q((,/)|Q no ramifica en cap ideal primer de Q((,/) que divideix pZ; en
conseqliencia, si B és un ideal primer de Q((,) que contrau a pZ, i si p és la contraccid

de % a Q(Gu), aleshores, e(lpZ) — e(Plp) divideix el grau [Q(C,) : Q(Gr)] = (p"). Per
tant, la igualtat e(P[pZ) = ¢(p"). O

A continuaci6é determinarem el grau residual de tots els ideals primers. Comengarem
per demostrar el resultat segiient.

Lema 3.9.4. Siguin ¢ un nombre natural primer que no divideixn il C A un ideal primer
que divideiz (A. Aleshores, les classes residuals de les poténcies 1,(,(2%,..., (" ! en el cos
residual A/l son totes diferents. A més a més, si f = f(I|0) designa el grau residual en
[, aleshores ¢/ =1 (mod n).

DEMOSTRACIO: El polinomi X" — 1 € Z[X] és separable sobre Z i sobre Fy, ja que £ no
divideix n. Per tant, la reduccié modul [ de les arrels diferents de f(X), 1,¢,¢3,..., (",
han de ser arrels diferents de X™ — 1 en F,. Aix0 demostra la primera afirmacié. D’altra
banda, el conjunt {¢* € A/[: 0 <i < n — 1} és un subgrup d’ordre n de (A/[)*, que és
d’ordre ¢/ — 1. Per tant, n divideix ¢/ — 1. O

Lema 3.9.5. Sigui ¢ un nombre natural primer que no divideiz n. Llavors, A = (A+Z[(].

DEMOSTRACIO: Cal demostrar que per a tot element b € A existeix b’ € Z[(] tal que
b—V € (A Posem D := D(1,(,...,¢*™~1); aleshores, D € Z i ¢ no divideix D, ja que
D divideix una potencia de n. En conseqiiéncia, D és invertible a Z/(Z; és a dir, existeix
D' € Z tal que DD" =1 (mod ¢). Aix0 ens permet assegurar que b = DD’b (mod (A).
Pero, en virtut del lema 3.6.3, Db € Z[(], de manera que DD'b € Z[(] i podem prendre
v =DD'b. O

Corollari 3.9.6. Siguin { un nombre natural primer que no divideix n i f un nombre
natural qualsevol tal que ¢/ =1 (mod n). Llavors, per a tot element b € A és b —be (A,

p(n)
DEMOSTRACIO: Acabem de provar que existeixen a; € Z tals que b— Z a;(" € (A. Com
i=1
que a; € 7Z, se satisfan les congruencies at = a; (mod f), de manera que af —a; € (Z C (A;

per tant, en elevar a /i tenir en compte que els nombres combinatoris | . | sén multiples de
i

p(n) ©(n)
l,peral <i</{—1, obtenim que bg—z a;C* € LA. 1, per induccié, b —Z aiCMf € lA.
i=1 i=1

Per hipotesi, Cff = (, de manera que la darrera suma és b; per tant, b —b e (A com
voliem provar. []



3.9. El cas ciclotomic 53

Proposicié 3.9.7. Siguin ¢ un nombre natural primer que no divideix n 1 f el nombre
natural més petit tal que ¢/ =1 (mod n). Aleshores,

CA=11y -1,

only,ly, ..., [, son ideals primers diferents de A de grau residual f(;|(Z) = f i g és definit
per la formula fg = p(n).

DEMOSTRACIO: Com que ¢ no divideix n, I'assignacié ¢ + ¢ defineix un automorfisme

de Q(¢); posem F,. Aleshores, per a tot b € A és Fy(b) — b° € (A, ja que podem elegir
©(n)

a; € 7 tals que b — ZaiCi € (A i, en conseqiiencia, Fy(b) = Zai{“ = Zaf(’w =

i=1
¢
(Z ai§i> =1’ (mod (A). Per induccié, FJ (b) — b € (A, de manera que, en virtut del

corol-lari anterior, Fgf(b) —belA, peratothe A

Per hipotesi, 'ordre de I'automorfisme F, € Gal (Q(¢)|Q) és exactament f. Siguin [
un ideal primer de A que divideix £A i f; el grau residual de [. Aixo ens diu que A/lA
és el cos finit de /1 elements; per tant, f; és el nombre natural no nul més petit tal que
per a tot element b € A se satisfa que b — b e (. Com que per a f també se satisfa la
propietat, ha de ser f; < f. Perd, d’altra banda, com que ¢?* — ¢ € i les arrels de la
unitat 1,¢, ..., (" ! sén diferents en A/I, ha de ser £/t =1 (mod n); aixo demostra l'altra
desigualtat: f < fi. Per tant, f = fi, fet que acaba la demostracié. [

Podem, per tant, donar les lleis de descomposicié de tots els ideals primers de Z en els
cossos ciclotomics Q(¢), ¢ = (, una arrel primitiva n-ésima de la unitat.

Teorema 3.9.8. Siguin n # 2 (mod 4) un nombre natural, { una arrel primitiva n-
ésima de la unitat, A Uanell dels enters del cos ciclotomic Q(C) i p € Z un nombre
natural primer. La descomposicio de pZ en A és donada de la manera segiient. Posem
n=pn ambr >0 imecd(p,n') =1; aleshores

pA = (pip2---pg)°,

on e = @(p"), p; son ideals primers diferents de A de grau residual el nombre enter més
petit f tal que p’ =1 (mod n') i fg = p(n).

DEMOSTRACIO: Resta veure el cas r > 1. Ara podem considerar la cadena de cossos
Q C Q(¢w) € Q(¢y,) 1 tenir en compte la multiplicativitat dels indexs de ramificacio i la
dels graus residuals. Sigui 3 C A un ideal primer que divideix p i sigui p la seva contraccid
a l'anell dels enters de Q((,). Aleshores, f(PBlp) = g(p) = 1, ja que e(Plp) = p(p") és
el grau de l'extensid; per tant, f(P|p) = f(p|p) 1 podem aplicar la proposicié anterior. I
com que e(p|p) = 1, é e(Blp) = ¢(p"). U

Anem a fer, ara, ’estudi dels anells dels enters.

Teorema 3.9.9. Siguin n un nombre enter, ( := (,, una arrel primitiva n-ésima de la
unitat, 1 K := Q(C) el n-ésim cos ciclotomic. Aleshores, l'anell dels enters de K és l’anell

Ok = Z[¢].
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DEMOSTRACIO: Siguin A := Ok i B := Z[(]. Clarament, ¢ € A, de manera que B C A
i cal provar la igualtat. Comencem pel cas n = p", on p és un nombre natural primer i
r > 1. Reprenem la notacié de la proposicié 3.9.2. Hem demostrat que B+aA = A; com
que o € B, després de multiplicar per « i substituir, obtenim la igualtat B + oA = A;
i, per induccid, per a tot nombre enter s > 1 és B+ a*A = A. Ara bé, també hem vist
que D(1,¢,¢2,...,¢P™MYA C Bique D(1,¢,¢2,...,¢¥™~1) és una potencia de p. Per
tant, per a s prou gran se satisfa la inclusiéo p*A C B; i com que pA és una potencia de
aA, també a®*A C B per a s prou gran. Aixo implica la igualtat B = A.

El cas general es pot provar per induccid sobre la quantitat de nombres primers diferents
que divideixen n. Posem n = p"n’ amb p primer, med(p,n') = 1,ir > 1, (' :== (, una
arrel primitiva n/-ésima de la unitat, K’ := Q({') i A’ = B’ = Z[('] 'anell dels enters de
K’ (hipotesi d’induccid). Es clar que ¢ és una arrel primitiva p"-esima de la unitat i que
A'[¢™] = Z[¢] C A; cal provar la igualtat. El discriminant D(1,¢™, ¢, ..., ¢V #@)-1)
es pot calcular com el discriminant de I’extensié Q(¢™)|Q, ja que les extensions Q((,)|Q
i Q(¢™)|Q sén linealment disjuntes; pel que hem vist en el cas que n és potencia de p,
el discriminant D(1,¢",¢*, ...,V ®P)-1D) és una potencia de p en Z i, per tant, una
poténcia p* de p en A’. Igual que a la demostracié del lema 3.6.3, obtenim la inclusié
pPA C A’[¢™] tenint en compte la regla de Cramer. D’altra banda, com que I'extensi6
Q(Q)|Q(¢’) és totalment ramificada en tots els ideals primers B de A que divideixen pZ
(és a dir, el seus indexs de ramificacié coincideixen amb el grau), els cossos residuals de A
en P ide A en PN A" coincideixen per a tot ideal primer B de A que divideix p. Siguin
PB1, Pa, ..., P, tots els ideals primers de A que divideixen p i siguin P := P, N A’ les
seves contraccions a A’. Es tenen igualtats pA” = PPy - - P, en A', ja que el nombre
d’ideals primers de A i de A’ que divideixen p és el mateix i A’|Z és no ramificada en p,
i (1—C")A =% B, ja que la potencia ¢(p")-esima dels dos ideals és I'ideal pA.
Aquesta darrera igualtat ens permet assegurar que A/(1 — (")A = A /PR, - - - ys en
virtut del teorema xines del residu, de manera que A = A'+(1—-¢")A = A'[¢"]+(1-C")A.
De nou per induccié tenint en compte que 1 — ¢ € A’ ¢ ”'], s’obté que per a tot nombre
enter s suficientment gran és A = A’[¢"] + (1 — ¢")*A. Com que una poténcia de l'ideal
(1 — ¢"™)A és l'ideal pA, si prenem s prou gran, obtenim la igualtat A = A’[¢"™], com
voliem demostrar. [

Com a conseqiiencia d’aquest resultat, el discriminant A(Z[(]|Z) és el determinant
D(1,¢,...,¢?™=1) que hem calculat en la proposicié 3.6.7. Obtenim, per tant, el resultat
segiient.

Corollari 3.9.10. EIl discriminant de l'extensio ciclotomica Z[(||Z, on ( = (, és una
arrel primitiva n-ésima de la unitat, és donat per la formula

(n)
_yemem-na__ 1
A(Z[CHZ) - ( 1) len p%’(n)/(l?—l) O

Observacié 3.9.11. Aquesta férmula es pot provar d’una altra manera si fem servir les
formules de transitivitat del discriminant que encara no hem provat. Aixo ho podrem fer
aixi més endavant.

Una aplicacio interessant de les lleis de descomposicié dels nombres primers en els
cossos ciclotomics Q((,), p un nombre primer, és una nova demostracié de la llei de
reciprocitat quadratica. Recordem que si ( és una arrel primitiva p-eésima de la unitat, p
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un natural primer senar, aleshores 1'inic subcos quadratic de Q(¢) és el cos Q(1/p*), on
p* = (—=1)*Wp. La part principal de la demostracié és el resultat segiient.

Lema 3.9.12. Siguin p, ¢, naturals primers senars diferents. Condicio necessaria i sufi-
cient perque ¢ descompongui com a producte de dos ideals primers diferents en Q(\/p*) és
que descompongui com a producte d’un nombre parell d’ideals primers diferents en Q(().

DEMOSTRACIO: Siguin K := Q(¢), A el seu anell d’enters, K’ := Q(1/p*), A" el seu anell
d’enters, £ C A un ideal primer que divideix £1i [ := £N A’ la seva contraccio. La successio
exacta de grups de Galois

1 — Gal (K|K'") — Gal (K|Q) — Gal (K'|Q) — 1
dona lloc, per restriccio, a la successié de grups de descomposicio
1 — D(L|l) — D(L]¢) — D(I|t) — 1.

Aquesta successié també és exacta. L’inica part que mereix una mica de comentari
és 'exhaustivitat del morfisme D(£[¢) — D(I|¢). Si o' € D(I|f), aleshores, existeix
o € Gal (K|Q) tal que la restriccié de o a K’ és o; els ideals £ 1 o(£) contrauen tots
dos a [ en A’) de manera que existeix 7 € Gal (K|K') tal que 70 = £; per tant,
l'automorfisme 7o pertany al grup de descomposicié D(£|l); finalment, la imatge de 7o
en D(£]¢) s’aplica sobre o', ja que 7 és la identitat en K’.

Siguin g, ¢’, ¢" els indexs dels grups de descomposicié6 D(£[¢), D(|¢), D(£|l), respec-
tivament; és a dir, els nombres de primers que divideixen ¢, ¢, [, en les extensions K |Q,
K'lQ, i K|K'. L’exactitud de les dues successions anteriors demostra que g = ¢'¢”, de
manera que si ¢’ és parell, també ho és g. Reciprocament, suposem que g és parell. Te-
nint en compte que els grups de Galois i, per tant, els grups de descomposicid, sén grups
ciclics, es dedueix immediatament que D(£L|¢) esta inclos en 1'inic subgrup de Gal (K|Q)
d’'index 2, que és Gal (K|K"), de manera que D(£|0) = D(£|l) i D(I]¢) és el grup trivial;

aixo diu que ¢’ = 2, com voliem veure. [J

Ara podem acabar facilment una demostracié de la llei de reciprocitat quadratica.
La descripcio de les lleis de descomposicié dels ideals primers en els cossos quadratics
ens permet assegurar que una condicié necessaria i suficient perque ¢ descompongui en

*

producte de dos ideals primers diferents de A’ és que (%) = 1; i el resultat que acabem

de provar admet la conseqiiencia segiient.

Corollari 3.9.13. Condicio necessaria i suficient perque £ descompongui completament

en A’ és que (é) =1.
p

DEMOSTRACIO: Amb les mateixes notacions que a la demostracié del lema anterior
podem escriure que g és parell si, i només si, el grau residual f de £|¢ divideix (p—1)/2; i
aixo darrer equival a dir que ¢®~D/2 = 1 (mod p), via la caracteritzacié del grau residual
dels ideals primers en les extensions ciclotomiques de Q que hem donat més amunt. Pero
en F,* els elements ¢ per als quals se satisfa la congruencia anterior sén exactament els
quadrats, ja que F," és un grup ciclic. Per tant, ¢ descompon completament en A’ si, i

14
nomes si, (—) = 1, per definicié del simbol de Legendre. [
p
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* l
Per tant, obtenim ’equivaléncia entre les propietats <%) =1i <—> = 1; només cal
p

—1
tenir en compte el valor del simbol (7) U



Capitol 4

Geometria dels nombres

Aquest capitol es destina a fer I'estudi dels grups de les unitats i dels grups de classes
d’ideals dels anells dels enters dels cossos de nombres. Abans d’estudiar el concepte i
algunes propietats de les xarxes de R™ introduirem el concepte de domini fonamental
per a una acciéo d'un grup en un conjunt; especialment en el cas d’accions continues en
espais topologics, que tenen aplicacions importants en altres temes d’estudi de la teoria
algebraica de nombres; per exemple, en l'estudi de les corbes el-liptiques i les formes
modulars.

4.1 Dominis fonamentals

Siguin X un espai topologic, G un grup topologic i G x X s X una accié continua
de G en X; aix0 vol dir que per a tot element o € GG disposem d’una aplicacié continua
hs : X — X de manera que h,,» = h, 0 h, i que h; = idx, on 1 denota ’element neutre
de GG. En particular, ’aplicacié h, és un homeomorfisme amb invers h,-1.

Definicié 4.1.1. S’anomena domini fonamental de X per a l’acciéo h tot subespai to-

pologic D C X per al qual se satisfan les condicions segiients:

(a) D conté un representant de cada una de les orbites Gz, x € X; i

(b) si dos elements diferents de D sén de la mateixa orbita, aleshores estan a la frontera
de D.

Exemple 4.1.2. Considerem l'espai topologic X := C, el grup topologic discret G := Z[i],
i I'acci6 donada per translacié: (a + bi,z) — a + bi + z. Un domini fonamental per a
aquesta accié és el paral-lelogram

{zeC:0<R(2) <1,0<Q(2) <1}
També ho és el paral-lelogram no compacte
{zeC: 0<R(z) <1,0<¥(2) < 1}.

Exemple 4.1.3. De manera més general, siguin X = C, G = Z x Z considerat com a
grup (topologic) discret i fixem una R-base {w;,ws} de C. Definim l'accié per la féormula
((a,b), z) — aw; +bws + z. Un domini fonamental per a aquesta accié és el paral-lelogram

D={z=aw+bwy€C:a,beR 0<a<10<b<1}.

o7
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Observacié 4.1.4. El quocient C/Zw, ® Zwy = D /(Zw; & Zws) N D és una superficie de
Riemann compacta de genere 1 (un tor); en el context de les corbes algebraiques, defineix
una corba, a la qual s’anomena la corba el-liptica definida per la parella wy, ws.

Exemple 4.1.5. De manera encara més general, siguin X := R" G := Z" i conside-

rem l'accié donada a partir d’'una R-base {ei,...,e,} de R"™ per la férmula de trans-
n

lacié ((a1,...,a,),x) — x + Zaiei. Un domini fonamental d’aquesta accié és el pa-
i=1

ral-lelepipede fonamental

D:{Zaiei:aieR,Ogaigl}.

i=1

També ho és el paral-lelepipede no compacte

D:{Zaiei:aiER,Ogai<l}.

i=1

Exemple 4.1.6. Sigui X = H := {z € C: R(z) > 0} el semipla superior de Poincaré,
i sigui G := GL(2,R)™, el grup de les matrius quadrades 2 x 2 de coeficients reals i de
determinant positiu. Podem definir una accié en H per la férmula segiient:

a b 2._az—|—b
c d|7 cz+d

Un domini fonamental per a aquesta accié és qualsevol conjunt D format per un sol
element; en efecte, 'accid és transitiva.

Exercici 4.1.7. El conjunt D := {z € H: —1/2 < R(z) < 1/2, |z| > 1} és un domini
fonamental per a la restriccié de I’accié anterior al subgrup discret SL(2, Z) de les matrius
de coeficients enters i determinant 1.

4.2 Xarxes de R"

Ens interessara parlar de subgrups discrets de R™, i convé disposar del resultat segiient.

Proposicié 4.2.1. Sigui G un subgrup discret de R™. Aleshores, G és un grup abelia
lliure de rang r < n.

DEMOSTRACIO: Podem elegir en G un conjunt d’elements {eq, e, ..., €.} que siguin R-
linealment independents de manera que r sigui maxim; en particular, » < n. Considerem

el subconjunt S := {Z ae; » a; € R0 < a; <1}, Com que S és un subconjunt

compacte de R" i GG és Zdilscret, el conjunt SNG és finit. Es tracta de demostrar que SNG
és un conjunt de generadors de (G; d’aquesta manera obtindrem que G és un grup abelia
lliure, ja que no té torsié per ser un subgrup de R"™ i tot grup abelia finitament generat i
sense torsié és lliure.
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.,
Sigui, doncs, x € G; podem escriure x en la forma z = g a;e; amb o; € R, ja que en
i=1

cas contrari el conjunt {ey, ey, ..., e, x} estaria format per més de r elements R-linealment
T r

independents de G i r no seria maximal. Posem y := x — E [az)e; = E (v — [ag])es;
i=1 i=1

,

com que y,eq,...,e, € SNGir=y+ Z[ai}ei, resulta que S NG genera G com a grup
i=1

abelia i, per tant, G és finitament generat.

Resta veure que el rang de G és menor o igual que n. Per a tot nombre enter £ i tot
T T

x € G posem x, = kx — Z[k’ai]ei = Z(kai — [kay])e;; com abans, z, € SN G i, com
que S NG és finit, existeilxeln nombresl elnters diferents k,j tals que 2, = z; € SNG.
La R-independencia lineal dels elements e; i la darrera igualtat ens permeten assegurar
que per a tot index 7 els coeficients «; sén racionals, ja que a; = (k — j) 7' ([kay] — [jau]).
Aixo implica que x pertany al Q-espai vectorial generat pels elements e;. FEn particular,
els elements (en nombre finit) de S' N G sén combinacions lineals de coeficients racionals
dels elements e; i podem considerar un denominador comu d € Z, d # 0, de tots aquests

coeficients; aleshores, el grup abelia lliure GG és un subgrup del grup abelia lliure @ d~'Ze;
i=1

de rang r; per tant, el rang de GG és menor o igual que r i, com que G conté r elements

que son R-linealment independents, els e;, el grup G és de rang r. [J

Definicié 4.2.2. Un subgrup G C R" s’anomena xarxa de R" si és un subgrup discret
de rang n.

Sigui G una xarxa de R"; aleshores G és un grup (topologic) que actua en R"™ per
translacié: (o,z) — = + o (cf. lexemple 4.1.5 més amunt). A més a més, el conjunt

n
D = {Z ae; : 0<a; <1}, oney,..., e, és una Z-base de G, és un domini fonamental

per a lga(ljcio’ de GG en R™; s’anomena el paral-lelepipede fonamental relatiu a la base
{e1,...,en}. Observem que D és un subconjunt mesurable Lebesgue de R"; la seva
mesura (D) s’anomena la malla de la xarxa G i es representa usualment per p(G).
D’altra banda, no hi ha cap parella d’elements de D que estiguin en la mateixa orbita per
I’accié de G; aquesta propietat sera tutil de seguida.

Lema 4.2.3. La malla d’una xarra G de R™ no depén de la Z-base elegida en G.

DEMOSTRACIO: En efecte, un canvi de base en G és donat per una matriu M € GL(n, Z);
i la mesura del nou paral-lelepipede fonamental s’obté a partir de ’anterior multiplicant

pel valor absolut del determinant de M. Pero les matrius de GL(n,Z) sén de determinant
+1. 0

Teorema 4.2.4 (Minkowski). Siguin G una zarza de R™ i X un subconjunt mesurable
Lebesgue de R™ tal que u(X) > p(G). Aleshores, X conté dos elements diferents x,y tals
que =y (mod G).

DEMOSTRACIO: Siguin {ey,...,e,} una Z-base de G i D el paral-lelepipede fonamental
per a R" relatiu a aquesta base. Per definicié de domini fonamental, els conjunts g + D,
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g € G, formen un recobriment de R"; aquest recobriment és disjunt en virtut de 1’eleccié
de D. En conseqiiéncia, els conjunts XN (g+ D), g € G, formen un recobriment disjunt de
X. D’altra banda, com que la mesura de Lebesgue és invariant per translacié (és la mesura
de Haar del grup topologic localment compacte R™), els conjunts g+ D sén mesurables; per
tant, les interseccions X N (g + D) també sén mesurables i la seva mesura coincideix amb

la mesura dels seus traslladats (—g + X) N D. De la igualtat u(X) = Z w(XN(g+ D)),
geG

que es dedueix del fet que X és recobert de manera disjunta pels conjunts X N (g + D),

obtenim que pu(X) = Z,u((—g + X) N D), de manera que els conjunts (—g + X) N D no

geG
poden ser disjunts dos a dos, ja que la seva reuni6 és un subconjunt de D i estem suposant

que p(G) = p(D) < p(X).
Per tant, existeixen elements diferents g,¢" € G tals que (=g + X)N(—¢ + X)N D
és no buit; per tant, existeixen elements z,y € X tals que © — g = y — ¢’ i, aleshores,

r—y=9g—¢g €Gix#yjaqueg+#g. 0

Corollari 4.2.5. Siguin G una zarza de R™ ¢ X C R™ un subconjunt convex, simetric
respecte de [’origen i mesurable Lebesque. Suposem que (X)) > 2"u(G) o bé que X és
compacte i W(X) > 2"u(G). Aleshores, existeiz v € GN X tal que x # 0.

DEMOSTRACIO: Suposem que (X ) > 2"u(G); aleshores, el conjunt YV := {z/2: x € X'}
també és mesurable Lebesgue 1 pu(Y) = 27"u(X) > u(G), per hipotesi. En virtut del
teorema de Minkowski existeixen dos punts diferents y1,y, € Y tals que yo — y; € G; el
punt x := yo — y; és un punt no nul de X NG, ja que X és convex i simetric respecte de
I'origen, 2y;,2y, € X i x és el punt mitja de 2y, i —2y;.

En el cas que suposem que X és compacte i que u(X) > 2"u(G), per a tot € > 0
podem posar X, := (1 4+ )X, de manera que se satisfan les mateixes hipotesis amb la
millora p(X.) > p(G), i podem aplicar a X, el que acabem de demostrar: per a cada
e > 0 existeix un punt no nul z. € GN X.. Els conjunts X! := X. NG — {0} sén no buits,
compactes i discrets, de manera que son finits i no buits; i la finitud de tots ells implica
que la interseccié ﬂ X! és no buida. Finalment, de la compacitat de X es dedueix que

e>0
la interseccié és X NG # {0}, ja que ﬂ(l +¢)X = X. Aix0 acaba la demostraci6. [

e>0

4.3 La immersio canonica d’un cos de nombres

Siguin K un cos de nombres i n := [K : Q] el seu grau. Si considerem una clausura
algebraica Q de Q, aleshores existeixen exactament n maneres diferents de pensar K com
a subcos de Q; en efecte, com que Q és de caracteristica zero, tota extensié de Q és
separable, de manera que el grau de separabilitat de qualsevol extensié finita K|Q (és a
dir, el nombre de maneres d’incloure K en Q) coincideix amb el grau.

D’altra banda, podem canviar Q per qualsevol cos que el contingui i la propietat no
varia, ja que una Q-immersié de K ha d’estar inclosa en K = Q; en particular, el nombre
total de Q-immersions de K en C és exactament n.

Podem pensar, encara, en les Q-immersions de K en R; com que R C C, és clar que
el nombre de Q-immersions de K en R és r; < n. Sigui ¢ una immersié de K en C; si
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componem amb la conjugacié complexa, ¢ : C — C, donada per c(a + bi) := a — bi,
per a a,b € R, obtindrem una altra Q-immersi6 co de K en C. Es clar que una condicio
necessaria i suficient perque o = co és que o(K) C R. Aix0 ens permet assegurar que el
nombre n de Q-immersions diferents de K en C es pot expressar en la forma n = r; + 2r,,
on 19 és el nombre de conjunts {o, co} tals que o # co.

En vista d’aquest fet, i per comoditat, numerarem les Q-immersions de K en la forma
seglient: oy, ..., 0., seran les immersions reals; i les parelles 0,4, Op 4ry+j = COp 4, aMb
1 < 7 < rg, les parelles de Q-immersions complezes conjugades no reals de K. Observem
que, d’aquesta manera, el coneixement de les immersions o; per a 1 < i < r;y 4+ 79 ja
determina univocament les altres.

Definicié 4.3.1. El morfisme d’anells K ——+ R™ x C"? definit per I'assignaci6

T = (Ul(x)v s 707"1(‘%)7 UT1+1<x)7 st 7UT1+T2(x))

s’anomena la immersi6 canonica de K. Sovint s’acostuma a identificar C amb R? (com a
. . . .7 N . e
R-espai vectorial); en aquest cas, la immersié canonica es pensa en la forma K — R”.

La importancia i la utilitat de la immersié canonica de K es veuen bé en el resultat
segiient.

Proposicié 4.3.2. Sigui G un subgrup abelia lliure de rang n de K. Aleshores, la imatge
de G per la immersid canonica és una zarza de R™. Si{eq,...,e,} és una Z-base de G,
la malla de la zarza o(G) és donada per la formula

p(o(G)) =277 [det(oi(e;))] -

DEMOSTRACIO: Els vectors o(e1),...,0(e,) generen la imatge o(G); si demostrem que
sén linealment independents, aleshores sabrem que formen una Z-base de o(G), de manera
que o(G) és una xarxa de R" i o(ey),...,0(e,) son els vertexs d'un paral-lelepipede
fonamental; per tant, podrem calcular la malla d’aquesta xarxa com el valor absolut
del determinant dels vectors o(e;) expressats en la base “canonica” de R™. Ara bé, els
components del vector o(e;) en la base canonica de R™ sén exactament els nombres o;(e;)
per als 71 components reals, i les parelles R(co;(e;)), S(os(e;)), per als components o;(e;)
amb 7 < i < r1+7ry. Tenint en compte que R(o;(e;)) = (0:(e;)+0itr,(€5))/2, S(oi(e;)) =
(0i(ej) — 0itry(€;))/24, i la linealitat del determinant respecte de les files, el determinant
a calcular és el producte del factor (2¢)~" pel determinant det(c;(e;)); en efecte, per a
cada index i, 1 < ¢ < 1y, podem canviar la fila formada pels components R(o,,1i(€;))
per la formada pels o,,4;(e;), després la formada pels components (o, 4(e;)) per la que
consta dels 0,,4,,1i(e;)/(—21) i, finalment, treure factor comu els 7y factors —1/2i = i/2.
Pero el determinant det(o;(e;)) és no nul, ja que els elements e; sén una Q-base de K i
I'extensié K|Q és separable. Aquest calcul demostra, per tant, que els vectors o(e;) sén

R-linealment independents i que la malla de la xarxa és donada per la formula enunciada.
O

Corollari 4.3.3. Sigui {e1,...,e,} una Z-base de lanell del enters del cos de nombres
K. Condicio necessaria i suficient perque el discriminant absolut de K, D(ey, ..., e,),
sigui positiu €és que el nombre ro de parelles dimmersions complexes conjugades no reals
de K sigui parell.
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DEMOSTRACIO: En efecte, el discriminant que cal calcular és el quadrat del determinant
det(oi(e;)), on o;(e;) son els diferents conjugats de e;; i a la demostracié de la proposicié
anterior hem vist que aquest determinant és el producte d’'un determinant d’entrades reals
pel producte dels factors (—2¢)". Per tant, el discriminant dels vectors e; és un nombre
real positiu multiplicat per (—24)%2; i aquest nombre és positiu si, i només si, r, és parell.

O

Observacio 4.3.4. En particular, aquest resultat proporciona una manera senzilla de
comprovar el signe del discriminant dels cossos ciclotomics.

El corol-lari segiient déna compte de les xarxes més tutils; concretament, ja hem vist
que l'anell Ok dels enters de K és un Z-submodul lliure de rang n de K. El mateix
succeeix a tot ideal a C Og; és clar que és un Z-submodul sense torsié de Ok i que
és finitament generat, ja que Z és noetheria i O és finitament generat; per tant, és un
grup abelia lliure de rang < m; com que per a tot a € a no nul se satisfa la inclusié
aOk C aiaOk = Ok com a grups abelians, a conté un grup abelia lliure de rang n i, en
conseqiiencia, a és un grup abelia lliure de rang n.

Corollari 4.3.5. Siguin Ok [’anell dels enters d’un cos de nombres K, n:=[K : Q], el
grau, a € Ok un ideal no nul de Ok i A el discriminant d’una Z-base de Ok . Aleshores,
0(Ok) i o(a) son zarzes de R"™ i les seves malles sén donades per les formules:

u(o(Ox)) = 27|A[2,
p(o(a)) =27 A[Y2N (a),

on N(a), la norma absoluta de a, és el cardinal de 'anell finit Ok /a.

DEMOSTRACIO: La qiiestid relativa a I'anell Ok és immediata a partir de la proposicié
anterior. En efecte, si {ej,...,e,} és una Z-base de Ok, el discriminant A(Ok|Z) és
l'ideal generat pel quadrat del determinant de la matriu (o;(e;)), de manera que la malla
de la xarxa només té en compte el valor absolut de I’arrel quadrada del discriminant.

D’altra banda, la diferencia en considerar un ideal no nul a de Ok esta en el fet
que a és un subgrup abelia de O d’index N(a). Com que la immersié canonica és un
morfisme injectiu d’anells, aixd implica que o(a) és un subgrup d’index N (a) de o(Ok);
en conseqiiencia, podem obtenir un domini fonamental per a o(a) fent la reunié disjunta
de N (a) traslladats d’un domini fonamental per a o(Ok). Aix0 fa que la malla de o(a)
sigui NV(a) vegades la malla de o(Of); aixo acaba la demostracié. O

4.4 Finitud del grup de classes d’ideals

El grup de classes d’ideals d'un anell de Dedekind no és, en general, un grup finit. Un
dels teoremes més importants en ’estudi de la teoria algebraica de nombres algebraics és
el que assegura aquesta finitud en el cas dels anells dels enters dels cossos de nombres.
L’objectiu d’aquesta seccid és establir aquest teorema. Convé comencar per la demostracio
del resultat segiient.

Proposicié 4.4.1 (La fita de Minkowski). Siguin K un cos de nombres, A := Ok el seu
anell d’enters, n := [K : Q| el grau, r1 el nombre d’immersions reals de K, ro el nombre



4.4. Finitud del grup de classes d’ideals 63

de parelles d’tmmersions complexes conjugades no reals de K, A el discriminant absolut
de Uextensio A|Z; és a dir, el generador positiu de ['ideal discriminant A(A|Z), ia C A
un ideal no nul. Aleshores, existeirz un element a € a, a # 0, tal que per a la seva norma
se satisfa la desigualtat

4\ n!
Nice@)] < (2)  Z1a1"A)

DEMOSTRACIO: Considerem la immersié canonica o de K en R™ x C™. Per a tot nombre
real positiu ¢, el conjunt X, C R"™ x C™ format pels elements (x1, ..., Ty, 21, .., Z,) tals
que D i1y |z +23 72 [25] < e és compacte, convex i simetric respecte de l'origen; per
tant, és mesurable Lebesgue. El calcul de la seva mesura déna

Lema 4.4.2. u(X.) = 2" (g) g

n!’
DEMOSTRACIO: El conjunt X, no només depeén de ¢, siné que també depen de les cons-

tants r1 iy tals que r1+2ry = n. Posem m(ry, o, €) := pu(X.). Calcularem aquesta mesura
2

. ., . ) mes .
per inducci6 sobre les constants r; i 75. Clarament, m(1,0,¢) = 2¢ 1 m(0,1,¢) = — Ja
que, en el primer cas, el conjunt és un segment i, en el segon, el conjunt és un cercle. El
pas de 71 a 7, + 1 es pot fer de la manera segiient: X, és ara un subconjunt de R+ x C2
i ens podem fixar en el component real de subindex 7 + 1; la mesura m(ry + 1,79,€) es
pot calcular, integrant “per llesques”, com la integral

£
/ m(ry, o, € — |x|)dx.
—e

up Rl Gl

Per hipotesi d’induccid, m(ry, re, e —|z|) = 2™ (— que, dut a la integral,

2 (7‘1 + 27“2)!
r ri1+142rs
déna el valor m(ry 4+ 1,73,e) = 27+! (g) : (7‘184— T2 com calia veure. El pas de

ry a9 + 1 es fa de manera semblant integrant sobre el disc |z| < £/2; concretament, cal
calcular la integral

[ mlrsrme = 2fzdutz),
|z|<e/2

on du(z) denota la mesura de Lebesgue de C. Si fem el canvi de variables habitual a
coordenades polars, z = pe', resulta que du(z) = pdpdf i cal calcular la integral doble

6/2 2m T\ T2 (8 _ 2p)T1+2T2
m(ry,re+1,6) = 2”(—) ~—— odpdf
(1,72 ) /0 /0 5 (o PP
2

T\ 2m €/2
= 971 (_) —/ c—2 14212 d
2) Giwany ), ENTede

o T\ re+1 grit+2ra+2
B (5) (ry + 279 + 2)V

després de calcular la darrera integral per parts. Aixo acaba el calcul de la mesura del
conjunt X.. [
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A continuacio, donat l'ideal a, podem elegir € > 0 de manera que
4N\"
o = <_> nl| AN (a),
T

on A és el discriminant absolut de l'extensié A|Z. Aix0 ens permet assegurar que la
mesura de X, és exactament u(X.) = 2"u(o(a)). En virtut del teorema de Minkowski,
existeix un element no nul a € a tal que o(a) € X.; el calcul de la norma de a déna

1 T2
Ngig(a)| = H loi(a)] H |045(a)]? i la desigualtat de la mitjana geometrica que
i=1 j=1

Nyal@)] < (%men +§Z|am+j<a>|> ,

i=1 j=1
n

3
que admet — com a fita superior. El resultat es dedueix del fet, ja demostrat i utilitzat
n

a bastament, que n = r; + 2r,. [

Corollari 4.4.3. Amb les mateizes notacions que a la proposicié anterior, tota classe
d’ideals de A conté un representant enter a tal que per a la seva norma absoluta se satisfa
la desigualtat
AN nl
N@ < (=] —|A]V~
nTL

™

DEMOSTRACIO: Com que tota classe d’ideals conté un representant enter, podem prendre
un representant enter b de la classe inversa de la donada. Sigui a € b un element per al
qual se satisfa la desigualtat de la proposicié anterior. Com que a € b, 'ideal a := ab™!
és enter i se satisfa 'enunciat, ja que N'(aA) = N(a)N(b). O

El resultat principal que volem demostrar en aquesta seccio és el teorema de finitud
del grup de classes d’ideals dels anells dels enters dels cossos de nombres.

Teorema 4.4.4 (Dirichlet). Sigui A Uanell dels enters d’un cos de nombres K. Aleshores,
el grup de classes d’ideals de ’anell A és finit.

DEMOSTRACIO: Apliquem la fita de Minkowski; tota classe d’ideals conté un ideal enter
no nul de norma fitada per una constant que només depen del cos. Pero, per a tot nombre
enter m, el conjunt dels ideals enters no nuls a C A tals que N(a) = m és un conjunt
finit; en efecte, de #A/a = m es dedueix immediatament que m € a, de manera que a
divideix I'ideal mA. Aixi, d’ideals de norma fitada només n’hi ha un nombre finit i, en
consequiencia, només hi ha un nombre finit de classes d’ideals. [

4.5 Teoremes de finitud

Una conseqiiencia important dels resultats de la seccié anterior és el segiient.

Teorema 4.5.1 (Hermite-Minkowski). Siguin K # Q un cos de nombres, A l'anell dels
enters de K i A el generador positiu de l'ideal discriminant A(A|Z). Aleshores, A > 1.
En particular, existeiz algun nombre primer p que ramifica en K.
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DEMOSTRACIO: La demostracié d’aquest teorema es pot fer comodament a partir del
resultat segiient.

Corollari 4.5.2. Siguin := [K : Q] el grau de K. Aleshores,

7 /(3n\"*
A>— | — )
=5 (7)

esta fitat superiorment per una constant independent

En particular, el quocient

del cos K # Q.

log(A)

DEMOSTRACIO: Com que per a tot ideal enter no nul a és A (a) > 1, el corol-lari 4.4.3

. . T\ n" . :
ens permet escriure la desigualtat |A|Y/2 > (Z> — pero T < 41 2ry < n, de manera
R n!
que |A| > u, = <Z> ()2 Ara bé, per a la successié de terme general u,, se satisfan les
n!
propietats segiients: uy = 72/4 i u,11 > 3wu,/4, ja que el quocient u, 1 /u, és Uexpressié

0

2n
1 (1 + —) , que és fitada inferiorment per 37/4 en virtut de la férmula del binomi; per
n

n—2
s
tant, s’obté la desigualtat w, > us (Z) que déna la que voliem demostrar.

n
D’altra banda, si prenem logaritmes obtindrem la fita uniforme del quocient l—|A|
0g

O

Ara, la demostracié del teorema d’Hermite-Minkowski és immediata si tenim en compte

n—1
que, per an > 2 és <g> (i%r) > (g) <?2T7T) > 1. 0

Observacio 4.5.3. Aquest resultat dista molt de ser general. En efecte, veurem que
hi ha cossos de nombres que admeten extensions finites (fins i tot abelianes) que sén no
ramificades a tots els ideals primers del seu anell d’enters. Aix0 succeeix, també, en un
cas molt important: el cas local.

Encara més, demostrarem més endavant que tot cos local (que ja definirem) admet
extensions no ramificades de grau arbitrariament gran, i totes elles sén abelianes; en
canvi, tot cos de nombres té només un nombre finit d’extensions abelianes no ramificades
a tots els ideals primers del seu anell d’enters.

El resultat segiient déna informacié sobre la quantitat de cossos de nombres “petits”
que poden ramificar només en un conjunt donat de nombres primers.

Teorema 4.5.4 (Hermite). Sigui D € N un nombre enter positiu qualsevol. El conjunt
format pels cossos de mombres de discriminant absolut fitat per D és un conjunt finit;
és a dir, si Ag denota el generador positiu de l'ideal discriminant d’un cos de nombres,
aleshores és Ak > D llevat, potser, d’un nombre finit de cossos de nombres K.

DEMOSTRACIO: El corol-lari que hem utilitzat en la demostracié del teorema d’Hermite-
Minkowski ens permet assegurar que el grau d’un cos de nombres esta fitat superiorment
pel logaritme d’una potencia fixa del seu discriminant; per tant, és suficient demostrar
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que el conjunt dels cossos de nombres de grau i discriminant donats és un conjunt finit.
A més a més, per a n donat, només hi ha un nombre finit de parelles de nombres naturals
r1, 7o tals que n = r1+2ry; per tant, podem suposar, també, que 71, o sén fixos. Suposem,
doncs, que n = 11+ 2ry, i que K és un cos de nombres de grau n i discriminant absolut A
que admet exactament r; immersions reals. Cal veure que només podem elegir K entre
un nombre finit de cossos.

Considerem el subconjunt X C R™ x C™ definit de la manera segiient:

(a) si r; > 0, prenem X com el producte dels discs de centre l'origen i radi 1/2 a cada
component complex no real, de l'interval —1/2 < 2 < 1/2 a cada factor R llevat del

2\"
primer (si és que n’hi ha), i 'interval centrat a 'origen de longitud 2" (—) |A|/?
m

en el primer component;

(b) si r; = 0, prenem X com el producte de discs de radi 1/2 centrats a l'origen de

cada factor C llevat del primer, i el rectangle definit per les condicions |z — Z| <

2\"
2n—1g (—> |AY2) |z +%| < 1/2, en el primer component C.
m

En qualsevol cas, el conjunt X és un producte d’intervals i discs tancats, de manera
que és compacte, simetric respecte de l'origen i convex, i el calcul de la seva mesura déna
immediatament que p(X) = 2"7"2|A[Y2 = 2"(0(Ok)). Per tant, existeix un nombre
enter no nul a € A tal que o(a) € X. Veiem que a és un element primitiu de I'extensié
K|Q.

En efecte, els conjugats de a sén els nombres o;(a) i o;(a), comptats tantes vegades
com el grau de D'extensié K|Q(a). Per a i > 1, els nombres 0;(a) i 0;(a) sén de modul

n
menor que 1 per construccié de X. Si tenim en compte la férmula Ngg(a) = H oi(a), i
=1

prenem moduls, observarem que |oy(a)| > 1, ja que la norma de a és un nombre enter per
ser a un enter algebraic no nul. En particular, si r; > 0 obtenim que o;(a) és diferent de
tots els altres conjugats, de manera que el grau de I'extensié K|Q(a) és 11 a és un element
primitiu de K. Si r; = 0, el mateix argument demostra que és |o(a)| = |oy(a)| > 1, de
manera que o1(a) és diferent de tots els o;(a) i dels o;(a) per ai > 1; pero, per construccid
de X, la part real de oy(a) és de modul menor o igual que 1/4, de manera que oy(a) no
pot ser real ja que és de modul > 1; en particular, també oy(a) és diferent de oy(a) i, en

conseqiiencia, a és un element primitiu de K.

Ara ja estem; en efecte, els conjugats de a sén nombres complexos (o reals) fitats per
construccié del conjunt X; per tant, també son fitats els valors dels polinomis simetrics
elementals construits amb aquests nombres; com que aquests valors son els coeficients
del polinomi Irr(a, Q)(X), i aquests coeficients sén nombres enters, ja que a és un enter
algebraic, només hi ha un nombre finit de possibilitats per al polinomi Irr(a, Q)(X) i, en
consequiencia, un nombre finit de possibilitats per a I’element primitiu a. [

Observacio 4.5.5. Aquest resultat admet altres formulacions interessants. Per exemple,
si fixem un conjunt finit de nombres primers i un nombre enter N > 1, aleshores el conjunt
format pels cossos de nombres de grau n < N que no ramifiquen fora dels primers fixats
és, també, un conjunt finit.
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4.6 El teorema de Dirichlet de les unitats

En aquesta seccid es tracta de fer I'estudi del grup de les unitats dels cossos de nom-
bres. Aixi com per a 'estudi de 'estructura lineal ha anat bé la immersié canonica dels
cossos de nombres en R", ara convindra fer quelcom semblant; haurem de considerar al-
guna immersio que tingui en compte la multiplicativitat del grup. Aixo es fa “prenent
logaritmes”.

Siguin K un cos de nombres, A ’anell dels enters de K, r; el nombre d’immersions
reals de K, ry el de parelles d’immersions complexes conjugades no reals, n = ry + 2rs el
grau de I'extensio, i designem per U el grup dels elements invertibles de A.

La immersié canonica de K en R™ x C™ és un morfisme d’anells; convé prendre loga-
ritmes a cada component a fi d’obtenir un morfisme de grups. Concretament, considerem
Paplicacié log : K* — R™*"2 definida per la férmula

u = (log |01(u)|7 s 710g |0-T’1 (u)lv log |UT1+1(U)|7 s 7log |UT1+T2 (u)|)

Igual que en el cas de la immersié canonica, ens oblidem de la meitat dels components
complexos no reals; aixo és degut al fet que si consideréssim també els altres ro components
no obtindriem components diferents dels anteriors, ja que el modul d’un nombre complex
coincideix amb el del seu conjugat. D’altra banda, per a u,v € K* se satisfa la igualtat
log(uv) = log(u) + log(v), de manera que log és un morfisme del grup multiplicatiu K*
en el grup additiu R™ "2, S’anomena la immersié logaritmica de K, en contraposicio a la
immersié canonica. El teorema que es tracta de provar és el segiient.

Teorema 4.6.1 (Dirichlet). El grup de les unitats U de A és el producte del grup, finit,
de les arrels de la unitat de K, per un grup abelia lliure de rang r :=ry +ry — 1.

DEMOSTRACIO: Farem la demostracié d’aquest teorema en diverses etapes. Acabem de
veure que la immersié logaritmica és un morfisme de grups.

Lema 4.6.2. Sigui H Uhiperpla de R™™ format pels elements (x1,...,z,41) tals que
T+ -+ 2y 20,00+ -+ 220 40, = 0. Aleshores, log(U) C H.

DEMOSTRACIO: Com que les unitats de A sén elements de A de norma 41, resulta que
per a les seves imatges se satisfa ’equacid

T1 T2 14272
> “logloi(u)] +2) "log oy, (u)| = Y log|oi(u)| = log [Ngg(u)| =0,
i=1 j=1 i=1

de manera que la imatge de U esta inclosa en H. [

Lema 4.6.3. Per a tot subconjunt compacte X C R™ ! el conjunt dels elements u € U
tals que log(u) € X és finit. En particular, log(U) és un subgrup discret de R™1.

DEMOSTRACIO: Sigui X C R™™! un subconjunt compacte. Aleshores, X és un conjunt
fitat, de manera que si u € U és tal que log(u) € X, aleshores els conjugats de u sén fitats
i la fita només depen de X. Per tant, els polinomis simetrics elementals dels conjugats
de u sén fitats; és a dir, els coeficients (enters) del polinomi irreductible de u sobre Q
son fitats. Aixo implica que només hi ha un nombre finit de possibilitats per a aquests
polinomis i, en conseqiiencia, un nombre finit d’elements u € U tals que log(u) € X. O
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Corollari 4.6.4. El nucli del morfisme log : U — R™! esta format exactament per les
arrels de la unitat de K.

DEMOSTRACIO: El nucli de log és la antiimatge del compacte {0}, de manera que és un
subgrup finit de U. Per tant, és un subgrup finit del grup multiplicatiu d’un cos i, en
conseqjiiencia, és ciclic i format per arrels de la unitat. D’altra banda, totes les arrels de la
unitat de K sén elements invertibles de A i sén nombres complexos de modul 1; com que
els seus conjugats també sén arrels de la unitat, també sén de modul 1 i, en conseqiiencia,
pertanyen al nucli de log. [

Com que H és isomorf a R” i log(U) és un subgrup discret de R™ hem demostrat
que el quocient de U pel subgrup de les arrels de la unitat de K és (isomorf a) un subgrup
discret de R"; per tant, un grup abelia lliure de rang < r. En particular, si » = 0 ja
hem acabat la demostracié i podem suposar que r > 1. Només resta veure que la imatge
log(U) és de rang exactament r. Per a aixo, és suficient demostrar que log(U) conté r
vectors linealment independents. I, per a veure aquest fet, només cal comprovar que si w
és una forma lineal no nul-la definida en H, aleshores existeix un element v € U tal que
w(log(u)) # 0; és a dir, que log(U) no esta inclos en el nucli de cap forma lineal no nul-la.
Per tant, la resta de la prova consisteix a cercar aquesta unitat u.

Com que H és de dimensi6 r i cap dels components de H no és nul, la projeccié de R™*
en els primers r components déona un isomorfisme de H en R"; per tant, una forma lineal en
H es pot pensar definida per una féormula w(zy, ..., z,) = apz1+- - +cxponey, ..., ¢ €R
sén constants que només depenen de la forma w i no del punt (zq,...,z,) € R". En
particular, podem pensar w(log(u)) com la forma w aplicada als primers r components de

log(u).

Lema 4.6.5. Siguin ey, ..., &p 4r, nombres reals estrictament positius. Posem ey, yr,+; =
Er4j per a1l < g <1y 4 suposem que

n 2 )
g = Hgl: <_> |A|1/2
™
i=1

Aleshores, existeiz a € A, a # 0, tal que per a tots els components log |o;(a)| se satisfan
les desigualtats
0 < log(e;) — log|oi(a)| < log(e)

i, a més a més, [Ngjg(a)| <e.

DEMOSTRACIO: Sigui X C R™ x C™ el conjunt dels elements (xy1,..., %, 21, -, )
tals que |z;| < &, 1 <@ <, 1|z <ergj, 1 < j <1y Clarament, X és un subcon-
junt compacte, convex i simetric respecte de l'origen, i la seva mesura de Lebesgue és
exactament

T1 T2

p(X) = [Je) [[(re2, ) = 2177 = 2072 A2 = 27 A2 = 270 A)),

r1+j
i=1 j=1

Per tant, el teorema de Minkowski ens permet assegurar 'existencia d’un element no
nul a € A tal que o(a) € X; aix0 és dir que per als components o;(a) se satisfan les
desigualtats |o;(a)] < g;, per a 1 < i < n. Com que a és un enter algebraic no nul, és
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INgjg(a)| > 1, de manera que obtenim les desigualtats

n
1 < Ngjg(a)| = [[loi(a)] < &
i=1
D’altra banda, si ens fixem en un index ¢ obtenim que

3(a)] " = Nija(@)] " [T los(a)] < Ngo(@)| ™ [[ &5 < [[es = eei*
J#i J# J#
que déna g, < |oj(a)| < e peral <i<n.
Les desigualtats desitjades s’obtenen en prendre logaritmes. [J

Aplicarem aquest resultat de la manera segiient: donada la forma lineal w definida per
l'equacié w(zy, ..., x,) = 121+ - -+ ¢z, elegim nombres reals positius €; per als quals se
T

satisfacin les condicions del lema i sigui M un nombre real fix tal que M > Z |c;| log(e).
i=1
Aleshores, per a I'element a € A que proporciona el lema se satisfa la desigualtat
w(log(a)) =) cilog(e;)| < M.

i=1

El final de la demostracié consisteix a prendre una successié d’elements a;, € A per als
quals se satisfacin les condicions anteriors i alguna més. Concretament, per a tot nombre
natural A > 0, podem elegir els elements ¢;, 1 < i < r, del lema de manera que se satisfaci

T

la igualtat Z ¢;ilog(g;) = 2h M, ja que algun coeficient ¢; és no nul; després, triem ¢, de
i=1

manera que se satisfaci la condici6 del lema. Ara, per a I’element a; que ens proporciona

el lema, se satisfa la desigualtat |w(log(ay)) — 2hM| < M; és a dir,

(2h — )M < w(log(an)) < (2h + 1) M.

Aixo produeix una successié d’enters algebraics a; € A per als quals se satisfan les desi-
gualtats anteriors i, a més a més, sén de norma fitada per €. En conseqiiencia, els ideals
apA son tots de norma N(aA) < e; per tant, sén en nombre finit. Aixd implica que
existeixen nombres naturals diferents h, k tals que ap,A = ai A i, per tant, existeix una
unitat u € U tal que a, = uay. Sisuposem que h < k, obtenim les desigualtats

w(log(an)) < 2h+1)M < (2k — 1)M < w(log(ag)),

de manera que w(log(u)) = w(log(ax)) — w(log(an)) > 0, i obtenim la unitat u € U tal
que w(log(u)) # 0 que desitjavem trobar. [

Definicié 4.6.6. S’anomena sistema fonamental d’unitats (o conjunt fonamental d’uni-
tats) d'un cos de nombres K tot conjunt {uy,...,u,} d'unitats de anell dels enters de
K tal que tota unitat u € U s’expressa de manera tnica en la forma

Moy
r )

u = ’r]u;nl - U
on 7 és una arrel de la unitat del cos K i els m; sén nombres enters.
Amb aquesta definicid, el teorema de Dirichlet de les unitats admet la formulacié
equivalent segiient.

Corollari 4.6.7. Tot cos de nombres admet un sistema fonamental d’unitats uq,...,u, €
U. O
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4.7 Unitats dels cossos quadratics

Un cas senzill de calcul de les unitats d’un cos de nombres és el cas dels cossos quadratics.
Suposem, doncs, que D és un nombre enter lliure de quadrats i posem K := Q(v/D), A
I’anell dels enters de K, U el grup de les unitats de A, 1 W C U el grup de les arrels de
la unitat de K.

Proposicié 4.7.1. 5t D < 0, és a dir, si K és un cos quadratic imaginari, aleshores
U=W. A més a més,

{1, -1}, siD#—1,-3,
W= {17_17i7_i}7 si D= —1,
{1,=1,p,—p,p*, —p*}, si D= =3,

on p = és una arrel cubica primitiva de la unitat.

—14++/-3 |

2
DEMOSTRACIO: En efecte, en el cas D < 0 no hi ha cap immersié real de K, de manera
que el rang del grup de les unitats ésr=r1 +r, —1=0,jaquede 2=ry +2ryir; =0
es dedueix que ry = 1 i, per tant, que » = 0. En conseqiiencia, el grup de les unitats no
té part lliure i coincideix amb el grup de les arrels de la unitat del cos K.

D’altra banda, si K conté una arrel n-esima de la unitat ¢, aleshores el grau de K és
divisible per ¢(n), ja que Q(¢) C K; les iniques possibilitats perque K sigui de grau 2
sén que p(n) =1 0 p(n) = 2; i aixod només succeeix per als valors n € {1,2,3,4,6}. Com
que per a tot cos de nombres és {£1} C W, la proposici6 és immediata. [J

El cas D > 0 és una mica més complicat; en efecte, en aquest cas les dues immersions
de K soén reals, de manera que vy = 2, ro = 0 i el rang del grup de les unitats de K és
r = 1. Com que les uniques arrels de la unitat de R sén +1, el grup de les arrels de la
unitat de K és W = {1, —1}. Aix0 significa que existeix una unitat u € U tal que totes les
unitats de A soén els nombres +u"™, amb m € Z. A més a més, podem triar v de manera
que sigui © > 1. En efecte, com que —1 € W, podem suposar que v > 0 i després, com
que u € U equival a = € U i exactament un dels dos elements és > 1, llevat que u = 1,
podem canviar, si convé, el generador v per u~!. En definitiva, hem provat el resultat

segiient.

Proposicié 4.7.2. Suposem que D > 0. Aleshores, el grup W de les arrels de la unitat
de Q(V/'D) és el grup {1,—1}. Euzisteiz una unitat u > 1 de Uanell dels enters de Q(v/D)
tal que totes les altres unitats s’escriuen de manera unica en la forma +u™ amb m € Z.

O

Aquesta unitat v > 1 és una unitat fonamental de Q(v/D); s’anomena la unitat fo-
namental; és la més petita de totes les unitats v > 1 de l'anell dels enters de Q(v' D).
Existeixen algoritmes per a calcular aquesta unitat de manera explicita.

Proposicié 4.7.3. Sigui D > 0 un nombre enter lliure de quadrats. La unitat fonamental

bv' D
de Q(v/'D) és el nombre u := M

un dels dos nombres Db* £ 4 és un quadrat i a > 0 és el nombre enter positiu tal que
a®> = Db?> + 4 on es pren el signe menys si les dues equacions tenen solucié. A més a
més, la norma de la unitat fonamental u és exactament el signe que fa que ’equacid tingui
solucio, 1 —1 si totes dues en tenen.

on b és el menor nombre enter positiu tal que
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DEMOSTRACIO: Posem K := Q(\/E) i sigui v > 1 una unitat de A; podem escriure u

a+bvD

en la forma u = on a,b sén nombres enters de la mateixa paritat i tots dos

parells si D # 1 (mod 4). Com que D > 1, si a,b > 0, aleshores u > 1; si a,b < 0,
aleshores u < —1; i si ab < 0, aleshores |u| < 1. Per tant, les unitats u > 1 de K

a+bvD

s’escriuen en la forma u = amb a,b > 0 nombres enters de la mateixa paritat,

tots dos parells si D # 1 (mod 4). En particular, el calcul de la norma de u déna

a+b/D a—b/D a?— DV?

solucié, amb el signe igual a la norma de la unitat u. A més a més, la menor unitat u > 1

ha de ser la unitat fonamental. Resta veure, doncs, que la menor unitat u > 1 s’obté en
prendre els menors nombres enters a,b > 0 que satisfan 1'equacié a? — Db? = +4.

= 41, de manera que l'equacié a? — Db* = +4 té

Observem que podem escriure ’equacié en la forma a? T 4 = Db?, de manera que en
fer b més petit i mantenir el signe també a és més petit; a més a més, si per algun valor
de b les dues equacions tenen solucid, el menor valor de a correspon a l’equacié amb signe
+1 i hi ha una unitat de norma —1; en aquest cas, la unitat fonamental és de norma
—1, ja que la norma és multiplicativa. Finalment, un senzill calcul demostra que si tenim
nombres enters a, b, a’, b’ > 0 tals que b’ < bique a®+4 = Db?ia* —4 = Db'?, aleshores
també ha de ser a’ < a. Aixi, el resultat queda demostrat completament, ja que a valors
menors de b corresponen valors menors de a. [

4.8 Exemples

L’objectiu d’aquesta seccié és donar alguns exemples d’aplicaciéo de tecniques d’aquest
capitol i dels anteriors al calcul explicit d’alguns invariants dels anells dels enters d’alguns
cossos de nombres.

Exemple 4.8.1. Considerem, en primer lloc, el cos K := Q(1/—23).

Com que —23 =1 (mod 4), l'anell dels enters és 'anell A := Z[w] on 2w =1+ /—23
i el discriminant absolut és A = —23. En particular, I'inic primer que ramifica és 23.
D’altra banda, com que K és un cos quadratic imaginari, obtenim immediatament el

valor de les constants r; = 0 i ro = 1; en particular, el grup de les unitats de A és el grup
{1, —1}. Anem a estudiar el grup de classes d’ideals, H := CI(A).

4\ n!
Per a la fita de Minkowski, (—) n—|A|1/2, tenim que
T

nn
4\ " n! 4\ 2! 2 10
) Ao (2) V< (2) Vs — <4,
T nn m ) 22 T T

de manera que cada classe d’ideals té un representant de norma < 3. En conseqiiéncia,
el grup de classes d’ideals, H, esta generat per tots els ideals primers de A de norma 2
i de norma 3, si n’hi ha; aquests ideals han de dividir els ideals 24 i 3A. Pero les lleis
de descomposicié dels primers en els cossos quadratics ens permeten assegurar de seguida
que 2A = poph i que 3A = p3pi, on po, ph, Ps, 1 p5 sén ideals primers diferents de A

—23
de grau residual 1, ja que —23 = 1 (mod 8) i T) = 1. A més a més, com que els
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productes poph 1 psp4 soén ideals principals, el grup de classes d’ideals de A esta generat
per les classes dels ideals ps 1 ps.

1+ +v—23
2

D’altra banda, N = 6, de manera que l'ideal generat per aquest element

és producte d'un ideal de norma 2 i un de norma 3; en conseqiieéncia, o bé el producte
pops ¢és principal, o bé ho és el producte pop%, de manera que el grup de classes d’ideals
de A esta generat per la classe de l'ideal py. Aquest ideal no pot ser principal, ja que per

a+ byv/—23 a’ + 23b%
2

a tot element a := € Aés No) = ————— # 2; a més a més, 'element

4
3+vV—-23 ,
Q= —
2

és de norma N(a) = 8, de manera que 'ideal aA és el producte de tres

ideals primers de norma 2; aixo déna les possibilitats «A = p3, 0 bé oA = 2py. La darrera

3++v/-23

que no és enter algebraic. Per tant, el cub de I'ideal py és un ideal principal i, per tant,
el grup de classes d’ideals de A és un grup ciclic de 3 elements.

Exemple 4.8.2. El cos K := Q(f), on 6 és una arrel del polinomi f(X) := X3+ X + 1.

En primer lloc, el polinomi f(X) és irreductible, ja que ho és modul 2; d’altra banda,
com que tots els coeficients no nuls sén positius, f(X) no té cap arrel real positiva, i la
regla de Descartes ens permet assegurar que en té exactament una de negativa; per tant,
f(X) només té una arrel real. En conseqiiencia, r; = ro = r = 1. El discriminant de les
poteéncies de # és exactameent —31. En efecte, de 62 + 0 + 1 = 0 s’obté successivament
que

és impossible, ja que aixo ens diria que p, és 'ideal generat per I’element enter

-1 5 _ 1
241 0t 202+ 17

que, juntament amb les formules

00> +1)=—-1, 0 (0%)° +2(0*)* +(6*) —1=0
6 =—0—1, i 0* = —6? — 0,
permet obtenir les traces
T@) =0, T(* =-2, T(®)=-3 TO=2,

de manera que el discriminant de les potencies de € és el determinant

3 0 =2
0 -2 -3 =-31
-2 =3 2

D’aqui ja podem deduir dues coses importants; d’una banda, que el discriminant de
I'extensié és —31, ja que —31 és lliure de quadrats; de l'altra, com que el discriminant de
les potencies de 6 coincideix amb el discriminant del cos, les potencies de 6 han de formar
una Z-base de l'anell dels enters de K. En particular, Uanell dels enters és A := Z[6)].

4 3!
D’altra banda, podem fitar la constant de Minkowski per _ﬁ\/ 31 < 2, de manera que
s
I’anell A és principal.
Les arrels de la unitat de K sén exactament 11 —1, ja que podem pensar que € és real,
de manera que K C R. Resta calcular una unitat fonamental. Ja hem vist més amunt

que 1 := 1+ 62 és una unitat de A; i és clar que és n > 1. Veurem que 7 és una unitat
fonamental de A. Per a aixo, demostrarem un resultat previ.
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Lema 4.8.3. Sigui K C R un cos cubic tal que 1y = r9 = 1. Aleshores, tota unitat
positiva u € A és de norma 1 1, siu > 11 A designa el discriminant absolut de [’extensio
A|Z, se satisfa la desigualtat |A] < 4u® + 24.

DEMOSTRACIO: La norma d’una unitat i la norma de la seva inversa coincideixen, de
manera que podem suposar que u > 1; com que u # +1, u és un element primitiu de
I'extensié K|Q, i el seu polinomi irreductible és de la forma (X — u)(X — a)(X — @), on
a € C, a¢ R, ia designa el complex conjugat de «; aixo és degut al fet que ro = 1. La
norma de u és, doncs, el producte dels conjugats de u, de manera que és N(u) = uaa > 0;
per tant, ha de ser N(u) = 1.

Com que el discriminant de les potencies de u és un multiple del discriminant de
'extensi6 A|Z, és suficient demostrar que |D(1, u, u?)| < 4u3+24. Podem escriure u = r?,
a=rte” @ =rte ™ amb r,x € R, r > 0, de manera que el discriminant de les
potencies de u es pot calcular per la férmula

1 1 1
D(1,u,u®) = |r? r7leir ple~i
7,4 7,—26211 7.—26—2117

= (62“” e G [ 7’_3))2

= (2isin(2z) — 2i(r® 4+ r %) sin(ac))2

= —4sin®*(z) (2cos(z) — (r* + 7“_3))2.
Considerem la funcié g : R — R definida per la férmula

g(x) = 4sin(z) (cos(z) — a),

on 2a := r®+r~3. Com que el valor absolut del discriminant D(1,u, u?) és el quadrat del
valor en z de la funci6 g, és suficient demostrar que |g(z)|* < 4u? + 24 per a tot nombre
real z. Com que la funcié g és continua i periodica, té maxim i minim i el maxim de
lg(z)|? és el quadrat d’un dels extrems de g; per tant, és suficient provar que el quadrat
d’aquests extrems és menor que 4u® + 24. Sigui 7y € R un punt on g(z) tingui un extrem;
aleshores, la derivada de g s’ha d’anul-lar en z(, de manera que cos(zy) ha de ser una
arrel del polinomi 2% — at — 1; posem t := cos(rg). La igualtat aty = 2t3 — 1 aplicada
successivament déna la cadena d’igualtats
|9(x0)|* = 16 in°(20) (cos(wo) — a)*

=16(1 — ) ({5 — 2ato + a®)

=16(1 —t3) (a® + 2 — 3¢3)

=16 (a” — t5 — {5+ 1)

= 4r% + 4r7% + 8 — 16t; — 16t5 + 16

=40’ + 24+ 4 (r~% — 415 — 4t5)
de manera que és suficient veure que 7% < 4t2. Ara bé, si ty > 0, aleshores 4t3 =
2 4+ 2aty > 21, com que r% = u™® < 1, la desigualtat queda provada. Finalment, si

— -1
to < 0, alsehores ty < — < 0, ja que el valor del polinomi 2t> — at — 1 en — és

2r3 2r3
3(1—1r9) , , : :
T < 01 el valor en ty és zero; en elevar al quadrat obtenim la desigualtat que

desitjavem. [
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Amb aquest resultat a la nostra disposicid, podem procedir a demostrar que 7 és la
menor de les unitats de A que és > 1 i, per tant, una unitat fonamental.

En primer lloc, se satisfa la igualtat n* = n? + 1 (comprovacié immediata), que s’obté
en calcular el polinomi Irr(n, Q)(X). Si apliquem el lema, com que el discriminant absolut
de K és —31, per a tota unitat u > 1 de A i, en particular, per a la unitat fonamental
u > 1 de A, se satisfa la desigualtat 31 < 4u® + 24; és a dir, u® > 7/4. Ara bé, si fos
n > 7/4, obtindriem la desigualtat contradictoria

ey M L 16 65 70 _T0 7
R R L C IR T T TR

YN

Per tant, n no pot ser divisible pel cub de u. Pero n és una potencia de u; si veiem que
1 no és el quadrat d’una unitat positiva, haurem obtingut 7 = u i, en conseqiiencia, n és
una unitat fonamental de A.

Com que n = —0~!, obtenim que A = Z[n], de manera que si 7 fos un quadrat, I'equacié
n = (a + by + cn?)? hauria de tenir solucions enteres a, b, c. Pero els nombres 1,7, n? sén
Q-linealment independents i 'equacié anterior es pot escriure en la forma

n = (a® + & + 2be) + (¢* + 2ab)n + (¢* + 2bc + 2ac + b*)n?,

si tenim en compte 'expressio de les potencies de 1 que s’obtenen a partir de la igualtat
n® = n? + 1; per tant, s’han de satisfer les igualtats

a4+ +2bc=0
A +2ab=1
2 + 2bc + 2ac+ b? = 0.
Aixo0 ens ensenya que c és senar i, després, que a i b també sén senars; aleshores, la reduccio

modul 4 de I'equacié ¢ + 2ab = 1 duu a contradiccié. Per tant, n no és el quadrat de cap
element de A i aix0 acaba la prova.



Capitol 5

Ramificaci6é superior

Aquest capitol es dedica a fer I'estudi dels grups de ramificacié superior; abans, pero,
fem l’estudi del diferent i de la seva relacié amb el discriminant i la ramificacié. L’estudi
d’aquests conceptes sera basic per a la prova del teorema de Kronecker-Weber.

5.1 El diferent

Hem vist en el capitol 3, seccié 6, que el discriminant és un invariant associat a una
extensio entera finita i separable d’anells de Dedekind i que determina els ideals primers
de I'anell base que ramifiquen a l'extensié (cf. la proposicié 3.7.1). En aquesta secci6 es
tracta de definir un invariant de ’anell extensié que ens doni la informacié de manera més
precisa: concretament, el diferent de I'extensié déna compte dels ideals de ’anell extensio
que soén ramificats sobre la seva base.

De manera similar al cas del discriminant, considerem un domini integrament tancat
A, el seu cos de fraccions K, i una extensié finita i separable L|K; ara, pero, en comptes
de considerar la clausura entera de A en L considerarem, de manera més general, un
subanell B de L tal que 'extensié B|A sigui entera i que L sigui el cos de fraccions de B.

Definicié 5.1.1. El codiferent C(B|A) és el subconjunt de L format per tots els elements
be L tals que Tpx(bB) C A.

Com que 'extensié B|A és entera i A és integrament tancat, la traga dels elements
de B esta en A, de manera que se satisfa la inclusi6 B C C(B|A); d’altra banda, és
immediat de la definicié que C(B|A) és un B-submodul de L; encara més, és el més gran
dels B-submoduls M C L tals que Tpx (M) C A.

Proposicié 5.1.2. Amb les notacions i les hipotesis precedents, el codiferent C(B|A) és
un ideal fraccionari de B.

DEMOSTRACIO: Si demostrem que C(B|A) esta inclos en un B-submodul finitament
generat de L, en prendre un denominador comi b € B d’un conjunt finit de generadors
obtindrem la inclusié bC(B|A) C B i haurem acabat. Per tant, només cal veure que
C(B|A) esta inclos en un B-submodul finitament generat de L i és suficient demostrar
que C(B|A) esta inclos en un A-submodul finitament generat de L.

75
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El calcul que segueix ja ha estat usat anteriorment. Considerem una K-base de L,

{e1,...,en}, formada per elements e; € B. Per a tot element b € C(B|A) podem escriure
una igualtat b = ajeq + - - - + aye, amb els elements a; en K; si D denota el discriminant
D := D(ey,...,e,) € A, com que la traca dels elements be; esta en A per definicié de

C(B|A), obtenim les relacions Da; € A, de manera que C(B|A) C @ D! Ae;, que és un
i=1
A-submodul finitament generat de L. [J

Observacio 5.1.3. En el cas que B és la clausura entera de A en L, disposem d’una altra
caracteritzacié de l'ideal codiferent. Com que la forma bilineal traga Trjx : L X L — K
és no degenerada (recordem que l'extensié L|K és separable, per definicié), I’aplicacié

L <5 Homg (L, K), b Trr(b- *),

és un isomorfisme de K-espais vectorials. Per definicié del codiferent, la imatge d’un
element b € C(B|A) defineix, per restriccié, una aplicacié A-lineal de B en A. D’aquesta
manera, obtenim una aplicacié A-lineal injectiva C(B|A) == Homy (B, A). D’altra banda,
com que B és la clausura entera de A en L i A és integrament tancat, tot element de L
es pot escriure en la forma b/s,on b € Bis € A, s # 0. Aix0 permet estendre de manera
Unica tota aplicacié A-lineal B Ty A auna aplicacié K-lineal L Ty K ; I'isomorfisme
L% Homp (L, K) ens proporciona un element b € L tal que f = Tpx(b- *); i aquest
element b pertany a C(B|A) per definicié del codiferent. Per tant, resulta que 'aplicacié
C(B|A) % Homy (B, A) és un isomorfisme. En definitiva, hem provat el resultat segiient.

Proposicié 5.1.4. Suposem que B és la clausura entera de A en L. Aleshores, l’aplicacio
C(B|A) =% Homyu(B,A), b= Tyr(b- *),
és un isomorfisme de A-moduls. [

Definicié 5.1.5. S’anomena diferent de l'extensié B|A 'ideal fraccionari invers de 'ideal
codiferent; és a dir, I'ideal (B : C(B|A)). Es designa sovint amb el simbol D(B|A), encara
que també es fan servir els Dpja, 0 D(L|K) o Dk quan no hi ha perill de confusié sobre
quins son els anells que es tracten.

El diferent és un ideal enter no nul de B, ja que B C C(B|A). En el cas que B
sigui un anell de Dedekind, se satisfa la igualtat C(B|A)D(B|A) = B, i l'ideal diferent

admet una factoritzacié en ideals primers D(B|A) = ngd(‘ﬁ) , on els exponents d(°B)

RY
son enters no negatius, nuls per a tots els ideals primers no nuls de B llevat, potser, dels
d’un conjunt finit. L’exponent d(*B) s’anomena l’exponent diferencial de 3 sobre A. Una
caracteritzacié util del diferent (i del codiferent) és la segiient.

Proposicié 5.1.6. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensio finita 1 separable, B la clausura entera de A en L, i a C K, b C L, ideals
fraccionaris no nuls. Les propietats segiients son equivalents:

(a) Tox(b) Ca; (b)) a~'b CC(BJA); (c) b C aC(BJA); (d) D(BJA)b C abB.
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DEMOSTRACIO: La propietat (a) és equivalent a la propietat a™'Tpx(b) C A, que ho és
a Trx(atb) C A, en virtut de la linealitat de la traca; perd aquesta és (b) per definici6
de codiferent. Les altres dues s’obtenen per multiplicacié. [J

Igual que en el cas del discriminant, i per a anells de Dedekind, 1'ideal diferent es
comporta bé per localitzacio.

Proposicié 5.1.7. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensio finita i separable, B la clausura entera de A en L i S un subconjunt multiplica-
tivament tancat de A. Aleshores,

D(S™'B|ST'A) = ST'D(B|A).

DEMOSTRACIO: Clarament, és suficient demostrar la propietat per als ideals codiferent
i invertir. Sigui b € C(B|A); aleshores, Tk (bB) C A i, per la K-linealitat de I'aplicaci6
Trix, també Ty (bS™'B) C S~ A; per tant, b € C(S'B|S™'A) icom que C(S~'B|S~1A)
és un S™!B-submodul de L, també S~'C(B|A) C C(S™'B|S™tA). Resta veure l'altra
inclusié.

Sigui b € C(S7'B|S7'A); aixd és dir que Ty x(bS™'B) € S7'A i, per tant, que
Tk (bB) € S7tA. Com que 'extensié L|K és separable, A és noetheria i integrament tan-
cat, i B és la clausura entera de A en L, ja sabem que B és un A-modul finitament generat;
d’aqui es dedueix que podem elegir un element s € S tal que Tk (sbB) = sTpx(bB) C A,
de manera que sb € C(BJ|A) i, per tant, b € ST!C(B|A). Aix0 acaba la prova. [

Igual que pel cas dels indexs de ramificacio, els graus residuals, o les traces i les normes,
una de les férmules més ttils per als diferents és la férmula de la transitivitat sobre cadenes
d’extensions.

Proposicio 5.1.8. Suposem que A és un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions,
K'|K i LIK' extensions finites i separables, i A" i B les clausures enteres de A en K' i
L, respectivament. Aleshores, se satisfa la igualtat d’ideals de B

D(B|A) = D(B|A) - D(A'|A)B.

DEMOSTRACIO: A partir de la definicid i si fem servir la transitivitat de les traces, per a
tot ideal fraccionari no nul b C L podem escriure la successié de propietats equivalents:

b C C(B|A") <= Ty/(b) C A’
> C(A|A) Tk (b) € C(A'|A)
= T (CATA) T (b)) € A
= T x(Tr (C(A]A)b)) € A
= Tyr(C(AA)b) C A
s C(A'|A)b C C(B|A)
b C D(A|A)C(B|A),

de manera que C(B|A") = D(A'|A)C(B|A); només resta passar els codiferents a l'altre
costat de la igualtat. [
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5.2 Relacio entre el diferent 1 el discriminant

De la mateixa manera que l'ideal discriminant es pot calcular a partir de formules més o
menys senzilles, també el diferent es pot calcular efectivament; com a minim, en alguns
casos senzills.

Definicié 5.2.1. Sigui A’ un domini d’integritat i sigui B la clausura entera de A" en el
seu cos de fraccions. S’anomena conductor de B en A’ el conjunt dels elements b € A’
tals que bB C A’; és un ideal alhora de A’ i de B; de fet, és el més gran dels ideals de A’
que és un ideal de B. En particular, condicié necessaria i suficient perque sigui A" =
és que el conductor sigui A’.

Proposicio 5.2.2. Siguin A un domini noetheria integrament tancat, K el seu cos de
fraccions, LK una extensid finita i separable, B la clausura entera de A en L, b € B
un element primitiu de lextensio L|K, A" := A[b], i f(X) := Trr(b, K)(X) el polinomi

minimal de b sobre K. Aleshores:

(a) f(X) € AX].

(b) El codiferent C(A'|A) és lideal fraccionari de A’ generat per —— f’( ik

(c) Si A és un anell de Dedekind i €(B|A") denota el conductor de B en A, se satisfa la
igualtat d’ideals f'(b)B = €(B|A")D(B|A).

DEMOSTRACIO: El primer apartat és immediat, ja que A és integrament tancat i b és

enter sobre A.

Per a la segona part, observem que, donat un element qualsevol y € L, podem escriure
y = g(b) per a un cert polinomi g(X) € K[X] de grau <n — 1, ja que {1,b,0%,...,0" '}
és una K-base de L; si b= by, b, ..., b, son els diferents conjugats de b sobre K, aleshores

podem escriure
X)
_— 2.1
Zg e (5:21)

ja que tots dos son polinomis de grau < n — 1 que prenen el mateix valor en tots els b;; i,
si definim la traga d’un polinomi coeficient a coeficient, ’expressié anterior es pot escriure

en la forma
B yf(X)
500 =T i L5 )

Aix0 ens permet demostrar de seguida la inclusié C(A'|A) C f’ (b)_lA’ . En efecte; si
f(X)
X —-b
sén de coeficients en A’ i € C(A'|A); per tant, xf'(b) = g(b) € A’, com voliem veure.

x € C(A'|A), per ay := xf'(b) se satista que g(X) € A[X], ja que els polinomis

Per a provar l'altra inclusié és suficient demostrar que Tp(b"/f'(b)) = 1 i que, per
a0 < j < n-—2, sesatisfan les igualtats Tpx(b/f' (b)) = 0, ja que aquests elements
formen una A-base del A-mddul f'(b)""A’. Pero si apliquem la férmula (5.2.1) de més
amunt a l'element y := »*!, 0 < j < n — 2, obtenim la identitat

G+l ~ 1 f(X)
0 _ij f1(0:)(X ~by)
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que, en fer X = 0 i tenir en compte que f(0) # 0, déna les férmules volgudes per a
0 <j <n-—2; daltra banda, si y = b", tenim que

e X
XS0 = L =y

Si fem X = 0 i canviem el signe, obtenim les identitats

n n—1
bi

1O = O fis = F0Tur (1)

de manera que, en dividir per f(0), obtenim la igualtat que faltava. Aixo acaba la
demostracié de lapartat (b).

Per a veure la darrera afirmaci6, observem que C(B|A) C C(A'|A) C f/(b)7'4’, en
virtut de (b) i de la definicié del codiferent; per tant, tenim la inclusié f'(b)C(B|A) C A’
i que f/(b)C(B|A) és un ideal de B, de manera que, en virtut de la definicié de conductor,
' (b)C(B|A) C €(BJA); és a dir, la inclusié f'(b)B C €(B|A")D(BJA).

Resta veure l'altra inclusi6. Donats elements arbitraris © € €(BJ|A") iy € B, el
producte zy és un element de A’; per tant, podem aplicar I'apartat (b) i obtenim que
T(xy/f'(b)) € A, en virtut de la definicié de codiferent. Per tant, z/f’(b) € C(B|A), de
manera que zD(B|A) C f'(b)B; aix0 acaba la prova, ja que z és arbitrari. O

Corollari 5.2.3. Amb les mateizes notacions, si A és un anell de Dedekind, aleshores
condicid necessaria i suficient perque D(B|A) = f'(b)B és que sigui B = Alb]. O

El resultat segiient ens ensenya la relacié entre el diferent i la ramificacio; en particular,
ens ensenya que, per a la situacié que ens ocupa, el diferent és un invariant més fi que el
discriminant.

Proposicié 5.2.4. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensio finita 1 separable, B la clausura entera de A en L, ¥ C B un ideal primer no
nul de B, p =P N A la seva contraccié a A, d(P) lexponent diferencial de P sobre A, i
e(Plp) Vindex de ramificacio de B sobre p. Aleshores, d(P) > e(P|p) — 1. A més a més,

perque se satisfaci la iqualtat és condicio necessaria i suficient que

(a) lindex de ramificacio e(B|p) no sigui divisible per la caracteristica residual de A/p; i

(b) Uextensio residual A/p C B/B sigui separable.

DEMOSTRACIO: Sigui S := A — p; la proposicié 5.1.7 ens ensenya que ’exponent di-
ferencial de P coincideix amb l'exponent diferencial de l'ideal primer S~ C S~!'B
sobre la seva contraccié S™'p C S~'A; perd ara tenim l'avantatge que S™'A és local
principal, que ST!B és principal, i que els tinics ideals primers no nuls de S™'B sén
els ideals primers que contrauen a I'inic ideal primer no nul de S™'A. A més a més,
tenim igualtats e(S™19;|S1p) = e(Pilp) entre els indexs de ramificacié. Per tant, po-
dem suposar d’entrada que A és local principal; siguin 7 un generador d’aquest ideal,
P =P, Po, ..., Py els ideals primers de B que contrauen a p, e; := e(*P;|p) els indexs de
ramificacio, i d; := d(*B3;) els exponents diferencials. Com que el codiferent de I'extensié
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g
B|A és l'ideal fraccionari C(B|A) = H L%, la desigualtat quedara provada si veiem que
i=1

g
I3 ccBlA).
i=1

g g 9
Sigui b € H‘BZI ~%: aleshores, br € H‘Bi, ja que TB = H‘Bfi; en conseqliéncia, per
i=1 i=1 i=1

a tot index ¢ se satisfa la relacié br € ;. D’aqui podem concloure que Ty x(bm) € p; en
efecte, el fet que brr sigui un element de tots els ideals primers que divideixen p es manté
si canviem L per la seva clausura normal sobre K, de manera que tots els conjugats de
b també estan a tots els ideals primers que divideixen p; per tant, la seva traca, que
és un element de A, pertany a tots els ideals primers que divideixen p; és a dir, per
a tot index i, se satisfa la relacié Tpx(br) € ANP;, = p = 7A. En conseqiiencia,

g

Tk (b) = Tr(br) € TA o, equivalentment, T x(b) € A; per tant, i com que H&B}_e"
i=1

és un B-submodul de L, obtenim que b € C(B|A), com voliem provar.

A continuacié, es tracta de caracteritzar la igualtat. Per a aix0, suposem que se satisfan
les propietats (a) i (b). Com que l'extensié residual A/p C B/ és separable, existeix
un element b € B/P tal que la seva traca és no nul-la en A/p; se tenim en compte que
els ideals P57, ¢ > 2, s6n comaximals, podem prendre un representant b € B de b de
manera que per a tot fndex i > 2 sigui b € Pj’. La classe residual modul p de la traga
Trix(b) és erTs/p)a/p)(b) (recordem que la matriu de la multiplicacié per b en el quocient

g

B/pB = H B/B;" es pot prendre formada per caixes a la diagonal, e; vegades la caixa
i=1

de la multiplicaci6 per la classe residual de b en B/%; per a cada index 7). L'eleccié de b
i la hipotesi (a) ens permeten assegurar que aquesta classe residual és no nul-la; per tant,
Trx(b) ¢ p =7A, de manera que Tpx(b/m) = 7' T (b) ¢ A; en canvi, b/m € P,
jaque m € P'ib e B. Aixo diu que b/m ¢ C(B|A), de manera que hem construit un
element de P, que no és de C(B|A); dit d'una altra manera, ’exponent de B3 en C(B|A)
ha de ser estrictament menor que eq; per tant, d; = e; — 1.

Reciprocament, cal demostrar que si alguna de les hipotesis (a) o (b) no se satisfa,
aleshores per a ’exponent de 3 en el diferent de ’extensié se satisfa la desigualtat estricta
dy > e;—1. Per a aixo, prenem un element qualsevol b de 'ideal fraccionari 3, ! H ‘Bg_ei;

i#1
aleshores, b € B; per a tot index ¢ # 1 i la classe residual modul p de la traca Tk (br)
és I'element e1 T /qy4/p) (Z_ﬁ), que és zero trivialment si e; és multiple de la caracteristica
residual, i també si ’extensio residual no és separable, ja que, en aquest cas, la traca és
nul-la. Per tant, 7Tk (b) = Trx(br) € p = mA 1 Trk(b) € A; per tant, i com que
B H‘B}fei és un B-submodul de L, és b € C(B|A), de manera que PB; H‘Bf” -

i#1 i#1
C(B|A)idy >e. O

Corollari 5.2.5. Els ideals primers de B que ramifiquen son exactament els que dividei-

zen el diferent D(B|A). O

Es tracta de demostrar, finalment, que el discriminant és la norma del diferent i d’ob-
tenir, en conseqiiencia, una férmula de transitivitat per al discriminant.
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Proposicié 5.2.6. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una

extensid finita i separable i B la clausura entera de A en L. Aleshores, A(B|A) =
Nk (D(B|A)).

DEMOSTRACIO: Exercici. [

Corollari 5.2.7. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, K'|K ¢ L|K’
extensions finites i separables, A" la clausura entera de A en K' i B la clausura entera de
A (i de A’) en L. Aleshores,

A(BIA) = A(AA)EFN o (A(BIAY).

DEMOSTRACIO: Només cal prendre normes en la férmula de transitivitat del diferent i
tenir en compte la transitivitat de la norma. [

5.3 Grups de descomposicio i d’inercia

Ja hem definit en el capitol 3 els grups de descomposicié i d’inercia. En aquesta seccié es
tracta de fer-ne un estudi sistematic; en particular, de les seves propietats generals i de
les dels cossos de descomposicié i d’inercia, que també introduirem. Aixo servira de base
per a la definicié i 'estudi dels grups de ramificacié superior.

Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una extensié finita,
B la clausura entera de A en L, B C B un ideal primer no nul de B, i p ;=P N A la
seva contraccié a A. Suposem que lextensié L|K és de Galois i sigui G := Gal (L|K).
Recordem que el grup de descomposicié de I'ideal primer 8 és el grup G_1(Blp) := D(P|p)
format per tots els automorfismes o € G tals que o() = B, i que el grup d’inercia de
B és el grup Go(Plp) := I(Plp) format pels automorfismes o € G_1(Pp) que actuen
trivialment en el quocient B/9; a més a més, disposem d’una successié exacta de grups

1 — Go(Blp) — G-1(Blp) — Gal (B/F)|(A/p)) — 1.

Comencem per estudiar el comportament d’aquests grups en cadenes d’extensions de
Galois.

Proposicié 5.3.1. Amb les mateizes notacions i hipotesis anteriors, suposem que K' C L
és un subcos de L que conté K i siguin A’ la clausura entera de A en K' i P =P N A
la contraccio de ¥ a A’. Aleshores, els grups de descomposicid i d’inércia de P sobre la
seva contraccio B s’obtenen tallant els grups sobre p amb el grup de Galois Gal (L|K");
és a dir, G;(*B|P’) = G;(Blp) N Gal (L|K'), per a i = —1,0.

DEMOSTRACIO: Es immediata a partir de les definicions. [

Si, a més a més, la subextensié K'|K també és de Galois, aleshores té sentit considerar
els grups G;(B'|p), i = —1,0.
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Proposicié 5.3.2. Suposem que l'extensio K'|K també és de Galois. Aleshores, hi ha un
diagrama commutatiu

I ——=Go(BIP') —— Go(Flp) Go(P'lp) ——1

1 ——= G (BIP) ——=Ga(Blp) — =G (P'[p) ——1

| —— Gal (Z\F’) — Gal (Z|K) — Gal (7\7) 1

1 1 1

que té les files i les columnes exactes i on L, K, 7,, designen els cossos residuals B /B,
Alp, i AW, respectivament.

DEMOSTRACIO: L’exactitud de les columnes és simultania a la definicié dels grups
d’inercia (cf. la definici6 3.5.5), i 'exactitud de la tercera fila és la teoria de Galois aplica-
da a la cadena d’extensions residuals. D’altra banda, la comprovacié de la commutativitat
del diagrama és immediata. Si demostrem l'exactitud de la segona fila, la de la primera és
un exercici trivial de fer quadrar diagrames. I per a veure aquesta exactitud, és suficient
demostrar I'exhaustivitat del morfisme G_1(Blp) — G_1(F’|p), ja que les altres parts
de la demostracié també sén immediates a partir de la successio exacta

1 — Gal(L|K') — Gal (L|K) — Gal (K'|K) — 1

que proporciona la teoria de Galois. A més a més, donat ¢’ € D(P'|p), aquesta ma-
teixa successié ens proporciona una antiimatge o € Gal (L|K) de o’; I'element o pot
no pertanyer a D(P|p), pero transforma B en un ideal primer o(B) de B. Com que
la imatge de o en Gal (K'|K) deixa ' invariant, la restriccié de o(P) a A’ també és
P, de manera que B i o(*P) sén conjugats per Gal (L|K’); és a dir, existeix un element
7 € Gal (L|K’) tal que 7o(3) = B; en particular, obtenim que 7o € G_1(*B|p) i la seva
imatge en Gal (K'|K) coincideix amb la imatge de o, perque 7 € Gal (L|K’). Per tant,
hem trobat una antiimatge de o en G_1(*B|p), com voliem. [

Observacié 5.3.3. Sovint es demostra aquest resultat amb la hipotesi addicional que
I'extensié residual L| K és separable, de manera que, aleshores, és de Galois; de fet, aquesta
hipotesi només I’hem feta servir en la demostracié de la proposicié quan hem parlat de
Iexactitud de la tercera fila del diagrama. Ara bé, aquesta successié és exacta sense
necessitat de la hipotesi de separabilitat. Per a veure aquest fet, observem el fets segiients:
en primer lloc, per a la definicié de la successio només cal que I'extensio 7I\F sigui normal;
en segon lloc, 'exhaustivitat del segon morfisme només utilitza la normalitat de I’extensio
L|K, quan assegurem que una K-immersi6 de L que estengui un K-automorfisme donat de
K és automaticament un K-automorfisme de L; i, finalment, el nucli d’aquest morfisme és
exactament el grup de Galois Gal (E|K/>, sense necessitat de cap propietat de normalitat

ni de separabilitat.
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5.4 Cossos de descomposicié i d’inercia

Mantinguem les notacions i les hipotesis de la seccié anterior. Escriurem D, I, per designar
els grups de descomposicié i d’inercia, respectivament, de 1'ideal 13 sobre la seva contraccio.

Definicié 5.4.1. Els cossos fixos de L pels subgrups D := G_1(Blp), I := Go(Blp), L?,
L!, s’anomenen, respectivament, el cos de descomposicié i el cos d’inercia en ‘.

Aixi, tenim una successié de cossos K C LP C L' C L tal que les extensions
L|LT, LILP, i L'|LP sén extensions de Galois amb grups respectius Gal (L|L') = I,
Gal (L|LP) = D, i Gal (L'|LP) = Gal (L|K), el grup de Galois de I'extensi6 residual.
En particular, obtenim els graus de les extensions: d’una banda, si posem e := e(B|p)
i f:= f(B|p), aleshores [L : LP] = ef = n/g, ja que g := g(p) és 'index del grup
d’isotropia de I'acci6 de Gal (L/K) en el conjunt dels ideals primers de B que divideixen
p; és a dir, I'index del grup de descomposicié D; en conseqiiencia, [L? : K| = g. D’altra
banda, el grau [L! : LP] és el grau de separabilitat de I'extensi6 residual L/K, ja que és
una extensié normal i, per tant, 'ordre del seu grup de Galois és el grau de separabilitat;
en particular, si I'extensi6 residual L/K és de caracteristica p > 0, i escrivim el grau
de separabilitat en la forma f; = fs(F/p), obtenim que el quocient f/f; és una certa
poténcia p’ de p: el grau d’inseparabilitat; amb aquestes notacions, podem escriure els
graus [L! : LP] = f,, i, en conseqiiencia, [L : L] = ep’. Aquests graus fan pensar en si el
primer 3 sera totalment ramificat en Pextensié L|L!, i si la contraccié de B al cos L és
un ideal primer que no descompon en l'extensié L|LP. Aixo és, efectivament, d’aquesta
manera.

Proposicié 5.4.2. Siguin By i Bp les contraccions de P a les clausures enteres By, Bp,
de A en L', LP, respectivament. Aleshores:

(a) P és l'unic ideal primer de B que divideiz B; i *Pp;

(b) lextensid de P a B és l'ideal P, on e := e(Blp) és U'index de ramificacio de P sobre
p, i el grau residual f(B|P;) és el grau d’inseparabilitat, p', de l’extensid residual

(B/B)I(A/p); i

(c) lextensio de *Pp a By és lideal Py, 1 el grau residual f(Pr|Pp) és el grau de sepa-
rabilitat, fs, de Uextensio residual (B/B)|(A/p).

DEMOSTRACIO: El grup de descomposicié D(B|PBp) coincideix amb el grup D(Plp)
perqué lextensié L|LP és de Galois de grup de Galois D(B|p); per tant, la primera
afirmacié és immediata. En particular, les altres dues propietats sén equivalents. Si ara
apliquem les dues proposicions anteriors al calcul dels grups de descomposicié i d’inercia
del primer B; en l'extensié de Galois L'|L”, podem mirar el diagrama commutatiu de
més avall i obtenim immediatament les igualtats:

D(%p) = D(Plp) = Gal (L|L"),
I(B|Pp) = I(Plp) = Gal (L|L') ,
D(BI1) = I(Plp) = Gal (L|L),
I(BI%P1) = I(Plp) = Gal (L|L"),
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de manera que el grup d’inercia I(B;|Pp) és trivial i el grup de Galois de l'extensié
residual (B;/%B;)|(Bp/PBp) és isomorf al grup de Galois Gal (L!|L”); en particular, el
grau residual f(B;|Pp) coincideix amb el grau de l'extensié; és a dir, aquest grau és
fs 1B és no ramificat sobre Pp. D’aqui es dedueix immediatament la validesa de les
propietats (b) i (c).

1 ——I(B[Pr) —I(BIPp) — I (Ps[Pp) ——1

1 ——= D(BB;) —— D(P[Pp) D(¥:|PBp) —1

1—— Gal (mf) — Gal (zyzD) — Gal (ZI\ZD> 1

O

Observacio 5.4.3. En general, el grup de descomposicié no és un subgrup normal del
grup de Galois; pero si ho és, la descomposicié de p en Bp és donada per la formula

pBp =Bp1--Pop.g,

on Pp,, son ideals primers diferents de Bp de grau residual f(Pp,lp) =11 g = g(p) és
el nombre d’ideals primers de B que divideixen p.

DEMOSTRACIO: En aquest cas, I'extensié LP|K és de Galois i, per tant, tots els ideals
primers de Bp que divideixen p tenen el mateix index de ramificacié i el mateix grau
residual; pero si ens fixem en l'ideal de Bp contraccié de 3, obtenim que I'index de
ramificacié i el grau residual de 3 sobre p sén els de P sobre la seva contraccié B N Bp;
per tant, I'index de ramificacio i el grau residual de 8 N Bp sobre p sén tots dos trivials,
és a dir, iguals a 1, i el nombre d’ideals primers de B que divideixen B N Bp també és
1, de manera que el nombre d’ideals primers de Bp que divideixen p coincideix amb el
nombre d’ideals primers de B que divideixen p. [J

Podem resumir aquests fets en el resultat segiient.

Corollari 5.4.4. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensio finita, B la clausura entera de A en L, P C B un ideal primer no nul de B,
ip:=PNA la seva contraccio a A. Suposem que l'extensid LIK és de Galois i siguin
D = G_1(Blp), I = Go(B|p), els grups de descomposicid i d’inercia de B sobre p.
Aleshores, lextensié L|K “trenca” en una extensié L|L' que és totalment ramificada en
B de manera que L'|K és no ramificada en By := PN Br. A més a més, l'extensid L'|K
també “trenca” en una extensié L'|LP que és no ramificada en*B; i tal que Pp := PN Bp
no descompon en By. Sil’extensié LP|K és de Galois (és a dir, si el grup de descomposicid

és normal en Gal (L|K)), aleshores, el primer p descompon completament en l'extensio
LP|K. O
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5.5 Automorfisme de Frobenius

L’estudi de les extensions de Galois finites de cossos de nombres que sén no ramificades en
un ideal primer duu de manera natural a la introduccié de 'automorfisme de Frobenius.
Aquesta secci6 es dedica a la seva introduccio i a I'estudi de les seves propietats.

Efectivament, en el cas dels cossos de nombres, els cossos residuals de les extensions
son cossos finits; per tant, sén extensions cicliques i, en particular, separables. Més
generalment, siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una extensié
finita i de Galois, G := Gal (L|K) el seu grup de Galois, B la clausura entera de A en
L, B C B un ideal primer no nul, i p := P N A la seva contraccié a A, i suposem que
I'extensié B|A és no ramificada en P i que el cos residual A/p és un cos finit de ¢ elements
i caracteristica p.

En aquestes condicions, el grup d’inercia Go(|p) és trivial i el grup de descomposicid
G_1(B|p) és isomorf de manera natural al grup de Galois de I'extensié residual; per tant,
G_1(B|p) és un grup ciclic d’ordre f := f(*B|p). Podem considerar, doncs, 'automorfisme
Fy € G_1(Blp) que pensat en el grup de Galois de 'extensié residual sigui 'automorfisme
de Frobenius; aixo és dir que Fig és definit univocament per la condicié

Fy(b) — b1 B
per a tot element b € B.

Definicié 5.5.1. L’automorfisme Fig € G_;(P|p) s’anomena 'automorfisme de Frobenius
associat a ; és un generador del grup de descomposicié G_1(B|p) i és d’ordre f(B|p).

BJA
S’acostuma a designar per (3, B|A) o per (m—L ; quan no hi ha dubte dels anells, també

LIK
se sol escriure (B, L|K) i (%)

Observem que si P és no ramificat sobre p, aleshores o () també és no ramificat sobre
p per a tot element o € Gal (L|K); com que 'extensié L|K és de Galois, aixo significa
que I'automorfisme de Frobenius esta definit per a tot ideal primer de B que divideix p.

Proposicié 5.5.2. Suposem que B|A és no ramificada en B, sigui B C B un altre ideal
primer no nul de B que divideixi p 1 sigui o € Gal (L|K) un automorfisme qualsevol tal
que P’ = o(B). Aleshores, se satisfa la igualtat

()5

en el grup de Galois Gal (L|K).

DEMOSTRACIO: En efecte, ja sabem que els grups de descomposicié sén conjugats, ja que

son els grups d’isotropia de 'accié del grup de Galois sobre el conjunt dels ideals primers

de B que divideixen p. Ara, la demostracié és una simple comprovacio: els elements
BJA BJA

( (lB)) io (TL) o~ estan tots dos en el grup de descomposicié G_1 (o (B)|p) i satisfan
o

la condicié de congruencia; per la unicitat de 'automorfisme de Frobenius, coincideixen.
O

Seguidament, es tracta de fer 'estudi del comportament de I’automorfisme de Frobenius
per a cadenes d’extensions de Galois no ramificades.
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Proposicié 5.5.3. Siguin K' un subcos de L que conté K, A" la clausura entera de A
en K', i B := PN A la contraccio de P a A'. Lextensié L|K' és una extensio de

BIA
Galois i també és no ramificada en B. Aleshores, 'automorfisme de Frobenius ( ‘,‘B )
B|A

és la poténcia f'-ésima de I'automorfisme de Frobenius T , on [ és el grau residual

= f(B'|p). Si, a més a més, Uextensic K'| K és de Galois, aleshores 'extensio A’|A és

K'|K
| ) és la restriccid a Gal (K'|K)

no ramificada en B’ i automorfisme de Frobenius (

de l’automorfisme de Frobenius (L’TK)

DEMOSTRACIO: Tots els automorfismes que intervenen en l’enunciat estan definits i
només cal comprovar que se satisfan les congruencies que defineixen els automorfismes
de Frobenius. I per a aix0o, només cal tenir en compte quins sén els cossos residuals

(finits). O

Observacié 5.5.4. Suposem, ara, que tenim dues extensions de Galois L;| K tals que el
cos L és el cos composicio dels L;; siguin B; := P N B;, les restriccions de P a la clausura
entera B; de A en L;, i = 1,2. Aleshores, les extensions B;|A sén no ramificades en P;

BJA B;|A
i els automorfismes de Frobenius (%) <913T|> estan definits. D’altra banda, com

que el grup de Galois de 'extensié L|K s’injecta, per restriccié en cada component, en
el producte cartesia dels grups de Galois Gal (L;|K), podem identificar Gal (L|K) amb
un subgrup de Gal (LK) x Gal (Ly|K). Amb aquesta identificaci6, I’automorfisme de

Frobenius (BTLA) és la parella <(qu3|:4>, (B‘ile) >

L’automorfisme de Frobenius déna una caracteritzacié molt senzilla dels ideals primers
de I'anell base que descomponen completament. Recordem que es diu que un ideal primer
p C A descompon completament en un cos L extensié de K quan l'extensié de p a la
clausura entera de A en L és el producte de tants ideals primers diferents com el grau
[L : K] de 'extensio.

Corollari 5.5.5. Suposem que lextensié L|K és de Galois i no ramificada en p. Condicid
necessaria 1 suficient perque p descompongui completament en B és que per a qualsevol

BJA
1deal primer B C B que divideizt p en B, l'automorfisme de Frobenius (TL) Sigui

trivial.

DEMOSTRACIO: En efecte, 'automorfisme de Frobenius és un generador del grup de
descomposicié i condicid necessaria i suficient perque aquest grup sigui trivial és que
I'index de ramificacié i el grau residual de qualsevol ideal primer p siguin tots dos iguals a 1.

Aquesta condicio, pero, és equivalent a dir que I'ideal primer p descompon completament.
O

Corol'lari 5.5.6. Suposem que el cos L és el cos composicio de dos subcossos L; C L,
1 = 1,2, que contenen K, com a l'observacio anterior. Aleshores, condicio necessaria i
suficient perque p descompongui completament en L és que descompongui completament
en cada una de les extensions L;| K.
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Observacié 5.5.7. En el cas que U'extensié L|K sigui abeliana, I’automorfisme de Frobe-
LIK

nius no depen de l'ideal primer 3 de B que divideix p; en aquest cas, s’acostuma

LK
a designar per (|T) i s’anomena I’automorfisme de Frobenius de p.

5.6 Grups de ramificacié superior

L’eina basica de la demostracié que farem del teorema de Kronecker-Weber és el concepte
i les propietats dels grups de ramificacié superior. Aquests grups sén una generalitzacio
natural del grup d’inercia, del qual son subgrups i n’hereten algunes propietats.

Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una extensi6 finita i de
Galois, G := Gal (L|K) el grup de Galois, i B la clausura entera de A en L. Recordem
que G actua de manera natural en B i que actua transitivament en el conjunt dels ideals
primers B C B que divideixen un ideal primer donat p C A. A més a més, hem definit
el grup de descomposicié G_1(B|p) d’un ideal primer fix P C B sobre la seva contraccid
p :=*PNA, com el subgrup de G format pels elements ¢ € G que deixen P invariant; és a
dir, pels elements o € G que actuen en I'anell quocient B/B; analogament, hem definit el
grup d’inércia Go(B|p) com el conjunt dels elements o € G que actuen en I'anell quocient
B/B com la identitat; equivalentment, els elements o € G_; tals que per a tot element
b € B se satisfa que o(b) — b € L.

Definicié 5.6.1. Sigui £ > —1 un nombre enter. El conjunt

Gr(Bp) := {o € G_1(Blp) : o(b) —b € P*, per a tot b € B},

format pels elements o € G_;(B|p) que actuen trivialment en I'anell quocient B/BF+!,
és un subgrup normal de G_;(B|p); s’anomena el k-esim grup de ramificacié de P sobre
p. En efecte, és el nucli del morfisme natural de grups

G_1(Plp) — Aut(B/F).

Per comoditat de notacid, escriurem Gy en lloc de G (B|p).

Observacié 5.6.2. Notem que el subindex k associat al grup és una unitat inferior a
I'exponent de B que utilitzem en l'anell quocient B/B**! sobre el qual demanem que
I’acci6 sigui trivial. D’altra banda, la definicié coincideix amb la donada previament per
als grups de descomposicio i d’inercia i generalitza aquesta darrera. A més a més, per a
tot k > —1, el grup Gy, és un subgrup de Gy, de manera que disposem d’una successié
de subgrups de G_;

G.12Gi2G1 226G, 2G4 2 ...

Com que 'anell B és noetheria, se satisfa la propietat ﬂ B* = (0), de manera que, com
k>—1

que G4 és finit, existeix ng € Z tal que per a k > ng és Gy, = (1). Per tant, els subgrups

(). formen una cadena normal de G_;.

Dels grups de ramificacié ens interessen els quocients Gy /Gj.41, que podem formar en
virtut de la definicié. Ja sabem que el grup quocient G_; /Gy és isomorf al grup de Galois
de l'extensié residual (B/9B)|(A/p). Per a estudiar I'estructura dels quocients per a k > 0,
comencem per establir el resultat segiient.



88 Cap. 5. Ramificacié superior

Proposicié 5.6.3. Per a tot nombre enter k > 1, el grup quocient Gy./Gry1 €és abelia.

DEMOSTRACIO: La demostracié és una conseqiiencia elemental de I'estudi dels commu-

tadors [0, 7] := oro 77! per a 0 € Gy, T € G,,, k,n > 0. Se satisfa el resultat segiient.

Lema 5.6.4. Amb les notacions anteriors, [0,7] € Ggin.

DEMOSTRACIO: Comencem per veure que per a tot b € B! és ob — b € PF"F1. Per a
aixo, és suficient considerar elements b de la forma b := by - by - - - by tals que b; € B, ja
que aquests elements generen P" ! com a grup abelia additiu. Podem escriure la identitat

n+1

a(b) =b=> o(b)---o(bj1)(a(b;) = bj)bjs1 -+ bus,

J=1

que mostra que Pelement o(b) — b pertany a P ja que o(b;) — b; € P! perque
bj € Bi o € Gi. Analogament, per a tot ¢ € Pt és 7(c) — ¢ € P L

Prenem, ara, un element qualsevol x € B i posem y := o 177 Yz), b := 7(y) — y, i
c:=o(y) —y. Per l'eleccié de o i 7, se satisfan les propietats b € P, ¢ € PrL, de
manera que o(b) — b, 7(c) — ¢ € P*"HL; en restar, obtenim que

o(b) —b—T(c)te=0o(r(y) —y) — (7(y) —y) = 7(a(y) —y) + (o(y) — y)
=o7(y) — To(y) € P

és a dir, [0, 7](z) — z € P Per tant, [0, 7] € Grypn. U

Ara podem acabar facilment la prova de la proposicid; només cal prendre n = k i
obtenim que [0, 7] € Gogy; com que k > 1, és 2k > k + 1 i el grup quocient Gy /Giq és
abelia. [J

El resultat que proporciona aquesta proposicié no és tan general com és possible. En
el cas dels cossos de nombres, pero, els cossos residuals sén finits i, en conseqiiencia,
les extensions residuals son separables. A causa d’aquest fet, i que només tractarem el
cas dels cossos de nombres, ens situarem en la hipotesi restrictiva que 'extensié residual
A/p C B/P sigui separable. En aquest cas, podem demostrar el resultat segiient, que no
és valid en general.

Proposicié 5.6.5. Suposem que l'extensio residual en Y3 és separable. Aleshores:

(a) El quocient Go/Gy és isomorf a un subgrup (finit) del grup multiplicativ (B/9B)*;
en particular, és ciclic d’ordre primer amb la caracteristica residual (si aquesta és
positiva).

(b) Per a k > 1, els quocients Gy/Gri1 son isomorfs a subgrups (finits) del grup addi-
tiu del cos residual B/B; en particular, si B/B és un cos de caracteristica p > 0,
els quocients son p-grups abelians elementals; i si la caracteristica residual és 0, els
quocients son trivials i G; = (0).

DEMOSTRACIO: Si localitzem en S := A — p, ni els grups de ramificacié ni els cossos
residuals no canvien, de manera que podem suposar que A i B sén anells principals.
Sigui m € P un generador de l'ideal . Anem a definir morfismes de grups abelians
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Go — (B/P)* i Gy — B/B. Donat o € Gy, 'element o(m) també pertany a B, ja
que o deixa invariant 93; perd no pot ser que o(7) € B? ja que, en aplicar o=, també
seria m € P?; per tant, existeix u, € B, u, ¢ B, tal que o(m) = u,m. Aquest element
esta univocament determinat per o, per exemple, per ser B un domini d’integritat. Si
ara prenem 7 € G, la igualtat o(m) = u,7 es transforma en u.,m = 7o(7w) = 7(uy)u, 7,
de manera que u,, = T(Uy)u,. Si reduim modul B, com que 7 € Gy, és T(uy,) = Uq
(mod B), i, per tant, u,, = usu, (mod P). D’aquesta manera definim una aplicacié
multiplicativa Gy — B/B; com que u, € B i u, ¢ ‘B, la imatge esta inclosa en (B/P)*,
de manera que s’obté un morfisme de grups. El nucli d’aquest morfisme esta format pels
elements o € Gy tals que u, = 1 (mod P); és a dir, tals que o(7) = 7 (mod P?). Ara
bé, dir que o(r) = 7 (mod B?) equival a dir que per a tot element b € B és o(b) = b
(mod P3?). En efecte, en el cas separable, el cos residual en 9B coincideix amb el cos
residual de By en B; := P N By, i, per tant, podem escriure b en la forma b = ¢ + d, per
a alguns elements ¢ € By id € PB; com que ¢ € By i o € Gy, és o(c) = ¢, de manera
que només cal veure que o(d) = d (mod PB?). Pero si escrivim d = am, a € B, aleshores,
o(d) —d = olar) — ar = o(a)(o(r) — 7) + w(o(a) — a) € P?, ja que o(7) — 7 € P,
o(a) € B,io(a) —a € P per ser 0 € G. Dit d'una altra manera, el nucli del morfisme
Go — (B/B)* és exactament G7. Aixod demostra la primera part.

La segona part es demostra analogament. Donat o € Gy, k > 1, o(7) — 7 € BFHL de
manera que existeix u, € B, unfvocament determinat per o, tal que o(7) — 7 = u w1t
Si ara prenem 7 € Gy, la igualtat o(7) — 7 = u,7*"! es transforma en

T !

o(m)—m
o(r) =) + (7(x) = 7)

-
7(
= T(uem™) + u !
=7(u
(

) ( )kﬂ—i—uT?TkH
o')(ﬂ-_l_u'r k+1)k+1+uT k+1
(

k+1 7_<u0)(1_'_u7_ﬂ,k>k+1 +UT)

si dividim per 7%l obtenim que u,, = 7(uy) + u, (mod P), ja que k > 1; i com

que 7(uy) = u, (mod P), perque 7 € Gy, obtenim que u,, = u, + u, (mod P). Si
reduim modul B, obtenim un morfisme additiu de grups Gy, — B/9B. El nucli d’aquest
morfisme esta format pels elements o € Gy tals que u, = 0 (mod P); és a dir, tals que
o(m) — 7 € P2 Ara bé, dir que o(n) — 7 € P2 equival a dir que per a tot element
b€ Béso(b)—b e PBF 2. En efecte; com abans, podem escriure b en la forma b = c+d, per
a alguns elements ¢ € By i d € B; com que ¢ € Byio € Gy C Gy, és o(c) = ¢, de manera
que només cal veure que o(d) — d € P2, Perod si escrivim d = am, a € B, aleshores,
o(d) —d =o(ar) —ar = o(a)(o(m) — 7) + 7(o(a) — a) € P2 ja que o(r) — 7 € P2
per hipotesi, o(a) € B, io(a) —a € B per ser o0 € G}, Dit d’una altra manera, el nucli
del morfisme G, — B/ és exactament G, 1, com es volia demostrar. [J

Corollari 5.6.6. Suposem que el cos residual és de caracteristica positiva p; aleshores,
G1 és un p-grup abelia i el quocient Go/G1 és un grup abelia d’ordre no divisible per p. O

Definicié 5.6.7. Es diu que una extensié B|A d’anells de Dedekind és moderadament
ramificada en un ideal primer no nul Y C B, o que P és moderadament ramificat sobre
p, quan l'extensié residual en 3 és separable i, a més a més, I'index de ramificacié e(B|p)
no ¢és divisible per la caracteristica residual en *J3; en cas contrari, I’extensié s’anomena
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salvatgement ramificada, i es diu que el primer B és salvatgement ramificat sobre p. En el
cas Galoisia, dir moderadament ramificada en 3 equival a dir que el grup de ramificacio

G1(B|p) és trivial.

Corollari 5.6.8. Suposem que els cossos residuals son finits. Aleshores, el grup de des-
composicio és un grup resoluble.

DEMOSTRACIO: En efecte, acabem de provar que si l'extensié residual és separable,
aleshores el grup d’inercia és resoluble, ja que la cadena dels grups de ramificacié Gy,
k > 0, és abeliana; d’altra banda, si 'extensié residual és resoluble, com que el grup
quocient G_1 /Gy és isomorf al grup de Galois de 'extensié residual, la cadena Gy, k > —1,
és abeliana; i aquest és el cas si els cossos residuals son finits. [J

5.7 El grup d’inércia moderada

En el cas d’extensions de Galois de cossos de nombres o, més generalment, en que I’extensio
residual (B/B)|(A/p) és separable, podem considerar el cos L fix pel grup G; aleshores,
I'extensié totalment ramificada en B, L|Lf, “trenca” en una extensié moderadament
ramificada LE|L! i una extensié, L|LY, totalment ramificada de grau poténcia de la
caracteristica residual. En particular, la ramificacié total encara es pot estudiar per
etapes: una moderadament ramificada i una salvatgement ramificada.

Definicié 5.7.1. El grup Go/G; s’anomena el grup d’inércia moderada en 3; és un grup
d’ordre la part lliure de p de 'index de ramificaci6 e(P|p), on p denota la caracteristica
residual.

Per a un s posterior, convé establir el resultat segilient.

Proposicié 5.7.2. Suposem que el cos residual A/p és de cardinal finit q i de carac-
teristica positiva p. El grup d’inércia moderada de l'extensid B|A en B, Go/G1, és un
grup ciclic d’ordre divisor de ¢/ —1, on f := f(B|p) denota el grau residual en B de ’ex-
tensio. Si suposem que el grup G_1/Gq és abelia, aleshores, lordre de Go/G1 és divisor
de g — 1.

DEMOSTRACIO: La primera part és immediata, ja que el quocient Go/G; s’identifica a
un subgrup del grup multiplicatiu (B/9)*; veiem la segona.

Igual que a la demostracié de la proposicié de més amunt, podem suposar que A és
local i, per tant, que P és un ideal principal; sigui, doncs, m € P un generador de .
Observem que si 0 € G_4, aleshores o(7) = u,7 per a un cert element enter u, € B; en
particular, ja hem vist que si 0 € Gy, aleshores u, ¢ B i I'assignacié de la classe residual
de u, a o, defineix el morfisme injectiu de grups Go/G; — (B/B)*.

Com que el grup quocient Go/G; és ciclic, podem considerar un element o € Gy que
generi el quocient Go/G1; es tracta de demostrar que 'ordre de o com a automorfisme de
Go/Gy és un divisor de ¢ — 1. Per a aixo, podem considerar un element ¢ € G_; tal que
la reduccié modul P de 'automorfisme ¢ : B — B sigui l'automorfisme de Frobenius
del cos finit B/ sobre A/p; recordem que I'automorfisme de Frobenius de B/ és donat
per l'assignacié b — 09 En particular, podem escriure o(m) = wu,m, @(7) = u,m, i
o~ (m) = v, per a certs elements u,, u,, v € B.
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Amb aquestes notacions, podem observar que se satisfan les igualtats segiients: d’una
banda, de la segona es dedueix immediatament que ¢~ *(7) = ¢~ (u,) ' d’altra banda,
la hipotesi que el quocient G_;/G1 és abelia ens ensenya que u, —v € B, ja que I'accié dels
dos automorfismes pop~! i o coincideix modul 32, de manera que oo~ (7) —o () € B
i podem dividir per 7. Finalment, podem escriure:

1

poo (1) = po(p ™ (uy)"'m) = oo™ (uy) tuem) = o™ (u,) (U )u,T;

és a dir, v = o~ (u,) to(uy)u,. Sitenim en compte que o € Gy, obtenim que o és la

identitat en B/, de manera que

-1

v = oo () p(ue)up = (uy) = ul - (mod P),

per definicié de ¢. D’aqui es dedueix immediatament que uZ™! = 1 (mod ), ja que
u, ¢ PB; d’aquesta manera, o és d’ordre divisor de ¢ — 1, com voliem demostrar. [J

5.8 Grups de ramificacioé i diferent

L’objectiu d’aquesta seccid és proporcionar una férmula explicita per al calcul del diferent
d’'una extensié en alguns casos particulars importants. Convé, pero, establir algunes
propietats dels grups de ramificacié respecte de cadenes d’extensions.

Proposicié 5.8.1. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensio finita i de Galois, B la clausura entera de A en L, B C B un ideal primer no
nul de B, p :=PB N A la seva contraccié en A, G := Gal (L|K) el grup de Galois, H C G
un subgrup qualsevol de G, K' := L el cos fir, A’ := BN K’ la clausura entera de A en
K i3 :=PBNA" la contraccid de P a A’. Aleshores, els grups de ramificacio de B sobre
P’ es poden calcular per la formula

Gr(BIB') = Gu(Blp) N H.

DEMOSTRACIO: Immediata a partir de la definicié dels grups de ramificacié, ja que
H = Gal(L|K'"). O

Corollari 5.8.2. Si, a més a més, el grup H és un dels grups de ramificacio, posem
Gr(Blp), aleshores, els grups de ramificacio G;(B|P') son exactament el grup Gr(B|p)
per a 0 <i <k, iG(PIP)=Gi(Blp), per ai > k. O

Seguidament es tracta de fer el calcul dels exponents del diferent en funcié dels ordres
dels grups de ramificacié. Per a aix0, ens situarem en el cas local, cosa que podem fer
sempre ja que el diferent i els grups de ramificacié es conserven per localitzacid, i totalment
ramificat, cosa que podem fer si ens restringim a ’extensié donada pel grup d’inercia.

Proposicié 5.8.3. Amb les mateizes notacions que a la proposicié anterior, suposem que
A és un anell de Dedekind local, que l’extensid residual (B/B)|(A/p) és separable, i que
lextensio B|A és totalment ramificada en 3. Aleshores, l’exponent de B en el diferent
D(BJ|A) és donat per la suma finita

> (#Gi(Blp) — 1).

k>0
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DEMOSTRACIO: Com que l'extensié és totalment ramificada, B és 1'tinic ideal primer
de B que divideix p, i com que A és local, els anells A i B sén principals. Triem un
generador 7 de B i sigui f(X) := Irr(m, K)(X) el polinomi monic irreductible de A[X]
que té m com a arrel. Assegurem que en aquest cas m és un element primitiu de I’extensio

LIK i B = A,

En efecte, aixo és una conseqiiencia del resultat més general que segueix.

Lema 5.8.4. En aquesta situacid, és B = A[rn] i el polinomi f(X) := Irr(m, K)(X) és un
polinomi d’Fisenstein respecte del generador de l’ideal maximal p de A.

DEMOSTRACIO: Sigui e := e(B|p) = [L : K] I'index de ramificacié, que coincideix amb el
grau perque l'extensio és totalment ramificada i ’extensio residual és separable. Comen-
cem per demostrar que els elements 1, 7, 72, ..., 7! sén K-linealment independents.

De manera més general, suposem que tenim una igualtat de la forma

b=ag+am+ -+ a7,

amb els elements a; € K i b € L. Per a tot index 7, 1 < i < e — 1, tal que a; sigui no
nul, sigui v; € Z 'exponent de la potencia exacta de p que conté 'element a;; aquesta
potencia només és no negativa quan a; € A i, en cas contrari, 'ideal p¥ només és un
ideal fraccionari. Com que l'extensié de p a I'anell B és l'ideal 3¢, i com que 7 és un
generador de B, els elements a,7* tals que a; # 0 pertanyen exactament a l'ideal eV,
Els exponents son tots diferents, ja que ho sén modul e. D’aqui resulta que la suma
ag+ a4 - -+ ae_ 1! pertany a l'ideal B! i no a P, on ¢ és el minim dels exponents
i+ ev; tals que a; # 0. En particular, si b = 0, ha de ser a; = 0 per a tot index i, ja que 0
pertany a totes les poténcies positives de B; aix0 ens diu que els elements 1, 7, ..., ¢!
son K-linealment independents.

Pero encara ens diu més; si b € A, aleshores ¢t ha de ser un multiple no negatiu de e,
ja que la potencia exacta de P8 que conté b és e vegades la potencia exacta de p que conté
b en A. En particular, si b € A, aleshores t > 01 t és divisible per e; per tant, tots els v;
han de ser no negatius, i b € A[r]; aixo demostra la igualtat B = A[n].

Finalment, ja hem fet notar que el polinomi f(X) és de coeficients en A; a més a
més, com que les potencies 1,7, 72, ..., 7! sén K-linealment independents, f(X) és un
polinomi de grau e, ja que el grau no pot sobrepassar el de I'extensio i ha de ser més gran
o igual que e. Si posem f(X) = X¢— (ag + a1 X + -+ + a._1 X '), obtenim la igualtat
¢ =ag+a1m+ -+ a._ 17" amb a; € A; com que 7 pertany exactament a 'ideal ¢,
resulta que t = e, i aix0 només s’aconsegueix quan t = evy, ja que, en cas contrari, ¢ no
és divisible per e. Dit d'una altra manera, vg = 1,1 v; > 1 per a tot index ¢ > 1 tal que
a; # 0; com que p és principal, resulta que ay € p — p? és un generador de p i tots els
altres coeficients a; pertanyen a p; és a dir, f(X) és un polinomi d’Eisenstein respecte de
p. O

En conseqiiéncia, el conductor de B en A[n] és trivial i, per tant, el diferent de I'extensié
és l'ideal, potencia de B, generat per f’(m). Calculem aquest ideal. Si considerem la

derivada en 7 del polinomi f(X), podem escriure f(X) = H (X —o(m)), de manera que
oceG
f'(m) és el producte f'(7w) = H(W—O’(Tr)) = H H (r—o(m)),jaque Go=G_1 =G
o#£1 k>0 0€Gr—Gry1
perque l'extensié és totalment ramificada. Ara, per a 0 € Gy, 0 ¢ Gjyq, ha de ser
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b— o(b) € P*! per a tot element b € B; en particular, 7 — o(7) € PF; d’altra banda,
7 — o(m) ¢ PBF2, ja que en aquest cas, obtindriem que o € Gy com a la demostracié
de la proposicié 5.6.5. Aixi, 'exponent de B en el diferent D(B|A) = f'(7)B és la suma

Z Z (k+1)= Z(k + 1) (#Gr — #Gry1)

k>0 0€Gr—Gry1 k>0
= (k+ D[(#Gr — 1) — (#Grp1 — 1)]
k>0
= (#Gr—1),
k>0

ja que Gy és trivial a partir d’un lloc endavant. Aixo acaba la prova. [J






Capitol 6

El teorema de Kronecker-Weber

Aquest capitol es dedica a fer la demostracié del teorema de Kronecker-Weber, que ja ha
estat enunciat en el primer capitol. De fet, és un dels punts culminants del curs i I’excusa
que hem utilitzat per a fer la introduccio dels metodes generals de ramificacié i geometria
dels nombres que se solen utilitzar en la teoria algebraica de nombres. Recordem-ne
I’enunciat.

Teorema 6.0.5 (Kronecker-Weber). Sigui K|Q una extensic abeliana. Aleshores, ezisteix
una arrel de la unitat, ¢, tal que K C Q(().

6.1 El cas moderadament ramificat

Notem que ja hem demostrat aquest teorema en el cas que l'extensié K |Q sigui quadratica.
Ara convé fer la reduccié de la prova al cas de les extensions cicliques de grau potencia
d’un nombre primer. Concretament, podem comencar per establir el resultat segiient.

Proposicié 6.1.1. Si el teorema de Kronecker-Weber se satisfa per a totes les extensi-
ons cicliques de grau potencia de primer, aleshores se satisfa per a totes les extensions
abelianes.

DEMOSTRACIO: Només cal considerar que tota extensié abeliana descompon com a pro-

ducte linealment disjunt d’extensions cicliques de grau potencia de primer. Aixo és dedu-

eix del fet que tot grup abelia descompon com a producte directe de p-subgrups i aquests

com a producte directe de subgrups ciclics; concretament, suposem que G := Gal (K|Q)
r

descompon com a producte G := H G, on p; és un nombre primer qualsevol i G; és un
i=1
pi-grup ciclic. Sigui K; el subcos de K fix pel subgrup H G, de G; aleshores, K;|Q és
J#i
una extensio ciclica de grau potencia d’'un nombre primer p;; per hipotesi, per a cada
index 7 existeix una arrel de la unitat ¢; tal que K; C Q(¢;). Siguinn; € Z, 1 < i <,
tals que (; és una arrel primitiva n;-esima de la unitat, n := mem{n; }1<;<, i ¢ una arrel
primitiva n-esima de la unitat. Com que K és el cos composicié dels cossos K;, obtenim
que K C Q(¢), com es volia provar. [J

Recordem que tota extensié de Q és ramificada en algun nombre primer (cf.4.5.1).
Ara, es tracta de fer la reduccié de la prova del teorema de Kronecker-Weber al cas en
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que el conjunt dels nombres primers que ramifiquen consisteix només en el primer que
divideix el grau; dit d’una altra manera, per a la prova del teorema podrem suposar que
Iextensid és ciclica de grau potencia d’un nombre primer p i no ramificada a tot nombre
primer ¢ diferent de p.

Efectivament. Suposem que K|Q és ciclica de grau poténcia d’un nombre primer p i
que ¢ # p és un nombre primer que ramifica. Sigui £ un ideal primer de ’anell dels enters
del cos K que divideix ¢; en particular, U'extensié K|Q és moderadament ramificada en £;
és a dir, el grup de ramificacié G(£|¢) és trivial. Com que l'ordre del grup d’inércia en £
és un divisor del grau, ha de ser una potencia de p, posem p™; i com que el cos residual
de Z en { és el cos Fy, el fet que el quocient G_(£[0)/G1(£]¢) sigui abelia ens permet
assegurar que l'ordre del grup d’inércia divideix ¢ — 1 (cf.la proposicié 5.7.2); per tant,
¢ =1 (mod p™). Ara bé, I'extensié Q((,)|Q és ciclica, no ramificada fora de ¢ i totalment
ramificada en ¢; en conseqiiéncia, existeix un tnic subcos L C Q((,) tal que I'extensié
L|Q és ciclica, totalment ramificada en ¢, no ramificada fora de ¢ i de grau p™.

Considerem el cos composicié K L. Com que les extensions K|Q i L|Q son abelianes de
grau potencia de p, també la composicié K L|Q és una extensi6 abeliana de grau potencia
de p, posem p"*t ont < mip" = [K :Q]. Siguin £ un ideal primer de l'anell dels
enters de K L que divideixi £, I' := Go(£'|¢) el grup d’inercia de £’ sobre el primer ¢, i
H = Gal(L|Q) =2 Z/p™Z el grup de Galois.

El morfisme de restriccié6 Gal (K L|Q) — Gal (K|Q) aplica el grup d’inercia I’ en el
grup d’inercia Go(£]¢), de manera que s’obté una inclusié I’ C Gy (£|¢) x H, per via de la
identificaci6 de Gal (K'L|Q) amb un subgrup del producte Gal (K|Q) x Gal (L|Q). D’altra
banda, 'ordre del grup d’inercia I’ és multiple de p™, ja que I'index de ramificacié de £
sobre ¢ és divisible per I'index de ramificacié de £ sobre ¢; i, com abans, els grups de
ramificaci6é superiors G;(£'|¢), i > 1, sén trivials, ja que I'extensié és de grau poteéncia
de p i p no divideix la caracteristica residual ¢; per tant, el grup d’inercia I’ és ciclic.
A més a més, l'ordre dels elements del grup producte Go(£|¢) x H és un divisor de p™,
ja que tot dos grups sén ciclics d’ordre p™; com que l'ordre de I’ és com a minim p™ i
I’ és ciclic, l'ordre de I’ és exactament p™. Aixi, si designem per K’ el subcos de KL
fix pel subgrup I’, I'extensié K’|Q és no ramificada en ¢; i com que L|Q és totalment
ramificada en ¢, ha de ser K’ N L = Q; per tant, el subcos K'L C KL és de grau
[K'L: Q] = [K': QL : Q = [KL : Q], ja que el grau de l'extensié K'|Q és el grau
de lextensi6 K L|Q dividit per I'index de ramificacié de £ sobre ¢, que és exactament
el mateix que el grau de 'extensié L|Q; en conseqiiencia, obtenim la igualtat de cossos
K'L=KL.

D’aquesta manera, si demostrem que el cos K’ és ciclotomic, com que L també ho
és, ho és la seva composici6 K'L = KL, de manera que el cos K, essent subcos d’un
cos ciclotomic, també és un cos ciclotomic. Ara, pero, el cos K’ no ramifica en ¢, per
construccid, i els seus primers de ramificacié formen un subconjunt del conjunt dels primers
de ramificacié de l'extensié K|Q; com que el conjunt de primers de ramificacié de I'extensié
K|Q és finit, podem repetir 'argument i suposar que l'extensié K|Q és no ramificada fora
dels ideals primers que divideixen p.

En aquests moments ja podem demostrar el teorema de Kronecker-Weber per al cas
moderadament ramificat. Perd podem dir encara més.

Proposicié 6.1.2. Sigui K|Q una extensid abeliana de grau poténcia d’un nombre primer
p, [K : Q] = p™, que només ramifica en un primer ¢ # p. Aleshores, { =1 (mod p™),
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Uextensio K|Q és totalment ramificada en €, i K és linic subcos de Q((;) de grau p™.
En conseqiiéncia, també, lextensio K|Q és ciclica.

DEMOSTRACIO: Per a la primera part, podem suposar que l'extensié K|Q és ciclica de
grau potencia d’un nombre primer p. Sigui £ un primer diferent de p que ramifica; acabem
de provar que £ = 1 (mod p™). A més a més, les extensions K|Q i L|Q de la discussié
anterior només ramifiquen en el primer ¢; per tant, 'extensié K’'|Q és no ramificada
arreu; com que tot cos de nombres K’ # Q ramifica en algun primer, ha de ser K’ = Q;
en conseqiiencia, K C KL = K'L = L i L és I"inic subcos de grau p™ de Q({). El final és
clar; si no suposem que 'extensié K|Q és ciclica, podem considerar K com la composicié
d’extensions cicliques; cada una d’elles és un subcos de Q({;) de manera que K també.
Com que P'extensié Q((,)|Q és ciclica, hem acabat. [J

Corollari 6.1.3. Sigui K|Q una ezxtensio abeliana i moderadament ramificada a tots els
ideals primers. Aleshores, existeix una arrel de la unitat ¢ i K C Q(().

DEMOSTRACIO: En virtut de la proposicié 6.1.1, podem suposar que lextensié K|Q és
ciclica. D’altra banda, la reduccié successiva de K a K’ en la discussié precedent a la
proposicié anterior permet suposar que el cos K només ramifica en un ideal primer; i, en
aquest cas, la proposicié anterior acaba la prova. [

Observacié 6.1.4. En particular, si K|Q és una extensi6 abeliana, 1, ..., ¢ els primers
que ramifiquen, i si el grau de I'extensi6 no és divisible per cap dels primers ¢;, aleshores
el cos K és un subcos del cos ciclotomic Q(¢), on ¢ és una arrel n-esima de la unitat per
an=4~ ¥

6.2 El cas ciclic de grau potencia d’un primer senar

Hem vist que per a establir el teorema de Kronecker-Weber és suficient demostrar-lo per
al cas de les extencions cicliques de grau potencia d’un nombre primer p i que només
ramifiquen en p. Es tracta de veure’l en el cas en que p és un primer senar. Necessitarem,
pero, el resultat segiient, amb hipotesis més generals.

Proposicié 6.2.1. Siguin p un nombre primer senar i K|Q una extensio abeliana de grau
p™ que només ramifiqui en el primer p. Aleshores, K|Q és totalment ramificada en p i
ciclica.

DEMOSTRACIO: Siguin B un ideal primer de I'anell dels enters de K que divideix p i
I := Go(B|p) el grup d’inercia. El cos fix per I és un cos extensié de Q que no ramifica a
cap ideal primer; per tant, en virtut del teorema d’Hermite-Minkowski K = Q i I'extensié
K|Q és totalment ramificada en p; dit d’una altra manera, el grup d’inercia és tot el grup
de Galois de 'extensié. En particular, I'extensio residual és trivial i el cos residual de
K en ‘B és F,. Com que coneixem l'estructura dels quocients successius dels grups de
ramificacié, podem assegurar que el grup d’inercia coincideix amb el grup de ramificacio
G1, 1 que per a tot nombre enter k£ > 1 el grup quocient Gy /Gj41 és un grup abelia trivial
o ciclic d’ordre p. Per tant, 'extensié és totalment ramificada en p. Per a veure que
I'extensié és ciclica es tracta d’aplicar el resultat segiient.

Lema 6.2.2. Suposem que K|Q és una extensié abeliana de grau p que només ramifica
en p; aleshores, el grup de ramificacid Go(B|p) és trivial.
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DEMOSTRACIO: Si localitzem en S := Z — pZ podem suposar que ‘B és un ideal principal,
i podem elegir un generador 7 de PB. Sigui f(X) := Irr(m, Q)(X) el polinomi monic
irreductible de Q[X] que té 7 per arrel; de fet, com que 7 és enter sobre S~™'Z, tenim
que f(X) € S7'Z[X]. Com que la cadena dels grups de ramificacié esdevé trivial a partir
d’un lloc endavant, podem considerar un enter k tal que Gy # (1) pero Gry1 = (1); i com
que Go = Gy 2 Z/pZ, ha de ser k > 1. Es tracta de veure que k = 1.

Si considerem el valor en 7 del polinomi derivat del polinomi f(X), obtenim les re-
lacions f'(7) € PEHDE-D § f/(7) ¢ PEFDE-DFL En efecte, com que podem escriure
f(X) = H (X —o(m)), resulta que f'(r) és el producte f'(7) = H(W —o(m)); pero com

oelGy, o#1
que 0 € Gi, i 0 & Gry1, ha de ser b — o(b) € P! per a tot element b enter de K sobre
S~1Z; en particular, 7 — o(w) € P*+1; d’altra banda, 7 — o(7) € P*2, ja que en aquest
cas, obtindriem que o € G4 com a la demostracié de la proposicié 5.6.5. Ara només cal
multiplicar per a tots els automorfismes o € Gy, 0 # 1. D’altra banda, podem escriure
una igualtat de la forma

fl(m)=pr? '+ (p— Vap, 172 + -+ + 2a97 + ay,

on els coeficients a; sén elements de S™'Z; és a dir, sén nombres racionals que tenen
denominadors enters no divisibles per p. Com que l'extensié K |Q és totalment ramificada
i de grau p, I'extensié de p és I'ideal ¥, de manera que cada un dels coeficients a; que
siguin no nuls és un element d’'una potencia PP amb n; > 0. En particular, si v; denota
'exponent de P que conté el sumand ja,;m7~! pero tal que ja;m~! ¢ P**+1 obtenim que
v; = j—1 (mod p); en conseqiiencia, tots els sumands no nuls estan en potencies diferents
de P i la suma esta en la potencia que té 'exponent v; més petit. En particular, obtenim
la desigualtat (k+ 1)(p —1) < wv,_y = 2p —1; com que k > 11 p > 2, aixo implica que
k =1, de manera que Gy = (1), com voliem provar. [J

Per a fer la demostracié de la proposicié, sabem que G = Gy = G1; sigui k > 2 tal que
G = Gy perdo Gigr1 & Gi; el grup quocient Gy /Gy és un grup abelia ciclic d’ordre p.
Com que G és un p-grup abelia finit, si no fos ciclic hauria de tenir més de dos subgrups
d’index p (de fet, com a minim n’hauria de tenir p + 1); per tant, és suficient provar que
G411 és I'tinic subgrup de G d’index p.

Suposem que H fos un subgrup d’index p de G, i diferent de Gj1; es tracta d’arribar
a contradiccié. Per a aix0, considerem els cossos fixos K i K%+ i siguin By i Pir1 les
contraccions a aquests cossos de l'ideal primer ¥ de I'anell dels enters de K. El calcul
dels grups de ramificacié de 3 per a aquestes extensions es pot fer de manera senzilla.
Com que Gal (K|KG’“+1) = G411, Obtenim les igualtats

GiNGryr = Grgr, si0<e<k+1,

Gi =
(B[ PBr+1) {Gi NG = G, sii>k+1;

G,NH=H, si0<i<k,
GiﬂHgGkH, SIZZ/{?+1,
aquesta darrera igualtat perque H # Gj.1 i tots dos sén subgrups d’index p de G. Aquests

calculs ens permeten comparar els exponents de R en els diferents de les extensions K|K#
i K|K%+ de la manera segiient:

D_H#GINH —1) <y (#Gi NG — 1),

120 >0

Gi(B|PBu) = {
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ja que els k primers sumands son iguals, el k£ 4+ 1-esim satisfa la desigualtat estricta, i els
segiients satisfan la desigualtat <.

D’altra banda, el lema ens permet assegurar que ’exponent del diferent de les exten-
sions K#|Q i K%+1|Q és el mateix, ja que els grups Gy i G de les dues extensions sén
ciclics d’ordre p i els grups G5 sén trivials. Si ara considerem el diferent de I'extensié K|Q
i calculem l'exponent de *J3 en aquesta extensié a partir de la formula de la transitivitat
del diferent per a cadenes d’extensions, obtenim una contradiccié, ja que l'extensié a K
dels ideals Py 1 V1 6s exactament el mateix ideal, PP ', perque les extensions sén
totalment ramificades de grau p™~!. En conseqiiencia, ha de ser H = G4, i G és ciclic.
O

Proposicié 6.2.3. Siguin p un nombre primer senar i K|Q una extensid ciclica de grau
p™ que només ramifiqui en p. Aleshores, K és l"unic subcos de Q(C) de grau p™, on ( és
una arrel primitiva p™-ésima de la unitat.

DEMOSTRACIO: En efecte, sigui K’ 1'inic subcos de Q(¢) de grau p™; aleshores, les dues
extensions K |Q i K'|Q satisfan les condicions de I'enunciat; és a dir, sén cicliques de grau
p™ 1 només ramifiquen en p; per tant, el cos composicié KK’ és un cos extensio abeliana
de @ que només ramifica en p i de grau potencia de p; en virtut de la proposicié anterior,
ha de ser ciclica i de grau poteéncia de p; com que conté dos cossos K i K’ que tenen el
mateix grau sobre Q, ha de ser K = K’, com voliem veure. [

6.3 El cas ciclic de grau potencia de 2

Hem reduit la demostracié del teorema de Kronecker-Weber al cas de les extensions
cicliques de grau potencia de 2 que només ramifiquen en 2. Per a acabar la prova, comen-
cem per demostrar el resultat segiient.

Proposicié 6.3.1. Sigui K|Q una extensié abeliana de grau 2™ que només ramifica en
2 i suposem que K C R. Aleshores, K és exactament el subcos real mazimal Q(¢ + (1)
del cos Q(¢), on ¢ és una arrel primitiva 2™ 2-ésima de la unitat.

DEMOSTRACIO: Sabem que tota extensié quadratica de Q és ciclotomica i que si només
ramifica en 2 és un dels tres cossos Q(i), Q(v/2), o Q(v/—=2), que sén els tres tinics
subcossos quadratics de Q(¢), on ¢ és una arrel primitiva 8 = 23-¢sima de la unitat; per
tant, el resultat és clar en el cas m = 1, ja que Q(\@) és 'inic d’aquests cossos que és
real.

Suposem, doncs, que m > 2. Com que K|Q és abeliana de grau divisible per 2, K conté
un subcos quadratic; el fet que el cos K sigui real i que I'extensié K|Q només ramifica en
2 imposa les mateixes restriccions a aquest subcos quadratic; per tant, K conté 1'inic cos
quadratic real que només ramifica en 2. Aixo implica que el grup de Galois de I'extensié
K|Q només té un subgrup d’index 2 i, en conseqiiéncia, és ciclic.

Comparem el cos K amb el cos L := Q(¢ +¢™'). El cos composicié KL és un cos real
i I'extensié K L|Q és abeliana, no ramificada fora de 2 i de grau potencia de 2; acabem
de provar que l'extensié K L|Q és ciclica; com que conté K i L, que sén del mateix grau
sobre Q, ha de ser K = L, com voliem demostrar. [

Ara podem acabar la demostracié del teorema de Kronecker-Weber.
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Proposicié 6.3.2. Sigui K|Q una extensid abeliana de grau 2™ i no ramificada fora de
2. Aleshores, K és un dels tres subcossos Q(¢%), Q(C+¢7Y), Q(¢C— (1) del cos ciclotomic
Q(C), on ¢ és una arrel primitiva 2™ 2-ésima de la unitat. Aquests cossos son els tinics
subcossos de Q(C) de grau 2™ sobre Q.

DEMOSTRACIO: En efecte, el cos composicié de K i Q(i), K (i), és un cos extensi6
abeliana de Q, no ramificada fora de 2, i de grau potencia de 2, 2", amb n < m+ 1. Sigui
K(i)* := K (i) "R, el subcos real maximal de K (7); és un cos real, no ramificat fora de 2,
ide grau 2®, s <n—1<m,jaquei¢ K(i)T; per tant, K(i)* és subcos de Q(¢ + ¢™1),
que és 'inic cos real que satisfa aquestes condicions. Per a acabar, és suficient demostrar
que K (i) és el cos K (i) (i) que, clarament, és un subcos de Q(¢ + ¢71)(i) = Q(¢). Perod
K (i)™ (i) C K(i) i els dos cossos sén de grau 2 sobre K (i)"; per tant, coincideixen. [J

6.4 Conductor d’una extensio abeliana de QQ

Sigui K|Q una extensi6 abeliana. El teorema de Kronecker-Weber ens permet assegurar
I'existéncia d’una arrel de la unitat ¢ tal que K C Q(().

Definicié 6.4.1. S’anomena conductor d’una extensié abeliana K|Q el menor nombre
enter positiu n tal que K C Q((,), on (, és una arrel primitiva n-esima de la unitat.

Observacié 6.4.2. Si n és senar, aleshores Q((2,) = Q(¢,,), de manera que el conductor
d’una extensié abeliana de Q és un natural n # 2 (mod 4).

El teorema de Kronecker-Weber admet una formulacié més precisa, en la qual es té en
compte el conductor. En efecte, podem establir facilment el resultat segiient.

Teorema 6.4.3 (Kronecker-Weber). Siguin K|Q una extensio abeliana, pi,ps, ..., px els
primers de Z que ramifiquen en K i posem e; := p;e;, amb €; no divisible per p;, l'index
de ramificacid de p;, 1 < i < k, en lextensid K|Q. Aleshores, el conductor n de K és
donat per

1 : , .
Tt Tt si p; # 2 per a tot index i,
o e, r1+1, ro+1 rr+1 . _
2]91 Do P st pp = 2,

on e € {0,1}.

DEMOSTRACIO: De fet, aquest resultat esta inclos en la successié de reduccions que hem
fet de la prova del teorema. En efecte, la reduccié al cas d’extensions cicliques de grau
potencia d’un primer s’ha fet prenent com a conductor de K el minim multiple comu dels
conductors dels factors ciclics; d’altra banda, la reduccié al cas salvatgement ramificat
només afegeix una arrel pips - - - pp-€sima de la unitat, com a maxim. Finalment, en el cas
K|Q ciclica, de grau potencia de p, i no ramificada fora de p, hem pres una arrel primitiva
p"tlésima de la unitat, si p # 2,1 2772 = 2. 2"l ¢sima, si p = 2. Per tant, el valor n
donat a I’enunciat és un multiple del conductor.

D’altra banda, si m = p}'phtt.. -pi‘““, I'index de ramificacié de p; en l'extensié
Q(¢)|Q no és divisible per pi', de manera que el conductor de K ha de ser divisible per
1

p?’“ per a tot primer p; que ramifica en K. [J
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El valor de ¢ es pot determinar en cada cas a partir de la successié de subcossos K’ que
s’obtenen pel procediment descrit just després de la proposicié 6.1.1. Només cal notar
que si ¢ és una arrel primitiva 2™ 2-¢sima de la unitat, i si K = Q(¢?), aleshores ¢ = 0,
mentre que si K = Q(C+ (') o K =Q(¢ — (1), aleshores £ = 1.

Corollari 6.4.4. Siguin K|Q una extensié abeliana, n el seu conductor, i  una arrel
primitiva n-ésima de la unitat. Aleshores, l'extensio Q(C)|K és moderadament ramificada
a tots els ideals primers de ’anell dels enters de K.

DEMOSTRACIO: La poténcia d’un nombre primer p que divideix I'index de ramificacié
ep(Q(€)|Q) és exactament la mateixa que divideix e,(K|Q); per tant, si p és un ideal
primer de I'anell dels enters de K que divideix p, I'index de ramificacié de p en Q(¢)|K
no és divisible per p. [J

Observacié 6.4.5. Si K és un cos de nombres i L|K és una extensié abeliana, no és cert
en general que L C K(() per a cap arrel de la unitat (.

Per exemple, considerem el cos Q(a), on a® —a + 1 = 0 i sigui K = Q(v/—23).
L’extensié K («)|K és ciclica de grau 3 i no ramifica a cap ideal primer de K; perd
K («) no pot estar inclos en cap cos K(¢) per a arrels de la unitat (, ja que per ser
K C Q((3), obtindriem que Q(«) seria un subcos de Q((, (23), de manera que Q(«)|Q
seria una extensié abeliana; perdo Q(«)|Q no és ni tan sols de Galois.






Capitol 7

Ramificacio en el cas infinit

L’objectiu d’aquest capitol és fer un resum de les propietats de la ramificacio i escriure-les
sense la hipotesi de finitud de les extensions. Per a aix0, ens hem de situar en el cas
galoisia. Per tant, cal repassar, en primer lloc, la teoria de Galois en el cas general, no
necessariament finit. Per a exposicions més detallades de la teoria de Galois en el cas
infinit, poden ser 1tils les referencies [Neu 86], [Ri 72|, o [Wa 82|, entre moltes d’altres.

7.1 Teoria de Galois

Sigui L|K una extensié algebraica, no necessariament finita, de cossos. Aleshores, el cos
L és el limit inductiu (si es vol, la reunié conjuntista) de tots els subcossos K’ C L tals
que K'|K és una extensié finita.

Definicié 7.1.1. Es diu que 'extensié L|K és de Galois quan és normal i separable.

En aquest cas, les extensions finites i de Galois K'|K tals que K’ C L formen un
sistema cofinal del sistema de totes les subextensions finites de L|K; per tant, el cos L
també és el limit inductiu dels subcossos K’ C L tals que K'|K és una subextensi6 finita
i de Galois de L|K. A més a més, el grup de Galois Gal (L|K) és el limit projectiu dels
grups de Galois Gal (K’|K) per a les subextensions finites i de Galois K’|K de L|K. Es a
dir, Gal (L|K) és un grup profinit; per tant, un grup topologic que té una base d’entorns
de l’element neutre formada pels grups de Galois Gal (L|K’) on K’'|K descriu el conjunt de
les subextensions finites i de Galois de L|K. Els grups Gal (L|K’) sén subgrups normals
de Gal (L|K). En particular, Gal (L|K) és un grup topologic Hausdorff i compacte.

Recordem el teorema fonamental de la teoria de Galois.

Teorema 7.1.2. Sigui L|K qualsevol extensid de Galois de cossos. Existeix una aplicacid
bijectiva entre el conjunt dels subgrups tancats H de Gal (L|K) i el conjunt dels subcossos
L' de L que contenen K donada per [’assignacio

H—1IL .=1"

amb inversa donada per
L'~ Gal (L|L).

Els subgrups oberts H es corresponen amb els subcossos L' tals que l'extensio L'|K és
finita. OJ
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Exemple 7.1.3 (El grup de Galois absolut d'un cos finit). Considerem com a cos base
un cos finit K := F, de cardinal ¢ i caracteristica p. Es ben conegut que per a tot nombre
enter n > 1 el cos F, té una i només una extensi6é de grau n en una clausura algebraica
fixa L := Fp de F,; és el cos Fyn format per 0 i les arrels (¢" — 1)-ésimes de la unitat
de Fq. En particular, Uextensié Fy»|F, és una extensié ciclica de grau n, generada per
I'automorfisme de Frobenius,  — 29, de Fn.

D’altra banda, aquesta mateixa assignacio, per a x € Fq, defineix un element Frob,
de Gal (F,|F,); s’anomena l'automorfisme de Frobenius de U'extensié F,|F,. La restriccié
de Frob, a F;» és I'automorfisme de Frobenius de l'extensié F»|F,. El cos fix pel sub-
grup de Gal (Fqﬂﬁ‘q) generat per Frob, és el cos I, de manera que I'adherencia d’aquest
subgrup és tot el grup de Galois. Dit d’una altra manera, el grup Gal (Fq]]Fq) és generat
topologicament per un sol element, Frob,.

Aixd ens diu que el grup de Galois Gal (F,|F,) és (isomorf a) el limit projectiu dels
grups Z/nZ; és a dir, Gal (Fqﬂﬁ‘q) = 7, la complecié profinita de Z.

Exemple 7.1.4. Fixem un nombre primer senar p i, per a tot nombre enter n > 1,
considerem una arrel primitiva p™-esima de la unitat, 7, := (. Sigui K, = Q(n,) i
posem L := K el cos reunié dels cossos K,. El grup de Galois de cada una de les
extensions K,|Q és un grup ciclic d’ordre (p — 1)p"~! generat per un automorfisme de
K, determinat univocament per la seva acci sobre 7,. A més a més, 7, és un element
primitiu de I'extensié K,|Q, de manera que el morfisme natural donat per restriccid,

Gl (K, 11Q) — Gal (K,|Q).

aplica un generador en un generador. En conseqiiencia, el grup de Galois de I'extensio
K+ |Q és isomorf al limit projectiu dels grups abelians (Z/p" ™\ Z)* = Z/p"Z x Z/(p —1)Z;
és a dir, és isomorf al grup abelia Z," format pels elements invertibles de 'anell Z,,, limit
projectiu dels anells Z/p"*1Z. Dit d’una altra manera, Gal (K |Q) és isomorf al producte
cartesia Z, xX Z/(p — 1)Z. En farem un estudi més detallat en el capitol 9.

En aquests exemples s’observa que el cos L és el limit inductiu d’una familia numerable
de subcossos K’ C L tals que K’'|K és una extensio finita. Encara més, en aquests exem-
ples es pot demostrar que L és la reunié d’una successio numerable de tals subcossos. Pero
aixo no és cert en general; per exemple, podem considerar una quantitat no numerable
d’elements algebraicament independents X; sobre un cos k i formar el cos de fraccions K
de T'anell de polinomis en aquestes indeterminades i coeficients en k. Es tracta de veure
que si L és una clausura algebraica de K, aleshores no existeix cap familia numerable de
subcossos K, C L tals que K,,|K sigui una extensié finita i L sigui el limit inductiu de la
familia de cossos K,,. Per exemple, aquest és el cas si prenem k= Qi L = C.

En efecte, el limit inductiu d’una familia numerable d’extensions finitament generades
d’un cos K és un cos numerablement generat sobre K, mentre que 1'extensié L|K no pot
ser numerablement generada ja que ha de contenir totes les arrels m-esimes de totes les
indeterminades X; per a tots els enters m > 2, i aquestes generen una subextensié de L
que no és numerablement generada sobre K.

Aquesta observacio fara que, a partir d’ara, restringim ’estudi a situacions més plane-
res.
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7.2 Grups de descomposicié i d’inercia

Siguin A un domini integrament tancat de dimensié 1, K el seu cos de fraccions, L|K
una extensié de Galois, no necessariament finita, i B la clausura entera de A en L. En
particular, B és un domini d’integritat integrament tancat i de dimensio 1, ja que és una
extensié entera d’'un anell de dimensié 1. En general, pero, i encara que A sigui un anell
de Dedekind, B pot no ser un anell de Dedekind. Per a veure aixo, donem-ne un exemple
concret.

Fixem un nombre primer p i considerem, per a tot nombre enter n > 1, una arrel
primitiva p"-ésima de la unitat, 7,, la successi6é de cossos K, := Q(n,), i posem K, la
reunié d’aquesta cadena de cossos. L’anell dels enters de cada un dels cossos Q(7,,) és
lanell A,, := Z[n,] i la clausura entera de Z en K, és 'anell A, reunié dels anells A,.
D’altra banda, sigui 3, l'ideal de A, generat per I’element 1 — n,; és I'inic ideal primer
de A, que divideix p. L’ideal B, de A, generat per tots els elements 1 — 7, és, doncs, la
reuni6 de tots els ideals B3,,; en conseqiiencia, P, no és 'ideal total de A, i és un ideal
maximal amb cos residual [F,,, que és el cos residual de *B,, en A, per a tot n. Ara bé,
Iideal primer P, coincideix amb la seva potencia p-esima, ja que 1'ideal generat per 1—n,
és la potencia p-esima de l'ideal generat per 1 — 7,11 en l'anell A, ;. En conseqiiencia,
en A, no hi ha descomposicié tnica dels ideals com a producte d’ideals primers no nuls
i Ay no pot ser un anell de Dedekind.

Tornem a la situacié general. Malgrat que els anells A i B no siguin anells de Dedekind,
donat un ideal primer no nul ¢ C B, si posem p := P N A la seva contraccié a A, I'ideal
p és un ideal primer no nul de A i podem, encara, definir els grups de descomposicio i
d’inercia de 3 sobre p per les férmules

G_1(Blp) := {0 € Gal(L|K) : o(F) =P},
Go(PBlp) := {0 € G_1(PB|p) : o actua trivialment en el quocient B/P}.

En particular, aquesta definicié s’aplica en el cas que I'anell A és la clausura entera de
Z en un cos extensio algebraica de (Q, no necessariament finita, i també en el cas d’'un
anell simetritzat d’aquest anell respecte de qualsevol sistema multiplicativament tancat.
Aquestes son les situacions que ens interessen.

A partir d’ara, i pel que resta d’aquest capitol, donada una extensié de Galois L|K
de manera que K és el cos de fraccions d’'un domini integrament tancat de dimensi6 1,
suposarem que 'extensié L|K es pot escriure com el limit inductiu d’una familia nume-
rable de subextensions finites K'|K de L|K. En aquest cas, podem elegir una successié
(numerable) de subextensions de Galois finites K,|K de L|K tals que per a tot nombre
natural n és K,, C K, ;1 i el cos L és la reunié de la cadena de cossos K, ; en particular,
aixo ho podrem fer sempre que el cos L sigui numerable; per exemple, un cos de nombres
algebraics, no necessariament finit sobre Q.

[gual que en el cas finit, podem escriure el resultat segiient.
Lema 7.2.1. Sigui p un ideal primer qualsevol de l’anell A. Aleshores, el grup de Galois

Gal (L|K) actua transitivament en el conjunt dels ideals primers B de B que divideizen
p; és a dir, tals que PN A =p.

DEMOSTRACIO: Siguin 3, C B dos ideals primers de B que tinguin la mateixa con-
traccié a A, p :=PNA =P NA. Triem una successié de subextensions de Galois finites
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K,|K de L|K tals que Ko = K, K, C K,y per atot n > 0,1 L = | ] K,; per a tot

n>0
enter n > 0 denotem per A, la clausura entera de A en K, i siguin ‘i?n =PNA, i
B! =P NA, les contraccions de P 1P’ a I'anell A,,. Com que l'extensié K, |K és finita i
de Galois, existeix o,, € Gal (K, |K) tal que 0, (,) = J,; aix0 s’ha enunciat en el capitol
3 amb la hipotesi suplementaria que 'anell A és de Dedekind, pero aquesta hipotesi no
s’ha fet servir; de fet, només s’ha utilitzat que ’anell A és un domini integrament tancat.
Si demostrem que podem elegir aquesta successié de manera que cada o, sigui la restriccio
de 0,41 al cos K,, ja haurem acabat; en efecte, en aquest cas, existeix un automorfisme
o € Gal(L|K) tal que la restriccié de o a cada un dels cossos K, és 'automorfisme o,
ja que Gal (L|K) és el limit projectiu dels grups de Galois Gal (K,|K); aleshores, 'ideal
primer de B, o(B), és la reunié dels ideals B!, = 0,,(B,,); per tant, o(P) = P’, com calia
demostrar.

Veiem, doncs, que podem elegir els automorfismes o, de manera que la restriccio de
Opt1 al cos K, sigui I'automorfisme o, i que 0,41(Pry1) = PB4 Per a aixo, donat
On, sigui 7,41 € Gal (K,41]|K) una extensié qualsevol de o, al cos K, 1; aleshores, 7,11
transforma l'ideal primer 9,1 en un cert ideal primer 7,.1(Pns1) de A,41; com que
T (Pra1) 1P 41 son ideals primers de A, que contrauen a l'ideal primer B, de A, i
Iextensié K, 1| K, és finita i de Galois, existeix un element p, .1 € Gal (K, 1|K,) tal que
Pr1(Tng1(Bnt1)) = PBi,.1; aleshores, podem prendre 041 := ppp10Thq1 € Gal (Kppq|K,)
i aquest automorfisme estén o, ja que 7,1 U'estén i p,11 és la identitat en K, i envia
l'ideal P, a l'ideal P, ; aix0 és el que calia demostrar. [

Proposicio 7.2.2. Siguin A un domini integrament tancat de dimensio 1, K el seu cos
de fraccions, K =Ky C K, C---CK, C K,,.1 C... una cadena d’extensions de Galois

K,|K, L:= U K, la reunio de la cadena, B la clausura entera de A en L, P C B un
n>0
ideal primer no nul de B, i p :=P N A la seva contraccio a A. Aleshores:

(a) lextensio residual (B/B)|(A/p) és una extensid algebraica normal de cossos;

(b) els grups de descomposicio i d’inércia G_1(Blp) i Go(*Blp) son subgrups tancats de
Gal (LK), i

(c) la successid natural de morfismes de grups topologics

1 — Go(Blp) — G2 (Blp) — Gal((B/B)|(A/p)) — 1

€s exacta.

DEMOSTRACIO: Siguin A4, := BN K, i P, = PN A,, per a tot n > 0. Aleshores,

B = U A, B = U‘Bn, i B/ = U(An/‘Bn); en conseqiiencia, ’extensié residu-
n>0 n>0 n>0

al (B/B)|(A/p) és algebraica i normal, el grup de descomposicié G_1(Plp) és el limit

projectiu dels grups de descomposicié G_1(PB,|p) i el grup d’inercia Go(B|p) és el limit

projectiu dels grups d’inercia Go(B,.|p); en particular, tots dos sén subgrups tancats de

Gal (L|K).

Finalment, la successio exacta de grups profinits

L — Go(Blp) — G2 (Blp) — Gal((B/B)[(A/p)) — 1
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s’obté per pas al limit projectiu de les successions

n

1 GolBalp) — G (Pulp) — Cal (%

)
=) —,
p

per a n > 1, perque hi ha diagrames commutatius de morfismes continus de grups amb
les files exactes

I GolBunlp) > Gor(Busalp) — Cal (;‘; é) S
n+1 p
I Go(Pulp) ——= Gy (Bolp) — Cal (% f) S

on els morfismes verticals sén donats per restricci6. [

Definicié 7.2.3. Direm que l'ideal primer @ és no ramificat sobre la seva contraccié p
quan el grup d’inercia Go(*B|p) és trivial; aixo equival a dir que tots els ideals J3,, s6n
no ramificats sobre p. Analogament, direm que B és totalment ramificat quan el grup
d’inercia Go(Plp) és tot el grup de Galois Gal (L|K); aixo equival a dir que els ideals
primers 33, son totalment ramificats sobre p.

7.3 Extensions abelianes no finites de Q

En aquesta seccioé ens situarem en el cas en que el cos base és el cos Q dels nombres
racionals. Es tracta de resumir les propietats de les extensions abelianes de Q.

Sigui p un nombre primer i sigui u(p>) el grup de totes les arrels de la unitat d’una
clausura algebraica fixa de Q que s6n d’ordre potencia de p. El cos Q(u(p™)) és un cos
extensié abeliana de Q amb grup de Galois isomorf al grup abelia

Z)(p—1)ZxZy,=7](p—1)Z x l'&lZ/p"Z, sip# 2,
Z)27 x Ty = 7,27 x im Z,/2"Z, sip=2.

Es una extensié totalment ramificada en p i no ramificada fora de p. De fet, és el cos
extensié abeliana maximal de Q que és no ramificada fora de p.

De manera més general, si S és un conjunt qualsevol de nombres primers, el cos com-

posicié Q3 = HQ(u(poo)) és l'extensié abeliana maximal de Q no ramificada en tot
peS
primer ¢ ¢ S; el seu grup de Galois és isomorf al producte dels grups de Galois de les

extensions Q(u(p>))|Q per a p € S; és a dir,

[1z/v -1z x]] 2z, si2¢ S,

Gal (Q3,|Q) =~ { <8 res
a((@ab‘@) Z/QZXHZ/(P—DZXHZW si2ef.

peS peS

En general, doncs, el grup de Galois de 'extensié abeliana maximal de Q no ramificada
fora d'un conjunt fixat de primers no és un grup finitament generat, ja que els grups Z,
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no son grups numerables; pero, en canvi, si S és finit, el grup de Galois de l'extensio
Q5,|Q és un grup topologic finitament generat; en efecte, el producte dels grups Z, per a
p € S és un grup prociclic (és a dir, limit projectiu de grups ciclics) i, en conseqiiéncia,
és generat topologicament per un sol element; en conseqiiencia, el nombre de generadors
topologics de Gal (Qfd@) és < #S + 1.

En general, donats un cos de nombres K, extensié finita de Q, i un conjunt finit S
d’ideals primers de I’anell dels enters de K, es pot parlar de I'extensié maximal de K no
ramificada fora de S, K°|K, i de I'extensié abeliana maximal de K no ramificada fora de
S, K5|K; sén extensions de Galois del cos K; ens podem preguntar sobre la generacié
finita o no del grup de Galois d’aquestes extensions. En general, no es coneix encara la
resposta a aquesta pregunta. De fet, el grup G¥ = Gal (K SIK ) és 'abelianitzat del
grup Gg := Gal (K S|IK ), de manera que el fet de tenir informacié sobre aquest darrer pot
donar llum sobre que succeeix per a Gg. 1 en el cas en que el grup Gg sigui finitament
generat com a grup topologic, encara sorgeix la qiiestié de donar fites bones per al nombre
de generadors; i millor si aquestes fites només depenen del cos K i del cardinal del conjunt
S. Aquesta pregunta és la que hem respost en el cas abelia sobre Q per a tot conjunt finit
S de nombres primers.



Capitol 8

Equacions diofantines

La segona part del curs es dedica a fer un estudi, d’'una banda, d’algunes equacions
diofantines, i de 'altra, d’alguns metodes locals i d’alguns metodes analitics importants
en Teoria algebraica de Nombres. L’objectiu d’aquest capitol és fer-ne una introduccio.
Concretament, per a aquesta part del curs utilitzarem com a fil conductor I'estudi de
I'equacié de Fermat i la classificacié de les formes quadratiques racionals. Aquest capitol
conté motivacions per a aquest estudi.

8.1 Coniques racionals

Per a comencgar de manera planera, podem preguntar-nos pel conjunt dels punts racionals
d’una conica projectiva, i ens situarem en el cas d’un cos de caracteristica diferent de 2.

Exercici 8.1.1. Sigui K un cos qualsevol de caracteristica diferent de 2. Aleshores
tota forma quadratica q(Y3,Ys,...,Y,) de coeficients en K és diagonalitzable; és a dir,
existeixen as, asg,...,a, € K i un canvi lineal de les indeterminades (invertible), també
de coeficients en K, de manera que la forma quadratica ¢ es pot escriure en la forma
a1 X? + as X3+ +a, X2

En particular, tota conica projectiva C' definida sobre K té un model donat per una
equacié aX? 4+ bY? + cZ? = 0, de coeficients a, b, c € K. El problema que ens interessa és
fer la descripcié del conjunt C'(K) format per tots els punts P := (x,y, z) de coordenades
projectives z,y, z € K tals que ax? + by* + c2? = 0.

Notem que, per exemple, la conica donada per I'equacié X2+ Y2+ Z2? = 0 no té punts
racionals (ni tampoc punts reals); en aquest cas, tenim que C'(R) = C(Q) = @. Aixi, un
primer problema que seria bo de tractar és esbrinar si el conjunt C'(K') és no buit.

Definicié 8.1.2. Una conica C s’anomena (absolutament) irreductible quan una forma
quadratica aX? + bY? + cZ? que la defineix no és el producte de dues formes lineals de
coeficients en K“, una clausura algebraica de K.

Exercici 8.1.3. En particular, aixo equival a dir que els coeficients a, b, ¢ sén tots tres
no nuls. I aixo equival a dir que cap forma quadratica que defineix C' no descompon en
producte de dues formes lineals de coeficients en K.
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Considerem, doncs, una conica irreductible, C, definida per una forma quadratica
aX?+bY?+cZ?* de coeficients a, b, c en el cos K, i suposem que Py := (¢, Yo, 20) € C(K)
és un punt K-racional de la conica C'. Sigui r una recta K-racional que no passi per Fp;
equivalentment, r és definida per una forma lineal en XY, Z de coeficients en K, algun
d’ells no nul.

Si ara considerem un punt qualsevol P € C(K), la recta que uneix Py amb P és
una recta K-racional, ja que és definida per una equacié de coeficients en K; per tant,
la intersecci6 d’aquesta recta amb la recta r és un punt K-racional del pla projectiu.
Reciprocament, donat un punt K-racional de r, la recta que uneix aquest punt amb Fy
és una recta K-racional, de manera que la seva interseccié amb la conica C' consta de dos
punts K-racionals; en efecte, la interseccié de la recta amb la conica és una parella de
punts del pla projectiu; com que un d’ells és el punt F, que és K-racional, i com que la
conica és K-racional, ’altre punt ha de tenir coordenades en K. Dit d'una altra manera,
hem provat el resultat segiient:

Proposicié 8.1.4. Sigui C' una conica irreductible definida sobre un cos K de carac-
teristica diferent de 2 i tal que C'(K) sigui no buit. Aleshores, existeix una bijeccid entre
el conjunt C(K) dels punts K-racionals de C' i el conjunt dels punts K-racionals d’una
recta arbitraria definida sobre K. [J

Definicié 8.1.5. S’anomena terna pitagorica una terna (a, b, ¢) de nomtres enters per als
quals se satisfa I'equacié pitagorica, X2 + Y2 = Z2: o sigui, I'equacié de Fermat per a
exponent n = 2. Notem que les ternes pitagoriques tals que a, b, ¢ > 0 corresponen a (les
longituds de) els costats dels triangles rectangles de costats racionals.

El resultat seglient proporciona una parametritzacio usual de les ternes pitagoriques
(cf., per exemple, [Tra 1998]).

Exercici 8.1.6. Sigui C' la conica definida per X? +Y?2 — Z2 = 0 sobre Q. En prendre
com a punt Fy el punt Py := (1,0,1) i com a recta r la recta X = 0, s’obté que els punts
racionals de C' sén els punts (z,y, z) i els (y, z, z) del pla projectiu que tenen coordenades
enteres de la forma x = \(u? — v?), y = 2 uw, z = A(u? +v?), tals que A € Z, X # 0, i
u, v sOn enters primers entre si.

Aixi, doncs, el problema de la descripcié del conjunt C(K') del punts K-racionals de la
conica (irreductible) C' queda reduit a estudiar en quines condicions el conjunt C'(K) és
no buit. I disposem d’una bona descripcio de la solucié en el cas en que el cos K és el cos
Q dels nombres racionals. Dit d'una altra manera, ens plantegem el problema segiient.

Problema 8.1.7. Donada una conica C' definida per una equacié aX? +bY? + cZ% =0
amb a,b,c € Q, no nuls, determinar una condici6 necessaria i suficient perque el conjunt
C(Q) sigui no buit.

Per a comengar, podem suposar que els coeficients a, b, ¢ sén enters primers entre si. En
efecte, si multipliquem els coeficients a, b, ¢ de ’equacié per un nombre no nul, el conjunt
de les solucions de l’equacié no varia; per tant, si multipliquem per un denominador
comu dels coeficients podem suposar que aquests sén enters; un cop els tenim enters, si
els dividim pel seu maxim divisor comi obtindrem coeficients primers entre si; és a dir,
podem suposar que mcd(a, b, c) = 1.
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D’altra banda, podem suposar que els coeficients sén lliures de quadrats. En efecte,
suposem que a = d?a’, amb o lliure de quadrats. Si canviem X per X/d, (que és un canvi
lineal de les indeterminades), i analogament amb els altres dos coeficients, la conica es
pot descriure per una nova equacié de la forma aX? +bY? + cZ? =0, amb a,b,c € Z, no
nuls, lliures de quadrats i primers entre si. Una reduccié més es resumeix en el resultat
segiient.

Lema 8.1.8. Sigui C' una conica absolutament irreductible definida sobre Q. Aleshores,
C' és descrita per una equacid de la forma aX? +bY? + cZ* =0, on a,b, c sén enters no
nuls, lliures de quadrats, i coprimers dos a dos. Si, a més a més, el conjunt C(Q) és no
buit, aleshores a,b,c no son tots del mateir signe.

DEMOSTRACIO: Cal veure que podem suposar que els coeficients sén coprimers dos a dos.
Per a aixo, suposem que d és el maxim divisor comu de a i b; aleshores, podem canviar el
coeficient a per a/d, b per b/d, i ¢ per dc, i les indeterminades X per dX, Y per dY,i Z
per Z/d, de manera que la nova equaci6 té els coeficients a i b primers entre si; repetint
el procediment amb les parelles a, c i b, ¢, obtenim el resultat que desitjavem.

Per a la segona part, és clar que si tots els coeficients sén del mateix signe els podem
suposar positius i si (z,y,2) € P?(Q), aleshores az® + by? + cz? > 0, ja que no pot ser
r =y =z = 0; pero aixo implica que C(Q) és el conjunt buit. O

Necessitarem, encara, una altra forma equivalent de ’equacid; concretament, encara
podem multiplicar tots els coeficients per —c i després treure quadrats, de manera que
podem suposar que 'equacié és de la forma aX? + bY? — Z? = 0, amb a, b enters lliures
de quadrats, pero no necessariament primers entre si. En aquestes condicions, és clar que
tot punt racional de C' també és un punt real, de manera que perque C(Q) sigui no buit
cal que els dos coeficients a, b no siguin negatius alhora.

8.2 El teorema de Legendre

L’objectiu d’aquesta seccio és demostrar el resultat segiient.

Teorema 8.2.1 (Legendre). Sigui C' una conica plana definida sobre Q, donada per una
equacid aX?+bY2+cZ% =0 on a,b, c sén enters no nuls, lliures de quadrats, no tots tres
del mateizr signe, i coprimers dos a dos. Condicio necessaria i suficient perqueé el conjunt
C(Q) dels punts racionals de C sigui no buit és que —ab sigui un residu quadratic modul
¢, —bc un residu quadratic modul a, i —ca un residu quadratic modul b.

DEMOSTRACIO: La demostracié de la necessitat de la condicié és senzilla. En efecte,
suposem que P € C(Q); podem elegir coordenades homogenies de P, (z,y, z), que si-
guin enters primers entre si; és a dir, tals que med(z,y,z) = 1. Aleshores, se satisfa la
congruencia —abz? = (by)* (mod ¢). Si p és un nombre primer que dividis alhora ¢ i z,
també dividiria by?, de manera que dividiria y, ja que med(b, ¢) = 1; per tant, p* dividiria
ax® + by? = —cz? i, com que c és lliure de quadrats, p hauria de dividir z; és a dir, p
dividiria x,y, z, contra la suposicié que med(z,y, z) = 1. Aixo diu que med(c, z) = 1 i,
per tant, que z és invertible modul ¢; en conseqiiencia, —ab = (by/x)? (mod c) i —ab és
un quadrat modul ¢. nalogament, també —bc és un quadrat modul a i —ca és un quadrat
modul b.

Per a veure la suficiencia de les condicions, utilitzarem alguns resultats intermedis.
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Lema 8.2.2. Siguin A,b,c € Z tals que med(b,c) =1, i A és un quadrat modul b i modul
c. Aleshores, A és un quadrat modul bc.

DEMOSTRACIO: La demostracié és una aplicacié immediata del teorema xines del residu:
les congruencies z2 = A (mod b) i 22 = A (mod b) tenen solucié, de manera que tamhé
en té la congruencia 2> = A (mod be). O

Lema 8.2.3. Siguin K un cos qualsevol i a,b elements no nuls de K. Aleshores, les tres
condicions segiients son equivalents:

(a) L’equacié aX? +bY? — Z? = 0 té una solucid no trivial;
(b) a € N(K(Vb));
(c) be N(K(Va)),

on N(L*) designa el grup dels elements de K que sdn norma d’un element no nul de L.

DEMOSTRACIO: Sigui a € K(v/b)* i suposem que [K(vb) : K] = 2. Aleshores, podem
escriure o en la forma o = z + yv/b amb y,z € K, de manera que N(a) = 2% — by>.
Si tenim una solucié no trivial (x,y, z) de equacié aX? + bY? — Z? = 0, se satisfa que
z # 0, ja que si fos 2 = 0 seria b = (z/y)? i [K(V/b) : K] = 1; per tant, obtenim que
a = N(a/z) = (z/z)* — b(y/z)* € N(K(vb)*). I reciprocament: si a = N(z + yv/b), és
a=2*>—by?i(1,y,z) és una soluci6 no trivial de I'equacié aX? + bY? — Z? = (0. D’altra
banda, si [K(v/b) : K] = 1, aleshores b és el quadrat d'un element no nul de K; perd en
aquest cas tot element de K és norma i 'equacié aX? + bY? — Z2 = 0 té la soluci6é no
trivial (0, 1, \/l_)) L’equivalencia amb l'altra propietat es fa analogament, en intercanviar
els papers de a i b. [

Per a provar la suficiencia de les condicions del teorema de Legendre és suficient de-
mostrar que l'equacié —acX? — beY? — Z? = 0 té solucions enteres (z,y,z) # (0,0,0).
La hipotesi que —ac és un quadrat modul b, afegit al fet trivial que —ac és un quadrat
modul ¢ i al fet que med(b, ¢) = 1, fa que —ac sigui un quadrat modul be. Analogament,
—bc també és un quadrat modul ac. Per tant, el teorema de Legendre quedara provat si
demostrem la proposicio segiient.

Proposicio 8.2.4. Siguin a,b enters no nuls, lliures de quadrats, no tots dos negatius,
i tals que a és un quadrat modul b, b és un quadrat modul a, i —ab/d?* és un quadrat
modul d, on d := mcd(a,b). Aleshores, l'equacié aX?+0bY? — Z? = 0 té solucions enteres

(z,y,2) # (0,0,0).

DEMOSTRACIO: Podem fer induccid sobre m := |a| + |b|; és clar que sempre m > 2. Si
m = 2, aleshores |a| = |b] = 1 i, com que a i b no sén tots dos negatius, les possibilitats
de 'equacio sén

X24Y2— 72—, (1,0,1),
X2 -Y?-72=0, que tenen solucions (1,0,1),
_X24yio 2o, (0,1,1),

enteres no trivials.
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Suposem, doncs, que m > 2. Per la simetria de I'equacié, podem suposar que |a| < |b],
de manera que [b| > 2. Si a = 1, obtenim una solucié no trivial (1,0,1) de I'equacid;
si no, com que a és un quadrat modul b, podem trobar enters ¢, tals que t*> = a + bb';
com que a és lliure de quadrats, és b’ # 0 i, a més a més, podem elegir ¢ de manera que
2[t] < |b|. Clarament, b’ = t* —a = N(¢t — /a) € N(Q(v/a)*) i, per tant, b és norma de
Q(y/a)* si, i només si, ho és b'. Dit d’'una altra manera, l'equacié aX? + bY? — Z2 = 0
té soluci2ons 1no trixzfials si, i només 2si, en té l'equacié aX? + Y% — Z%2 = 0. Ara bé,
| = 1t 0] a < ! ‘J[:||a| < (|b‘/2’>b‘+ l < @+ 1 < |b], ja que |b] > 2. Si escrivim
b = u?y amb b’ lliure de quadrats, encara obtenim la desigualtat [b”| < [b'| < [b], de
manera que |a| 4 [0”| < |a| + |b] = m; per hipotesi d’induccid, només cal comprovar que
els nous coeficients a, b” satisfan les hipotesis de la proposicio. Es a dir, cal comprovar
que, si escrivim d” := med(a, b”), aleshores a, b” sén enters lliures de quadrats, cosa que és
clara, no tots dos negatius, i tals que a és un quadrat modul b”, b” és un quadrat modul
a,i—ab”/(d")?* és un quadrat modul d”".

De la igualtat ¢ — a = bb"u? es dedueix immediatament, d'una banda, que a és un
quadrat modul b” i, de I'altra, que si a és negatiu, aleshores b i b” tenen el mateix signe;
d’on, per hipotesi, b,b” > 0. Veiem, ara, que b” és un quadrat modul a. Si p és un nombre
primer que dividis alhora a i u, de la mateixa igualtat t> — a = bb"u? obtindriem que
p? dividiria a; perd a és lliure de quadrats. Per tant, mcd(a,u) = 1 i podem escriure
by = (t/u)? (mod a); en particular, bb” és també un quadrat modul a/d i, com que b
ho és i med(b,a/d) = 1, també b” és un quadrat modul a/d. D’altra banda, com que d
divideix a i b, de la igualtat —abb"u? = —at? + a® resulta que d* divideix at® i, com que
a és lliure de quadrats, d divideix t; posem t = dt’ amb t’ € Z. Obtenim la nova igualtat

i (5

d? d
d’on ; )
B2 = (&
d2b ut = (d) (mod d).

Com que mcd(a,u) = 1, també med(d,u) = 1 i com que, per hipotesi, —ab/d? és un
quadrat modul d, resulta que b” és un quadrat modul d. Finalment, com que a és lliure
de quadrats, és med(d, a/d) =1 i, com que b” és un quadrat modul a/d i modul d, també
b” és un quadrat modul a.

Només resta veure que —ab” /(d")? és un quadrat modul d”. Analogament, de la igualtat

—abbt’"u? = —at® + a?, podem escriure t = t"d"” amb t” € Z. Obtenim la igualtat
ab” 2 "2 a2

—gatt ==t + ()
d’on " )

at’ . 5, ra

b’ = (d—> (mod d").

Com que med(a,u) = 1, també med(d”,u) = 1 i podem escriure

al’ 7 oa \?2 .
Perd si p és un primer que dividis alhora b i d”, de la igualtat —abb’u? = —at"*d"* + a2

resulta que p? dividiria a?, de manera que a no seria lliure de quadrats. Aixo ens permet
dir que med(b,d”) = 1 i, aleshores, —ab”/d"* és un quadrat moddul d”, ja que b ho és
perque ho és modul a i a és un multiple de d”. Aixo acaba la demostracié. [J
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8.3 L’equacié de Fermat per a exponent 3

En aquesta seccio es tracta de provar que 1'equacio
X*+y =27
no té solucions enteres no trivials; és a dir, tals que XY Z #£ 0.

Per a aixo, utilitzarem el metode anomenat del descens aixi com el coneixement que
tenim de 'aritmetica de 'anell dels enters del cos ciclotomic de les arrels cibiques de la
unitat. De fet, provarem un resultat més general. Concretament, provarem el teorema
segiient.

Teorema 8.3.1. Siguin w una arrel cibica primitiva de la unitat i u € Zw] un element

invertible. Aleshores, no existeiren elements x,y, 2 € Z|w] tals que xyz # 0 i ¥3+y> = uz3.

DEMOSTRACIO: Farem la demostracié del teorema en diverses etapes. Posem p 1'tinic
ideal primer de Z[w] que ramifica sobre Z; aixo és, p és 'ideal principal generat per
I'element 1 — w. En primer lloc, veiem que no hi ha solucions tals que zyz € p (primer
cas).

Perd, abans, observem que si x € Zw] i si z — 1 € p, aleshores 23 — 1 € p*. En
efecte, si escrivim x — 1 = (1 — w) amb ¢t € Z[w], podem escriure la igualtat 2* — 1 =
(z—1D)(z—w)(z—w?) =t(1l-w)(1+t)(1-w)(1+t+w)(1-w) = t(1+t)(1+t+w)(l—w)>.
Com que Z|w|/p = Z/3Z, algun dels elements ¢,t 4+ 1,¢ + 2 és de 'ideal p; sit,t +1 ¢ p,
aleshores t +2 € p, de manera que t + 1 +w =t+2 — (1 —w) € p; per tant, obtenim que
P —1=t(1+t)(1+t+w)(l—w)®e€p* com hem afirmat.

Provem ara el primer cas. Si suposem que tenim una solucié x,y, z tal que zyz ¢ p,
aleshores ha de ser 23,3, 23 = &1 (mod p?), de manera que obtenim una igualtat

+1+1=4u (mod p*);

equivalentment, uv = —2,0,2 (mod p*). Pero aixo no és veritat per a cap de les unitats de
Z|w]. En efecte, les unitats de Z[w] sén els nombres +1, 4w, +w? i tots ells sén +1 modul
ppamésamés, w—2=(w—1)—1¢p,iw+2=(w—1)+3¢ p? de manera que ni
w — 2 ni w+ 2 no pertanyen a p*. Analogament, tampoc w? — 2, w? + 2 no pertanyen a p*.

Seguidament, suposem que existeix una solucié x,y, z tal que z € p i med(z,y) = 1

(segon cas); aixo darrer té sentit ja que 'anell Z[w] és un anell principal. En aquesta
situacid, se satisfa que z € pZ.

En efecte, de la igualtat 23 +4® = uz® i dels fets que z € p i med(z,y) = 1, resulta que
xy ¢ p. Igual que abans, obtenim una congrueéncia

+14+1=uz* (mod p?).

Com que +2 ¢ p i uz® € p, ha de ser uz® € p*, de manera que z € p>.
Seguidament anem a fer el pas de descens.

Lema 8.3.2. Siguin x,y, z,u € Z[w], i suposem que u és invertible, que x> + y* = uz?,

que xy ¢ p, que mcd(x,y) = 1, i que z € p*¥ — p**L per a algun k > 2. Aleshores,
existeizen 1,1, 21, u1 € Zlw| que satisfan les mateizes condicions que els x,y, z,u, pero
2 € phl - pk,
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DEMOSTRACIO: Podem escriure la igualtat 2% 4+ y® = uz® en la forma més convenient
(z +y) (2 + wy)(z + wy) = uz’.

Com que uz® € pb, algun dels elements x + y, © + wy, = + w?y, pertany a p%. Si convé,
podem canviar y per wy o per w?y, de manera que puguem assegurar que x +y € p.
Pero, aleshores, v+ wy, v+ w?y € p—p% jaque v +wy =z +y — (1 — w)y, i també
r+w?y =r+y—(1—w?)y. Siposem k > 2 I'exponent més gran tal que z € p*, aleshores,
I’exponent més gran v tal que x + y € p¥ és determinat per la igualtat v + 2 = 3k. Ara,
med(x +y, T +wy) = med(x +y, T +w?y) = 1 —w, ja que med(z,y) = 1. Per tant, podem
factoritzar x + vy, r + wy, * + w?y en la forma

'r—i_y:wlail)’(l_w)v? aq ¢p7
T4 wy =weaz(l—w), as ¢y,
T+ w’y =wzoi(l —w), azép,

on wy, wy, w3 s6n unitats de Zwl; i se satisfa que, si i # j, aleshores med(ay, ;) = 1. Si
ara tenim en compte que 1 + w + w? = 0, obtenim que

0= (z+y) +w@+wy)+w(r+uwy) =wa’(l—w)’ +wwas(l—w)+wwsas(l—w).
I si dividim per 1 — w, obtenim la nova igualtat
0 = w12} + wywr} + waw?y;,

on escrivim z; 1= ay(1 — w)¥71 21 := a9, i y1 := az. I en dividir per wyw, obtenim una
igualtat
3 3 3
T+ a1yy = €227,

en la qual &; sén unitats de Z[w]. Si mirem aquesta darrera equacié modul p? i tenim
en compte que z; € p? observarem que &1 4 &; € p?; perd aixo implica, com abans, que
e = +1. D’aquesta manera, i si convé, canviant y; de signe, obtenim la igualtat

3,.3_ 3
]+ Y] = wzy,

on u; := €9; com que la potencia exacta de p que conté z; és exactament k — 1, hem
acabat. [J

Amb aquest resultat la demostracié s’acaba facilment. En efecte, si tinguéssim una
solucié x,y, z tal que xyz # 0, podem suposar que algun dels elements z,y, 2 no pertany
a l'ideal principal p; si z,y ¢ p, el lema anterior proporciona una contradiccid; si z € p
perd yz ¢ p, aleshores seria u = 41 (mod p?); perd aixo implica que u = +1, ja que
wH+lw?+1¢épiw—1,w?—1¢ p? En conseqiiencia, podem reescriure la solucié en la
forma (£2)% + (—y)® = 2%, amb yz ¢ p, i x € p. Ara, podem aplicar el pas de descens i
arribem a contradiccié. [J

8.4 L’equacié de Fermat per a exponent 4

Un dels metodes que va usar Fermat en les seves recerques aritmetiques es coneix avui
com el metode del descens, o metode del descens de Fermat, i ja ’hem fet servir per a la
demostracio del cas n = 3 de 'equacié de Fermat.
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El metode consisteix a fer una demostraciéo per reduccié a ’absurd, basada en la
construccié d’una successié estrictament decreixent de nombres naturals. Usarem aquest
metode per a provar el cas n = 4 de 'equacié de Fermat (cf. [Tra 1998]).

Proposici6 8.4.1. L’equacid diofantina X*+Y* = Z% no admet solucions enteres (x,y, z)
tals que xyz # 0.

DEMOSTRACIO: Suposem que (z,y, z) és una solucié entera de I'equacié X*+Y* = 72, tal
que zyz # 0. Siconvé, canviem els signes, de manera que podem suposar que z > 0, y > 0,
iz>0. Amésa més, siexisteixen solucions, podem suposar que z és el menor nombre
natural no nul per al qual existeixen nombres enters z, y tals que z*+y* = 22. Si és aquest
el cas, se satisfa, a més a més, que med(z,y) = med(zx, z) = med(y, z) = med(z,y, z) = 1.
En efecte, si d > 1 és un divisor comu de z i de y, aleshores d? és un divisor de z; dividim
x iy perdizper d? iobtenim una nova solucié positiva (z’,1/, 2') tal que 0 < 2/ < 2.
Analogament, si p és un divisor primer comu de z i de z (respectivament, de y i de z),
aleshores p també divideix y (respectivament, p també divideix z) i p* divideix z, de
manera que podem simplificar un factor p de x i de y i p* de z i obtenir una altra solucié
positiva amb un valor positiu i menor de la variable z, contrariament a l’eleccié de la
solucié (x,y,z) com una de les que fan que z sigui el mjnim possible entre els nombres
enters estrictament positius.

Ara, observem que els nombres z2, 1% i z formen una terna pitagorica primitiva i
) b

positiva, i podem suposar que y és parell (si convé, intercanviem els papers de = i de y);
per tant, existeixen nombres enters v > v > 0 tals que med(u, v) = 1, que u # v (mod 2),

ique 22 =u? — 02, y? = 2uv, i z = u® + v? (cf. Uexercici 8.1.6).
Yy

D’aquesta manera, obtenim que u? = 2% + v?, amb med(u,v) = 1, i els tres nombres
u, v, x sén positius; és a dir, (z,v,u) també és una terna pitagorica positiva i primitiva
amb x senar i, en conseqiiencia, v és parell i u és senar. Aixo implica que existeixen
nombres enters a > b > 0, amb mcd(a,b) = 11 a #Z b (mod 2), i tals que z = a* — b,
v = 2abiu = a®+ b2 Ara, de la igualtat y? = 2uv = 4uab i del fet que u,a,b sén
primers entre si dos a dos, obtenim que u, a, i b sén quadrats. Ara bé, de la condicid
z=u?+0v2 > u? > u > \/u, veiem que se satisfa la igualtat /u” = /a' + \/54, de manera
que obtenim una solucié entera de I'equacié X* + Y? = Z2 amb un valor menor de z.
Aquesta contradiccié acaba la prova del resultat. [

Corollari 8.4.2. L’equacié X* +Y* = Z* no té solucions enteres amb XY Z # 0. [

8.5 El primer cas de ’equacié de Fermat per a expo-
nents regulars

La conjectura de Fermat, problema que encara era obert en la primera versié d’aquest
curs, i que va ésser tancat per A. Wiles (cf. [Wi 1995]), consisteix a demostrar que donat
un enter n > 3, 'equacio

X"+Y"r=27"
no té solucions enteres tals que XY Z # 0.

Hem provat aquesta conjectura per als casos n = 3 i n = 4; i és senzill demostrar que
si la conjectura de Fermat se satisfa per a tot exponent primer senar p > 5, aleshores se
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satisfa per a tot exponent n > 3. A més a més, donada una possible solucié (z,y, z) amb
xyz # 0, podem suposar que els nombres enters x,y, z sén primers dos a dos.

Definicié 8.5.1. S’anomena “primer cas del teorema de Fermat” ’enunciat segiient:

Sigui p > 5 un nombre primer. Aleshores, no existeixen enters x,y, z, no nuls, no divisi-
bles per p, primers dos a dos, 1 tals que xP + yP = 2P.

Per contra, si algun dels enters z,y, z és divisible per p, aleshores es pot suposar,
canviant si convé algun signe, que p divideix z; i, en conseqiiencia, p no divideix ni z ni
y. Aquest és el que se sol anomenar el “segon cas”.

En aquesta seccio es tracta de provar el primer cas del teorema de Fermat per a tot
primer regular p > 5.

Definicié 8.5.2. Siguin p un nombre primer senar i ( una arrel primitiva p-eésima de la
unitat. Es diu que p és un primer regular quan p no divideix h,, el nombre de classes
d’ideals de I’anell dels enters del cos ciclotomic Q(¢) de les arrels p-ésimes de la unitat.

Amb aquesta definicié, 'enunciat precis del resultat que volem provar és el segiient.

Teorema 8.5.3 (Kummer). Sigui p un primer regular. Aleshores, l’equacid
XP4+YP =P

no té solucions enteres (x,y,z) amb x,y,z no nuls, primers dos a dos, i tals que p no
divideix el producte xyz.

Abans de procedir a la seva demostracié convé establir, pero, alguns resultats. Co-
mencem per un resultat de Kummer relatiu a unitats del cos ciclotomic K := Q((), on ¢
és una arrel primitiva p-esima de la unitat.

Lema 8.5.4 (Kummer). Siguin Kt := Q(¢C+¢™ 1) el subcos real mazimal de K, A := Z|(]
Uanell dels enters de K, 1 A™ Uanell dels enters de K*. Aleshores, tota unitat de A és el
producte d’una unitat de A™ per una arrel p-ésima de la unitat.

DEMOSTRACIO: Considerem K com a subcos de C i suposem que u és un element inver-
tible de A. Com que la conjugacié complexa és un automorfisme de A, el nombre complex
v := u/u, on u designa el complex conjugat de u, és un nombre complex de modul 1; a
més a més, com que el grup de Galois Gal (K|Q) és commutatiu, per a tot automorfisme
o de K l'element o(v) també és un nombre complex de modul 1. D’altra banda, com que
u és invertible, també u és un element invertible de A, de manera que v € A. Aixi, 'enter
algebraic v té tots els seus conjugats de modul 1; aixo ens permet assegurar que v és una
arrel de la unitat; com que les iniques arrels de la unitat de K sén les arrels 2p-esimes,
v és una arrel 2p-esima de la unitat i, en conseqiiencia, de la forma +¢*, amb k enter; i
com que l'ordre p de ( és senar, podem suposar que k = 2r és un enter parell. Es tracta
de veure que v = (*; és a dir, que val el signe positiu. Per a veure aixo, podem escriure
u en la forma
u=ag+ a1l + asC’ + -+ ap_2(P 7,

amb a; € Z; aleshores, u =u = ap+a;+---+a,_2 (mod (1—()), I'inic ideal primer de A
que divideix p. Si fos v = —(*, aleshores obtindriem la congruénciau = —u (mod (1—¢));
com que 2 ¢ (1 — ()A, aixo contradiria el fet que u és unitat.
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Per tant, v = ¢ u; si posem ut := (~"u, aleshores és ut = (" = u*, de manera que
ut € ANR = A", Aixi, u és el producte d’una arrel de la unitat, (", per una unitat u™
de AT, i aix0 acaba la demostracié. [

Lema 8.5.5 (Kummer). Siguin p un nombre primer senar, ¢ una arrel primitiva p-ésima
de la unitat, i A := Z[(] Uanell dels enters del cos ciclotomic Q(C). Suposem que x,y,z
son enters mo nuls, no divisibles per p, coprimers dos a dos, i tals que xP + yP = 2ZP.
Aleshores, per a tota parella (i,7) d’enters diferents modul p els ideals principals (x + C'y)
i (x+ (7y) de Uanell A sén primers entre si.

DEMOSTRACIO: Posem p := (1 — (), I'inic ideal primer de A que divideix p, i suposem
que q € A és un ideal primer de A que divideix alhora els ideals (z + ('y) i (x + (Yy).
Aleshores, q divideix I'ideal ((¢*—¢7)y), de manera que q divideix yA o bé q divideix I'ideal
(=) =(1-¢) =p,jaquei Z j (mod p). Analogament, com que (z+('y) = (y+( ‘)
i(x+y) = (y+ (7z), q divideix £A o bé q divideix p. Com que els enters x,y sén
primers entre si, els ideals xA, yA també sén primers entre si en A; aix0 implica que
g = p. En conseqiiencia, de la congruencia x +y = x + 'y (mod p) i del fet que z+y € Z
s’obté que x4y és divisible pel primer de Z que p divideix; és a dir, p divideix z+y. Ara,
de la igualtat a? 4+ y? = 2P i del fet que x + y divideix a” + y? es dedueix que p divideix
z, contra la hipdtesi. Per tant, els ideals (x + ('y), (z + (Yy) sén primers entre si. [

Anem a procedir, ara, a la demostracio del teorema. Com que el cas p = 3 ja ha estat
provat, i no només el primer cas, podem suposar que p > 5. Suposem, doncs, que p > 5
és un primer regular i que x,y, z sén enters no divisibles per p, primers dos a dos, i tals
que 2P + yP = 2P,

Si suposem que x =y = —z (mod p), aleshores obtenim que 2P = 2P + y? = —22P, de
manera que p divideix 3z, absurd; per tant, dos dels tres nombres x, y, —z no sén congrus

modul p; intercanviant, si convé, —z amb x o y, podem suposar que x # y (mod p).
Aquesta hipotesi sera important en el que segueix.

De la igualtat xP 4+ yP = 2P, obtenim, en A, la igualtat

p—1
H(m + C'y) = 2
i=0
per tant, la igualtat d’ideals de A
p—1
(=AY = [Tt + ')
i=0

Ara bé, com que els ideals (z + ('y) sén primers entre si, cadascun d’aquests ideals és una
poténcia p-ésima; és a dir, existeixen ideals ag, a1,...,a,_; de A tals que (z + ('y) = af,

0<i<p-—1.

Ara utilitzarem la hipotesi que el primer p és regular. Per a tot index ¢ l'ideal a? és
principal; és a dir, a; és un element d’ordre divisor de p en el grup de classes d’ideals
de A; com que p no divideix 'ordre d’aquest grup, a; ha de ser un ideal principal. Per
tant, podem trobar un element «; € A tal que a; = a; A; i aleshores, obtenim la igualtat
(z+C'y) = (of); dit d’una altra manera, existeix una unitat e; € A* tal que x+('y = ;0.
Fixem-nos en I'index 7 = 1: com que tota unitat de A és el producte d’una unitat real per
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una arrel p-esima de la unitat, podem escriure una igualtat de la forma x 4+ (y = ("ua?,
amb u € A", invertible, o € A, i r enter.

Ara convé observar el fet que, donat un element o € A, arbitrari, existeix un enter
a € Z tal que o —a € pA; en efecte, si escrivim o = ag+a;(+- - +a, 2?2, amb a; € Z,

p—2
i després elevem a la potencia p-eésima, obtenim que o — Z al € pA,jaque (P =1. A
i=0
p—2
més a més, si @ és el complex conjugat de «a, també a? — a € pA, ja que a = Z a; ("
=0

D’aquesta manera, obtenim congruencies de la forma

z+Cy = ("ua” = ("ua  (mod pA)
Py = = (i (mod pd)

amb a € Z, ja que u € AT. Si multipliquem la primera per (" i la segona per (", obtenim
la congruencia (" (z + Cy) = ua = ("(x + ('y) (mod pA), que es pot escriure, després
de multiplicar per ¢, en la forma x + (y — (*"x — (* "1y € pA. Es tracta de veure que
aquesta condicié duu a contradiccié.

Per a aix0, notem que tot subconjunt de p — 1 elements del conjunt {1,¢,(?,...,¢P71}
és una Z-base de I'anell dels enters A de Q(¢). Per tant, si un element de pA és combinacié
lineal de coeficients enters de p — 1 d’aquests elements, aleshores tots els coeficients son
divisibles per p en Z.

Si apliquem aquesta observacié al nostre cas, com que p > 5 i com que z,y soén enters
no divisibles per p, dues de les arrels de la unitat 1, ¢, ¢*", ¢*~! han de coincidir. Distingim
casos: com que ¢ # 1, queden les possibilitats (> =1, (*"1 =1, (2?2 = 1.

Primer cas: (*" = 1. Aleshores, y(¢ — (') € pA, absurd.

Segon cas: ¢**~' = 1. En aquest cas, (x —y)(1 — ) € pA = pP~L; per tant, x — y € pP~2;
com que x —y € Z, ha de ser x — y € p NZ = pZ, contra la hipotesi que x #Z y (mod p).
Tercer cas: ¢* 2 = 1. Aleshores, x(1 — (?) € pA, de manera que z € pP > NZ = pZ,
contra la hipotesi que p no divideix xyz.

Aix0 acaba la demostracié del primer cas del teorema de Fermat per a primers regulars
p>5. 01






Capitol 9
Analisi p-adica

Per a fer analisi, molt sovint és més comode situar-se en el cos C que en el cos R. Aix0 és
conseqiiencia del fet que encara que R és complet, no és algebraicament tancat; en canvi,
C, a més a més de ser complet, és algebraicament tancat.

En aquesta segona part del curs, ens interessara fer analisi no només real; sind, a més a
més, analisi p-adica. Cal, doncs, introduir aquesta analisi. Després de construir els cossos
dels nombres p-adics, i de provar que sén complets, resultara que no séon algebraicament
tancats; i, aleshores, podrem considerar la seva clausura algebraica. Pero, ai las!, aquesta
clausura algebraica no és un cos complet. I ara, un cop considerem la seva complecid, en
resulta un cos complet i també algebraicament tancat. I és en aquest cos on sera comode
estudiar funcions i fer analisi.

En la primera part del curs, doncs, s’ha evitat parlar dels nombres p-adics, enters o
racionals, d’anells de valoracié discreta, d’anells complets, de valoracions, o de complecions
de cossos valorats; L’estudi d’aquests objectes i d’aquestes nocions és el que ens ocupara
en aquest capitol.

9.1 Valoracions
Aquesta seccié es dedica a la introduccié i 'estudi basic de les nocions de valoracié i
d’anell de valoracié per a un cos arbitrari.

Definicié 9.1.1. Siguin K un cos i I' un grup abelia totalment ordenat per una relacio
que denotem per <. Una aplicaciéo v : K* — I' s’anomena una valoracié de K en I'
quan per a tota parella d’elements z,y € K* tals que x + y # 0 se satisfan les propietats
segiients:

(a) v(zy) =v(x) +o(y); i
(b) v(z +y) > min(v(z),v(y)).

Sovint convé pensar l'aplicaci6 estesa a tot el cos K escrivint v(0) := +o00; aquesta
extensié és compatible amb els axiomes (a), (b) i les regles habituals de treball amb un
element 4oc0: per a tot element v € I,

+00 + (+00) = +00, Y+ (+00) =400,  +00>7.

121
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La imatge de 'aplicacié v és un subgrup totalment ordenat de I'; s’anomena el grup
de valors de la valoracié v. A fi de posar de manifest el grup de valors en la definicio,
s’acostuma a demanar que l’aplicacié v sigui exhaustiva; en aquest cas, es diu que v és
una valoracié de K de grup de valors I'.

Exemple 9.1.2. Donat un cos qualsevol, K, la valoracié trivial és la valoracié v definida
per v(z) = 0, per a tot element  # 0 de K i v(0) = +o0.

Proposicié 9.1.3. Siguin K un cos i v : K — I' U {+00} una valoracié qualsevol de
K. El conjunt A, :=={z € K : v(z) > 0} és un subanell de K, local, i amb ideal mazimal
B, :={r € K:v(r) >0}, amés amés, K és el cos de fraccions de A,.

DEMOSTRACIO: Es clar que A, és un anell i que B, és un ideal de A,,. Per a veure que A,
és local 1 que R, és el seu ideal maximal és suficient veure que el complementari A, —*,,
el conjunt dels elements = € A, tals que v(x) = 0, és exactament el grup multiplicatiu
dels elements invertibles de A,. Ara bé, si u € A, és un element invertible, aleshores se
satisfa la igualtat v(1) = v(u) + v(u™t); pero v(1) = v(1) + v(1), de manera que v(1) =0
i, com que v(u),v(u"') > 0 per hipotesi, ha de ser v(u) = v(u™') = 0. Reciprocament,
siu € K és tal que v(u) = 0, aleshores, de 0 = v(1) = v(u) + v(u™') és v(u™') = 0, de
manera que u~' € A, i u és invertible en A,. Finalment, suposem que z € K i z ¢ A,;
aixo ens permet dir que v(z) < 0, de manera que v(z~!) > 0 i, en conseqiiencia, x~! € A,;

aleshores, © = — pertany al cos de fraccions de A,. U
o

Definicié 9.1.4. L’anell A, s’anomena 'anell de la valoracié. L’ideal 3, C A, s’anomena
I’ideal de la valoracid.

La caracteritzacio segiient dels anells de valoracié sera 1til.

Proposicié 9.1.5. Sigui A un domini d’integritat. Condicio necessaria i suficient perque
A sigut un anell de valoracio és que per a tot element no nul x del cos de fraccions K de
A siguiz € Ao béx!l € A

DEMOSTRACIO: Si A és I'anell de valoracié associat a una valoracié v del seu cos de
fraccions, de la igualtat v(z) +v(z™!) = v(1) = 0 es dedueix que x € Ao 27! € A, ja que
alguna de les dues valoracions és no negativa.

Reciprocament, suposem que A satisfa la propietat de I'enunciat i considerem la pro-
jeccié natural v : K* — K*/A* on A* designa el grup dels elements invertibles de A.
Clarament se satisfa la propietat multiplicativa v(zy) = v(x)v(y), per az,y € K*. D’altra
banda, podem definir en el quocient I" := K*/A* una estructura de grup totalment ordenat
per la férmula v(z) < v(y) <= yz~' € A. En efecte, la definicié no depén dels repre-
sentants elegits, ja que dos representants d’un mateix element del quocient coincideixen
modul el producte per un element invertible de A; a més a més, la relacio és trivialment
reflexiva i transitiva; també és antisimetrica, ja que de yz~!, 2y~! € A es dedueix que
yr~ ! és invertible en A i, per tant, v(y) = v(x); i, finalment, donats elements z,y € K*,
bszy™t € Ao béyr! = (xzy 1)t € A, de manera que v(y) < v(z) o bé v(z) < v(y).
Per tant, < és una relacié d’ordre total en I'. Resta veure que la relacié < és compatible
amb l'estructura de grup de I' i que I'aplicacié v satisfa el segon axioma de valoracié. La
primera d’aquestes dues propietats és trivial, ja que (yz)(xz)™' = yz~!, de manera que
v(x) < v(y) equival a v(zz) < v(yz). Finalment, si suposem que z,y,z +y € K* i que
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v(x) < wo(y), cal veure que v(z +y) > v(x) = min(v(x),v(y)); pero dir que v(z)
dir que yz~! € A, de manera que (z +y)z™' =1+yx~! € A i, per tant, v(z) <
com voliem veure. [

< u(y) és
v(x+y),

Definicié 9.1.6. Una valoracio v s’anomena real quan el grup de valors és isomorf, com a
grup ordenat, a un subgrup del grup additiu dels nombres reals; s’anomena discreta quan
el grup de valors és un grup isomorf, com a grup ordenat, al grup additiu Z. Si v és una
valoracié discreta es diu que A, és un anell de valoracié discreta.

Exemple 9.1.7. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions i p C A un
ideal primer no nul. Donat un element no nul z € K l’ideal fraccionari xA admet una
descomposicié tnica com a producte d’ideals primers; sigui v,(z) I'exponent amb que
apareix l'ideal p en aquesta descomposicié. D’aquesta manera es defineix una valoracio
v, de K que té grup de valors el grup additiu Z dels nombres enters. Es, per tant, una
valoracio discreta; s’anomena la valoracio p-adica de K.

En particular, per a cada nombre primer p disposem d’una valoracié de Q; la valoraci
p-adica. Analogament, si K és un cos de nombres i p és un ideal primer no nul del seu
anell d’enters, disposem en K de la valoracié p-adica. Sén valoracions discretes.

Ens interessa, doncs, estudiar els anells de valoracio discreta.

Proposicié 9.1.8. Sigui A l'anell de valoracio associat a una valoracio discreta del seu
cos de fraccions, v : K — Z U {+o0}. Aleshores, A és un domini local principal.

DEMOSTRACIO: Només cal veure que A és principal. Pero si a € A és un ideal no nul
qualsevol, podem elegir un element no nul a € a de valoracié minima, ja que el conjunt
dels valors dels elements de A és un subconjunt de NU{+oc}; aleshores, per a tot element
b € a, ba~! és un element de valoracié no negativa de K, de manera que ba~! € A; per
tant, b = a(ba™') € aA; és a dir, a = aA. [

Corollari 9.1.9. Els anells de valoracid discreta son anells de Dedekind locals.

DEMOSTRACIO: En efecte, tot anell principal és un anell de Dedekind. [

Proposicié 9.1.10. Reciprocament, siguin A un anell de Dedekind local, p el seu ideal
maximal, i v la valoracio p-adica del seu cos de fraccions, definida més amunt. Aleshores,
A=A,; és a dir, A és un anell de valoracio discreta.

DEMOSTRACIO: Siguin K el cos de fraccions de A i x € K un element no nul qualsevol.
Com que els tunics ideals fraccionaris no nuls de A sén les potencies de p, dir que x € A
equival a dir que l'ideal fraccionari xA és enter; és a dir, que xA és una potencia no
negativa de p; i aixo és el mateix que dir que v(z) > 0 o, equivalentment, que z € A,. O

9.2 Valor absoluts

Una eina que ja s’ha demostrat 1til en la primera part del curs és la nocié de valor absolut;
per exemple, per a tota la part de geometria dels nombres.
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En efecte, en aquell context, només hem utilitzat el valor absolut usual de R i de C, el
fet que R i C s6n complets per a la topologia definida pel seu valor absolut, i hem utilitzat
eines de I’analisi matematica sobre R i sobre C.

Ara convé fer-ne un estudi més sistematic i estendre les nocions a fi de poder fer analisi

p-adica.

Definicié 9.2.1. Sigui K un cos. Una aplicacié | | : K — R s’anomena un valor absolut
de K si per a tota parella d’elements x,y € K se satisfan les propietas segiients:

(a) |z[ = 0;
(b) x| =0 <=2 =0;

(©) feyl = lzlly[; 1

(d) (Desigualtat triangular) |z + y| < |z| + |y|.

Si, a més a més, se satisfa la propietat, més forta que (d),

(d’) (Desigualtat ultrametrica) |z + y| < max(|z], |y|),
es diu que el valor absolut és no arquimedia o ultrametric; en cas contrari, el valor
absolut s’anomena arquimedia o no ultrametric.

Observacié 9.2.2. Com que |1| = |1-1| = [1||]1] i 1 # 0, és |1| # 0, de manera que
1] = 1.

Exemple 9.2.3. El valor absolut trivial es defineix en qualsevol cos K per les férmules
|0l =01 |z| =1 per a tot = # 0. Es un valor absolut ultrametric.

Exemple 9.2.4. Si K C C és un subcos qualsevol, la restriccié a K del valor absolut de
C és un valor absolut arquimedia de K.

En particular, si K és un cos de nombres i o : K — C és una immersié complexa de
K, obtenim un valor absolut arquimedia de K per la férmula |z|, := |o(z)|. Si designem
com és habitual el nombre complex conjugat d’un nombre complex o amb el simbol @,
podem escriure |x|2 = o(x)o(z); en particular, si @ és la immersié complexa conjugada
de o, se satisfa la igualtat de valors absoluts | |, = | |5

El resultat segiient és un criteri per a decidir quan un valor absolut és o no arquimedia.

Lema 9.2.5. Condicio necessaria i suficient perque un valor absolut d’un cos K sigui no
arquimedia és que el conjunt format pels valors absoluts |n|, n € Z, sigui fitat.

DEMOSTRACIO: En efecte, si | | és un valor absolut no arquimedia d’un cos K, aleshores,
per a tot enter n, se satisfa [n| = |1+ -4 1| < |1|, de manera que |1| és la fita desitjada.

Reciprocament, per a tot enter £ > 1, i per a tota parella d’elements z,y € K, la
formula del binomi i la desigualtat triangular ens permeten escriure que

k
k
PSS ()
=0 |\

[l fy[".
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Ara, |z)|y|*7 < max(|x], |y|)¥; com que els nombres combinatoris sén enters, obtenim
una desigualtat
o+ yl* < Ck+ 1) max(|z], |y])",

on C' és una fita dels valors absoluts dels enters; aquesta desigualtat la podem escriure en
la forma
[ +y| < CYE(k + 1)Y* max(|zl, |y);

com que la desigualtat és valida per a tot enter kK > 1, podem passar al limit i, com que
lim CY*(k 4 1)"/% = 1, obtenim la desigualtat que voliem

|z + y| < max(|z],[y]). O

Una manera natural d’obtenir valors absoluts en un cos és a partir de valoracions reals.
Siguin K un cos i v : K* — R U {400} una valoraci6 real de K. Per a tot nombre real
¢ > 1 podem considerar 1'aplicacié | |, : K — R definida per ||, := ¢™®). Aleshores,
| |, és un valor absolut del cos K. S’anomena un valor absolut associat a la valoracié v.
Clarament, ’anell de la valoracié A, coincideix amb el conjunt dels elements x € K tals
que |z|, < 11iTlideal de la valoracié amb el conjunt dels elements x € K tals que |z|, < 1.

Exemple 9.2.6. Si considerem el cos Q dels nombres racionals, disposem, doncs, d’una
gran quantitat de valors absoluts: d’una banda, el valor absolut usual |z| := max(x, —x),
que denotarem sovint per |z|.; de l'altra, d’'una familia doblement infinita de valors
absoluts | |,, associats a cada nombre primer p i a cada nombre real ¢ > 1: els valors
absoluts |z], := ¢~ associats a la valoracié p-adica v, de Q.

Analogament, si K és un cos extensio finita de Q, disposem de tots els valors absoluts
p-adics, associats als ideals primers no nuls, p, de I'anell dels enters de K, i dels valors
absoluts arquimedians, | |,, associats a les diferents immersions complexes, o, de K.

Ens proposem veure que aquests son, essencialment, tots els valors absoluts dels cossos
de nombres. Caldra, pero, treballar una mica. En particular, cal donar un significat precis
a l’adverbi essencialment.

Lema 9.2.7. Siguin | | un valor absolut d’un cos K i r un nombre real, 0 < r < 1.
Aleshores, Uaplicacid definida en K per lassignacid x — |x|" també és un valor absolut
de K.

DEMOSTRACIO: Fixat un nombre real positiu x, considerem la funcié g definida per a
tot nombre real positiu r per la férmula g(r) := (1 +27)/". La derivada d’aquesta funcié
admet 'expressio

g (r) = (1+ xT)lr;T (" logx" — (1 + 2")log(1 + z")) .

D’altra banda, la funcié h definida per la férmula h(z) := zlogx, per a tot nombre real
x > 1, és estrictament creixent; i per a tota parella de nombres reals positius x, r se satisfa
la desigualtat =" log ™ — (1 +2") log(1 +z") < 0. En conseqiiencia, per a tot nombre real
positiu z, la derivada de g és estrictament negativa en tot punt r i la funcié g és decreixent.
Per tant, per a tot nombre real positiu x i tot nombre real r tal que 0 < r < 1 se satisfa
la desigualtat (1 +27)/" > (1 + z); o equivalentment, (14 2") > (1 + z)".

Siguin, ara, 8,7 € K, 8,7 # 0, i posem b := ||, ¢ := |y|. Si fem z := ¢/b, substituim a
la desigualtat anterior, i multipliquem per ", obtenim la desigualtat b" +¢" > (b+¢)"; és
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adir, |B4+~|" < (|8 + |7])" < |8]" + |y|". Aix0 és suficient per a demostrar la desigualtat

triangular per a la funcié | |". Les altres tres propietats de valor absolut sén immediates.
O

Aquest resultat suggereix la definicié segiient.

Definicié 9.2.8. Dos valors absoluts d’un mateix cos K, | |1, | |2, s’anomenen equivalents
quan per a tot element z € K les condicions |z|; < 11 |z]s < 1 sén equivalents.

En particular, per a tot nombre real positiu r < 1, els valors absoluts | | 1 | |[" sén
equivalents.

Exercici 9.2.9. Lnic valor absolut equivalent al valor absolut trivial és el trivial.

Exemple 9.2.10. Siguin p un nombre primer i ¢1, c; nombres reals ¢;, ¢y > 1; aleshores,

f”p(x)

els valors absoluts p-adics definits per a tot nombre racional x per les férmules ¢
© = 1,2, sén equivalents.

Proposicié 9.2.11. Siguin | |1, | |2, dos valors absoluts equivalents i no trivials d’un cos
K. Aleshores, existeix un nombre real r > 0 tal que per a tot x € K és |z|o = |z|]

DEMOSTRACIO: Com que els valors absoluts sén no trivials, podem trobar un element
zo € K tal que |zgly > 1. Sigui r el nombre real definit per la igualtat |zl = |zo]}; com
que |zglz > 1, ja que | |2 és equivalent a | |1, obtenim que r > 0. Es tracta de veure que
per a tot element x € K se satisfa la igualtat |z|; = |x|]. Sigui, doncs, z € K un element
no nul; podem escriure |z|; = |zo|] per a un cert nombre real s i elegir dues successions
de nombres enters, {m;};, {n;};, amb n; > 0, tals que s = limm;/n; i m;/n; > s per
a tot index . Aleshores, podem escriure que |x|; = |zo|5 < |zo Ti/"i, ja que |zol1 > 1;
d’aqui, en elevar a n;, es dedueix que |2" /z5""|; < 1. Com que tots dos valors absoluts sén
equivalents, obtenim la desigualtat |z™ /2|5 < 1, que implica la relacié |z]s < |zo|3"/™;
i, en passar al limit, tenim que |z|y < |zol5.

Si repetim Pargument amb successions {m; };, {n;};, amb n; > 0, tals que s = limm;/n;
pero m;/n; < s per a tot index i, obtenim la desigualtat contraria |x|s > |z¢|3; per tant,
la igualtat |z|s = |zo]3. En conseqiiéncia, |x|s = |zo|5 = |xo|]® = |z|], per a tot element
no nul x € K, com voliem demostrar. []

Observem que tot valor absolut | | d'un cos K ens permet definir una distancia en K
per la férmula d(z,y) := |y — x|; en conseqiiéncia, una topologia en K compatible amb
Pestructura de cos. Es a dir, K té una estructura de cos topologic associada de manera
natural a cada valor absolut. La proposicié anterior ens ensenya que dos valors absoluts
son equivalents quan defineixen la mateixa topologia. En efecte, els subconjunts de K
formats pels elements x tals que |z| < € formen una base d’entorns oberts de zero; i la
proposicio anterior ens permet assegurar que aquesta base d’entorns ho és tant per a un

valor absolut com per a l'altre.

9.3 Valors absoluts de Q. Férmula del producte

En aquesta seccio es tracta de determinar tots els valors absoluts no equivalents de Q.
Recordem que disposem del valor absolut trivial, del valor absolut arquimedia usual,
|| 1= max(x, —z), i, per a tot nombre natural primer p, d’un valor absolut no arquime-
did que podem definir, llevat d’equivalencia, per la férmula |z, := p~%(®).
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Lema 9.3.1. Els valors absoluts | |«, | |p, p primer, son no equivalents dos a dos.

DEMOSTRACIO: Com que | |o és arquimedia i | |, és no arquimedia per a tot nombre
primer p, només cal veure que si p # ¢ sén nombres primers diferents, aleshores, | |, 1| |,
sén no equivalents. Pero aixo és clar, ja que |p|, = 1/p < 11, en canvi, |p|,=1>1. O

Teorema 9.3.2. Tot valor absolut arquimedia de Q és equivalent a | |. Tot valor absolut
no trivial i no arquimedia de Q és equivalent a un dels valors absoluts p-adics | |,, p primer.

DEMOSTRACIO: Sigui | | un valor absolut no trivial de Q. Donats m,n € Z, m,n > 1,
podem escriure m en base n; és a dir, si r és el nombre natural tal que n” < m < n"*!,
aleshores existeixen nombres enters a; € {0,1,...,n — 1}, 0 < i < r, a, # 0, Unics tals

que
T

i

m = E a;n'.
i=0

En aquesta situacio, la desigualtat triangular ens permet escriure que
' T '
ml < 3 Jaillnl < 3 Jaid max(L, o)’ < 3 oy max(L, n])"
i=0 i=0 i=0

i també que |a;| = |1+ -+ 1| < a4|1] < n|l| =n, ja que |1| = 1; per tant,

1
Im| < <1 + 0gm> nmax(1, |n|)1°gm/1°g”,
logn

ja que hi ha 7 + 1 sumands i se satisfa la desigualtat r < logm/logn. En canviar m per
mF per a qualsevol enter k > 0, i elevar a 1/k, obtenim la desigualtat

logm
logn

1/k
Im| < (1 +k ) nt/* max(1, |n|)1°gm/1°g”

i, en prendre limit,
Im| < max(1, |n|)ls™/loen, (9.3.1)

per a tota parella de nombres enters m,n > 1. Ara distingirem dos casos.
Primer cas: per a tot nombre enter n > 1 és |n| > 1.

La desigualtat (9.3.1) es pot llegir en la forma |m/|'/1°8™ < |n|'/1°6"  En intercanviar n
i m, obtenim la desigualtat contraria i, per tant, el nombre ¢ := |m|1/ logm no depen de m.
Aixi, se satisfa la igualtat |n| = c°®™ per a tot nombre natural n > 0. En conseqiiencia,
per a tot nombre racional positiu n/m és |n/m| = c9™/™  Si escrivim ¢ = e® per a un
cert nombre real positiu a, obtenim la igualtat || = |z|%, la potencia a-ésima del valor
absolut usual de z, per a tot nombre racional z, de manera que el valor absolut | | és
equivalent a | |-

Segon cas: existeix un nombre enter n > 1 tal que |n| < 1.

En aquest cas, max(1,|n|) = 11 de la desigualtat (9.3.1) obtenim que |m| < 1 per a
tot nombre enter positiu m. En particular, el valor absolut és no arquimedia. El conjunt
A:={z € Q: |z|] <1} és un anell local, amb ideal maximal P := {xr € Q: |z| < 1}, i
conté Z. Sigui pZ =P N Z; és un ideal primer no nul de Z, ja que si per a tot nombre
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primer p se satisfés la igualtat |p| = 1, aleshores seria |z| = 1 per a tot nombre racional
no nul z i el valor absolut seria trivial. Per tant, p és un nombre primer. Si m € Z — pZ,

= |p"| = |p|", sempre que r € Z i

m
aleshores m ¢ P i |m| = 1, de manera que ’—pr
n

m,n € Z — pZ; i aixo ens permet assegurar que | | és equivalent al valor absolut p-adic
| p- O

Observacié 9.3.3. Sigui P (Q) el conjunt format per oo i tots els nombres primers ¢ > 1.
Convé normalitzar els valors absoluts de Q de la manera segtient:

||0o 1= max(x, —z),

Iplp :==1/p.

D’aquesta manera, |p| =D, |p|, = 1/p, 1 |p|¢ = 1, per a tota parella de nombres primers
¢ # p, de forma que per a tot nombre primer p se satisfa la férmula H |ple = 1. Per

LeP(Q)
multiplicativitat, obtenim el resultat segiient.

Teorema 9.3.4 (Férmula del producte). Sigui x € Q, x # 0. Aleshores, el conjunt dels
elements ¢ € P(Q) tals que |z|, # 1 és finit i se satisfa la igualtat

IT 1zl.=1.0

LeP(Q)

9.4 Complecions

Per a procedir a demostrar un resultat analeg per a tot cos de nombres K és convenient
disposar de les complecions dels cossos dotats d’un valor absolut. Ja hem fet notar més
amunt que si K és un cos amb un valor absolut | |, aleshores K és també un espai metric
amb la distancia definida per la férmula d(x,y) := |y — x|. En particular, tenen sentit les
definicions de successié de Cauchy i de successié convergent d’elements de K respecte de
la distancia definida pel valor absolut.

Recordem que es diu ue una successio {a, },>o d’elements a,, € K és de Cauchy quan
per atot € € R, € > 0, existeix un nombre natural ng tal que per a tota parella de nombres
naturals m > n > ng se satisfa la desigualtat |a,, — a,| < ¢; 1 es diu que és convergent de
limit a € K, quan per a tot € € R, £ > 0, existeix un nombre natural ng tal que per a tot
nombre natural n > ng se satisfa la desigualtat |a, —a| < e.

Es immediat comprovar que tota successio convergent és de Cauchy, que tota successié
de Cauchy és fitada (en el sentit que existeix una constant C' € R tal que per a tot n > 0
és |a,| < C), aixi com les altres propietats usuals de les successions de Cauchy d’elements
d’un espai metric.

Definicié 9.4.1. Un cos K dotat d’un valor absolut | | es diu que és complet quan tota
successio de Cauchy d’elements de K és convergent a un element de K.

El primer objectiu d’aquesta seccié és recordar el resultat segiient.

Proposicié 9.4.2. Sigui K un cos dotat d’un valor absolut | |. Existeizen un cos K iun
valor absolut | | en K tals que:
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(a) K és un cos complet per al valor absolut | |;

(b) K conté K com a subcos i la restriccié a K del valor absolut de K és el valor absolut
de partida de K ;

(c) K és dens en K : i

(d) si (K1,| 1) i (Ka,| |2) sén cossos qualssevol per als quals se satisfan (a) (b), i (c),
aleshores existeix un unic isomorfisme de cossos ¢ : Ki — Ko que és la identitat
sobre K i que és compatible amb les estructures d’espai metric; és a dir, tal que

|o(@)]2 = [y

DEMOSTRACIO: Considerem 'anell C(K) de les successions de Cauchy d’elements de K;
l'ideal Zy(K) format per les successions que tenen limit zero és un ideal maximal d’aquest
anell i podem identificar K amb un subcos de C(K) si enviem cada element z € K a la
successi6 constant de valor z. L’anell quocient K := C(K)/Zo(K) és, doncs, un cos que
conté de manera natural K com a subcos.

Si {an}n, {bn}n sén dos elements de C(K) que difereixen en un element de Zy(K),
aleshores, els limits lim |a,| i lim |, | existeixen i coincideixen en R, de manera que podem
definir un valor absolut en K per la férmula {an}n| = lim|a,|. Aixo defineix un valor
absolut en K que estén el de K i que satisfa les propietats requerides. Els detalls de la
demostracio es deixen com a exercici: només cal copiar el que es fa per a veure el resultat

en el cas de Q i R amb el valor absolut usual. Més detalls es poden trobar, per exemple,
en [B-S 66], [Ja 73], [La 70], o [Ri 72]. O

Observacié 9.4.3. Notem que la demostracié pressuposa que ja s’ha construit el cos
dels nombres reals com a cos complecié de Q per al valor absolut usual. En efecte, ja la
definicié que hem donat de valor absolut com a aplicacié en R pressuposa que coneixem
R. De fet, inicialment caldria definir el valor absolut arquimedia de Q com a aplicaci6 en
Q, i, un cop construit R, estendre la definicié de valor absolut al cas general. i acabar la
construccié de R de manera molt semblant a com hem fet. No ens hi entretindrem.

Observacié 9.4.4. De fet, es demostra un resultat una mica més general que (d): si
(K1,| |1), (K2,] |2) son dos cossos amb valors absoluts i o : K; — K5 és un morfisme
tal que per a tot element x € Kj és |o(x)|s = |z|;, 1 si ([A(l,| 1) i (l?2,| |2) son cossos
amb valors absoluts per als quals se satisfan (a), (b) 1 (c) per a (Ki,| [1) i (K, | |2),

respectivament, aleshores existeix una extensio unica o : K — K, de o, tal que per a tot
element z € K és |o(z)|2 = |z

Definicié 9.4.5. Una parella (K, | |) que satisfa les condicions de la proposici6 s’anomena
una complecié de (K, | |). Acabem de veure que és unica llevat d’un tnic isomorfisme de
cossos que respecta el valor absolut; és a dir, llevat d’una tnica isometria de cossos.

L’objectiu més immediat és provar el teorema d’Ostrowski, que ens proporciona tots
els cossos complets respecte d’'un valor absolut arquimedia. Abans, pero, convé establir
un resultat previ.

Lema 9.4.6. Sigui | | un valor absolut de C que estén el valor absolut usual de R. Ales-
hores, per a tota parella de nombres reals a,b se satisfa la igualtat |a + bi]* = a® + b?; és
a dir, | | és el valor absolut usual de C.
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DEMOSTRACIO: Escrivim ||a + bi|| := (a® + b*)'/2, a,b € R, el valor absolut usual de C.
Com que per a tota parella de nombres reals a, b se satisfa la desigualtat (Ja| —]b])? > 0, és
2lal|b| < |a*+[b|* = a*+b?, de manera que obtenim la desigualtat (|a|+ [b|)? < 2(a®+0?)
i, en conseqiiencia, |a + bi| < |a| + |b||i] = |a| + |b] < V2(a® + b*)Y? = V/2||a + bi||, ja
que |i] = 1 perque i és una arrel de la unitat. Aixd ens permet assegurar que la funcié
f(a) :=|a|/||a||, definida en C — {0}, és fitada per v/2. Si per a algun nombre complex
no nul «a fos f(a) > 1, com que f és una funcié multiplicativa, obtindriem la contradiccié
que +o0o = lim f(a”) < V/2; per tant, f(a) < 1 per a tot « € C — {0}. En canviar a
per a~ !, obtindriem que f(a) > 1 per a tot a € C — {0}, de manera que f(a) = 1, com
voliem demostrar. [

Teorema 9.4.7 (Ostrowski). Sigui K un cos complet respecte d’un valor absolut arquime-
dia, | |. Aleshores, K és isomorf al cos R o bé al cos C i el valor absolut | | és equivalent
al valor absolut usual.

DEMOSTRACIO: Com que el valor absolut és arquimedia el cos K ha de ser de carac-
teristica zero, ja que en cas contrari els valors absoluts dels nombres nl, n € Z, serien en
nombre finit i, en conseqiiencia, el conjunt {|n|: n € Z} seria fitat. Doncs, la restriccié
del valor absolut a Q és un valor absolut arquimedia i, per tant, equivalent al valor absolut
usual de Q. Aixi, podem canviar el valor absolut de K per un d’equivalent, elevant a una
potencia, per tal que la seva restriccié a QQ sigui el valor absolut usual; i aixo no canvia el
resultat que volem provar.

Ara, com que K és complet i conté Q, conté la complecié de Q respecte del valor
absolut usual de Q; és a dir, el cos K conté R com a cos i la restriccié del valor absolut
de K a R coincideix amb el valor absolut usual de R. El segiient pas de la demostracio
consisteix a veure que podem suposar que K conté C com a cos i que la restriccié a C del
valor absolut de K és el valor absolut usual de C.

Si K no conté un element i tal que > = —1, canviem K per K (i) i considerem el

valor absolut de K (i) definit per la féormula |a + bi|? := |a|* + |b|?, a,b € K; efectivament,
aquesta definicié proporciona un valor absolut en K (i) que estén el de K i tal que K (i)
és complet respecte d’aquest valor absolut. Com que K conté R, obtenim que K (i) conté
C i, en virtut del lema anterior, la restriccié del valor absolut de K (i) a C és el valor
absolut usual de C. Si demostrem que K (i) = C haurem acabat, ja que K és un subcos
de K(i) = C que conté R, de manera que K = C o bé K = R, que és el que volem
demostrar.

En resum, podem suposar que C C K i cal veure que K = C. Suposem que C & K i
considerem un element z € K tal que z ¢ C. Es tracta d’arribar a contradiccio.

Sigui m = inf{|z — a] : a € C}. Es tracta de provar, en primer lloc, que existeix
un nombre complex aq tal que m = |z — agl; pero aixo és senzill: donat un nombre real
positiu ¢, el conjunt dels nombres complexos a per als quals |z —«a| < m+¢ esta inclos en
la bola tancada de radi m + € + |z| i centre a l'origen; la funcié f(a) := |z — a/, definida
en aquest compacte, és una funcio real i continua de manera que pren el seu minim en un
cert punt «aq del disc; i aixo implica que m = |z — ag| per a un cert element o € C.

En particular, podem canviar z per z—aqg de manera que obtenim un element z € K —C
tal que |z| < |z — «f per a tot @ € C. Observem que |z| > 0, ja que z ¢ C. Ara es tracta
de provar que per a tot nombre complex 3 tal que |G| < |z| és |z — 5] = |z|. Per a aixo,
sigui n € N i sigui ¢ una arrel primitiva n-esima de la unitat en C. A partir de la igualtat
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2= = (2= B)(2=(B) -+ (2=C"'B), tenim que [2—B[z—CB| - - [e =B < |2+ B[
com que ('S € C, per a cada un dels factors se satisfa la desigualtat |z — ("8 > |z| i

obtenim la desigualtat |z|""!z — 8] < [2]* + |8]" = |2|" (1 + Mi), de manera que

o
2= 8l < |4 (1+ Ll
]

prendre limit i obtenim la desigualtat |z — 3| < |z| per a tot nombre complex g tal que
|B| < |z|. I per leleccié de z, és |z — 3] = |z| per a tot nombre complex S tal que |5] < |z|.

). Com que aixo se satisfa per a tot nombre natural n, podem

En resum, hem provat que si C & K, aleshores podem trobar un element z € K — C
per al qual se satisfan les dues condicions segiients:

(a) peratot f€Cés|z| <|z— [l i,
(b) per a tot 8 € C tal que |5] < |z] és |z — 5] = |2|.

Com que z ¢ C, la propietat (a) ens permet assegurar que |z| > 0 i podem considerar
qualsevol nombre complex fy tal que |Gy| < |z|. L’element z; := z — 5 no pertany a
C i satisfa les mateixes condicions (a) i (b) que z, ja que la segona propietat es dedueix
de la primera, com hem vist més amunt. En conseqiiencia, se satisfan les condicions
z9:=21— Po=2—20y ¢ C, |2a] = |2| 1 |22| < |22 — ] per a tot nombre complex [3; per
induccid, per a tot enter k£ > 1 obtenim que z 1= z — kfy ¢ C, |zi| = |2| 1 |zk| < |2k — [
per a tot nombre complex g € C.

Ara bé, tot nombre complex « es pot escriure en la forma kS, per a algun nombre
natural £ > 0 i algun nombre complex [y tal que || < |z[; en conseqiiencia, |z — a| = |z|
per a tot nombre complex «. I aixo és contradictori. En efecte, si aixo fos aixi, per a tota
parella de nombres complexos «, 8 obtindriem una desigualtat de la forma

o = B <la— 2|+ |z = 8] = 2l2];

perd si prenem « = 3|z| 1 f = 0, aleshores |a — | = | 3]z|| = 3|z| > 2|z, ja que z # 0 i
|3|z| | = 3|z| perque 3|z| és real positiu i, en conseqiiencia, el seu valor absolut és 1'usual.

La contradiccid és conseqiiencia de la suposicié que C & K, de manera que K = C,
que és allo que voliem provar. []

9.5 Cossos complets no arquimedians

El teorema d’Ostrowski caracteritza els cossos complets respecte d’un valor absolut ar-
quimedia. Pero aquests no sén els tnics cossos complets que ens interessen. Entre els
cossos complets respecte de la topologia definida per un valor absolut n’hi ha una classe
especialment important des del punt de vista de I’Aritmetica: les complecions dels cossos
de nombres respecte dels valors absoluts p-adics per als ideals primers no nuls p dels seus
anells d’enters. En aquesta seccio es tracta d’estudiar-los. Per a aixo ens situarem en un
cas una mica més general.

Proposicié 9.5.1. Siguin K un cos, v una valoracié real de K 1 K la complecio de
K respecte d’un valor absolul associat a la valoracid v. Aleshores, existeiz una tinica
valoracio v : K — R U {+o0} que estén la valoracio v i tal que el valor absolut de K
com a cos complecio de K és associat a aquesta valoracio. A més a més, el grup de valors
de U coincideiz amb el grup de valors de v.
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DEMOSTRACIO: Si convé, podem canviar el valor absolut de K per un d’equivalent
i, aixi, podem suposar que és definit per la férmula |z| = e @) per a tot element
x € K; equivalentment, podem pensar que la valoraci6 de K és definida per la férmula
v(x) = —log|x|. Aquesta observaci6 ens servira per a definir una valoracié real de K.
En efecte, donat o € K, posem v(a) := —log|al; aquesta féormula defineix una aplicacié
7: K —RU {+00} que estén la valoraci6 v i, com que el valor absolut de K és no
arquimedia, el mateix succeeix amb el valor absolut de K , de manera que per a v se safisfan
les propietats formals de valoraci6. Resta veure que el grup de valors de ¥ coincideix amb
el grup de valors, I', de v.

Per a aixo, donat a € K , a # 0, existeix una successi6é {a,}, d’elements a, € K
tal que @ = lima,, de manera que |a| = lim|a,| # 0, per definicié del valor absolut
de K. En particular, {|a,|}, és una successi6é convergent de nombres reals no negatius;
per tant, admet una parcial monotona. En canviar, doncs, la successié {a,}, per una
parcial adequada, podem suposar que {|a,|}, és monotona. I com que v(«) € I' equival
a0(a™!) € T, canviem, si convé, a per o', i podem suposar que {|a,|}, és decreixent.
Veiem que la successié {|a,|}, és constant d’un lloc endavant. Si no fos aixi, prenem una
parcial de la successié {a,}, de manera que podem suposar que la successi6 {|a,|}, és
estrictament decreixent; és a dir, que per a tot nombre natural n és |a,.1| < |a,|. En
aquestes condicions, com que el valor absolut de K és no arquimedia, per a tot nombre
natural n se satisfa la igualtat |a, — any1| = |a,|. Ara bé, la successi6 {ay, }, és de Cauchy
i, per tant, lim|a,11 — a,| = 0; és a dir, |a| = lim|a,| = 0. Pero aixo contradiu el
fet que a # 0. En conseqiiencia, la successio {|a,|}, és constant d'un lloc endavant, de
manera que el seu limit és aquesta constant; és a dir, existeix n € N tal que |a| = |a,| o,
equivalentment, v(a) = v(a,) € I' i ja hem acabat. [J

Observacio 9.5.2. Hem provat que tot element no nul de K es pot escriure com a limit
d’una successié de Cauchy d’elements de K tal que el valor absolut dels seus termes és
constant. En particular, les unitats de I'anell A sén els limits de successions de Cauchy
d’elements de K de valor absolut 1.

Corollari 9.5.3. Si la valoracio v és discreta, aleshores la valoracié v és discreta. [J

En el cas dels valors absoluts associats a valoracions discretes podem dir encara més.

Proposicié6 9.5.4. Siguin A un anell de valoracid discreta, p = wA el seu ideal mazimal,
K el seu cos de fraccions © K la complecid de K respecte del valor absolut p-adic. Siguin
A={zeK: |z|<1}ip:={x e K: |z| <1}. Aleshores,

(a) A és un anell de valoracié discreta amb ideal mazimal p;
(b) per a tot nombre enter no negatiu n se satisfa la igualtat d’ideals p" = W”X;
(c) per a tot nombre enter n > 1 hi ha un isomorfisme natural A/p™ = g/ﬁ”, i

(d) A és el limit projectiu del sistema A/p™, és a dir, la complecié de A respecte de la
seva topologia p-adica.

DEMOSTRACIO: La propietat (a) és immediata a partir de la proposicié anterior, ja que A
és I’anell de la valoracié v extensié de la valoracié p-adica de K i p el seu ideal maximal.
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v ¢ v o(n™) = v(w n
Per a veure (b) només cal observar que v(7" v(7"™), de manera que 7" genera la
potencia n-esima de l'ideal maximal p de A.

Veiem (c). Donat un element o € A —p podem elegir una successi6 d’elements a,, € A,
de limit « i de valor absolut |a,| = 1. D’un lloc endavant, per als elements a,, se satisfan
relacions de la forma a, 1 — a, € TA, ja que la successié {a,}, és de Cauchy i, per tant,
d’un lloc endavant, |a, 1 — a,| és tan petit com vulguem. Aix0 ens permet assegurar
que podem escriure la successié {a, }, com la suma d’una successié constant formada per
un element de A de valor absolut 1 i una successi6 de Cauchy d’elements de p; per tant,
aplicacié natural A/p — A/p, que s’obté en factoritzar I'aplicaci6

A—s A—s AJp,

és exhaustiva. Com que p és, clarament, el nucli d’aquesta ultima aplicaci6, obtenim un
isomorfisme A/p = A/p. Aixo demostra el cas n = 1.

Per al cas n > 1, podem multiplicar la igualtat A=A + P per m; obtenim la igualtat
p=mA=7A+7p =7A +p?; en substituir en ’anterior i tenir en compte que A+7A = A
obtenim la igualtat A = A+p2. 1, recursivament, per a tot nombre natural n > 1 obtenim
la igualtat A = A +p". A més a més, en tenir en compte les valoracions dels elements,
p" N A = p", de manera que el morfisme A/p" — A/p" és un isomosfisme.

Resta demostrar (d). L’anell A és un subanell topologic tancat de K , que és un anell
(cos) topologic complet; per tant, és un anell complet; de fet, com que A és un subanell
dens de fAl, Aésla complecié de A respecte de la topologia p-adica i, en conseqiiéncia, és
el limit projectiu dels anells quocient A/p™. O

Observacié 9.5.5. En el cas dels anells d’enters dels cossos de nombres, o més general-
ment, en el cas que el cos residual de A és un cos finit, els anells residuals A/p™ sén anells
finits; per tant, sén anells topologics discrets, compactes i Hausdorff. En conseqiiéncia,
I’anell A és un anell topologic compacte i Hausdorff per a la topologia p-adica.

Per a acabar aquesta primera descripcié dels cossos complets respecte d'un valor abso-
lut associat a una valoracié discreta, el resultat segiient ens proporciona una manera de
representar els seus elements. En efecte, considerem un sistema de representants R C A
del cos residual A/p.

Proposicié 9.5.6. Si la valoracio és discreta, tot element no nul x € K es pot escriure
de manera unica com la suma d’una serie de Laurent

on ng €s un nombre enter no necessariament positiu, a, € R, i a,, # 0.

DEMOSTRACIO: L’anell A és el limit projectiu dels anells quocient A/p™; per tant, si ng
denota la valoracio p-adica de x, 'element 77 "0x € A es pot escriure com una successio
coherent (by, by + by, ..., bp +bym+ -+ b,7m",...) d’elements de A/7"A, i els elements
b, es poden elegir en un sistema de representants de A/p. Dit d'una altra manera,
w0 és el limit de la successié de sumes parcials de la serie, evidentment convergent,
bo + b+ -+ b, + ...; només cal escriure a,, := byip,. U
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Definicié 9.5.7. Siguin K un cos de nombres i p un ideal primer de I'anell dels enters
de K. Escriurem K, per denotar el cos complecié de K respecte del valor absolut discret
associat a la valoracié p-adica. En particular, Q, denota el cos dels nombres racionals
p-adics; és a dir, la complecié de Q per a la valoracié p-adica. De la mateixa manera, Z,
designa ’anell dels enters de Q,; és a dir, I’anell de la valoraci6 p-adica de Q, o, si es vol,
la complecié de I'anell Z per a la topologia p-adica.

9.6 Extensions finites de cossos complets no arqui-
medians

L’objectiu d’aquesta secci6 és 1'estudi de les extensions del valor absolut d'un cos complet
no arquimedia a un cos extensié finita.

Sigui, doncs, K un cos complet respecte de la topologia definida per un valor absolut
no arquimedia, que denotarem per | |. Ens interessa parlar d’espais vectorials normats.

Definicié 9.6.1. Sigui £ un K-espai vectorial de dimensi6 finita, n. Una norma en F
(respecte del valor absolut de K) és una aplicacié || || : E — R per a la qual se satisfan
les propietats segiients:

(a)
(b)
() [[Az]| = [Al]|=]]; 1
(d)

[|z[| = 0;

l|z|]| = 0 <= z = 0;

[z 4yl < [l=l] +[lyll,
per a qualsevol eleccié d’elements z,y € EFi A € K.

En particular, aplicaci6é d : F x E — R definida per la igualtat d(z,y) := ||y — z||
és una distancia en F, invariant per translacid, de manera que E és un K-espai vectorial
topologic.

Definicié 9.6.2. Dues normes || ||1,]| ||2 de E s’anomenen equivalents quan existeixen
constants reals positives C, Cs tals que per a tot element x € E se satisfan les desigualtats
Chillz|lr < ||zl < Colz||1. Aixd és equivalent a dir que totes dues normes defineixen
distancies equivalents.

Proposicié 9.6.3. Sigui E un K-espai vectorial de dimensio finita, posem n. Totes les
normes de E sobre K son equivalents; en particular, totes son equivalents a la norma del

n
E Zi€;

=1

suprem: elegida una K-base {eq,...,e,} de E, posem = max{|z1],..., |z}

DEMOSTRACIO: Exercici. [

Corollari 9.6.4. Sigui L|K una extensid finita de cossos, tal que K és complet respecte
de la topologia definida per un valor absolut no arquimedia. Aleshores, existeix un unic
valor absolut de L, llevat d’equivaléncia, que estén el valor absolut de K.

DEMOSTRACIO: Exercici. [J
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9.7 Valors absoluts arquimedians d’un cos de nom-
bres

L’objectiu d’aquesta seccié és la determinacié d’un sistema de representants, modul equi-
valencia, del conjunt de tots els valors absoluts arquimedians d’un cos de nombres K.

Sigui, doncs, K un cos de nombres. Si pensem K com a cos abstracte, i si denotem
per n = [K : Q] el seu grau absolut, com que l'extensié K|Q és separable i C és un cos
algebraicament tancat que conté Q, hi ha exactament n maneres diferents d’incloure K
en C. D’aquestes, n’hi ha unes quantes, diem r;, que tenen imatge dins R; s’anomenen les
immersions reals de K; les altres n—r; sén sempre en nombre parell i es poden agrupar en
ro parelles, cada parella formada per una immersié o i la immersié complexa conjugada
de 0, coo, on ¢ : C — C denota la conjugacié complexa; s’anomenen les immersions
imaginaries de K. Amb aquesta definicié de ry i ry, podem escriure la igualtat n = r{+2ro;
a partir d’ara, indicarem les immersions de K en C de la manera segiient: o1, 09,...,0.,
denotaran les immersions reals, 0, 41, 0,42, - - ., Op +r, U sistema de representants de les
parelles d’immersions no reals (o,co0 o), 1 0y 4ry4j = CO 0y 4j, Per a1l < j <71y, les altres
immersions imaginaries (cf. la seccié 4.3).

Cada una de les immersions ¢ : K — C déna lloc a un valor absolut arquimedia de

K, | |5, de la manera segiient: per a tot element xz € K, es defineix |z|, := |o(x)|, on
|z| := (22)"/? denota el valor absolut usual del nombre complex z. La comprovacié dels
axiomes de valor absolut és immediata. Com que, per a tot nombre complex z és |z| = |Z|,

una immersié ¢ i la immersié complexa conjugada de o, c o o, defineixen el mateix valor
absolut. Es tracta de provar el resultat segiient.

Proposicié 9.7.1. Sigui K un cos de nombres. Per a cada nombre 1, 1 <1 < ry + 1y,
denotem per | |; :==| |o,, €l valor absolut de K definit per la immersié o;. Aleshores, per
a1 j els valors absoluts | |; i | |; no son equivalents i tot valor absolut arquimedia de K
és equivalent a un dels valors absoluts | |;.

DEMOSTRACIO: Sigui | | un valor absolut arquimedia de K. La restriccié a Q d’aquest
valor absolut és un valor absolut arquimedia de Q; per tant, equivalent al valor absolut
usual. Canviant-lo, si convé, per una potencia, podem suposar que | | és una extensié a
K del valor absolut usual de Q. En virtut del teorema d’ Ostrowskl la complecio de K
respecte d’aquest valor absolut és un cos isomorf a R o bé a C. Es a dir, si K designa
aquesta complecid, hi ha un isomorfisme de cossos o : K — o(K ) C C que respecta el
valor absolut; és a dir, tal que per a tot element z € K és |z|? = o(z)o(x). Com que K
és subcos de la seva complecio, la restriccié a K de o és una immersié complexa de K i
se satisfa la igualtat |z| = |z|, per a tot element z € K. Resta demostrar que els valors
absoluts | |;, 1 <7 < ry 4 ry, sén no equivalents.

La demostracié d’aquest resultat esta inclosa en la demostracié del teorema de Dirichlet
d’estructura del grup de les unitats de ’anell dels enters d'un cos de nombres (cf. el teorema
4.6.1). En efecte, alla es prova que existeixen unitats uq, ..., u,, on r := ri + ro, tals que
loi(u;)| < 1sii#jiloi(w)| >1, peral <i,j<r +ry. Per tant, els valors absoluts
de K definits per aquestes immersions sén no equivalents. []

Observacio 9.7.2. De fet, per a aquesta darrera part, es prova un resultat que implica
aquest que s’acaba d’enunciar; es deixa com a exercici la comprovacié dels detalls de la
implicacié.
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Més generalment, suposem que K és un cos amb un valor absolut arquimedia | [;
canviant-lo, si convé, per un valor absolut equivalent, podem suposar que la restriccié a
Q del valor absolut | | és el valor absolut usual de Q. En virtut del teorema d’Ostrowski,
la complecié de K respecte d’aquest valor absolut ha de ser un cos isomorf, com a cos
amb un valor absolut, al cos R o bé al cos C. Per tant, i com que K és subcos de la seva
complecié, podem suposar que K és un subcos de C i que el valor absolut | | de K és la
restriccio del valor absolut usual de C.

Sigui L|K una extensié finita i denotem per n el seu grau; com que K és de carac-
teristica zero i C és un cos algebraicament tancat que conté K, hi ha exactament n
maneres diferents d’incloure L en C. Cada una de les n K-immersions o : L — C ens
permet definir un valor absolut arquimedia de L que estén el valor absolut | | de K; aixd
es pot fer per la férmula |z|, := |o(z)|. T el cos L no té cap altre valor absolut arquimedia
que estengui el valor absolut | | de K que els definits d’aquesta manera. En efecte, si || ||
és un valor absolut de L que estén | |, hi ha un isomorfisme o : L — o(L) C C de la
complecié de L respecte del valor absolut || || de manera que per a tot element z € L és
||z|| = |o(x)], on | | designa, aqui, el valor absolut usual de C. La restriccié de o al cos L
ens proporciona una K-immersi6 de L en C i el valor absolut de L, com a restriccié que
és del de L, és donat per la férmula ||z|| = |o(x)|, per a tot element x € L.

En resum, hem demostrat el resultat segiient.

Proposicié 9.7.3. Siguin K un cos, | | un valor absolut arquimedia de K, i LIK una
extensio finita. Aleshores, existeix una immersid de K en C i tot valor absolut || || de L
que estén el de K és donatl per una formula ||x|| = |o(x)|, per a tot x € L, on | | denota

una extensio a C fiza del valor absolut de K i o una qualsevol de les K-immersions de L

en C. O

9.8 Extensio de valors absoluts discrets

Siguin K un cos de nombres i | | un valor absolut de K. La restriccié a Q de || és
equivalent a un dels valors absoluts de QQ; per tant, o bé és el trivial, o bé és I'usual, o
bé és un valor absolut p-adic per a un cert nombre primer p. Dit d'una altra manera, el
valor absolut de K és I'extensi6 d’algun dels valors absoluts de Q. Ja hem estudiat el cas
dels valors absoluts arquimedians; ara es tracta d’estudiar els altres. Comencem pel valor
absolut trivial.

Proposicié 9.8.1. Sigui L|K una extensid algebraica qualsevol de cossos. L™inic valor
absolut de L que estén el valor absolut trivial de K és el trivial.

DEMOSTRACIO: Cal veure que per a tot element no nul z € L és |z| = 1. Siz" € K
per a algun enter n > 0, de la igualtat |z|™ = |z"| = 1 es dedueix que |z| = 1; per
tant, podem suposar que z" ¢ K per a cap natural n > 1. En aquest cas, pero, x
satisfa una equacié de la forma 2" = g(x) per a algun polinomi g € K[T| de grau
menor que n. Suposem que |r| # 1. La desigualtat triangular ens permet escriure
2" =1
] = 1
obtenim la desigualtat |z|"(|z| — 1) < |z|® — 1, d’on deduim que |z|"(|z| —2) < —1 < 0 i,
per tant, |z| < 2. Com que, per a tot enter k > 1 se satisfa la desigualtat |2¥| = |z|F > 1,

lz|" < ao| +|ar||z|+ - -+ |an_||z|" < 1T+ |z|+|z)*+- -+ |z|" = . Si|z] > 1,
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repetint 1’argument obtenim que |z|¥ < 2; en conseqiiencia, i per pas al limit, ha de ser
|z| < 1; aix0 contradiu el fet que |z| > 1. Si |x| < 1, canviem z per ! i arribem a la
mateixa contradicci6. Per tant, ha de ser |z| = 1, com voliem demostrar. [J

En conseqiiéncia, si K és un cos de nombres i | | és un valor absolut no trivial i no
arquimedia de K, aleshores | | és I'extensié d’un dels valors absoluts p-adics de Q. Per
tant, ens cal estudiar 'extensié dels valors absoluts discrets a cossos extensié finita.

Suposem, doncs, que A és un anell de valoracié discreta, p el seu ideal maximal, i K
el seu cos de fraccions, i siguin L|K una extensié finita i B la clausura entera de A en L.
Podem descriure facilment algunes extensions del valor absolut p-adic de K a L.

Per a comencar, observem que B és un anell de Dedekind, de manera que podem
escriure pB = PRS2 - - - Py’ la descomposicié de l'ideal p en B. Els anells localitzats de
B en els ideals B3; sén anells de valoracié discreta que dominen A, i la valoracio 3;-adica

de L, normalitzada de manera que el grup de valors sigui —Z, és una extensié de la
64

valoracio p-adica de K. Per tant, per a cada ideal primer de B une divideix p obtenim un
valor absolut en L que estén el valor absolut p-adic de K. Es tracta de veure que, llevat
d’equivalencia, aquests son els tnics valors absoluts de L que estenen el valor absolut
p-adic de K. Concretament, se satisfa el resultat segiient.

Proposicié 9.8.2. Sigui L|K una extensid finita de cossos i suposem que K és el cos
de fraccions d’un anell de valoracid discreta A amb ideal maximal p. Aleshores, tot valor
absolut de L que estén el valor absolut p-adic de K és un dels valors absoluts B;-adics,
on B; son tots els ideals mazimals de la clausura entera de A en L. A més a més, per a
Bi # B, els valors absoluts P;-adic i Bj-adic de L no son equivalents.

DEMOSTRACIO: Suposem que | | és un valor absolut de L que estén el valor absolut p-adic
de K. Aleshores | | és no arquimedia i podem considerar 'anell A" := {x € L : |z| < 1},
que és un anell de valoracié amb ideal maximal P’ := {x € L : |z| < 1}. Clarament,
I’anell A" domina I’anell local A, que és I’anell de la valoraci6 p-adica de K. En particular,
A’ conté la clausura entera de A en L; és a dir, A’ conté B. En efecte, si z € B no fos de
A’ aleshores 7! € P’ i a partir d’una relacié de dependeéncia entera de = de coeficients
en A, obtindriem una igualtat de la forma

|
—

n
1= a(z )",  a €A,

i

Il
=)

de manera que 1 € ', contradiccié. Si demostrem que A’ és el localitzat de B en un dels
ideals primers 33;, obtindrem que A’ és I'anell de la valoraci6 B;-adica i, en conseqiiencia,
que el valor absolut de L és equivalent al valor absolut B;-adic. Sigui B; la contraccio
de P’ a B. L’anell localitzat de B en B;, posem B;, també és un subanell de A’ ja que
els elements de B que no estan en ‘B; sén invertibles en A’. Aix0 ens permet dir que A’
és un anell de valoracié que domina ’anell de valoracié discreta B;; Per tant, A’ = B;, ja
que els anells de valoracié discreta son els subanells maximals del seu cos de fraccions; en
efecte, si 7 és un generador de l'ideal maximal de B;, aleshores L = B[r~!], i qualsevol

subanell de L que conté estrictament B; conté 7!,

Per 1ultim, els valors absoluts *J3;-adics de L soén no equivalents dos a dos, ja que
valoracions equivalents d’un cos L tenen associat el mateix anell de valoracié. [
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Corollari 9.8.3. Sigui K un cos de nombres. Els valors absoluts no equivalents de K
son el trivial, els valors absoluts arquimedians associats a les r1 immersions reals de K,
els valors absoluts arquimedians associats a les ro parelles d’immersions imaginaries de
K, 1 els valors absoluts p-adics associats als diferents ideals primers no nuls p de ['anell
dels enters de K. [J

Convé normalitzar els valors absoluts d’un cos de nombres K de la manera segiient.
El valor absolut arquimedia donat per una immersioé real ¢ : K — R, es normalitza
per |z|, := |o(z)], on | | és el valor absolut usual de R, i el valor absolut arquimedia
donat per una immersié imaginaria o : K — C, es normalitza per |z|, := |o(z)|?, on | |
és el valor absolut usual de C, encara que, de fet, | |*> no és un valor absolut perqueé no
satisfa la desigualtat triangular. D’altra banda, el valor absolut no arquimedia associat a
un ideal primer no nul p de I'anell dels enters de K, es normalitza per |p|, = p~/¢f, on
e :=e(plp) i f := f(p|p) sén I'index de ramificacié i el grau residual absoluts de 'ideal
primer p sobre la seva contraccié pZ a Z. Aixo s’aconsegueix si definim ||, := p~//, per
a un generador 7 de I'ideal maximal de I'anell de la valoracié p-adica de K. Amb aquestes
normalitzacions se satisfa una formula del producte analoga a la del cas K = Q.

Teorema 9.8.4 (Férmula del producte). Sigui P (K') el conjunt format per tots els valors
absoluts de K mormalitzats com més amunt. Aleshores, per a tot element no nul v € K
el congunt dels elements p € P (K) tals que els valors absoluts |x|, son diferents de 1 és
un conjunt finit 1 se satisfa la igualtat

H |z, = 1.

peP(K)

DEMOSTRACIO: Per a la primera part no hi ha res a provar, ja que la factoritzacié de
Iideal fraccionari principal engendrat per x només conté una quantitat finita d’ideals
primers p de I'anell d’enters A de K. Per a la segona part, és a dir, per a la férmula del
producte, sigui 7, un generador de 'ideal primer extensi6 de p a l'anell localitzat de A en
p. Observem, en primer lloc, que podem escriure la igualtat

H ||y = H Hlx\p,

peP(K) peP(Q) plp

on la divisibilitat d’elements de P (Q) per elements de P (K) cal entendre-la com a extensié
de valors absoluts. Fixem-nos en els valors absoluts arquimedians de K i de Q. Se satisfa
la igualtat

[Tilo=TTle@l JI lo@P=]1]le@l I lo@lo(@)l =N,

oloo o real o imaginaria o real o imaginaria

on N denota la norma de l'extensié K|Q i | |« el valor absolut usual en C. A més a més,
per a tot ideal primer p de l'anell d’enters de K se satisfa la igualtat |z|, = |7r§”($)|p, de
manera que |z|, = |7Tp|;"(x) = p SOl — |pf(”‘p)|f,"(x) = |N(p)|gp(z). D’altra banda, si
prescindim del signe, la norma de x es pot escriure en la forma

N =x{ I ITe" )= 11 TINe:

p primer p|p p primer p|p
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pero el valor absolut p-adic del producte HN(p)”"(w) quan ¢ # p és 1, ja que aquest
ple

producte només és divisible per potencies de ¢. Per tant, |[N(z)|, = H N(p)»@| . Aixd
plp »
ens permet escriure, finalment, la cadena d’igualtats

II Illt= I IINGI@ =TT |IIN0=@) = ] IN@)l,.

p primer p|p p primer plp p primer | p|p » p primer

En conseqiiencia, si afegim el producte per als valors absoluts arquimedians i tenim en

compte la férmula del producte per a Q, i que N(x) € Q, obtenim la férmula desitjada.
O

9.9 Ramificacié i compleci6

Siguin L|K una extensié de cossos de nombres, B|A Iextensié corresponent dels seus
anells d’enters, 8 un ideal primer no nul de B, i escrivim p := P N A la seva contraccid
a A. Hem definit anteriorment 'index de ramificacié e(B|p) i el grau residual f(Blp), i
hem vist que aquests invariants es poden calcular a partir de la localitzacié dels anells en
Iideal p. Es a dir, que els invariants de ramificacié es poden calcular localment.

D’altra banda, acabem d’aprendre a considerar les complecions dels cossos de nombres
en els ideals primers no nuls dels seus anells d’enters. En particular, hem apres a construir
cossos Ly, complecié de L respecte del valor absolut B-adic de L i K, compleci6é de K
respecte del valor absolut p-adic de K. A més a més, els cossos Lg i K, son els cossos de
fraccions de les complecions dels anells de valoracié discreta localitzats de B en 3 i de A
en p, respectivament. Ens podem preguntar si hi ha alguna relacié natural, i quina, entre
els nombres de ramificacié dels ideals P i p i les complecions dels anells.

Lema 9.9.1. Ewisteiz una unica immersio de K, en Ly, de manera que Ly és un cos
extensid de K,. A més a més, lextensio Ly| K, és una extensio finita.

DEMOSTRACIO: Comencem per adonar-nos del fet que Ly és un cos complet que conté
K, ja que conté L, i que la restriccié a K del valor absolut de Ly és el valor absolut de
K; per tant, Ly conté la complecié de K respecte del seu valor absolut; és a dir, Ly conté
K,.

D’altra banda, podem considerar aw € L un element primitiu de Uextensié L|K. Ales-
hores, obtenim la cadena d’inclusions de cossos K, C K,(«) C Ly; i Ky(a) és un Ky-espai
vectorial de dimensié finita menor o igual que el grau de l'extensié L|K generat per les
potencies de a. Per tant, K,(«), amb la restriccié del valor absolut de Ly, és un K,-espai
vectorial normat de dimensié finita; en particular, K,(a) és complet per a la topologia
definida pel valor absolut de Lg. Ara bé, tot espai metric complet és tancat, de manera
que K,(a) és un tancat que conté L, i que esta inclos en Lg; com que Ly és la complecié
de L, L és dens en Ly, de manera que Ly = K,(«); en conseqiiencia, 'extensié Ly| K, és
finita de grau menor o igual que el grau de l'extensié L|K. O
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Observacio 9.9.2. No cal pensar, pero, que el grau és el mateix per a tots els valors
absoluts P-adics per als primers B que divideixen p. De fet, aixo depen de com descompon
el polinomi Irr(c, K)(X) en el cos K, i de quin factor prenem com a Irr(o, K,)(X).

En particular, 1’anell qu, compleci6 de B en ‘B, és un anell de valoracié discreta
complet que domina Ap, no només aixo, sind que Bq3 és la clausura entera de A en Lap.
Per a veure-ho, només cal demostrar que hi ha una tnica extensi6 a Ly del Valor absolut
p-adic de K. En efecte, ara disposem d’una extensi6 finita de cossos de fraccions d’anells
de Valoramo discreta de manera que l’anell de ng domina 'anell de K; en particular, la
clausura entera de A en Ly és un subanell de qu, i aquest darrer anell n’és un localitzat.
Pero I'tinic ideal primer de la clausura entera que divideix p és I'ideal p, ja que per ser K,
complet, hi ha una tnica extensié del seu valor absolut; per tant, la clausura entera és un
anell local i, en conseqiiencia, coincideix amb el seu localitzat B\qg.

D’altra banda, ja hem vist que els cossos residuals es conserven per complecié; en
particular, el grau residual es conserva per complecid; és a dir, f(Blp) = f(Blp). A més a
més, hem vist que la valoracié 3-adica de L, normalitzada de manera que el grup de valors

sigui —Z, on e := e(P|p), és I'extensié a L de la valoracié p-adica de K, normalitzada
e

de manera que el seu grup de valors és Z; per tant, 'index de ramificacié es pot veure
com l'index del grup de valors de la valoracié p-adica en el grup de valors de la valoracio
B-adica; o equivalentment, com l'index del grup de valors del valor absolut p-adic en el
grup de valors del valor absolut B3-adic; com que aquests grups no canvien per complecio,
obtenim que I'index de ramificacié es pot calcular com I'index de ramificacié en els anells
complecié.
g
D’altra banda, en el cas dels cossos complets també se satisfa la férmula Z e fi =n,
i=1
ja que les extensions residuals coincideixen. Per tant, i com que ara només hi ha un
ideal primer que divideix l'ideal primer de I'anell base, obtenim la férmula [Ly : K] =

e(Blp)f(Blp)-

Proposici6 9.9.3. Sil’extensio L|K és de Galois de grup de Galois G, aleshores l'extensid
Ly K, també és de Galois i el grup de Galois és el grup de descomposicio G_1(*B|p).

DEMOSTRACIO: Sigui 0 € G_1 := G_1(P|p). Com que Ly és la complecié de L en
B, o s’estén per continuitat a un automorfisme de Ly, de manera tnica. A més a més,
la seva restriccié a K, és la identitat, ja que és I'extensié a K, de la identitat de K.
Dit d’una altra manera, tot element de G_; déna lloc a un element de Gal (Ly|K,); i
dos elements diferents de G_; donen lloc a elements diferents del grup de Galois, ja que
actuen diferent en L C Lg. Pero acabem de veure que el grau de I'extensié ng]Kp és
exactament el producte e(B|p) f(Plp), que és 'ordre del grup de descomposisié G_1; per
tant, G_1(B|p) = Gal (Lyp|K,), com voliem demostrar. [J

Observacio 9.9.4. No és cert, en general, que tot element de GG s’estengui per continuitat
a un automorfisme de Ly; de fet, s’estén per continuitat a un isomorfisme de Ly en Ly,
ja que la topologia JB-adica es transforma en la o(*3)-adica.

Corollari 9.9.5. En la mateiza situacio de la proposicio anterior, els grups de ramificacio
superior coincideizen amb els de ’extensid B|A.
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DEMOSTRACIO: Només cal tenir en compte que els anells quocient By /B" es conserven
per complecio i aplicar la definicié. [J

Ens interessa, ara, mirar-nos més de prop les complecions dels cossos de nombres en
els ideals primers dels seus anells d’enters. Per a aixo és comode disposar del resultat
seglient, que es pot entendre com una versio del Lema de Hensel.

Proposicié 9.9.6 (Lema d’aixecament d’idempotents). Siguin A un anell de valoracid
discreta, K el seu cos de fraccions, 1 p = wA el seu ideal mazximal, © suposem que K és
complet per a la topologia p-adica. Sigui B una A-algebra (anell commutatiu) completa
per a la topologia p-adica; és a dir, suposem que per a tota successio {ay}, d’elements
de B tal que per a tot nombre natural n sigui a,.1 — a, € "B, existeix un element
a € B de manera que a — a, € "B, també per a tot nombre natural n. Suposem que
€1 € B/mB és un element idempotent. Aleshores, ezisteix un element idempotent FEy € B
tal que e = Ey +B. Siey,eq € B/mB son idempotents ortogonals, aleshores ezisteizen
wdempotents ortogonals Fy, Es € B tals que e; = E; +B.

DEMOSTRACIO: Observem la identitat polindomica segiient, valida a tot anell B, no ne-
cessariament commutatiu, i per a tot nombre natural n:

1= (X+(1-X)"= QZn (2,”) X1 - X

i—0 \ '
i considerem el polinomi de coeficients enters
f (X) — z”: 2n X2n—i(1 o X)z
! ' = \ 1

(atenci6 al limit superior del sumatori!). Se satisfan les congruencies

=
=
1

0 (mod X™),
1 (mod (1 —X)"),

de manera que, també,

fant(X) = 0= fu(X) (mod X7,
1= fu(X) (mod (1—X)");
i, per tant,
for1(X) = fu(X)  (mod X™(1 — X)"). (9.9.1)
D’altra banda,
Ja(X) = 0= fu(X)? (mod X7,
1= fu(X)* (mod (1—X)"),

d’on es dedueix que
fu(X) = fo(X)?  (mod X™(1 — X)™). (9.9.2)

Apliquem aquestes identitats al nostre problema. Donat 'idempotent e; € B/7wB,
considerem un element qualsevol b € B tal que ¢; = b+ 7B. Com que e; = €2, se
satisfa que b(1 —b) = b —b? € wB i, en elevar a n, que b"(1 — b)" € 7" B. La propietat
(9.9.1) ens permet assegurar que la successi6é d’elements de B, {f,(b)},, és de Cauchy i,
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en conseqiiencia, convergent en B. Sigui £ € B un limit d’aquesta successio; aleshores,
la propietat (9.9.2) ens permet assegurar que l'element F; és un idempotent de B; i com
que f,(X) = fi(X) = X (mod X(1 — X)), també f,(b) = b (mod 7B), de manera que
e = E1 + 7 B.

Per a la segona part, considerem els idempotents ey, e, €1 + €2 de B/7B; podem trobar
un idempotent £ € B tal que E + 7B = e; + e5 i elegir un element qualsevol a € B de
manera que a+7B = eq; sigui b := EaF. Aleshores, b+7B = (e1+e3)e(e1+e2) = ey, per
I'ortogonalitat de e; i es; en conseqiiencia, b> — b € 7B i, en repetir 'argument anterior,
Ey :=lim f,(b) és un idempotent de B tal que F; + 7B = e;. Com que E és idempotent,
i per definicié6 de b, obtenim les igualtats bF = b = Eb, d’on deduim que, per a tot
nombre natural n > 1, se satisfan les igualtats f,,(b)E = f,(b) = Ef,(b). Per tant, en el
limit, F1F = F; = EF,. Sigui Ey; := E — Ei; aquesta propietat i el fet que F i F; son
idempotents, ens permeten assegurar que també ho és Fs, que, a més a més, és ortogonal
amb FE, i se satisfa Fy + 7B = ey, com voliem provar. [J

Corollari 9.9.7 (Lema de Hensel). Siguin A un anell de valoracio discreta, K el seu
cos de fraccions, p C A lideal mazimal, K = A/p el cos residual, i suposem que K
és complet per a la topologia p-adica. Sigui F(X) € A[X] un polinomi monic i sigui
f(X) = g(X)h(X) una factoritzacié de F(X) en K[X] amb g(X),h(X) primers entre
si. Aleshores, existeizen polinomis G(X),H(X) € A[X] tals que g(X),h(X) son les
reduccions modul p dels polinomis G(X), H(X), respectivament, i F(X) = G(X)H(X).

DEMOSTRACIO: Sigui B := A[X]/(F(X)); com que F és monic, B és una A-algebra lliure
de rang n := gr(F(X)). A més a més, B és una A-algebra completa per a la topologia
p-adica, ja que aquesta topologia coincideix amb la topologia producte de A™; per tant,
podem aplicar la proposicié. L’algebra B/pB es pot calcular en la forma segiient:

B/pB = A[X]/(p, F(X)) = K[X]/(f(X)) = K[X]/(9(X)) x K[X]/(h(X)),

i podem considerar els elements idempotents e; := (1,0),es := (0,1) que corresponen a
aquesta descomposicié de B/pB. Siguin F1, E; € B idempotents ortogonals de B tals que
E1+ E, = 1; l'existencia la garanteix la demostracié de la proposicié, ja que podem triar £
com qualsevol idempotent de B que redueixi a la suma e; + e5. Aleshores B, com a anell,
és la suma directa B = BE; ® BE,. Sigui a € B la imatge de X. El polinomi caracteristic
de aen B és F(X), jaque B = A[X]|/(F(X)); d’altra banda, és el producte dels polinomis
caracteristics de v en cada un dels factors BE;. Aquests polinomis, posem G'(X), H'(X),
sén monics i, llevat del producte per una unitat del quocient B/p, redueixen als polinomis
g9(X), h(X); per tant, si multipliquem G’(X) per una unitat convenient de A i H'(X) per
la seva inversa, obtenim els polinomis G(X), H(X) que voliem. O

Corollari 9.9.8. En la mateiza situacio del lema de Hensel, si F'(X) té una arrel simple
modul p, aleshores té una arrel simple en A.

DEMOSTRACIO: Es suficient prendre g(X) := X — b, on b és una arrel simple de F(X)
modul p. [J

Corollari 9.9.9. Per a tot nombre priner p, el cos dels nombres racionals p-adics, Q,,
conté les arrels (p — 1)-ésimes de la unitat.

DEMOSTRACIO: En efecte, el cos residual és exactament F,, el cos de les arrels (p — 1)-
esimes de la unitat. Per tant, el polinomi X?~!—1 € Z,[X] té p—1 arrels simples diferents
modul p. [J
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9.10 Lema de Krasner

Com que F, només conté les arrel (p — 1)-esimes de la unitat, el cos Q, no pot contenir
totes les arrels de la unitat; de fet, només conté les arrels (p — 1)-esimes de la unitat, si
p # 2, 1 les arrels quadrades, 1, —1, si p = 2. En conseqiiéncia, un cos complet respecte
d’un valor absolut no arquimedia no ha de ser necessariament algebraicament tancat. En
aquesta seccid es tracta d’estudiar la clausura algebraica d’un cos complet respecte d’un
valor absolut no arquimedia.

Sigui K un cos complet respecte d'un valor absolut no arquimedia. Ja hem fet notar
abans que si L|K és una extensi6 finita, aleshores hi ha una tnica extensié a L del valor
absolut de K i que L és complet respecte d’aquest valor absolut. Aquest resultat té una
conseqiiencia immediata.

Corollari 9.10.1. Sigui K una clausura algebraica fiva de K. Aleshores, existeir una
unica extensio del valor absolut de K a un valor absolut de K.

DEMOSTRACIO: Siguin L;|K, Ly|K subextensions finites de K |K; la restriccié a Li N Ly
dels valors absoluts de L; extensi6é del valor absolut de K és la mateixa, en virtut de la
unicitat de 'extensio del valor absolut de K a una extensio finita. Per tant, podem definir
en K un valor absolut prenent com a valor absolut d’un element 2 € K el valor absolut
|z|, on | | denota l'extensié a K (z) del valor absolut de K. La comprovaci6 dels axiomes
de valor absolut és immediata. Per a la unicitat, només cal tenir en compte que aquest
valor absolut esta determinat pel valor absolut en les subextensions finites, i aquest és
unic. [

Corol'lari_9.10.2. Sigui o un element algebraic sobre K. Per a tota K-immersio o de
K(a) en K és |o(a)| = |al. En particular, sin = [K(a) : K], és |a] = [N(a)|'/", on
IN(«)| és el valor absolut original de K.

DEMOSTRACIO: Sigui L|K una clausura normal de K («)|K; si o és un K-automorfisme
de L, podem definir un valor absolut en L que estén el valor absolut de K per la formula

|z|, := |o(z)|, per a tot element € L; la unicitat del valor absolut de L ens permet
assegurar que |o(a)| = |a|. Aix0 demostra la primera part i, en conseqiiéncia, de la
igualtat

IN(@)| =] lo(a)l,

obtenim la segona. [J

En general, donat un cos K i una extensié monogena finita, K («)| K, no hi ha criteris
per a obtenir altres elements primitius per a l'extensié K(a)|K. El lema de Krasner
proporciona un d’aquests criteris en el cas que K és complet respecte d’un valor absolut
no arquimedia.

Proposicié 9.10.3 (Lema de Krasner). Siguin o, 3 € K tals que o és separable sobre
K(B). Suposem que per a tots els conjugats, o(a) # «, de a sobre K, se satisfa que
| — a|] < |o(a) —al. Aleshores, o € K(f).

DEMOSTRACIO: Sigui 7 una K (3)-immersié de K (a, ) en K. Per la unicitat de lextensié
del valor absolut de K, se satisfa la igualtat |3 —7(a)| = |7(8—a)| = |8 —al; per tant, per
a tota K-immersié o de K (a) en K, o # id, se satisfa la desigualtat | —7(«)| < |o(a) —a].
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En conseqiiencia, |7(a) —a| < max(|7(a) — 5], |f—«a|) < |o(a) —a|. Pero aixo ens permet
assegurar que 7(«) = «, de manera que 7 és la identitat en K(a, (). Aixo és dir que
K(a, B) € K(B), de manera que a € K(f), com voliem provar. [J

Observacié 9.10.4. En particular, quan per a f € K(«) se satisfan les desigualtats
| — a|] < |o(a) — «al, aleshores K () = K(a).

El lema de Krasner admet una formulacié més util a la practica. Abans, pero, esta-
blirem alguns resultats previs. Si f := ap + a1 X + -+ 4+ @, X" € K[X] és un polinomi
qualsevol, posarem |f| := max(|ag|,...,|a,|). El resultat segiient generlitza el correspo-
nent, ben conegut, del cas complex per al valor absolut arquimedia.

Lema 9.10.5. Sigui g := by + b, X +---+b,X" € K[X], amb b, # 0, i sigui 3 € K una
arrel de g. Aleshores, |3 < max(|bob, |, ..., |bn 10,1, 1).

DEMOSTRACIO: Si 8 = 0, no hi ha res a provar. Si |8] < 1, ja hem acabat; en cas
contrari, |$7'| < 1 i podem escriure la igualtat

18] = 16, [boBY ™ + 618> " 4+ by a7+ by,

d’on es dedueix que |3] < max(|b;||b,| 731" : 0 <i<n—1), don la desigualtat que
voliem, ja que |37 < 1. O

Observacié 9.10.6. En particular, si g és monic, aleshores || < |g].

Siguin aq, ..., a, totes les arrels de f, i suposem que f, g sén monics. Suposem que
|f —g| <e < 1;aleshores, |g| = |f+ (g — f)| < max(|f|,e) = |f], ja que 1 és un coeficient
de f i, per tant, |f| > 1; en virtut del lema, les arrels de g estan fitades per |f|. En
conseqiiencia, si 3 és una arrel de g, les poténcies 1, 3,..., 3" estan fitades per |f|"™!;
per tant, |f(8)] = |f(8) — g(B)| < |f|*'e. Es a dir, si g és a prop de f, el valor de f en
una arrel S de g és a prop de zero; per tant, la continuitat de les funcions polinomiques
ens permet assegurar que [ és a prop d’una arrel de f, diem « := a;. En particular, la
distancia de (3 a les altres arrels (diferents de «) de f és fitada inferiorment.

Entre els polinomis g tals que |f — g| < &, sempre n’hi ha de separables, ja que la
condicié d’inseparabilitat d’un polinomi g és donada per 'anul-lacié del resultant de g
(cf. [Tra 2020]) i el seu derivat, ¢’, que és una condicié polinomica en els coeficients de
g i, per tant, aquest resultant no pot ser idénticament nul en un entorn obert de f.
En efecte, podem identificar el conjunt dels polinomis monics de K[X] i de grau n amb
I’espai vectorial normat K™ amb la norma del suprem; aleshores, els polinomis g tals que
|g — f| < e formen la bola oberta de radi € d’aquest espai normat, mentre que la condicié
d’anul-lacié del resultant defineix una hipersuperficie en K"; per tant, un subespai de
dimensio estrictament inferior. Cal tenir en compte que K no pot ser finit, ja que 'inic
valor absolut possible en un cos finit és el valor absolut trivial perque esta format per
arrels de la unitat.

Aquesta propietat ens permet assegurar que si r és la multiplicitat de a com a arrel
de f, aleshores hi ha exactament r arrels de g que s’apropen a a i mantenen distancia
fitada inferiorment amb les altres arrels de f; en efecte, en cas contrari podriem construir
una successié de polinomis separables g amb tantes arrels que s’apropen a o com les del
polinomi g de partida i de limit f; per pas al limit, a no podria ser de multiplicitat r.
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En resum, si g és un polinomi proper a f, el nombre d’arrels de g properes a « coincideix
amb la multiplicitat de a com a arrel de f.

Una conseqiiencia d’aixo és la segiient formulacié del lema de Krasner.

Proposicié 9.10.7. Siguin f(X), g(X) € K[X] polinomis monics i del mateix grau, i
suposem que f(X) és irreductible i separable i que |f — g| és petit. Aleshores, g també és
irreductible. A més a més, per a tota arrel a de f en K existeix una arrel 5 de g tal que

K(f8) = K(a).

DEMOSTRACIO: Com que f és separable, si g és prou a prop de f aleshores g és separable
i les seves arrels s’apropen a les de f. Ara, si 3 és una arrel de g prou a prop de 'arrel a de
f, el lema de Krasner ens permet assegurar que K (a) C K(f); com que [K(«): K] =ni
g és monic de grau n, se satisfa la igualtat i, en conseqiiencia, g també és irreductible. [J

Una aplicacié senzilla i, alhora, interessant, és el resultat segilient.

Corollari 9.10.8. Sigui L un cos extensio finita de Q,. Aleshores, existeix un cos de
nombres K, inclos en L, de grau [K : Q] = [L : Q,], i dens en L. En particular, L = KQ,.

DEMOSTRACIO: Siguin « un element primitiu de extensié L|Q, i f(X) := Irr(a, Q,)(X).
Qualsevol polinomi g prou proper a f té una arrel § que defineix la mateixa extensio
L|Q,; i per ser Q dens en Q,, podem prendre g de coeficients racionals. Aleshores, podem
prendre K := Q(f) i, clarament, és L = Q,(5) = KQ,. La densitat de K en L es dedueix
del fet que la complecié de K en l'ideal contraccié al seu anell d’enters de 'ideal primer
de L conté K i Q,, de manera que conté L = Q,(3); pero essent L complet, L ha de
contenir aquesta complecid; per tant, L és la complecié de K en un cert ideal del seu anell
d’enters, de manera que K és dens en L. [J

Observacié 9.10.9. En particular, tot cos L extensié finita de @, és la complecié d'un
cos de nombres K respecte de la topologia definida per la valoracié p-adica associada a
un ideal primer no nul p de I'anell d’enters de K; i com que L conté la complecié de Q
respecte de la topologia p-adica, aquest ideal primer ha de dividir pZ.

Com a aplicacié del lema de Krasner podem establir ’existéncia, per a cada n donat,
de només un nombre finit d’extensions d’un cos p-adic de grau n. Per a centrar una mica
més la qiliestié, observem que els cossos algebraicament tancats no tenen extensions finites
no trivials, que els cossos finits tenen exactament una extensioé de grau n per a cada enter
n > 1, i que els cossos de nombres tenen un conjunt infinit d’extensions de cada grau
n > 1. Els cossos extensi6 finita de @, ocupen un lloc intermedi, des d’aquest punt de
vista, entre els cossos finits i els cossos de nombres.

Proposicié 9.10.10. Sigui K|Q, una extensid finita. Donat un enter n > 1, el conjunt
de les extensions de K de grau n incloses en una clausura algebraica fiva de Q, és finit.

DEMOSTRACIO: Si L|K és una extensié finita, i si A i B sén els anells dels enters de
K, L, respectivament, podem elegir un element primitiu § de L|K tal que f§ € B. A
més a més, si [L : K] = n, el polinomi irreductible Irr(8, K)(X) pertany a A[X]. Podem
identificar, pero, el conjunt dels polinomis monics de A[X] de grau n amb I’espai topologic
A". Ara, el lema de Krasner ens permet obtenir un recobriment obert de A" assignant
a cada punt de A™ un entorn de manera que tots els polinomis de I'entorn defineixin la
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mateixa extensié de K; com que A és un anell compacte, aquest recobriment admet un
subrecobriment finit, de manera que tota extensié de K de grau n és determinada per
un polinomi elegit entre un conjunt finit de possibilitats (per exemple, els centres de les
boles obertes determinades pel subrecobriment finit). Es a dir, hi ha només un nombre
finit d’extensions finites L|K de grau donat n. [

Observaci6 9.10.11. Notem que, en el cas dels cossos de nombres, els teoremes de finitud
son basats en l'estudi de la geometria dels nombres; més concretament, en el teorema de
Minkowski (cf.4.2.4) que, alhora, es basa en propietats de compacitat. En aquest cas
dels cossos p-adics, la finitud també es basa en propietats de compacitat.

9.11 El cos C,

Hem construit un cos complecié de Q per al valor absolut p-adic; per tant, ja estem en
disposicié de fer-hi analisi amb prou solvencia. Pero el cos no és algebraicament tancat.
I la clausura algebraica de Q, no és pas complet (cf. més avall). Ara ja podem construir
I’analeg del cos C dels nombres complexos per a la topologia p-adica. Recordem que
busquem construir un cos complet i algebraicament tancat.

Notem, en primer lloc, que @, no és algebraicament tancat. En efecte, les iniques
arrels de la unitat de Q, d’ordre primer amb p son les arrels (p — 1)-esimes de la unitat,
en virtut del lema de Hensel; per tant, Q, no pot ser algebraicament tancat.

D’altra banda, si considerem una clausura algebraica de Q,, Q,,
absolut p-adic a aquest cos de I'inica manera que podem fer-ho, obtenim que @p no és
complet. En efecte, aixo es dedueix immediatament del resultat segiient.

1 estenem el valor

Lema 9.11.1. Per a tot entern > 1 sigui a,, € @p lelement definit de la manera segiient:

S Cn, 1 p no divideiz n,
n T . . . .
1,  sip divideiz n,

on , designa una arrel primitiva n-ésima de la unitat en Q,. Aleshores, la série E anp"
n>1
no és convergent en Q,,, pero, en canvi, satisfa la condicié de Cauchy.

DEMOSTRACIO: Com que els coeficients a,, sén arrels de la unitat, se satisfa immedia-
tament que |a,| = 1 per a tot n > 1; per tant, a,p" tendeix a zero per al valor absolut
p-adic; és a dir, la successié de sumes parcials de la serie satisfa la condicié de Cauchy,
ja que el valor absolut és no arquimedia. Suposem que la série és convergent en @p; es
tracta d’arribar a contradiccié. Sigui « la suma de la serie; aleshores, a és algebraic sobre
Q, i, en conseqiiencia, existeix un cos K, extensié finita de Q,, tal que o € K. Anem a
veure, per induccid, que K conté tots els coeficients a,, de la serie. En efecte, suposem
que K conté els coeficients aq,...,a,_1. Sin és divisible per p, aleshores a,, =1 € K i ja
hem acabat; en cas contrari, podem considerar 'element 5 € K definit per la igualtat

n—1
PB=a— > amp™.
m=0
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Clarament, f = a, = (, (mod p). Apliquem el lema de Hensel: el polinomi X™ — 1 és
separable en una clausura algebraica del cos residual de K, ja que aquest cos residual és
una extensié finita de I, el cos residual de Q,; en conseqiiencia, les arrels n-esimes de la
unitat sén totes diferents en E,. D’altra banda, la reducci6é de 3 és una arrel de X™ —1 en
el cos residual de K; per tant, l'anell de la valoracié de K conté una arrel de X™ — 1 que
coincideix modul p amb [; en conseqiiencia, K conté una arrel primitiva n-esima de la
unitat i, per tant, a,, € K. Pero aixo és contradictori; en efecte, si a,, € K per a tot enter
n > 1, aleshores K contindria una infinitat d’arrels de la unitat d’ordre no divisible per
p; com que aquestes arrels sén diferents en Fp, el cos residual de K hauria de ser infinit
i, en canvi, és una extensio finita de F,. [

Definicié 9.11.2. Denotarem per C, la complecié de @p respecte del valor absolut p-adic.

Ara obtenim un cos complet; pero, algebraicament tancat? La resposta és afirmativa.

Proposicié 9.11.3. El cos C,, complecio de @p respecte del valor absolut p-adic, és
algebraicament tancat.

DEMOSTRACIO: Es tracta de veure que tot element algebraic sobre C, ja pertany a
C,. Siguin, doncs, a un element algebraic sobre C, i f(X) = Irr(a, C,)(X) € C,[X] el
polinomi monic irreductible que té o com a arrel. Com que Q, és dens en C,, podem
elegir un polinomi g(X) € Q,[X] tal que |f — g| sigui tan petit com vulguem. Aleshores,
lg(a)] = |g(a) — f(c)| és tan petit com vulguem: en particular, g té una arrel més propera
a a que els conjugats de « (diferents de a); si la designem per 8 € @p, el lema de Krasner
ens permet assegurar que o € C,(f); pero com que 8 € @p C C,, és Cy(B) = C,, de
manera que « € C,, com voliem demostrar. [

Aixi, disposem d’un cos algebraicament tancat i complet per a la topologia p-adica.
De vegades se 'anomena el cos dels nombres complexos p-adics.

Observacio 9.11.4. Si es repassa la construcciéo de la complecié d'un cos dotat d’un
valor absolut i se suposa que aquest cos és numerable o bé té cardinal menor o igual que
la potencia del continu, hom s’adona que el cos complecié és de cardinal potencia del
continu. D’altra banda, el pas d’un cos no finit a una clausura algebraica no modifica el
cardinal. En conseqiiencia, el cos C, és de cardinal la poténcia del continu. En particular,
és la clausura algebraica d'un cos extensié transcendent pura de Q amb una base de
transcendencia de cardinal la poteéncia del continu, igual que C. Per tant, C, és isomorf
a C com a cos; perd només com a cos!, no com a espai topologic!

Analogament, també Q, és algebraicament tancat i de cardinal la potencia del continu;
per tant, també! és isomorf a Cia C, com a cos; perdo no com a espai topologic: en un
cas, perque la topologia no és arquimediana; en l'altre cas, perque no és complet.

9.12 Funcions p-adiques

Aquesta seccié es dedica a la introduccié i l'estudi d’algunes funcions p-adiques. Con-
cretament, de les funcions exponencial i logaritmica. Comencarem per estudiar la funcio
exponencial.
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Definicié 9.12.1. Anomenarem exponencial la serie de potencies

exp(X) = 3 X" € QIIX]]

n>0

Si pensem en C amb la topologia usual, la serie exponencial té radi de convergencia
+00, de manera que defineix una funcié a tot C. En el cas de C, aix0 no és pas d’aquesta

manera. De fet, ni tan sols és convergent en la bola unitat. En efecte, notem que pr- <]
i que se satisfa el resultat segiient.

Lema 9.12.2. Fl radi de convergencia de la série exponencial en C, és pp%ll.

DEMOSTRACIO: Fixat un nombre natural n, la valoracié p-adica de n! és donada per la
férmula
n
vp(n!) = Z L;} .
i>1
En efecte, la quantitat de nombres enters entre 1 i n que sén divisibles per p* és exactament
. n
la part entera del quocient n/p*; per tant, el sumand {—i afegeix una unitat per a cada un
p

d’aquests nombres enters; pero les altres ¢ — 1 unitats ja han estat afegides en els sumands

[—j] per a j < i. Ara, les desigualtats {—11 < —, permeten escriure immediatament que
p p

(n!) <Z_

z>1
) i il C_ . n n
D’altra banda, per a p* <n < p'™ iper a1l < j <1 podem escriure que E —1< E ,
n
de manera que, per a tot nombre natural i > 1, és — + --- + — — i < v,(n!); pero se
p P’
satisfa la desigualtat
n n n np~* n— logn
p P p—1 p—-1 p—1 logp

on log indica aqui el logaritme real usual (en qualsevol base). Per tant, obtenim les
desigualtats

n—p_logn < vp(n!) < n

p—1 logp p—1
que, en termes de valor absolut p-adic normalitzat de manera que |[p| = p~', podem
escriure en la forma pfp%l < !V < pT = Tlurnhiognp En prendre limit, obtenim la igualtat
p_p%l = lim [n!|V", ja que limp_%J“ﬁEgnp = p_p%l; i la férmula d’'Hadamard per al

calcul del radi de convergencia d'una serie de potencies ens permet assegurar que el radi
de convergencia de la serie exp(X) en C, és pp%ll. O

En conseqiiencia, podem definir la funcié exponencial p-adica en el disc obert de radi
pp%ll de C,; és una funcié que pren valors en C, i que satisfa les propietats usuals de

I’exponencial

exp(z +y) = exp(z) exp(y),  exp(—z) = exp(z) ",
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sempre que z,y estan en el disc de convergencia. En efecte, aixo es dedueix immediata-
ment del fet que la série exponencial, com a tal serie formal, satisfa les dues propietats
enunciades.

Observacié 9.12.3. En particular, té sentit parlar de exp(p), si p # 2 i de exp(4) quan
p = 2, pero no en té parlar de exp(1l), per exemple. Encara que podriem definir exp(1)
com una arrel p?-tsima de exp(p?), aixo no donaria una definicié univoca de exp(1), siné
només modul el producte per una arrel primitiva p-esima de la unitat.

Definicié 9.12.4. Anomenarem serie logaritme la serie de poteéncies

log(1 + X) := Z $X” € Q[[XT]].

n>1

Analogament, se satisfa la propietat formal
log(1+X)+log(1+Y)=log(l+X+Y +XY)=log((1+X)1+Y)),

aixi com els fets que exp(log(l + X)) = 1+ X i log(exp(X)) = X; aquestes propietats
tenen sentit a nivell formal ja que podem substituir les series que no tenen terme constant.
Recordem que el radi de convergencia de la serie logaritme en C és 1. Aix0 succeeix també
en el cas de C,,.

Proposicié 9.12.5. El radi de convergencia en C, de la serie logaritme és 1.

DEMOSTRACIO: Per a tot nombre enter n > 11 per a la valoracié p-adica de n se satisfan

1
les desigualtats 0 < v,(n) < osn
log p

, de manera que la féormula d’Hadamard ens permet
concloure com abans. [

En conseqiiencia, podem definir una funcié en el disc obert de C, de radi 1 per la

formula
log,(1+z) =) S
0 T) = -~ 3"
2, "

n>1

Anomenarem a aquesta funcioé el logaritme p-adic. Se satisfan les propietats formals del
logaritme que hem indicat més amunt, sempre que z,y pertanyin al disc de convergencia.
De totes maneres, podem estendre el logaritme a una funcié definida en tot C,*. Pero,
per a aix0, convé estudiar, previament, 'estructura del grup multiplicatiu C,".

Proposicié 9.12.6. Siguin W el grup de les arrels de la unitat d’ordre no divisible per
p, 1 Uy :=={z €C,: |x—1| <1}, la bola oberta de radi 1 i centre en 1 de C,. Aleshores,
Uy és un subgrup multiplicatiu de C,* i C,* admet una descomposicio en producte directe
de la forma

C,r =pUx W x U,

on p¥ indica un subgrup de C,* isomorf al grup additiu dels nombres racionals i format
per les potencies racionals de p.

DEMOSTRACIO: Cal definir precisament el subgrup p¥. De fet, per a cada nombre racional
r, podem prendre el nombre real positiu p”, que és un nombre algebraic; si ara prenem
una immersié de Q en C,, obtenim un subgrup de C,*, p?, ja que en RN Q se satisfan les
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igualtats p"p® = p"™* per a tota parella de nombres racionals r, s. Observem, pero, que el
subgrup p? no esta definit de manera canonica: depen de la immersié de Q en C,.

Sigui a € C,". Com que @p és dens en C,, podem prendre a € @p de manera que
la| = |af; com que el grup de valors de la valoracié real de Q, extensié de la valoracié
p-adica de Q, és exactament Q, el valor absolut de a és una potencia racional de p. Dit
d’una altra manera, existeix r € Q tal que |a| = p"; pero, com que p" € C, té valor
absolut p~", obtenim que |ap”| = 1; és a dir, podem escriure tot element de C, com el
producte d'un element de p@ per un element de valor absolut 1 de manera tinica, ja que p”
és determinat de manera tinica en p® pel valor absolut de o. Resta veure que el subgrup
de C," format pels elements de valor absolut 1 és el producte directe de W i U;.

Sigui, doncs, a € C,* un element de valor absolut 1; igual que abans, podem prendre
un element a € Q, tal que | — a| < 1, de manera que |a| = |a| = 1. En particular, a és
un element invertible de I'anell de valoracié Zp de @p; per tant, a és congru a una arrel de
la unitat d’ordre no divisible per p modul I'ideal de la valoracié, ja que aquest cos residual
és, clarament, un subcos de F, (de fet és tot F,), per ser la reunié (limit inductiu) dels
cossos residuals de les extensions finites de Q. Es a dir, existeix un element w € W tal
que |a —w| < 1; en conseqiiencia, també | —w| < 1 i, per tant, |aw™ — 1| < 1. Dit d’una
altra manera, podem trobar una arrel de la unitat d’ordre no divisible per p tal que « és
el producte d’aquesta arrel de la unitat per un element de Uy; i I'arrel de la unitat esta
determinada univocament per la seva reduccié modul I'ideal de la valoracio; per tant, la
descomposicio és unica i el resultat desitjat queda provat. [J

Corollari 9.12.7. Ezisteiz una tnica funcid log, definida en C," que satisfa les propietats
sequents:

(a) log,(p) = 0;
(b) per a tota parella d’elements o, 8 € C,*, és log, (o) = log,(a) + log,(B); i

(c) per a tot element o € C,, tal que |a| < 1, log,(1+ ) és donat per la suma de la serie
de poténcies log(1 + X) en X = a.

DEMOSTRACIO: Com que, en subsituir X per 0 a la serie, tenim que log,(1) = 0, la
propietat (b) obliga que log,(w) = 0 per a tota arrel de la unitat, w. Per tant, les
condicions (a) i (b) obliguen que el logaritme sigui nul en el subgrup p@x W. Aixi, en tenir
en compte l'estructura de C,” que acabem de provar, només cal definir log, en Uy; perd
aixo ja esta fet per la serie de potencies, que determina el valor log,(z) = log,(1+ (z —1))
per a |z — 1| < 1; és a dir, per a z € U;. O

Tot i que se satisfan les propietats formals exp(log(1+ X)) = 14+ X i log(exp(X)) = X,
no podem afirmar que aixo sigui aixi per a les funcions p-adiques corresponents; de fet,
aix0 només succeeix en el disc obert |z| < pp%ll. Observem que aquest és el domini de

convergencia de la funcio exp. Per a veure aquest fet necessitarem estudiar una mica més
les funcions exp i log,,.

Lema 9.12.8. 5i |z| < pp%ll, aleshores |log,(1 + )| = |z|. Si |z = pp%ll, aleshores
|log, (1 4 2)| < ||

DEMOSTRACIO: Per a tot nombre enter n > 1 se satisfa la desigualtat |n| > 1/n, ja que
nln| = np~*™ € N — {0}. A més a més, si 1 < n < p, aleshores |n| = 1. Per tant, per
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n

a|x\<pp;—llés|x]<1i
n

ja que la successio de

= [z["Ha| <zf, si2<n<p,
< np;%rll|x| <lz|, sin>p,

1—-n

terme general npr—1 és decreixent per an > pival 1 per a n = p. En conseqiiéncia, i
k

-1 n+1
com que el valor absolut és no arquimedia, totes les sumes parcials Z (=1

n=1

valor absolut igual a |z[, que és el del primer sumand; és a dir, log,(1+x) és el limit d'una
successié de Cauchy d’elements del tancat definit per la condicié |2'| = |z|. Com que C,

és un espai metric complet, tot subconjunt tancat és complet i el limit de la successio
1

pertany a aquest tancat. Aixo demostra que [log,(1+z)| = |z, en el cas que |z| < prT.

2" son de
n

-1

En el cas que la hipotesi sigui |z| < pr-1, les desigualtats estrictes de més amunt es
converteixen en <, de manera que l’argument continua essent valid en la bola tancada de
radi |z|; per tant, obtenim el resultat enunciat. [

Corollari 9.12.9. Per a |z] < pri és log,(exp(z)) = = i exp(log,(1 + z)) = 1 + .

DEMOSTRACIO: Ja sabem que les igualtats se satisfan a nivell de series formals de

potencies; per tant, només cal comprovar la convergencia. Ara, com que per a tot natural
n

‘ < 1lperatotn >1,de
n!

n és vy(nl) < T la hipotesi ens permet assegurar que
p J—
manera que
1 n
exp(z) — 1= Z i
n>1

convergeix a un element de valor absolut menor estricte que 1. En efecte, la bola oberta de
radi 1 és un subgrup topologic additiu obert, de manera que és tancat. En conseqiiencia,
exp(z) i log,(exp(z)) sén convergents, de manera que se satisfa la propietat desitjada
log,(exp(wr)) = x.

D’altra banda, el lema interior ens permet assegurar on la serie exp(log,(1 + x)) és
convergent, ja que |z| < p»=T implica que |log,(1+ )| = |z|; per tant, l'altra igualtat. [J

Observacié 9.12.10. Sempre que l’exponencial és convergent, se satisfa la igualtat
log,(exp(z)) = w; perd aixo no és cert per a l'altra igualtat. En efecte, si prenem ¢
una arrel p-ésima primitiva de la unitat i fem x := { — 1, aleshores [ — 1| < 1, de manera
que log,(¢) és convergent; ara bé, log,(¢() = 0, ja que ¢ és una arrel de la unitat, de

manera que exp(log,(¢)) = exp(0) = 1, pero 1 # (.

Com a corol-lari del lema, podem obtenir de manera senzilla els zeros de la funcié
logaritme.

Corollari 9.12.11. Sigui x € C,* qualsevol. Condicio necessaria i suficient perque sigui
logp(x) = 0 és que x sigui el producte d’una arrel de la unitat per una potencia racional
de p.

DEMOSTRACIO: La suficiencia ja esta vista en I'extensié de la funcié logaritme a tot C,*.
Per a la necessitat, i tenint en compte 'estructura de C,*, podem suposar que x =1+ y
amb |y| < 1. Aleshores, existeix un nombre natural ny tal que per a tot nombre natural

n =1 . .
n >mng és |y’ < pr-t. Podem escriure la igualtat

p"—1 n
P = (1) —1 = iy
T (1+y) § (i)y+y ;

=1
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com que tots els coeficients binomics del sumatori sén divisibles per p, i com que |y| < 1,
tots aquests sumands tenen valor absolut menor o igual que |py|; perd |py| < |p| = p~' <
pp%ll, de manera que, per l'eleccié de n, |2P" — 1| < pp%ll. Apliquem el lema de més amunt:
| log, ()] = |27" — 1|, que és nul per la hipotesi que log,(z) = 0; per tant, 2" = 1; és a
dir, = és una arrel de la unitat. [




Capitol 10

Formes quadratiques p-adiques

Un dels temes habituals d’estudi dels cursos basics de geometries lineal o projectiva és el
tractament de les coniques i les quadriques; és a dir, de les formes quadratiques, sobre els
cossos R o C, de les quals se n’acostuma a fer una classificacié. A la practica, pero, sovint
es tenen equacions sobre el cos dels nombres racionals. I una pregunta natural a fer-se en
aquest context és: per que no es fa la classificacié sobre el cos dels nombres racionals?

Aquest capitol posa les bases per a que, en el segiient, poguem fer aquesta classificacio.
De fet, un dels ingredients principals de la classificacié sobre QQ és el teorema de Hasse-
Minkowski (cf. 11.83.1), que permet fer us de la classificacié sobre R i sobre tots els cossos
p-adics, Q,, per a obtenir la classificacié sobre Q.

Aixi, doncs, dediquem aquest capitol a la classificacio de les formes quadratiques sobre
els cossos p-adics.

10.1 Espais quadratics

L’objectiu d’aquesta seccid és recordar el concepte i les propietats més elementals de les
formes quadratiques sobre un cos de caracteristica diferent de 2. Siguin, doncs, K un cos
de caracteristica diferent de 2, i V' un espai vectorial de dimensio finita, n, sobre K.

Definicié 10.1.1. Una forma quadratica en V' és una aplicacié ¢ : V — K tal que

(a) per a tot element A € K i tot vector v € V és q(\v) = Aq(v); i

(b) laplicacié B : V x V — K definida per B(vy,vs) := q(v1 +v2) — q(v1) — q(v2) és una
forma bilineal.

La parella (V, ¢) s’anomena un espai quadratic de dimensi6 n sobre K.

Com que car(K) # 2, té sentit considerar 1’aplicacié bilineal simetrica definida per la
férmula (v, v2) = vy - v9 == EB(Ul,Ug). Se satisfa la igualtat v - v = ¢(v), de manera
que hi ha una bijeccié entre el conjunt de les formes quadratiques sobre V' i el conjunt de
les formes bilineals simetriques sobre V'; I'aplicacié inversa assigna a cada forma bilineal
simetrica f la forma quadratica ¢(v) := B(v,v). De fet, tant un conjunt com l'altre sén
espais vectorials de manera natural i aquesta aplicacié és un isomorfisme entre aquests
espais vectorials.

153



154 Cap. 10. Formes quadratiques p-adiques

Definicié 10.1.2. Si (Vi,q1), (Va,g2) son dos espais quadratics de dimensié finita sobre
K, un morfisme d’espais quadratics, o morfisme metric, de (Vi,q;) en (V,q2) és una
aplicacié K-lineal ¢ : Vi — V; tal que per a tot vector vy € V] és qa(@(v1)) = q1(v1).

En aquest cas, se satisfa la igualtat ¢(v1) - p(v}) = vy - v}, per a tota parella (vq,v])
d’elements de V.

Definicié 10.1.3. Siguin ¢, ¢ formes quadratiques. Direm que ¢; i g2 sén equivalents,
i escriurem ¢; ~ @2, quan els espais quadratics (V1,q1) i (Va, g2) sén isomorfs; és a dir,
quan existeix un isomorfisme ¢ : V1 — V5 tal que ¢2(¢(v1)) = ¢1(v1) per a tot element
V] € ‘/1

En particular, la dimensié de l'espai quadratic (V,¢) és un invariant de la classe d’e-
quivalencia de la forma quadratica gq.

Definici6é 10.1.4. Sigui {ey,...,e,} una K-base arbitraria de V. S’anomena matriu de
g en la base {e1,...,e,} la matriu de la forma bilineal § associada a la forma quadratica
q en aquesta base; és a dir, és la matriu quadrada de n files que té coeficients els elements
de K, a;; := e; - ¢;. S’anomena també la matriu de la metrica.

Donat un vector z := x1eq + - -+ + x,e,, amb zq,...,x, € K, podem escriure

Q(l’) = i Clmﬂ?? -+ 2 Z ai7j$i.l’j;
=1

1<j

o, en forma matricial, ¢(z) = (z)*(a;;)(x), on (x) és la matriu columna formada per les
coordenades de z en la base {e;} i (x)" = (x1,...,2,) la matriu transposada de la matriu
(x). Aixi, si {e], -+ ,e/,} ésuna altra base i P € GL(n, K) és la matriu del canvi de base
(és a dir, la matriu dels vectors e} expressats en la base {e;}), aleshores la matriu de g en
aquesta base és la matriu (aj;) = P'(a;;)P. En particular, el determinant de la matriu
(a;j), pensat com a element de K, no és pas un invariant de la forma quadratica ni de la
seva classe d’equivalencia; pero si que ho és si el pensem modul el quadrat d'un element

no nul de K; en efecte, se satisfa la igualtat det(aj ;) = det(a; ;) det P?.

Definicié 10.1.5. S’anomena discriminant de ¢ el determinant de la matriu (a; ;) pensat
com a element de {0} U K*/K*?. El denotarem per disc(g). Es un invariant de la classe
d’equivalencia de la forma quadratica.

La dimensié i el discriminant no sén, pero, suficients per a descriure les classes d’e-
quivaléncia de formes quadratiques. En efecte, les dues formes quadratiques de K3, X2
i X2 4+ Y? tenen discriminant nul, perd no sén pas equivalents; per exemple, perqué un
canvi de base no modifica el rang de la matriu de la metrica i totes dues matrius tenen
rang diferent. Per tant, cal afegir encara més invariants per a determinar completament
el conjunt de classes d’equivalencia de formes quadratiques sobre un cos K. Veurem més
endavant que aquests tres invariants, dimensio, discriminant i rang, sén suficients per a
classificar les formes quadratiques sobre un cos algebraicament tancat. Ara ens interessa
aprofundir una mica en l'estudi del rang.

Definicié 10.1.6. Sigui (V,¢) un espai quadratic. Dos vectors v,w € V s’anomenen
ortogonals, i s’escriu v L w, quan v-w = 0; un vector s’anomena isotrop quan és ortogonal
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a si mateix; un vector s’anomena totalment isotrop quan és ortogonal a tot altre vector
de V. Un subespai vectorial W C V s’anomena isotrop quan tots els seus elements son
isotrops. S’anomena radical de (V, ¢), o bé nucli de (V] ¢), el subconjunt de V' format pels
vectors totalment isotrops.

En general, donat un subconjunt arbitrari S C V', el conjunt
St:={veV:vlw, peratotwec S}

és un subespai vectorial de V' que s’anomena l'ortogonal de S; en conseqiiencia, el radical
és l'ortogonal de tot 'espai vectorial V. Donat un subespai vectorial arbitrari W C V,
podem considerar el seu dual W* i I’aplicacié lineal fy, : V' — W* que associa a cada
element v € V la forma lineal de W definida per w — v - w; el nucli d’aquesta forma
lineal és l'ortogonal de W. El cas particular W = V déna el radical de (V,q). Si tenim
en compte 'expressié matricial de la forma bilineal associada a ¢, ens adonem de seguida
que la matriu de fy, en una base de V i la seva dual en V* és exactament la mateixa que
la matriu de la metrica; per tant, el rang de la matriu de la metrica és la codimensié del
radical. En particular, condicié necessaria i suficient perque el radical de V' sigui nul és

que disc(q) # 0.

Definicié 10.1.7. Una forma quadratica ¢, i també I'espai quadratic (V,q), s’anomena
no degenerada o no singular quan disc(q) # 0.

Observacié 10.1.8. En general no és cert que la restriccié a un subespai vectorial d’una
forma quadratica no degenerada sigui una forma quadratica no degenerada. Per exemple,
la forma quadratica de K? de matriu
10
s b 0]

és clarament no degenerada, pero la seva restriccié al subespai generat pel vector (1, 1) és
la forma nul-la.

Observacié 10.1.9. D’altra banda, una forma quadratica no degenerada pot tenir una
base formada per vectors isotrops; per exemple, la forma de K? donada per la matriu S
de més amunt admet la matriu
0 1
neft ]

en la base {(1,1), %(17 -1)}.

Definicié 10.1.10. Un espai quadratic s’anomena un pla hiperbolic quan admet una base
formada per dos elements isotrops e, es tals que eq - es # 0.

Observacié 10.1.11. En particular, en la base ey, es, la matriu de la forma

(61 " €3
quadratica és la matriu H de més amunt; per tant, un pla hiperbolic és de dimensio 2, és

no degenerat, i té discriminant —1.

Proposicié 10.1.12. Sigui (V,q) un espai quadratic no degenerat i suposem que V' conté
un element isotrop no nul, v. Aleshores, V conté un pla hiperbolic que conté v.
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DEMOSTRACIO: Com que V és no degenerat, existeix un element x € V' tal que v -z # 0
(z - )
2(v - x)
isotrop i v - w = v - x # 0; per tant, W := (v, w) és un pla hiperbolic que conté v. O

(en cas contrari, v seria del radical de V). Posem w := x — v; aleshores, w és

Notacié 10.1.13. Una forma quadratica en un espai de dimensio 1 sempre és de la forma
q(v) = ax?, per a un cert element a € K. En efecte, elegida una base de V, si x designa
la coordenada de v en aquesta base, podem escriure ¢(v) = ax?® per a un cert element
a € K;iun canvi de base modifica a multiplicant-lo pel quadrat d’un element no nul de
K; aquest element a, doncs, esta definit modul quadrats de K*; escriurem ¢ = (a).

10.2 Diagonalitzacio

En aquesta seccio es tracta d’estudiar la reduccio de les formes quadratiques amb els ulls
posats en la seva classificacio; especialment, en el calcul del rang. Considerem, doncs, un
espai quadratic (V, ¢) de dimensi6 finita, n, sobre un cos K de caracteristica diferent de 2.

Definicié 10.2.1. Es diu que una base {ej,es,...,e,} de (V,q) és ortogonal quan se
satisfan les igualtats e; - e; = 0, si ¢ # j.

Si {e1,eq,...,e,} és una base ortogonal de (V,¢q), aleshores la matriu de la metrica
en aquesta base és una matriu diagonal. Reciprocament, si la matriu de la metrica en
una base és diagonal, aleshores la base és ortogonal. En particular, el nombre de zeros
que apareixen a la diagonal és la dimensié del radical, ja que els vectors de la base
que corresponen a aquests zeros son vectors totalment isotrops i en nombre igual a la
dimensié del radical, que és la codimensié d’aquesta matriu. Es tracta de veure que
sempre existeixen bases ortogonals. Per a aixo comencem per la definicié segiient.

Definicié 10.2.2. S’anomena suma ortogonal dels dos espais quadratics (Vi,q1) i (Va, q2)
I'espai quadratic (V; @ Vs, q) on ¢ és la forma quadratica definida, per a v, € Vp, vg € Vs,
arbitraris, per la igualtat q(vy + v2) := q(v1) + q(v2). Escriurem V; L V5 per a indicar la
suma ortogonal i, analogament, ¢; L gs.

Si (V,q) és un espai quadratic i W és un subespai qualsevol, aleshores W és ortogonal
al radical de (V] q); per tant, qualsevol suplementari de rad(V’) com a subespai vectorial és
ortogonal a rad(V'). En conseqiiencia, (V,q) descompon en suma ortogonal de rad(V') i un
suplementari qualsevol. A més a més, és clar a partir de la definicié que el rang de la suma
ortogonal és la suma de rangs, de manera que el rang del suplementari sempre és maxim;
és a dir, la restriccié de la forma quadratica ¢ a un suplementari qualsevol de rad (V') és una
forma quadratica no degenerada. No només aixo, sindé que dos suplementaris qualssevol
de rad(V') sén isometrics. En efecte, si V =V} L rad(V) = V4 L rad(V), donat v; € V}
podem escriure v; de manera unica en la forma v; = vy +v" amb vy € V5 1 0" € rad(V);
aleshores, ¢(v1) = q(vg) 1 l'assignacié v, +— vy defineix una isometria de V; en V5.

Definicié 10.2.3. Sigui a € K. Direm que la forma quadratica q representa a, i escriurem
q — a, quan existeix un vector no nul v € V' tal que ¢(v) = a.

Corollari 10.2.4. Siguin q una forma quadratica i a € K* un element no nul de K.
Condicié necessaria i suficient perqué q representi a és que q representi ab®, per a tot
element b € K*.
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El pas clau de la diagonalitzacié de formes quadratiques el proporciona el resultat
segiient.

Proposicié 10.2.5. Siguin (V,q) un espai quadratic i a € K* un element no nul de K.
Condicio necessaria i suficient perque q representi a és que q descompongui com a Suma
ortogonal de la forma quadratica (a) i una certa forma quadratica ¢'.

DEMOSTRACIO: Clarament, la forma quadratica (a) L ¢’ representa a; vegem el reciproc.
Sigui V; un suplementari de rad(V'); aleshores la restriccié a Vj de ¢, posem ¢, és no
degenerada; com que a # 0, la condicié ¢ — a és equivalent a ¢; — a; per tant, podem
suposar que g és no degenerada.

Suposem, doncs, que ¢ — a i que ¢ és no degenerada. Sigui v € V tal que ¢(v) = a.
Aleshores, la restriccié de ¢ a Kv és la forma quadratica (a) i Kv N Kvt = (0), ja que v
no és un vector isotrop. A més a més, com que ¢ és no singular, la dimensié de Kot és la
codimensi6é de Kv, de manera que Kv+ Kv™ = V: i com que Kv és ortogonal a Kv*, és
Kv L Kv' =V, de manera que la restriccié ¢’ de g a Kv' és la forma que necessitavem.
O

Corollari 10.2.6. Tota espai quadratic admet una base ortogonal; és a dir, tota forma
quadratica (sobre un cos de caracteristica diferent de 2) és diagonalitzable.

DEMOSTRACIO: Per induccié sobre el rang de la forma; si rang(q) = 1, el resultat és
trivial. Si el suposem cert fins a dimensié n — 1, podem prendre un element no nul a € K
tal que ¢ — a, de manera que ¢ = (a) L ¢/, per a una certa forma de rang rang(q) — 1.
Per hipotesi d’induccid, la forma ¢’ és diagonalitzable, i clarament (a) ho és. Per tant, la
seva suma ortogonal és diagonalitzable, ja que el vector v que representa a és ortogonal
al subespai suplementari de (v). [

Es a dir, si escrivim (ay,...,a,) per a designar la forma quadratica suma ortogonal
de les formes quadratiques de rang 1, (a;), tota forma quadratica ¢ és equivalent a una
forma quadratica del tipus (ai, ..., a,), on els elements a;, € K poden ser repetits o nuls.

Observacié 10.2.7. Hom podria haver demostrat aquest resultat d’una manera molt més
senzilla. En efecte, podriem haver ensenyat el metode de Gauss de completar quadrats
per a la reduccié d’una forma quadratica a una suma de quadrats. Hem fet aquesta
demostracio a fi de posar de manifest fets que ens seran d’utilitat més endavant.

10.3 Teorema de Witt

Acabem de provar que tota forma quadratica sobre un cos de caracteristica diferent de 2
és equivalent a una forma quadratica diagonal; és a dir, a una forma quadratica del tipus
(ay,...,a,). En conseqiiéncia, per a fer la classificaci6 de les formes quadratiques podem
limitar-nos a classificar les formes quadratiques diagonals. El teorema de simplificacié de
Witt proporcionara el pas inductiu per a aquesta classificacio.

D’altra banda, ja hem vist que la dimensié i el rang sén invariants associats a cada classe
d’equivalencia de formes quadratiques; per tant, podem suposar fixats aquests invariants;
igualment, si convé, podem suposar fixat el discriminant com a element de {0} U K*/K*?,
ja que el discriminant també és un invariant de la classe d’equivalencia.
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El fet que dos suplementaris qualssevol del radical siguin isometrics fa que puguem
reduir-nos a classificar espais quadratics no singulars. En efecte, si (V,q) i (V’,¢’) son es-
pais quadratics isometrics, els seus radicals sén isomorfs i, en consequiencia, suplementaris
de rad(V) i rad(V’) sén isometrics. El reciproc és clar; si suplementaris dels radicals sén
isometrics i els radicals sén isomorfs (i.e., tenen la mateixa dimensié), aleshores (V,q) i
(V',q') sén isometrics, ja que sén suma ortogonal d’espais isometrics.

Per tant, a partir d’ara suposarem que els espais quadratics sén no singulars. El primer
que cal fer és estudiar de quina manera es poden estendre morfismes metrics de subespais.

Proposicié 10.3.1. Siguin (V,q), (V',q'), espais quadratics no singulars de dimensid
finita, U C 'V un subespai vectorial qualsevol, i o : U — V' un morfisme métric injectiu.
Suposem que U és degenerat. Aleshores, existeix un subespai vectorial U C V tal que U
és un hiperpla de U, i existeiz un morfisme métric injectiu @ : U — V' que estén o.

Dit d'una altra manera, tot morfisme metric injectiu d’un subespai singular U de V'
es pot prolongar a un morfisme metric injectiu d’'un subespai de V' que conté U com a
hiperpla.

DEMOSTRACIO: Com que U és singular, rad(U) # (0) i podem elegir un element no nul
up € rad(U) i una forma lineal w : U — K tal que w(ug) = 1. Ara, com que V és no
singular, l'aplicacié6 V' — V* donada per v — (u — v - u) és un isomorfisme canonic
i, per tant, component amb l'aplicacié dual de la inclusié U C V, I'aplicacié V. — U~
donada per v — (u — v - u) és exhaustiva. En conseqiiencia, existeix un element v € V
tal que w(u) = v - u per a tot element v € U. A més a més, canviant si convé v per

v — §(U - v)ug, podem suposar que v -v = 0. En particular, com que w(ug) = 1 # 0 i

uo € rad(U), el vector v no és pas de U, i podem elegir U := U @ Kwv; aixi, obtenim un
subespai vectorial de V' que conté U com a hiperpla.

Posem, ara, U’ := o(U), uy := o(up), i o' := woo . Com que o és un morfisme

metric injectiu, U’ és un subespai singular de V', uf, és un element de rad(U’), i ' és una
forma lineal de U’ tal que w'(ug) = 1; repetint la construccié de més amunt, obtenim un
subespai vectorial U C V’ que conté o(U) com a hiperpla en la forma U =U®Kv.
Sigui 7 : U — U C V' l'extensié de o a U definida per 3(v) := v'. Aleshores, 7 és
un morfisme metric injectiu de U en V' que estén o, com voliem demostrar. En efecte,
només cal comprovar que es respecta la metrica i sobre U no hi ha res a dir; sobre Kwv
tampoc, ja que v és un vector isotrop, igual que v’; i per ultim, el producte u - v d'un
element u € U per v és donat per la forma lineal w, mentre que el producte de o(u) per
v' és donat per la forma lineal w’' = wo o=t O

Teorema 10.3.2 (Witt). Siguin (V,q), (V',q'), espais quadratics no singulars de dimen-
si6 finita, U C V un subespai qualsevol, i o : U — V' un morfisme métric injectiu. Su-
posem que (V,q) i (V',q') soén isométrics. Aleshores, existeix una isometria o : V. — V'
que estén o.

DEMOSTRACIO: Encara que no podem suposar que ¢ = ¢, com que (V,q) i (V',¢)
son isometrics, podem suposar que V' = V’. I si apliquem successivament la proposicié
anterior, i com que V és de dimensio finita, podem suposar que U no és singular. Ara
podem fer la prova per induccié sobre la dimensié de U. Si U és de dimensi6 1, aleshores
qualsevol element no nul u € U és no isotrop i un dels dos elements de V| u 4 o(u) és
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no isotrop; en efecte, en cas contrari es tindrien igualtats 2u - u +2u - o(u) = u - u £+ 2u -
o(u) + o(u) - o(u) = 0, ja que o és una isometria amb la imatge, i en sumar-les i tenir
en compte que car(K) # 2, obtindriem que wu és isotrop. Posem @ := u + eo(u), ¢ = £1,
un dels u + o(u) que no sigui isotrop i sigui T I'ortogonal de u. Aleshores, T és un
hiperpla, ja que uw és no isotrop, i V = Ku L U Siguin ¢’ 'automorfisme de V' que és
la identitat sobre U i que canvia u de signe, i o := —eo’. Aleshores, & és una isometria
de V' i, com que u — eo(u) € UL, se satisfan les igualtats o'(u — eo(u)) = u — eo(u) i
o'(u+eo(u)) = —(u+eo(u)), de manera que, en suman i dividir per 2, o'(u) = —eo(u);
és a dir, 7(u) = o(u), 1 & prolonga o, com voliem demostrar.

Suposem, ara, que U és de dimensié més gran que 1. Podem elegir una descomposicio
de U com a suma ortogonal de dos subespais no trivials, U; i Uy de U. En particular,
U; esta inclos en 'ortogonal de U;. Per hipotesi d’induccio, la restriccié o, de o a U,
es prolonga a una isometria o; de V; i si canviem o per o' o o, podem suposar que la
restriccié oy de o a U és la identitat en U;. Aleshores, o aplica Uy en Ui-. De nou per
hipotesi d’induccié, la restriccié de o a Uy, es prolonga en un automorfisme oo de Ui
Aleshores, podem posar & automorfisme de V' que és la identitat en U; i oy en Ui i
aleshores, & és una isometria que prolonga o, ja que V és la suma ortogonal de U, i Ui,
per ser Uy no singular. [J

Corollari 10.3.3. Sigui (V,q) un espai quadratic no singular. Els ortogonals de dos
subespais isometrics de V' son isomeétrics.

DEMOSTRACIO: En primer lloc, construim una prolongacié a V' d’una isometria entre els
dos espais; i després la restringim als ortogonals. []

10.4 Classificacié de formes quadratiques sobre cos-
sos finits

El teorema de Witt ens permet donar una primera descripcié de les formes quadratiques
sobre un cos arbitrari de caracteristica diferent de 2. Recordem que hem demostrat més
amunt que podem limitar-nos a classificar formes quadratiques no singulars.

Proposicié 10.4.1. Sigui (V, q) un espai quadratic no singular de dimensié finita. Exis-
teizen plans hiperbolics Hy, ..., Hy, i un subespai quadratic W de V' sense vectors isotrops
no nuls tals que V.=Hy L --- 1L H,, L W.

DEMOSTRACIO: Si V no conté vectors isotrops no nuls, prenem W =V im = 01 ja hem
acabat. En cas contrari, sigui v € V un vector isotrop no nul; podem considerar (cf.la
proposicié 10.1.12) un pla hiperbolic Hy = H := (v,w) C V i V descompon en suma
directa ortogonal de H i H*, ja que V i H sén no singulars. Podem acabar la prova
per induccié sobre la dimensié de V; per hipotesi d’induccié, H+ és la suma ortogonal
de plans hiperbolics Hs, ..., H,, amb un subespai quadratic W sense vectors isotrops no
nuls; per tant, V =H; 1 --- 1 H,, L W és la descomposicié que cercavem. []

Teorema 10.4.2. El nombre m de plans hiperbolics de la proposicio anterior no depen de
la descomposicio i coincideix amb el maxim de les dimensions dels subespais isotrops de V.
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DEMOSTRACIO: La unicitat de la descomposicié és conseqiiencia del teorema de Witt. En
efecte, si tenim dues descomposicions V=H; L --- 1L H,, LW =H{ L--- L H , LW
amb H;, H j’ plans hiperbolics i W, W' subespais sense vectors isotrops no nuls, aleshores
m=m'1W = W' En efecte, com que H; = Hj, podem estendre aquesta isometria a
tot V', de manera que els suplementaris ortogonals sén isomorfs; per induccié sobre m, de
Hyl.---1H, LlW=H,1.---1H 6 LW obtenim m =m'1iW = W’ Per tant,
només resta demostrar que m és el maxim de les dimensions dels subespais isotrops.

Clarament, si prenem una base v;, w; de cada H; de manera que v;, w; siguin isotrops
iv;-w; =1, els vectors vy,...,v, generen un subespai isotrop de dimensié m, ja que
v; L v; per a tota parella d’indexs 4,j. Aixi, m no supera el maxim de les dimensions
dels subespais isotrops. D’altra banda, suposem que M és un subespai isotrop i sigui
{v1,...,v;} una base de M; podem elegir un vector no isotrop w; € V tal que vy -w; = 1,
de manera que H; := (vy,w;) és un pla hiperbolic. En general no és cert que el vector w,
sigui ortogonal a tots els vy, . . ., vy, pero si canviem cada vector v; pel vector v; — (v; - wy vy
obtenim una nova base de M de manera que (vs, ..., v;) és ortogonal a H;. Ara podem
considerar la descomposicié V = H; L Hi i tenir en compte que (vo,...,v.) C Hi; per
induccid, obtenim en Hi- una descomposicié amb un minim de k¥ — 1 plans hiperbolics,
de manera que V' admet una descomposicié en suma ortogonal amb un minim de k plans
hiperbolics. Per tant, k£ < m, i aixo acaba la prova. [l

Observacié 10.4.3. Aix0 no és una classificacié completa de les formes quadratiques no
degenerades. Pero redueix aquesta classificacié a la classificacié dels espais quadratics no
singulars que no tenen vectors isotrops no nuls. Per als cossos algebraicament tancats
i per als cossos finits, pero, podem obtenir facilment una classificacié completa de les
formes quadratiques sense fer servir el teorema de Witt.

Proposicié 10.4.4. Suposem que K és un cos algebraicament tancat de caracteristica
diferent de 2. Aleshores totes les formes quadratiques no degenerades del mateiz rang son
equivalents; en particular, equivalents a la forma (1,...,1).

DEMOSTRACIO: Sabem que tota forma quadratica és diagonalitzable; per tant, equivalent
a una suma ortogonal de formes quadratiques de la forma (a;), amb a; € K; i si la forma
és no singular, tots els elements a; han de ser no nuls. Ara, si K és algebraicament tancat,
a; sempre és un quadrat, de manera que podem dividir el ¢-esim element de la base per
una arrel quadrada de a;; aixd demostra l'equivaléncia de la forma (a;) amb la forma (1)
i acaba la prova. [J

Observacié 10.4.5. En aquest cas, el discriminant no aporta res a la classificacio, ja
que per ser tot element un quadrat, totes les formes quadratiques no singulars tenen
discriminant 1. Dit d’una altra manera, el rang és un sistema complet d’invariants de les
classes d’isomorfia de formes quadratiques no degenerades sobre un cos algebraicament
tancat de caracteristica # 2.

Exercici 10.4.6. Si K és algebraicament tancat, aleshores tot pla hiperbolic admet una
base de manera que la seva matriu en aquesta base és la matriu identitat en dimensio 2.

Per a acabar aquesta seccié farem la classificacio en el cas en que el cos K és un cos
finit de caracteristica diferent de 2. Per a aix0 cal estudiar, en primer lloc, les sumes de
quadrats en K := [, on ¢ és una potencia d’'un nombre primer senar p.
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Lema 10.4.7. Siguin a,b,c € F; elements no nuls qualssevol. Aleshores, existeizen ele-
ments x,y € F, tals que az* + by* = c. Dit d’una altra manera, tota forma quadratica de
rang 2 sobre un cos finit de caracteristica diferent de 2 representa tot element no nul del
cos.

DEMOSTRACIO: Podem fer una demostracié molt elemental d’aquest fet. Per exemple, el
q+1

conjunt dels quadrats de [F, és de cardinal , ja que el morfisme de grups de F; d’elevar

al quadrat té nucli {£1} i a més el zero és un quadrat. Per tant, com que a és no nul,
. s . +1 . < .,

el conjunt A := {az?: x € F,} també té cardinal qT; i, per homotecia i translacio, el

qg+1

conjunt B := {c—by*: y € F,} també té cardinal . En conseqiiencia, la interseccio
de A amb B no pot ser el conjunt buit. Un punt de la interseccio satisfa la igualtat

ax? + by? = ¢, i la prova és completa, perque z,y no poden ser nuls simultaniament. [J

Exercici 10.4.8. Siguin p un nombre natural primer, p = 3 (mod 4), i F,|F, una extensi6
de grau senar (o sigui, ¢ = p/, amb f senar). Llavors, la forma quadratica X2 + Y2 no
representa zero en F,.

Corollari 10.4.9. Tota forma quadratica de rang > 3 sobre F, representa tot element de
F,; en particular, representa zero.

DEMOSTRACIO: Podem suposar que la forma és de rang 3 i escriure-la en una base
ortogonal en la forma aX? 4+ bY? — ¢Z? amb a,b,c € F*. Si az? + by?> = ¢ és una
representacié de ¢ per la forma aX? +bY2, aleshores, ax? + by? — c1? és una representacié
de zero per la forma aX? 4+ bY? — cZ?. O

Teorema 10.4.10. Sigui g un generador del grup multiplicatiu ;. Per a tot entern > 1
només hi ha dues classes d’equivaléncia de formes quadratiques de rang n: admeten per
representants les formes (1,...,1) i (1,...,1,9).

DEMOSTRACIO: Observem, en primer lloc, que ¢ no és un quadrat de F7, ja que és un
generador d’aquest grup d’ordre parell. En particular, el discriminant de qualsevol forma
quadratica no singular, modul quadrats, és o bé 1 o bé g. La demostracio del teorema es
fa per induccié sobre el rang. El cas de rang 1 és immediat. D’altra banda, si el rang és
més gran que 1, la forma quadratica representa 1; per tant, admet una descomposicié en
suma ortogonal de la forma (1) amb una forma quadratica de rang una unitat inferior i
podem aplicar la hipotesi d’induccié. [

Observaci6 10.4.11. Aixi, doncs, una condicié necessaria i suficient perque dues formes
quadratiques no degenerades sobre F, siguin equivalents és que tinguin el mateix rang i
el mateix discriminant.

10.5 Algebres de quaternions

Sigui K un cos de caracteristica diferent de 2. L’estudi de les formes quadratiques sobre
K conté, en particular, 'estudi de les formes aX? +bY? — Z2 i X? —aY? — bZ? + abT?.
I aquestes tenen una interpretacié interessant en el context d’algebres de quaternions.
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Definicié 10.5.1. Siguin K un cos de caracteristica diferent de 2, i a,b elements no

a,

nuls de K. Representem per 7 I’espai vectorial de dimensi6 4 sobre K amb base

{ep, €1, €2, €3}, dotat del producte determinat per les regles segiients:

(a) el producte és bilineal i té element neutre ey = 1;

(b) el producte és associatiu i e? =a, e3=0, eeq=—ege] = e3.

a,by . o . .
Amb aquesta definicid, (?) és una K-algebra associativa i amb unitat. Es diu que
a,by , . . .
(7) és 'algebra de quaternions de parametres a,b sobre K.
Exercici 10.5.2. La condici6 (b) de la definicié es pot canviar per la condicié (b’) segiient:
e2=a, ei=0b, e=—ab,
€1€9 = —€9€1 = €3, €9€3 — —€3€9 — —bel, €361 — —€1€3 = —aes.

Definicié 10.5.3. Donat un quaternié ¢ = xg + x1e; + x2es + x3€3, To, T1, To, T3 € K,
el quaterni6 q := xo — xr1e1 — x9es — x3€3 s’anomena el conjugat de ¢. La norma de ¢ és
Ielement N(q) := ¢q = 22 — ax? — bx3 + abr? € K. Es poden verificar sense dificultat les
propietats segilients:

(a) @ +a@=0 +, b)) 1@ =%a0, i(c) N(q1g2) = N(q1)N(g2).
Proposicié 10.5.4. Siguin a,b,c € K elements no nuls qualssevol. Es tenen tomorfismes

a,b\ o (ba\ o (a,—ab\ o (a,(1=a)b) _ a,bc*\ o, (acb pi f
=)= 5= I =\ 75 ) =) = () Viomorfisme

a,(1—a)b

K

amb , sempre que a # 1.

’ . a N .. . .
DEMOSTRACIO: Els isomorfismes de (?) amb les altres algebres son immediats si
tenim en compte els canvis de base segiients: a partir de la base {eg, e, ez, €3} la base

. . . b,a
{eo, €2, €1, —e3} determina l'isomorfisme amb I’algebra (’7 ; la base {eg, €1, e, aey } amb

a,(1—a)b
K

a, —ab

lalgebra ( ); la base {eg, e1, ex + €3, e3 + aey } amb l'algebra ( : la base
a, bc? 2

. ac’,b
e );11& base {ey, cei, ea, ces} amb < e ) O

{eo, €1, cea, ces} amb 'algebra (
Proposicié 10.5.5. Per a elements no nuls a,b € K, son equivalents:

a
(a) lalgebra (’7) és un cos (no commutativ);

(b) l'equacid x% — ax? — bxs + abx3 = 0 no té solucions no trivials en K;

(c) lequacid ax® + by? = 2% no té solucions no trivials en K ; i

b
(d) lalgebra (%) no és isomorfa a l'algebra M(2, K) de les matrius quadrades 2 X 2

de coeficients en K.
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DEMOSTRACIO: Si un quaternié q := o + z1e1 + T2es + x3€3, To, T1, To, T3 € K, té
invers ¢/, aleshores és N(¢)N(¢') = N(eg) = 1, de manera que N(q) # 0; reciprocament,

. q
si N(q) # 0, aleshores

N(g)
necessaria i suficient perque tot quaternié no nul sigui invertible és que N(g) # 0 sempre
que ¢ # 0. Equivalentment, que I'inica solucié de 1'equacié N(q) = 0 sigui ¢ = 0; perd
N(q) = 2% — az? — bx3 + abx3, de manera que I’equivalencia de (a) amb (b) és clara.

té sentit i és el quaternié invers de ¢q. Per tant, condicié

D’altra banda, si 'equaci6 (c) té una solucié no trivial i fem g = 2z, 11 = x, 23 = y
i 3 = 0, obtenim immediatament que (b) té una solucié no trivial; per tant, (b) implica
(c). Reciprocament, suposem que l'equaci6 (c¢) només té la solucié trivial; en particular,
b no és el quadrat de cap element de K i, en conseqiiencia, 'extensié K(vb)|K és de
grau 2; a més a més, l'equacié (b) es pot escriure en la forma Ny sz (70 + ToVb) =
aN K(V)| (T + 1'3\/5), de manera que condici6 necessaria i suficient perque a sigui norma

d’un element no nul de K (\/l_)) és que puguem prendre x + 23V # 0 que, alhora, equival
a poder prendre una soluci6 no trivial de I'equacié (c). Perd ja varem veure en parlar
del teorema de Legendre (cf. el teorema 8.2.1) que condicié necessaria i suficient perque
I'equacié (c) tingui solucions no trivials és que a sigui la norma d’un element no nul de

K(v/b). Aixd demostra Pequivaléncia de (b) amb (c).
Com que l'algebra de les matrius M(2, K') no és un cos, és clar que (a) implica (d).
Per a veure la implicacié que resta demostrarem que si I'equacié (d) té una solucié no

a
trivial, aleshores 'algebra ? és isomorfa a M(2, K). Suposem que z,y,z € K no

2

sén tots tres nuls i satisfan I'equacié ax? + by? = 2?%; si tenim en compte l'isomorfisme

b b
(a,?) = (’7&)’ podem suposar que y # 0. Siguin ey, ey, €2, €3, les matrius de M(2, K)

o l(l) ﬂ o [a(/)y g] e [—Z?/J@P —:/y] emans h%y a;/zy} |

Es immediat comprovar les igualtats €2 = aeg, €2 = beg, i €165 = —ege; = e3; a més a
més, les matrius eq, eq, €9, €3 sén K-linealment independents, fet que es comprova sense
dificultat tenint en compte la relacié az® + by*> = 2%. Per tant, l'algebra M(2, K) és
(isomorfa a) I’algebra de quaternions de parametres a,b. [J

Corollari 10.5.6. Siguin a,b € K elements no nuls. Aleshores:

(a,f;a) N (a, 1K—a> N (aTb?) N (a_Kl) ~ M(2, (K).

DEMOSTRACIO: Els primers isomorfismes sén casos particulars de la proposicié 10.5.4
que s’obtenen en fer b = 1; i el darrer és conseqiiencia de la proposicié anterior, ja que,
clarament, I'equaci6 ax?® + y* = 22 té solucions no trivials. [

a,b
Proposicié 10.5.7. Siguin a,b,c € K elements no nuls i suposem que ’7 és (iso-

morfa a) M(2, K). Aleshores, se satisfa la propietat segiient de simplificacio:

()-(2)
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L b
DEMOSTRACIO: Si b és el quadrat d’un element de K, aleshores les dues algebres <%)

¢, b
i (’7) sén isomorfes a M (2, K); per tant, podem suposar que b no és un quadrat en K.

a,b
La hipotesi sobre 1’algebra (?) ens permet assegurar que 'equacié az? + by? = 22 té

solucié no trivial en K; i, com que b no és un quadrat, ha de ser z # 0. Si dividim per z,

podem suposar que existeixen elements y, z € K no tots dos nuls, tals que a = 2% — by?.

. c,b '
Sigui {eg, €1, €2, e3} una base de (’7) tal que eg = 1, e2 =c, e =bies = eey =
—eger. Aleshores, els vectors e)) == eq, €] 1= ze1+yes, €, = e9, 1 e} 1= e|e)y = bye;+ze3 sén
linealment independents, ja que el determinant d’aquests vectors en la base {eg, €1, €2, €3}
és el determinant
<y

22
by L =7 by =a # 0.

’ / . . 2
A més a més, se satisfan les propietats e}” = 22€%+y2€§+2y(6163+6361) = 22c—y*bc = ac,

2 . X

ey =e3 =b, 1 ehe] = zegey + yegey = —ze1eq — Yyezeg = —ehely = —eh. Per tant, 'algebra
c . N . ) e ac

(’?) conté com a subalgebra, de la mateixa dimensié, ’algebra (7’ , de manera

que coincideixen. [

10.6 Simbol de Hilbert

L’objectiu d’aquesta seccié és donar la definicié del simbol de Hilbert i fer el seu calcul
en el cas dels cossos R i Q,, per a tot nombre primer p.

Ja hem observat que si K és un cos de caracteristica diferent de 2, i si a,b € K sén
elements no nuls, aleshores I'algebra de quaternions (a,?) 0 bé és un cos no commutatiu
o bé és l'algebra M(2, K).

Definicié 10.6.1. Sigui K un dels cossos R o Q,, p primer, i siguin a,b € K elements
no nuls. Posarem (a,b)x = —1 quan l'algebra de quaternions <%b) sigui un cos (no

commutatiu) i (a,b) g = 1 quan sigui M(2, K). Direm que (a,b)x és el simbol de Hilbert
sobre K de la parella (a,b). Sovint escriurem (a.b) quan K =R i (a,b), quan K = Q,.

Corollari 10.6.2. Condicid necessaria i suficient perque el simbol de Hilbert (a,b)x sigui
1 és que la forma quadratica aX? + bY? — Z? representi zero en K. [

Les propietats de les algebres de quaternions de la seccié anterior es tradueixen en les
seglients per als simbols de Hilbert.

Corollari 10.6.3. Siguin a,b,c € K elements no nuls qualssevol. FEs tenen igualtats
(a,b) = (bya)x = (a,—ab)x = (a,(1 —a)b)x = (a,bc*)x = (ac® b)k, la igualtat amb
(a, (1 —a)b)g, sempre que a # 1. A més a més:

(a,—a)g = (a,1 —a)g = (a,0*)x = (a, 1) = 1.

Per dltim, si (a,b) = 1, aleshores (ac,b)x = (¢,b)k. O
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Observacié 10.6.4. Quan (a,b)x = 1 obtenim la igualtat (ac,b)x = (a,b)x(c,b)x. Més
endavant veurem que se satisfa sense aquesta hipotesi restrictiva.

El calcul del simbol de Hilbert en el cas K = R és gairebé immediat.

Proposicié 10.6.5. Siguin a,b € R nombres no nuls. Aleshores:

-1, sia,b<0,
(aab)oo: .
1, sia>0o0béb>0.

DEMOSTRACIO: Com que tot nombre real positiu és el quadrat d’un nombre real, si un
dels dos nombres a,b és positiu, aleshores (a,b), = 1; d’altra banda, si a < 0, b < 0,
aleshores (a,0)se = (—1,—1)s = —1, ja que lequacié —z% — y* — 22 = 0 només té la

solucié trivial. [

La resta de la seccié es dedica al calcul del stmbol de Hilbert en el cas K = Q,.

Lema 10.6.6. Sigui p un nombre primer senar i siguin u,v € Z,". Aleshores, (u,v), = 1.

DEMOSTRACIO: La reduccié modul pZ, permet pensar u,v com a elements de F,"; ara
bé, hem provat més amunt que la forma quadratica uz? 4+ vy* — 2? representa zero en F,*,
i que podem prendre y = 1. El lema de Hensel ens permet assegurar que podem trobar
elements x,y,z € Z,, no tots tres nuls, i tals que uz? + vy* — 22 = 0 en Z,; per tant,
(u,v), = 1, com voliem veure. [J]

Lema 10.6.7. Siguin p un nombre primer senar i v € Z,". Aleshores, (p,v), = (2) , el
p

simbol de Legendre de la reduccio modul p de [’element v.

’ . , N , . . [V .
DEMOSTRACIO: Si v és un quadrat modul p, és a dir, si (—) =1, en virtut del lema de
p

Hensel v és un quadrat en Z,, i la forma quadratica pz? + vy? — z? representa zero en Z,;
per tant, (p,v), = 1. Reciprocament, suposem que la forma quadratica pz? + vy* — 22
representa zero en QQ,; multiplicant els elements x,y, z per una potencia adequada de p,
podem suposar que z,y,z € Z, i que y, z no sén divisibles per p. Aleshores, la reduccié
modul p de l'equaci6 ens proporciona una igualtat v = 2%y~2 en F,*, de manera que v és
v
un quadrat en F," i (—> =1.0
p
Proposicié 10.6.8. Sigui p un nombre primer senar i siguin a,b € Q,", escrits en la
forma a == p"u, b := p*v, amb r,s € Z, i u,v € Z,". Aleshores, (a,b), = (up",vp°®), =

)

DEMOSTRACIO: Per les propietats del simbol de Hilbert, podem suposar que r, s € {0, 1},
de manera que només cal considerar tres casos: r=s=0;r=1,s=0;ir=s=1. El
cas 7 = s = 0 és el contingut del lema 10.6.6. En el casr =1, s = 0, i en virtut del fet, ja
provat, que (u,v), = 1, obtenim que (up,v), = (p,v),, de manera que podem suposar que
u =1, i el resultat és el contingut del lema 10.6.7. Per ultim, podem escriure les igualtats

(upramly = (ap. —0p?), = (ap, =0y = (= = (22 ) = (00 (4] (), e

p

és el que cal demostrar en aquest cas. [J
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Resta fer el calcul en el cas p = 2. Per a aixo podem usar una versié diferent del
lema de Hensel de la versié que s’ha demostrat més amunt; concretament, es fara ts del
resultat segiient que es proposa com a exercici (o bé, cf. [La 70]).

Lema 10.6.9. Siguin K un cos complet respecte de la topologia definida per un valor
absolut discret i A l'anell de la valoracio. Sigui f(X) € A[X] un polinomi i ag € A un
element tals que |f(ag| < |f'(cw)|*. Aleshores, la successié {ay}, definida recurrentment

per la formula
flan)

Qny1 = Qp — %

f(an)
és convergent a un element o € A. Aquest element o és una arrel de f(X) i se satisfa la
desigualtat

|a—a0|§‘
]

Corollari 10.6.10. Sigui a € Z;. Condicio necessaria i suficient perque a sigui el quadrat
d’un element de Zy és que a =1 (mod 8).

DEMOSTRACIO: Considerem el polinomi f(X) := X? — a; si prenem «y = 1, aleshores
|f(ao)la < I8 < [2]2 = | f'(ap)]3, de manera que X? —a té una arrel en Z,. El reciproc és
clar, ja que si a és el quadrat d'un element de Z3, la seva reduccié modul 8 és un quadrat
en (Z/87)*, de manera que a =1 (mod 8). [

Siguin, doncs, a,b € Q3 elements no nuls escrits en la forma a = 2"u, b = 2°v, amb
r,s € Ziwu,v € Z5. Per a fer el calcul del stmbol de Hilbert (a,b)s, podem suposar que
r,s € {0,1}. Comencem, com abans, pel cas r = s = 0.

Lema 10.6.11. Siguin u,v € Z5. Aleshores, (u,v)y = (—1)5W=),

DEMOSTRACIO: Cal considerar les classes residuals modul 8 de u, v i aplicar el corol-lari
anterior. Si u = 1 (mod 8), aleshores u és un quadrat en Z,, de manera que la forma
quadratica ux?® + vy® — 2% representa zero i (u,v); = 1. Si w = 5 (mod 8), aleshores
u+ 4v = 1 (mod 8), ja que v no és divisible per 2; per tant, u + 4v és un quadrat
i Pequacié ux? + vy? — 22 = 0 té una solucié ¢ = 1, y = 2, z convenient; per tant,
(u,v)2 = 1; perd u = 1 (mod 4), de manera que e(u)e(v) és parell. Per simetria, resta
considerar el cas u = v = 3 (mod 4). Si'equacié uz?+vy? — 2% tingués una solucié en Q,
en multiplicar x,y, z per una potencia adequada de 2 podriem suposar que exactament
un dels elements x,y, z és divisible per 2; la reduccié modul 4 de '’equacié donaria una
solucié no trivial de uz? +vy? — 22 = —2? —y?> — 22 = 0 (mod 4), fet que no es déna mai
ja que el quadrat d’'un nombre senar de Z/47Z sempre és 1, de manera que la suma de dos
d’ells no pot ser zero. Per tant, (u,v)y = —1 = (—1)5®e®) O

Lema 10.6.12. Siguin u,v € Z3 qualssevol. Aleshores, (2u,v)y = (—1)sWe@+e®) = op
v?—1

w(v) == g € Z]27.

DEMOSTRACIO: Comencem pel cas u = 1 (mod 4). Com que (u,v); = 1, aleshores
(2u,v)y = (2,v)y i cal veure que (2,v)y = (—1)*®. Ara bé, si (2,v); = 1, aleshores
existeixen elements x € Z,, y, 2 € Zj tals que 222 + vy® — 22 = 0; en aquest cas, doncs,
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com que y? = 22 = 1 (mod 8), és 222 + v —1 = 0 (mod 8). Si tenim en compte que
els quadrats modul 8 sén els elements 0, 1,4, obtenim que v = 1 (mod 8), en el cas que
x € 275 i que v = —1 (mod 8) en el cas que x € Z3; per tant, (—1)*®) =1 = (2,v),,
com calia provar. Reciprocament, si v = 1 (mod 8), aleshores v és un quadrat en Zj i
(2,v)y =1;isiv=—1 (mod 8), aleshores 2+v =1 (mod 8) i 2+ v és un quadrat en Z3;
aleshores, I'equacié 222 + vy? — 22 = 0 té solucié x = y = 1, z convenient, i és (2,v)y = 1.

En segon lloc, si v = 1 (mod 4), aleshores (u,v)y = 11 la igualtat (2u,v)y = (2,v)
acaba la prova, ja que (2,v); = (—=1)“®) és el cas que hem provat. Encara, en el cas
u = —1 (mod 4), v = —1 (mod 8), hem vist que (2,v); = 1, de manera que la igualtat
(2u,v)s = (u,v)s també acaba la prova.

Resten, per ultim, els casos u = 3 (mod 4), v = 3 (mod 8). Un d’ells és el cas
u=—1 (mod 8), v =3 (mod 8); aleshores, —u, v/3 sén quadrats de Z, i podem escriure
(2u,v)y = (—2(—u),3(v/3))2 = (—2,3)2 = 1, ja que lequacié6 —2x? + 3y* — 22 = 0
té, evidentment, la soluci6 * = y = z = 1 en Z,. Analogament, en l'altre cas podem
escriure (2u,v)y = (6, —5)y = 1, ja que l'equacié 62% — 5y* — 22 = 0 té, també, la solucié
r=y=z=110

Proposicié 10.6.13. Siguin a,b € Q3, que escrivim en la forma a := 2"u, b := 2°v, amb
r,s €L, i u,v € Zj. Aleshores,

(2”u, 251})2 = (_1)5(u)5(v)+rw(v)+sw(u)

?

DEMOSTRACIO: Immediata a partir dels resultats anteriors. [

Corollari 10.6.14. El simbol de Hilbert és una forma bilineal simeétrica no degenerada
sobre el Fy-espai vectorial Qp*/(@p*z.

DEMOSTRACIO: En virtut de les propietats anteriors i del calcul del valor del simbol que
s’acaba de fer, només cal veure que és no degenerada. Per a aix0, donat un element a € Q,*

cal trobar-ne un altre, b, tal que (a,b), = —1. I aix0 és senzill. Si p és senar, prenguem
u

u € Z," tal que (— = —1; aleshores, {1,u,p,up} és un sistema de representants de

Q,"/Q,* i se satisfan les igualtats (p,u), = (u,p), = (up,u), = —1, de manera que per

a cada element z € Q,*/Q,** diferent del neutre la forma lineal (z, %), és no trivial.

Analogament, en el cas p = 2 observem que (=5, —1)y = (5,2u); = —1, on u és una
unitat que no és un quadrat. Aixo ja és suficient per a provar que la forma quadratica és
no degenerada, ja que els elements de Q3/Q3? sén els u o bé 2u amb u € {1,—1,5,—5} i
la forma és simetrica. [J

10.7 Invariant de Hasse-Witt

A part de la dimensio, el rang i el discriminant, per a classificar les formes quadratiques
sobre @, cal un altre invariant.
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Definicié 10.7.1. Donada una forma quadratica diagonal i no degenerada sobre Q,,

q = (ai,...,a,), posarem w,(q) = H (a;,a;), 1 direm que w,(q) és l'invariant de
1<i<j<n
Hasse-Witt de la forma quadratica q.

Notem que wy,(q) = %1; i cal veure que w,(¢q) no depen de la base ortogonal en que
haguem diagonalitzat la forma quadratica.

Proposicié 10.7.2. Siguin {ey,...,e,}, {€,... €} bases ortogonals (ordenades) per a
la forma quadratica q. Aleshores,

H (ai’aj)p: H (a{iva;)p'

1<i<j<n 1<i<j<n

DEMOSTRACIO: Sin = 1 no hi ha res a provar, ja que el producte és buit. Si n = 2,
dir que (ay,az), = 1 equival a dir que la forma quadratica a; X? + a,Y? — Z? representa
zero o, equivalentment, que la forma quadratica ¢ representa 1; i aixo no depen de la
base considerada. Resta el cas n > 3. En aquest cas, farem la prova en dues etapes:
primerament veurem que si totes dues bases tenen un element en comt, aleshores se
satisfa la igualtat desitjada, i a continuacié provarem que existeix una successié de bases
ortogonals, que comenca amb la base {e;} i acaba amb la {e}}, de manera que cada una
té un element en comui amb la segiient.

Suposem que les dues bases tenen un element en comii. Com que el simbol de Hilbert és
simetric, si permutem els elements d’una base, aleshores el valor del producte corresponent
no canvia; per tant, podem suposar que €] = e;. Ara, la bilinealitat del simbol permet
escriure el producte associat a la base {e;} en la forma

(ar,az--- an)z) H (ai, aj>p

2<i<j<n

i Paltre en la forma

(ay,ay---ar)y, [T (ala)),

2<i<j<n

Si tenim en compte que el discriminant (modul quadrats) és el producte a;---a, =
ay---al,, obtenim la igualtat (ai,as---a,), = (a},a---al),. El lema de simplificacié
de Witt ens permet acabar la prova per induccid; en efecte, per ser e; no isotrop, el seu

ortogonal és no singular, de manera que se satisfa la igualtat

H (ai’aj)p: H (a;,a;)p

2<i<j<n 2<i<j<n
per hipotesi d’induccié.

Veiem, doncs, 'existencia de la successio de bases ortogonals que necessitem. Per a
comengar, suposem que existeix una parella d’elements e € {¢;} i ¢’ € {e,} de manera que
(e-e)(e'-€e')— (e-e)?*#0. Aleshores, e i € sén linealment independents i el subespai de
dimensi6 2 que generen, posem P, és un subespai no singular (observem que la desigualtat

de que partim és el determinant de la matriu de la metrica associada a aquest subespai).
Podem, doncs, elegir una base ortogonal d’'un suplementari ortogonal a P. Aleshores, es
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passa de la base {e;} a la base {€,} per les dues bases ortogonals que s’obtenen en afegir
a aquesta base sengles bases ortogonals de P, una que contingui e i una que contingui €’.

Suposem, doncs, que per a totes les parelles (e, e’) com abans se satisfa la igualtat
(e-e)(e €)= (e-€)? =0. Si demostrem que existeix un vector no isotrop u de la forma
u = €} + ael, i tal que el subespai P := (e, u) és no degenerat i de dimensi6 2, ja haurem
acabat, ja que, d'una banda, podem canviar els dos primers elements de la base {€;} per u
i un vector de (€], €}) ortogonal a u, i de I'altra, acabarem com abans, si tenim en compte
que P és un subespai no singular de dimensio 2.

El calcul de u - u déna u - u = €] - €] + a?¢}, - €; per tant, perqué u sigui no isdtrop
cal elegir @ de manera que a? # —(e} - €})/(e} - €,) (= —1 si el cos és F3, en virtut de
la hipotesi); d’altra banda, que 'espai generat per e i u sigui no singular equival a dir,
tenint en compte la hipotesi, que —2a(e - €})(e - €5) # 0 o, equivalentment, que a # 0.
Aixi, només cal excloure (com a maxim) els valors de a que farien falses aquestes dues
hipotesis; i aixo es pot fer sempre si el cos té més de tres elements, o prenent a« = 1 si el
cos ¢és F3. [

10.8 Representacié de nombres per formes

Per a dur a terme la classificacié de les formes quadratiques sobre el cos QQ, és convenient
fer I’estudi, en primer lloc, de les condicions d’isotropia i de representacié d’'un nombre
per una forma quadratica.

Recordem que hem reduit la classificacié de les formes quadratiques al cas de formes
quadratiques no singulars i que, a més a més, podem suposar-les diagonalitzades. D’altra
banda, podem suposar fixats els invariants rang i discriminant, aixi com l'invariant de
Hasse-Witt.

Lema 10.8.1. Sigui (V,q) un espai quadratic no singular sobre un cos qualsevol K de
carateristica diferent de 2. Si la forma q representa zero, aleshores representa tot element
de K.

DEMOSTRACIO: Sigui v € V un vector isotrop no nul, que existeix per hipotesi. Aleshores,
podem trobar un pla hiperbolic de la forma H := (v, w) de manera que V = H | H*; és
suficient, doncs, demostrar que el resultat és cert per a un pla hiperbolic. Podem prendre
una base v, w de manera que la matriu de la metrica en aquesta base sigui la matriu

0 1

10
i, aleshores, el vector z := v + %w és tal que ¢(v) = «, qualsevol que sigui l’element
a€e K. O

Proposicié 10.8.2. Siguin q una forma quadratica no singular © o € K un element
no nul. Posem q, = q L (—a) la suma ortogonal de la forma q amb la forma (—a).
Aleshores, condicio necessaria i suficient perqué q representi o €s que q, representi 0.

DEMOSTRACIO: Clarament, si g representa c, aleshores g, representa 0. Reciprocament,
si la forma ¢, representa zero, podem prendre elements z1,...,x,,y € K, no tots nuls,
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de manera que g(z1,...,2,) = ay?; si y = 0, aleshores ¢ representa zero i, en virtut del
lema anterior, representa tot element no nul de K, en particular, o. Si, en canvi, y # 0,
. x1 Tn , <2
podem escriure g [ —, ..., — | = «, que déna una representacié de « per la forma ¢. [J
Y )

Ara estem en condicions d’estudiar les condicions d’isotropia d’una forma quadratica
no singular sobre el cos Q,. De fet, enunciarem simultaniament les condicions d’isotropia
i les condicions que han de satisfer els invariants d’una forma quadratica definida sobre
Q, a fi que aquesta forma quadratica representi un elemenet donat o € Q,,.

Proposicié 10.8.3. Siguin p un nombre primer, ¢ una forma quadratica no singular de
rang n sobre Q,, A(q) el seu discriminant (modul quadrats no nuls de Q,), i wy(q) el
seu tnvariant de Hasse-Witt. La taula segiient resumeiz les condicions que han de satisfer
el rang, el discriminant i linvariant de Hasse-Witt perque la forma quadratica q sigus
1sotropa; €s a dir, perquée representi 0.

rang(q) | Alg) | wy(q)

2 -1 *

3 * (=1, ~A0))p
4 # 1 *

4 1 (—1,-1),
>5 * *

Analogament, donat un element qualsevol o € Q,, la taula segiient ens ensenya les
condicions que han de satisfer els invariants perque la forma quadratica q representi o.

rang(q) | A(q) wy(q)

1 0! *

2 * (o, =A(9))p
3 —a | ¥

3 —Q (_17_A(Q))P
>4 * *

DEMOSTRACIO: La demostracié de la proposicid es fa alhora per a les dues taules. Comen-
cem per veure que de les condicions d’isotropia per a rang n es dedueixen les condicions de
representacié d'un element o per a rang n—1. En efecte, donat a € Q,*, posem g, la suma
ortogonal de les formes ¢ i (—a). Aleshores, rang(q,) = 1 + rang(q), A(qa) = —aA(q),
wy(¢a) = (A(q), —)pwy(q), 1 sabem que g representa « si, i només si, g, representa 0. Per
tant, només cal mirar les dues taules i la demostracio és evident. Potser només remarcar
Iinvariant de Hasse-Witt de la fila 2 de la segona taula: dir que ¢ representi a equival a
dir que g, representi 0, és a dir, que wy(¢a) = (=1, —A(qa))p, = (—1,aA(q)),; per tant,
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El contingut de la fila 4 es demostra analogament tenint en compte que A(q) = —a.

Resta, doncs, demostrar la primera taula. Comencem pel cas de rang 2; el fet que la
forma g representi 0 equival a dir que I'espai quadratic és un pla hiperbolic; i aixo és dir
que A(gq) = —1.

Estudiem el cas de rang 3. Ara podem escriure ¢ en la forma ¢ = a; X7 + aa X3 + a3 X3
i dir que ¢ és isotropa equival a dir que ho és —azq; pero —azq és equivalent a la forma
(—agay, —agzas, —1), de manera que, per definici6 del simbol de Hilbert, condicié necessaria
i suficient perque ¢ representi 0 és que sigui (—agay, —asas), = 1. Pero

(
= (a1, a2)p(a1, az)p(ar, —1),(—1, —azas),(as, —azas),
= (a1, a2)p(a1, az)p(—1, —ara2a3),(as, —asas),
(
(

ai, a2)p(a17 a3)p(_17 _a1a2a3>p(a37 a2)p

de manera que la condicié que sigui 1 és equivalent a dir que w,(q) = (=1, —A(q)),.

Anem a veure el cas de rang 4. La forma s’escriu com la suma ortogonal de les
dues formes de rang 2 (aj, aq) i {(as, a4), i representa 0 si, i només si, existeix un element
B € Q,*/Q,* tal que les formes (ay, as) i (—as, —a4) representen 3; perd per a aixd podem
mirar la segona taula per a rang 2, que ja s’ha demostrat. Dir que (a;, as) representa 3
equival a dir que se satisfa la condicié w,({a1, as)) = (8, —A({a1, as))),; és a dir, que és
(a1,a2), = (B, —a1az2),. Analogament, dir que (—as, —a4) representa [ equival a dir que
se satisfa la condicid (—as, —a4), = (8, —asas),. Posem

A={pe Qp*/@p*2 (B, —aaz)y = (a1, a2)p},
B:={p¢€ @p*/(@p*2 L (B, —azaq)p = (—az, —au),}-

Amb aquestes notacions hem vist que g representa 0 si, i només si, AN B és no buit. Ara
bé, les condicions perque aixo succeeixi les deduirem del resultat segiient.

Lema 10.8.4. Donat a € Q,*/Q,**, posem HY := {B € Q,*/Q,** : (B,a), = w}, per a
w = £1. Aleshores:

(a)

4, sia=1,w=1,p#2,

8, sta=1l,w=1,p=2,
#H=4¢0, sia=1 w=-—1,

2, sia#1l, p#2,

4, sia#1,p=2.

\

. . / , . A N . . \ . .
(b) Si HY ¢ HY, son no buits, aleshores condicid necessaria i suficient perqué siguin

disjunts és que a« = o 1w = —w'.

Demostrarem el lema més endavant; ara ’aplicarem per a acabar de provar la proposi-
ci6. Observem que els conjunts A i B de la proposicié son els casos particulars a = —ajao,
w = (ay1,a2)p, 1 @ = —azay, w = (—ag, —a4),, respectivament, dels conjunts HY. Per tant,

cal veure en quines condicions H *%)» o fy(~os:=as)

P A 1
“aras ~asay és no buit.
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Observem, en primer lloc, que (ai, —ajaqz), = (a1,a2), i que, de manera similar,
(—as, —agayq), = (—as, —a4),, de manera que a; € Ai —a3 € Bi Ai B sén no buits.
Per tant, aquesta interseccié és buida quan se satisfan simultaniament les condicions
—ay1ay = —asay 1 (a1, a2), = —(—as, —a4),. Com que el discriminant és A(q) = ajazazay,
modul quadrats, la primera condicié equival a dir que A(g) = 1 i, en conseqiiéncia, con-
dici6 necessaria i suficient perque AN B = @ és que A(q) =11 (a1, a2), = —(—as, —a4),.
D’altra banda, si calculem I'invariant de Hasse-Witt de la forma ¢ obtenim que

wy(q) = ) ( )
a1, az)p(as, as)p(asaq, azas),(A(g), azaq),
)p(—1, azaq)p(A(g), azas)p
1, —1),(=1, = 1)p(as, as)p(—1, azas),(A(q), azas),
1 1)p(a3,a4)p(—1,—a3a4) (A(q), asaa)y
=1, =1),(=1,a3)p(—1, —as)p(as, as),(A(q), azas),
1 1)12(_17 —a4)p(a3, _a4)p<A(Q)7 a3a4)p
1, =1)p(—as, —a1),(A(q), asas)y.

Podem acabar immediatament la prova del cas de rang 4. Condicid necessaria i suficient
perque ¢ representi 0 és que la interseccié A N B sigui no buida; és a dir, que A(q) # 1
o bé que A(q) =11 (a1,a2), = (—as, —a4),; 1 aix0 equival, en el cas A(g) = 1, a dir que
wp(q) = (_17 _1)177 ja que wp(q) = (ab a2)p(_1> _1);0(_&37 _a4)p'

Resta demostrar el cas de rang > 5 de la primera taula i el lema. Per a demostrar
el cas de rang > 5 és suficient, ja que no hi ha condicions, demostrar-lo en el cas de
rang 5. Suposem, doncs, que ¢ := (ay,as,as,ay,as) és de rang 5. Posem d := ajas,
w = (a1, a2)p; la fila corresponent a rang 2 de la segona taula (que ja ha estat provada)
ens permet assegurar que la forma (ay, ag) representa tots els elements de H*,. En efecte,
donat a € Q,", condicié necessaria i suficient perque la forma (ay, as) representi 3 és que
(8, —d), = w; és a dir, que f € H",. Suposem que H", = @&; equivalentment, —d =1 i
w = —1; aixo implica que a; = —as, de manera que, evidentment, la forma ¢ representa
0. En el cas H", # @, existeix f € H", tal que 5 # A(q), ja que el conjunt H", té, com
a minim, dos elements. Aixo ens permet assegurar que q és la suma ortogonal de la forma
(B) amb una forma ¢’ de rang necessariament 4 i de determinant SA(q) # 1; en virtut
del que hem provat més amunt, la forma ¢’ representa 0 i, en conseqiiencia, la forma ¢
també. [

Resta, doncs, demostrar el lema. Si a = 1, aleshores (3, «), = 1 per a tot element /3,
de manera que els tres primers casos del primer apartat sén immediats. D’altra banda,
considerem o € Q,"/ QP*Q, a # 1. Com que el simbol de Hilbert (o, 3), és no degenerat,
aplicacié Q,*/Q,** =% {41} donada per I'assignacié 3 + (a, ), és exhaustiva. En
conseqiiencia, H! = Ker(w,) és un subgrup d’index 2 de Q,*/Q,* i H;' és el comple-
mentari, de manera que el cardinal coincideix i és la meitat de 'ordre de Q,*/ @p*Q. Aixo
demostra la primera part.

Per a la segona, suposem que HY i Hclf,/ son no buits; aixd només exclou el conjunt

7L Si HYNHY = @, aleshores H® = H_*, de manera que també H;* = HY; i, com
que 1 € H: N H,, hade ser H: = H!,. En conseqiiéncia, per a tot element 3 € (@p*/(@p*2
és (B,d), = (B,a), i, com que el simbol de Hilbert és no degenerat, ha de ser o/ = a;
d’aqui es dedueix, doncs, que w’ = —w. El reciproc és immediat. [
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10.9 Descripcié de les classes d’equivalencia

Els resultats de la seccié anterior son, de fet, la classificacié de les formes quadratiques
no degenerades sobre Q,. En aquesta, es tracta de fer una descripcié de les classes
d’equivalencia.

Teorema 10.9.1 (Classificacié de les formes quadratiques no degenerades sobre Q).
Siguin q1, g2 formes quadratiques no degenerades sobre Q,,. Condicio necessaria i suficient
perque qi 1t go Stquin equivalents és que tinguin el mateix rang, el mateir discriminant i el
mateir invariant de Hasse- Witt.

DEMOSTRACIO: Només resta demostrar la suficiencia. La proposicié anterior ens permet
assegurar que si les formes tenen aquests mateixos tres invariants, aleshores representen
els mateixos elements de Q,; per tant, existeix o € Q," tal que ¢; i ¢ representen a.
Si les formes sén de rang 1, sén necessariament equivalents a la forma («) i, per tant,
equivalents entre si. Si el rang és > 1, aleshores existeixen formes ¢}, ¢, de rang una
unitat inferior tals que ¢ = (a) L ¢} i g2 = () L ¢5; per definicié de discriminant i
de l'invariant de Hasse-Witt, les formes ¢] i ¢, tenen també el mateix discriminant i el
mateix invariant de Hasse-Witt, de manera que podem acabar la prova per induccié sobre
el rang. [

Corollari 10.9.2. Existeiz una forma quadratica de rang 4 sobre Q,,, i només una llevat
d’equivaléncia, que no representa 0. Es pot escriure en la forma X% — aY? — bZ? + abT?
per a qualsevol parella d’elements a,b € Q," tals que (a,b), = —1.

DEMOSTRACIO: L’existencia és clara; si hom pren a,b € Q," tals que (a,b), = —1,
fet que és possible perque el simbol de Hilbert és no degenerat, la forma de I’enunciat no
representa zero, per definicié del simbol de Hilbert. Cal veure la unicitat. Pero aixo és una
conseqiiencia immediata de la proposicié que caracteritza les condicions d’isotropia d’una
forma. En efecte, perque una forma de rang 4 no representi 0 és necessari i suficient que el
seu discriminant sigui 1 i el seu invariant de Hasse-Witt sigui —(—1, —1),. En particular,
aixo determina els invariants de la forma, de manera que la unicitat és conseqiiencia del
teorema de classificacié anterior. [

Corollari 10.9.3. Sobre Q, només hi ha dues classes d’isomorfisme d’algebres de quater-
nions: una €és ’algebra de matrius quadrades M(2,Q,) i laltra és un cos no commutatiu,
donat per qualsevol parella de parametres a,b € Q) tals que (a,b), = —1. O

De vegades és convenient saber si hi ha alguna forma quadratica que tingui invariants
donats. El resultat segiient ho caracteritza.

Proposicié 10.9.4. Siguin p un nombre primer, n > 1 un nombre enter, w € {£1}, i
A e Qp*/(@p*z. Condicio necessaria i suficient perque existeiri una forma quadratica no
degenerada sobre Q, de rang n, discriminant A i invariant de Hasse-Witt w és que se
satisfacin les restriccions seguents:

(a) Sin =1, aleshores w = 1;

(b) Sin =2, aleshores A # —1 0bé A=—-17iw=1.
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DEMOSTRACIO: El cas de rang n = 1 és clar, ja que l'invariant de Hasse-Witt d’una
forma quadratica no degenerada de rang 1 és 1 i la forma AX? és de discriminant A.

El cas n = 2 amb A = —1 també és clar. En efecte, la forma quadratica a X? + bY? és
de discriminant A := ab i té invariant de Hasse-Witt w,, := (a,b), = (a, —ab), = (a, —A),;
per tant, si A = —1, aleshores w, = 1. Aix0o demostra la necessitat. La suficiencia és clara
ja que, d'una banda, un pla hiperbolic és de discriminant —1 i el valor del seu invariant
de Hasse-Witt és 1; i de l'altra, si A # —1, aleshores podem trobar un element a € Q,”
tal que (a,—A), = w,, perque el simbol de Hilbert és no degenerat; en aquest cas, els
invariants de la forma (a,aA) sén els donats.

Anem al cas n > 3. Si demostrem que en el cas n = 3 sempre podem trobar una forma
amb els invariants donats, el mateix succeira en els casos n > 3, ja que podem prendre
la forma quadratica ¢ de la forma ¢ := (1) L --- L (1) L ¢/, amb n — 3 formes (1) i una
forma ¢’ de rang 3, amb discriminant i invariant de Hasse-Witt iguals que els que volem.
Pero si prenem a € Q,* diferent de —A modul quadrats, acabem de veure en el cas n = 2
que existeix una forma quadratica ¢’ de rang 2 amb invariants aA # —1 i invariant de
Hasse-Witt (a, —A),w; la forma ¢ := (a) L ¢ satisfa el que desitgem. [J

Corollari 10.9.5. El nombre de classes d’equivaléncia de formes quadratiques no dege-
nerades de rang n sobre Q, és donat per la taula segiient:

rang(q)| p nombre

1 £92 | 4

1 =2 8

2 42 | 7

2 =2 15

>3 42 | 8

>3 =2 16 u




Capitol 11

Formes quadratiques racionals

En aquest capitol es procedeix a fer I'estudi i la classificacié de les formes quadratiques
sobre el cos dels nombres racionals.

11.1 Propietats globals del simbol de Hilbert

Per a comencar la classificacio de les formes quadratiques sobre el cos dels nombres racio-
nals cal establir la formula del producte per als simbols de Hilbert associats a una parella
de nombres racionals no nuls.

Donats a,b € Q*, podem considerar tots els simbols de Hilbert (a,b), i (a,b), ja que
Q es pot considerar com a subcos de cada un dels cossos Q, i R.

Teorema 11.1.1 (Férmula del producte). Sigui P el conjunt de tots els nombres naturals
primers. Donats a,b € Q, el conjunt dels nombres p € P tals que (a,b), # 1 és finit i se

satisfa la igualtat
II @b,=1

peEPU{oco}

DEMOSTRACIO: Si tenim en compte la bilinealitat dels simbols de Hilbert (x, %), per a
p € P U{oo}, és suficient considerar els casos a,b € {—1,¢}, per a { € P. Posarem

Il := H (a,b), i distingirem casos.

pePU{co}

Casa =b= —1. Sipe Pip # 2, el calcul que hem fet en el capitol an-
terior dels simbols de Hilbert ens permet assegurar que (—1,—1), = 1; en particu-
lar, el producte és finit i val II = (=1, —1)s(—1,—1)s. Pero ja hem vist, també, que
(=1,—1)y = (—=1,—1)s = —1, de manera que el resultat queda provat.

Cas a = —1, b = 2. Analogament, si p # 2 els elements —1,2 sén invertibles en Z,,

de manera que per a p € P, p # 2, és (—1,2), = 1. Pero ara se satisfan les igualtats
(—1,2)9 = (—1,2)s = 1, la primera en virtut del calcul que hem esmentat més amunt i la
segona perque 2 > 0 en R, per exemple. En particular, (—1,2), = 1 per a tot p € PU{oo}.
Casa =—1,b=1/(7# 2 Sipe€ P és diferent de 2 i de ¢, i també si p = oo, és
(—=1,0), = 1; i, d’altra banda, (—1,0)y = (—1,£), = (—=1)¥.
Cas a = b= ( € P. La igualtat ((,(), = ({,—(*), = (—1,/), redueix aquest cas als
anteriors.

175
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Casa=2;b=0+#2. Sipe PU{oo}, p#2,¢, aleshores (2,¢), = 1; d’altra banda,

(2,0)2 = (=1)*© i (2,0), = (%) = (—1)~),

Casa=0b=0 0#0,0,l'c P. Sipe PU{oo}, p# 2,0, aleshores (¢,{'), =1; a
més a més, (£,)y = (—1)°D=) mentre que (¢,0)p = (=1)=O=E) (¢ "),, de manera que
el producte és, certament, 1. [

No perdem de vista que 'objectiu d’aquest capitol és classificar les formes quadratiques
racionals. Per tant, podem comencar per recordar els invariants associats a una forma
quadratica racional.

Sigui ¢ := {aq, ..., a,) una forma quadratica diagonalitzada, no singular, amb a; € Q*,
per a 1 < ¢ < n. Aleshores, podem fer la llista segiient dels invariants associats a q.
D’una banda, el rang, n, i el discriminant, A(q) :==ay---- a, € Q*/Q*?%; i, de l'altra, per
a cada nombre primer p € P, I'invariant de Hasse-Witt, w,(q) := H (a;,aj), = %1,

1<i<j<n
I'invariant de Hasse-Witt woo(q) := H (@i, aj)00 = %1, i la signatura de ¢. Recordem
1<i<j<n
que la forma quadratica ¢ és equivalent a una unica forma quadratica real de la forma
Xi+ o+ X2—(Y2+---+Y2), amb r + s = n; la signatura la definim com la parella de
nombres naturals (r, s). En particular, el discriminant es pot considerar de manera tnica
com un nombre enter lliure de quadrats.

De totes maneres, no és cert que aquests invariants siguin independents. De fet, la
formula del producte ens proporciona algunes restriccions importants.

Lema 11.1.2. Amb les notacions precedents, per a tot nombre primer p # 2 tal que p

no dwideix el producte ay - --- - a, €s wy(q) = 1. A més a més, se satisfa la igualtat
H wy(q) = 1.
pEPU{co}

DEMOSTRACIO: La primera propietat es dedueix immediatament del fet que per a tot
nombre primer p # 2 que no divideix el producte a;a; el simbol de Hilbert (a;,a;), és
trivial. A més a més, per a cada parella (7, j), el producte dels simbols de Hilbert (a;, a;),
sobre tots els elements de P U {co} és 1; per tant, la segona propietat es dedueix per
multiplicacio finita. [J

11.2 Lema d’aproximacio

A Thora de fer la classificacio de les formes quadratiques racionals i, sobretot, a 1’hora de
descriure les classes d’equivalencia, és convenient de saber en quines condicions existeixen
nombres racionals amb simbols de Hilbert donats. I per a aixo, convé disposar del lema
d’aproximacio.
Teorema 11.2.1 (Lema d’aproximacié). Sigui S C P U {oco} un subconjunt finit. La
imatge del morfisme diagonal Q — HQp (on Qu :=R) és densa.

peS

DEMOSTRACIO: A I'hora de fer la prova podem suposar que co € S, ja que si la imatge
de Q en H Q, és densa, també ho és la imatge de Q en H Q.

peSU{oo} pES
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Donat un element X := (Zoo, 21, ..., 2n) € RXQy, X ---xQ,,, cal veure que x pertany
a l'adherencia de Q en aquest producte. I si multipliquem x per un enter adequat per a
treure els denominadors, podem suposar que, per a 1 < ¢ <n, és x; € Z,,.

Cal comprovar que per a tot nombre real ¢ > 0 i per a tot nombre natural N > 0,
existeix un element x € Q tal que [r — | < eivy(x—x;) > N, per a tot index i. Posem
m; := pY. El teorema xines del residu ens permet assegurar que existeix xo € Z tal que
per a tot index ¢ se satisfa la desigualtat v, (zg — x;) > N. D’altra banda, és un exercici
elemental veure que, donat un nombre enter ¢ > 2 de manera que med(q,p; -+ pn) = 1,
el subconjunt {a/¢q™ : a € Z,m > 0} és dens en R. Per tant, podem elegir un nombre
x]?,—%; + im < N;N, desigualtat
Py P q by P
que es pot escriure en la forma |rg — 2o + upl -+ pN| < e, on u := ag™™. Si ara prenem
x = xo +upl - pY, se satisfan les desigualtats que voliem, ja que, per a tot index i, és

Uy, (x — x;) > inf(vy, (x — x0), vy, (To — ;) > N. O

enter a i un nomre natural m de manera que

Per a la demostracié de 'existencia de nombres racionals amb simbols de Hilbert donats
utilitzarem el teorema de Dirichlet de la progressi6 aritmetica. Aquest teorema, que ara
enunciarem en la forma feble que farem servir, es demostrara més endavant (cf. el teorema
14.3.1).

Teorema 11.2.2 (Dirichlet). Donats nombres a,m € N primers entre si, a,m # 0, el
conjunt {a + Am : A € N} conté una infinitat de nombres primers.

El darrer resultat que provarem en aquesta seccio és I'existencia de nombres racionals
amb simbols de Hilbert donats.

Proposicié 11.2.3. Considerem un conjunt finit {aq,...,a,} C QF fizat i, per a tot
element £ € PU{oo}, siguin wy g, ..., w,e € {£1}. Condicid necessaria i suficient perqué
existeixi un nombre racional x € Q* tal que (a;, ) = w; g, per a tota parella (i,(), és que
se satisfacin les restriccions segiients:

(a) per a tota parella (i,0), llevat d’un nombre finit, w;, = 1;

(b) per a tot i, H wip=1;1

Le PU{cco}

(c) per a totl € PU{oo} existeir xp € Q" tal que per a 1 <i <mn és (a;,xs)r = wiyp

DEMOSTRACIO: La necessitat és immediata, en virtut de la férmula del producte per al
simbol de Hilbert. Es tracta de demostrar la suficiencia.

Si cal, multipliquem per quadrats no nuls, i podem suposar que els nombres a; sén
enters lliures de quadrats. A més a més, els conjunts

S :={2,00} U{l: existeix i tal que ¢ divideix a;},
T:={le PU{oco}: wy=—1, per a algun index ¢}
son finits. Farem la demostracié en dos casos.

Primer cas: SNT = @.

Siguina:=[[{{: ¢ € T —{oo}},m:=8[[{{: L€ S—{2,00}}. Com que SNT = @,
aleshores mcd(a, m) = 1 i el teorema de Dirichlet de la progressi6 aritmetica ens permet
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assegurar que existeix un nombre primer p tal que p ¢ SUT i p = a (mod m). Posem
x :=ap > 0. Només cal veure que, per a tota parella (i, (), és (a;, z)¢ = w; .

Observem, en primer lloc, que x és un quadrat en R; d’altra banda, x és un quadrat
no nul modul 8 i modul ¢ per a tot nombre primer ¢ € S; en conseqiiencia, el lema de
Hensel ens permet assegurar que x és un quadrat en (Q, per a tot nombre primer ¢ € S,
en particular, (a;,x), = 1 per a £ € S. Pero, com que S esta inclos en el complementari
de T, ésw;y=1,peratotiitot £ €S.

Podem suposar, doncs, que ¢ ¢ S. Aleshores, ¢ # 2 i, per a tot index i, £ no divideix

a;. En conseqiiéncia, a; és una unitat en Z, i el calcul del simbol de Hilbert ens permet
al /Ué(b) .
assegurar que, per a tot element no nul b € Qy, és (a;,b), = <?> . Sil ¢ TU{p},

aleshores w; , = 11 ¢ no divideix z, de manera que (a;,z); = 1, ja que z també és una
unitat en Z,. Si ¢ € T, aleshores vy(x) = 1. Pero, en virtut de la hipotesi (c), existeix un
element x, € Q" tal que per a tot index i és (a;, z¢); = w;y; per tant, i com que algun
dels valors w;, és —1, ha de ser vy(x,) és senar. En conseqiiencia, obtenim la igualtat
aA

(@, x) = (71) = (a;, x¢)¢ = w;y. Per dltim, si £ = p la férmula del producte i la propietat
(b) permeten concloure.

En el cas general, SNT pot ser no buit. Es tracta de reduir el problema al cas anterior.

Podem considerar els elements x, donats per la condicié (c).

Per a tot nombre primer ¢, Q,** és un subgrup obert de Q,*, ja que és d’index finit.

Aixi, 2,Q,* és un subconjunt obert de Q,*; per tant, el conjunt ng@g*2 és obert en
tes

H Q/*. El lema d’aproximacié ens permet assegurar que existeix ' € Q* N H 20Q*?; és

les Les
/

x

a dir, per a tot nombre primer ¢ € S és — € Q,**. Dit d’una altra manera, per a tota
Ty

parella (7, ¢) tal que £ € S se satisfa la igualtat (a;, ') = (@i, ) = wj e

Posem, per a tota parella (i,£), w;, := w; ¢(a;, 2'),. Aleshores, la familia formada pels
elements wz’% satisfa les condicions de l’enunciat i, a més a més, és wl’-l = 1 per a tot
¢ € S. Els conjunts S" i T" construits per als w;, sén disjunts, de manera que podem
aplicar el cas anterior; obtenim un element y € Q* tal que per a tota parella (i,¢) se
satisfa que (a;,y)e = w;,. Posem z := ya’. Aleshores, per a tota parella (i,¢) se satisfa
que (a;, )¢ = (a;,y)e(a;, ') = w; g, com voliem veure. [

11.3 El teorema de Hasse-Minkowski

El teorema de Hasse-Minkowski és I'ingredient essencial de la classificacié que fem de les
formes quadratiques no singulars sobre el cos dels nombres racionals.

Teorema 11.3.1 (Hasse-Minkowski). Sigui ¢ una forma quadratica racional no singular.
Condicio necessaria i suficient perque q representi 0 es Q és que q representi 0 en R 7 en
Q, per a tot nombre primer p.

DEMOSTRACIO: Clarament, i com que Q C R i Q C Q, per a tot nombre primer p, la
condicié és necessaria. Es tracta de provar-ne la suficiencia.
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Considerem una diagonalitzacio de la forma quadratica ¢; és a dir, considerem nombres
racionals no nuls ay, as, ..., a, € Q de manera que ¢ = (ay, as,...,a,). A fi de caracterit-
zar quan aquesta forma representa zero, podem suposar sense perdua de generalitat que
a; = 1. Farem la prova distingint casos segons el rang, n. El cas de rang 1 és trivial, ja
que la forma X? no representa 0 sobre cap cos.

Cas n = 2. Podem escriure la forma de la manera ¢ := X2 —aY? per a un cert nombre
racional no nul a; com que q representa 0 en R, cal que sigui a > 0; podem considerar una
factoritzacié de a, a = H P @ amb vp(a) € Z; com que g representa 0 en Q,, obtenim

p
que @ és un quadrat en cada Q,, de manera que, per a tot nombre primer p, v,(a) és

parell. En particular, a és un quadrat en Q i, en conseqiiencia, ¢ representa a en Q.

Cas n = 3. Si cal, podem multiplicar els coeficients per quadrats de Q*, i fer la
forma equivalent a una forma quadratica ¢ = (1, —a, —b), amb a,b € Z, no nuls i lliures
de quadrats; i podem suposar que |a| < |b|. Sigui m := |a| + |b]; es tracta de fer la
demostracié per induccié sobre el nombre natural m. Si m = 2, aleshores la forma és
una de les ¢ = (1,+1,41), la forma (1, 1,1) exclosa perque ¢ representa zero en R; i, de
manera trivial, i les altres tres representen zero en Q. Suposem, doncs, que m > 2; en
aquest cas és |b| > 2 i podem considerar una factoritzacié b = +py - - - - - p de b amb els
p; nombres naturals primers diferents. Es tracta de veure que a és un residu quadratic
modul p; per a tot index 1 < ¢ < k. Ens fixarem en un index ¢ i escriurem p := p;. Si
p divideix a, aleshores és clar que a és un residu quadratic modul p; en cas contrari, a
és un element invertible de Z,. Per hipotesi, la forma quadratica (1, —a, —b) representa
0 en @Q,, de manera que existeixen elements z,y, z € Z,, no tots ells divisibles per p, de
manera que 0 = 22 — az? — by?. Com que p divideix b, podem escriure z? = az? (mod p);
si p dividis x, aleshores p també dividiria y i aixo és contrari a 1’eleccié que hem fet de
x,1, z; per tant, podem suposar que p no divideix a. Pero, en aquest cas, a és un residu
quadratic modul p, com voliem veure.

Ara aplicarem aquest resultat parcial. El fet que a sigui un residu quadratic modul
p per a tot nombre enter primer p que divideix ’enter lliure de quadrats b, ens permet
assegurar que a és un residu quadratic modul b. Aix0 ens permet establir I'existencia de

14

nombres enters ¢, € Z tals que t* = a + bb' i podem suposar que |t| < —, si prenem

un sistema adequat de representants de les classes laterals modul b. Ara, la propietat
bb' = t*> — a = N(t + y/a) ens permet dir que una condicié necessaria i suficient perque
b € N(K(va)|K) és que b € N(K(y/a)|K), on K = Q, o bé K = Q. En conseqiiéncia,
la forma quadratica ¢ de partida representa 0 en K si, i només si, la forma quadratica
q = (1,—a,—b) representa 0 en K (cf.el teorema de Legendre 8.2.1 i el lema 8.2.3).
Per tant, podem suposar que, per a tot nombre primer p, la forma quadratica (1, —a, —b')

representa 0 en Q,. Ara bé, com que |b| > 2, podem escriure que

t2—al _ |0
V| =|—— < —+1<]bl.
)= | < Bl <y
Posem b =: b"u? amb b, u € Z, b" lliure de quadrats; se satisfa, doncs, la desigualtat

|b"| < |b|. D’altra banda, i per construccié, la forma quadratica racional ¢” := (1, —a, —b")
és equivalent a la forma ¢’ i, per hipotesi d’'induccid, ja que |a|+|b"| < |a]+|b], ¢” representa
0 en Q. Per tant, la forma quadratica ¢’ representa 0 en Q i, en conseqiiéncia, la forma
quadratica g representa 0 en Q.
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Cas n = 4. Podem escriure ¢ = (a,b, —¢, —d) amb a,b,c,d € Z no nuls. Donat un
index p € PU {00}, com que ¢ representa 0 en @, per hipotesi, podem trobar un element
zp, € Q) (o € R si p = 00) tal que les formes quadratiques (a,b) i (¢, d) representen z,.
Pero aixo ens assegura que se satisfan les igualtats (z,, —ab), = (a,b), i (z,, —cd), = (¢, d),
entre els simbols de Hilbert. La féormula del producte ens permet escriure les igualtats

H (a,b)p = H (c,d)p =1,

pePU{0} pePU{co}

de manera que podem aplicar I’existencia de nombres racionals amb simbols de Hilbert
donats (cf.la proposicié 11.2.3) de la manera seglient: posem a; := —ab, ay = —cd;
aleshores, existeix un nombre racional = tal que per a tot p € P U {oo} se satisfan les
igualtats (a1, ), = (a,b),, (az,x), = (¢, d),.

Considerem la forma quadratica ¢, := (a, b, —z). Per construccié, i en tenir en compte
les condicions perque la forma de rang 2 (a,b) representi x sobre Q,, la forma quadratica
¢, representa 0 en Q, per a tot p € P U {oo}; com que és de rang 3 i, en aquest cas, ja
hem demostrat el teorema, podem assegurar que la forma quadratica g, representa 0 en
Q. Analogament, la forma quadratica (c, d, —x) representa 0 en Q. Perd aixo ens diu que
les formes quadratiques (a,b) i {c,d) representen z en QQ, de manera que g representa 0
en Q.

Cas n > 5. Farem la demostracié per induccié sobre n. Per a aix0 considerarem una
descomposicié de ¢ com a suma ortogonal de dues formes ¢, := (a1, a2) i ¢z := (as, ..., a,)
i el conjunt finit S := {2,00} U{p € P : wv,(a;) > 0, per a algun index i > 3}. Per
hipotesi, per a tot p € P U {oo} existeix a, € Q, tal que ¢; 1 —¢2 representen a,. A més
a més, podem suposar que a, € Q,", ja que si una forma quadratica representa 0 en Q,,
aleshores representa tot element de Q,.

Donat p € S, el subgrup Qp*2 de Q," és un subgrup d’index finit; per tant, és un
subgrup obert; en conseqiiencia, el conjunt ap(@p*2 és un obert de Q," i, com que Q," és
un subconjunt obert de Q,, obtenim que a,Q,** és un subconjunt obert de Q,. D’aquesta

manera, H ap(@p*2 és un subconjunt obert de H Q,. D’altra banda, I'aplicacié
peS p€eS

o< [le—Ilo

peES peS p€ES

donada per la féormula
<{yp,1}pa {yp,2}p) = {q (?Jp,lv yp,2)}p

és continua; per tant, I'antiimatge de 1'obert H a,Q,** en H Qp X H Qp és un obert.
pES pesS peS
Ara, el lema d’aproximacié (cf. 11.2.1) ens permet assegurar que tot subconjunt obert
de H Qp X H Q, talla Q x Q; per tant, existeixen nombres racionals 1, x2 tals que per
peS peES
atot p € S és qi(x1,72) € a,Q,**. En conseqiiencia, si a := q;(71, ¥2), aleshores a € Q i
per a tot p € S és aa,’ € Q,*.

Considerem, ara, la forma quadratica f, suma ortogonal de les formes quadratiques
(a) i go. Sip € 8§, com que —go representa a, i a € ap@p*2, també —qo representa a;
per tant, f representa 0 en QQ, per a tot p € S. D’altra banda, si p ¢ S, aleshores
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els coeficients —as, ..., —a, de —gy son invertibles en Z,, de manera que els simbols de
Hilbert (—a;, —a;), sén trivials si 3 < ¢ < j < n i, en conseqiiencia, per a p ¢ S és
wy(—q2) = 1, jaque 2 € S. A més a més, el discriminant també és invertible en Z,, de
manera que (—1, A(—¢)), = 1; podem aplicar les condicions d’isotropia d’'una forma de
rang > 3 i obtenim que, per a tot p ¢ S, —¢o representa 0 en Q, i, per tant, f també
representa 0 en Q,. Per hipotesi d’induccid, podem assegurar que f representa 0 en Q.
Pero aixo ens permet assegurar que la forma quadratica ¢y representa a en QQ; i com que
¢1 representa a en Q, la forma ¢ representa 0 en QQ, com voliem demostrar. [J

Corol'lari 11.3.2. Siguin q¢ una forma quadratica no degenerada sobre Q 1 v € Q un
nombre racional qualsevol. Condicié necessaria i suficient perque q representi o en Q és
que q representt o sobre R i sobre Q, per a tot nombre primer p.

DEMOSTRACIO: En efecte, considerem la forma quadratica ¢’ := ¢ L (—a) i apliquem
el teorema tenint en compte que una condicié necessaria i suficient perque ¢ representi «
sobre un cos K que conté Q és que ¢ representi 0 sobre K. [J

Corollari 11.3.3. Sigui ¢ una forma quadratica racional, no degenerada, de rang n > 5
i indefinida sobre R (és a dir, de signatura (r,s) # (n,0) i (r,s) # (0,n)). Aleshores, q
representa 0 en Q. [J

Observacio 11.3.4. El teorema de Hasse-Minkowski déna una altra interpretacié del
teorema de Legendre.

Si p és un nombre primer i m > 1 un enter qualsevol, direm que una forma quadratica
aX? + bY? + cZ? de coeficients enters a, b, ¢, representa zero primitivament en Z/p™Z,
quan existeixen enters x,y, z no tots miltiples de p tals que az?+by*+cz? = 0 (mod p™).
Amb aquesta nocio, la condicié que dona el teorema de Legendre admet algunes formes
equivalents.

Corolllari 11.3.5. Siguin a,b,c € Z enters no nuls, lliures de quadrats, primers dos a
dos, i no tots del mateix signe. Aleshores, les condicions segiients son equivalents.

(a) L’equacié aX? + bY? + c¢Z? = 0 admet solucions enteres no trivials.

(b) Per a tot nombre primer p i tot enter m > 1, l'equacié aX?+bY?+cZ* =0 (mod p™)
admet solucions primitives.

(c) Per a tot nombre primer p que divideix abe, l'equacié aX?+0Y? +¢Z? =0 (mod p?)
admet solucions primitives.

(d) Per a tot nombre primer p, la forma quadratica aX?+bY? +cZ? representa 0 primi-
tiwament en Zy,.

e) Per a tot nombre primer p, la forma quadratica aX? +bY? + cZ? representa 0 en Q,.
p

DEMOSTRACIO: Les implicacions de (b) per (a) i de (¢) per (b) sén immediates. Veiem
que (c¢) implica (a). Sigui p un nombre primer i suposem que p divideix a i que (x,y, 2)
és una solucié primitiva modul p?. Veiem que p no divideix el producte yz. Si p dividis
y, aleshores p dividiria az? + by?, de manera que p també dividiria cz%. Perd com que
a,c sén primers entre si, p dividiria z; per tant, p? dividiria by? + cz?, d’on p? dividiria

ax?; com que a és lliure de quadrats, p també dividiria x i (x,y, z) no seria una solucié
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primitiva de 1’equacié modul p?. Per tant, p no divideix y i, per simetria, p tampoc no
divideix z.

De la igualtat by® + c2z? = 0 (mod p) obtenim que —bcy? = (¢2)? (mod p) i, com que p
no divideix y, obtenim que —bc és un residu quadratic modul p. Com que aix0 se satisfa
per a tot nombre primer p que divideix a i a és lliure de quadrats, —bc és un residu

quadratic modul a.

Analogament, —ca és un residu quadratic modul b i —ab és un residu quadratic modul
c; el teorema de Legendre ens permet concloure.

Per 1ltim, I'equivalencia de (b) i (d) és la definicié de Z, i la de (d) i (e) és immediata
si “treiem denominadors”. [J

Aixo és un cas particular de I'anomenat principi de Hasse: una forma quadratica
racional ¢, indefinida com a forma real, representa zero en QQ si, i només si, representa
zero primitivament en tots els anells Z/p™Z, on p és un primer i m > 1 un enter qualsevol.

Dit d’una altra manera, una hiperquadrica projectiva, (absolutament) irreductible,
definida sobre Q té punts racionals si, i només si, té punts reals i a cada un dels anells
Z/p™Z, per a tot nombre primer p i tot enter m > 1.

11.4 Classificaciéo de les formes quadratiques racio-
nals

El teorema de Hasse-Minkowski permet acabar de manera senzilla la classificacié de les
formes quadratiques no degenerades sobre el cos dels nombres racionals.

Teorema 11.4.1 (Classificacié de formes quadratiques sobre Q). Siguin q, ¢ formes
quadratiques racionals no degenerades. Les condicions segients son equivalents:

(a) ¢ és racionalment equivalent a ¢';
(b) per a tot p e PU{oo} q és Qy-equivalent a ¢';

(c) se satisfan les igualtats:

—

r,s)=(',s) €L XL,
Alg) = Ald) € Q/Q™,
wy(q) = wy(q), per a tot p € P U {oo},

on (r,s),(r',s") denoten la signatura de q i la de ¢' com a formes quadratiques reals,
respectivament.

DEMOSTRACIO: Clarament, (a) implica (b) i, en virtut del teorema de classificacié de
formes quadratiques sobre Q, (cf.el teorema 10.9.1), (b) i (c) sén equivalents. Només
resta veure que (b) implica (a). Per a aixo, observem que de (b) es dedueix immedia-
tament que totes dues formes sén del mateix rang i tenen el mateix discriminant no nul
modul quadrats. Ara, la demostracié s’acaba per inducci6 sobre el rang, tenint en compte
el teorema de simplificacié de Witt. Concretament, si les formes sén de rang 1, el sol fet
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que els seus discriminants siguin iguals fa que totes dues formes siguin Q-equivalents. Su-
posem, doncs, que n := rang(q) > 1. Sigui a € Q* un nombre racional no nul representat
racionalment per la forma g. Aleshores, g representa a sobre Q, per a tot p € P U {oo} i,
per tant, ¢’ també representa a sobre Q, per a tot p € P U {oo}. En virtut del corol-lari
anterior, ¢ representa a sobre Q. Aix0 ens permet escriure ¢ = (a) L ¢; i ¢ = {(a) L ¢]
per a certes formes quadratiques racionals ¢, ¢, de rang n — 1. Podem fer el calcul
dels invariants d’aquestes dues formes quadratiques: el discriminant, modul quadrats, és
A(q1) = aA(q) = aA(¢') = A(q)); la signatura de ¢; i la de ¢; coincideixen, ja que a és el
mateix per a les dues formes; i, per a tot p € PU {00}, és w,(q1) = wp(q}), ja que podem
escriure (a, Algr))yy (1) = w,(a) = (@) = (. Ag)wp(ah) = (a, Aar))w,(g3). Es a
dir, les formes quadratiques ¢; i ¢} sén Q,-equivalents per a tot p € PU{oo}. Per hipotesi
d’induccid, ¢; és Q-equivalent a ¢}, de manera que ¢ és Q-equivalent a ¢’, com calia veure.
O

No es pot considerar acabada la classificaciéo de les formes quadratiques sense una
descripcio de les classes d’equivalencia. L’objectiu de la proposicié segiient és determinar
les condicions que han de satisfer els invariants perque existeixi una forma quadratica
racional amb aquests invariants.

Proposicié 11.4.2. Siguin A € Q*, r,s € Z, r,s > 0, i, per a tot p € P U {oo},
w, € {£1}. Perqué existeizi una forma quadratica racional ¢ amb invariants A(q) = A,
signatura (r,s) (que, en particular, determina el rang n = r + s), i invariants de Hasse-
Witt w,(q) = wy, per a tot p € P U {oo}, és condicio necessaria i suficient que per als
nombres A, r, s i w, se satisfacin les propietats segiients:

(a) per a tot p € PU{oo} llevat, potser, d’un subconjunt finit, és w, =1 i, a més a més,

H wy, = 1;
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DEMOSTRACIO: La necessitat de les condicions és immediata, si tenim en compte que
una tal forma quadratica racional és, automaticament, una forma quadratica sobre Q,,
per a tot p € PU {0}, que té els invariants predits. Cal veure’n la suficiencia. Ho farem
per induccié sobre n := r 4 s, essent immediat el cas de rang n = 1.

Suposem que n = 2. Com que el simbol de Hilbert és no degenerat, la condicié (c) ens
permet elegir, per a cada p € P U {oo}, un element z, € Q," tal que (z,, —A), = w,.
Tenint en compte la condici (a), el teorema d’existéncia de nombres racionals amb simbols
de Hilbert donats (cf.la proposicié 11.2.3) ens permet assegurar que existeix un nombre
racional no nul z € Q* tal que per a tot p € P U {oo} és (z,—A), = w,. Considerem
la forma quadratica ¢ := (x,xA); és immediat comprovar que la forma racional g té els
invariants demanats.

Considerem, ara, el cas n = 3. El conjunt S := {p € PU {o0} : (—=1,—-A), = —w,}
és finit, ja que el simbol de Hilbert (—1,—A), és trivial per a gairebé tot p i, en canvi,
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w, = 1 per a gairebé tot p. Per a qualsevol p € S, podem elegir ¢, € Q,*/Q,** tal que
o #-AeQ,/ Qp*2; en virtut del lema d’aproximacio, existeix ¢ € Q* tal que per a tot
peESésc=c,eQ)/ QP*Q. Podem elegir, doncs, una forma quadratica racional de rang
2, q1, de manera que A(q;) = cA i, per a tot p € P U {oo}, sigui wy(q1) = (¢, —A),wy,
ja que se satisfan les condicions de l’enunciat i el cas de rang 2 ja s’ha provat. Posem
q:= {(c) L q1; és immediat comprovar que ¢ és una forma quadratica que té els invariants
predits en I'enunciat.

Cas n > 4. Suposem que r > 1. Per hipotesi d’induccio, existeix una forma quadratica
racional ¢; de rang n—1, discriminant A, invariants de Hasse-Witt wy, i signatura (r—1, s).
Aleshores, la forma ¢ := (1) L ¢; satisfa les condicions exigides.

En el cas contrari, és » = 0 i n = s. Pero, per hipotesi d’induccié, podem elegir una
forma quadratica radional, ¢;, de rang n — 1, signatura (0,s — 1), discriminant —A, i
invariants de Hasse-Witt w,(q1) = (=1, —A),w,; si posem ¢ := ¢; L (—1), la forma ¢
satisfa les condicions exigides. [J



Capitol 12

Series de Dirichlet

En aquest capitol s’inicia, propiament, la part de metodes analitics del curs. Comenca
amb la descripcié d’algunes funcions aritmetiques i de la seva relacié amb les series de
Dirichlet, per a passar de seguida a fer I'estudi d’aquestes series i de les funcions que
defineixen.

12.1 La formula d’inversio de Mobius

Una funcié aritmetica és, per definici, una successio; és a dir, una aplicacié definida en
el conjunt dels nombres enters positius. El canvi de nom, pero, respon al fet que no es
tracta d’estudiar-ne la convergencia, com és habitual, siné d’estudiar altres propietats
més aritmetiques.

Definicié 12.1.1. Siguin A un anell i f : N — A una funcié aritmetica. Direm que f és
multiplicativa quan per a tota parella de nombres naturals no nuls m, n, primers entre si,
sigui f(mn) = f(m)f(n). Direm que és completament multiplicativa quan la propietat
f(mn) = f(m)f(n) se satisfaci per a tota parella m,n sense restriccié.

El conjunt de totes les funcions aritmetiques en un anell A es pot dotar d’una estructura
d’anell diferent de l'estructura estandard, en que la suma i el producte de funcions sén

definits per les formules (f + g)(n) := f(n) +g(n) i (f-g)(n) := f(n)-g(n), per an € N.

Definicié 12.1.2. Siguin f, g dues funcions aritmetiques en un anell A. Definim el pro-
ducte de Dirichlet, també anomenat convolucié de Dirichlet, de les funcions f, g com la
funci6 aritmetica definida per la formula

(fxg)(n) == f(d)g(n/d).

dln

Proposicié 12.1.3. El conjunt de totes les funcions aritmétiques en A amb la suma
habitual © el producte de Dirichlet és un anell commutativ ¢ unitari. L’element unitat és
la funcio aritmetica v definida per

,  sin=1,

u(n) = {0, sin# 1.0
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Més interessant és la propietat segiient.

Proposicié 12.1.4. Si f, g son funcions aritmeétiques multiplicatives, aleshores fxg també
és una funcio aritmetica multiplicativa.

DEMOSTRACIO: En efecte, si m,n sén primers entre si, tot divisor del producte nm
s’escriu de manera tnica en la forma dd’ per a un divisor d de n i un divisor d’ de m que,
en conseqiiencia, son primers entre si; per tant, podem escriure

(f *g)(nm) =Y " f(dd')g(nm/dd)

din d'|m

=D > f(dgn/d) f(d)g(m/d)
din d'|m

= (fxg)(n)(f * g)(m),

ja que n/d i m/d també sén primers entre si. [

Entre els exemples més importants de funcions aritmetiques multiplicatives hi ha la
funcié p de Mdbius, que es defineix de la manera segtlient:

1, sin=1,
pu(n) =<0, si n és divisible pel quadrat d’algun nombre primer,
(=1)%, sin és el producte de k nombres primers diferents.

La seva importancia rau en les dues propietats segiients.

Proposicié 12.1.5. La funcio p de Mobius és una funcio aritmetica multiplicativa, in-
vertible per al producte de Dirichlet.

DEMOSTRACIO: En efecte; la multiplicativitat de la funcié és una comprovacié trivial
a partir de la definicié. D’altra banda, considerem la funcié constant de valor 1, posem
U(n) := 1. Es tracta de veure que U és la inversa de p. Com que, trivialment, (u+U)(1) =
1, aix0 és veure que, sin > 1, aleshores Z p(d) = 0. Com que la funcié p és multiplicativa
d|n
—i la funcié constant de valor 1 també|—, podem suposar que n = p" és potencia d'un
nombre primer p; en aquest cas, i tenint en compte que si p?|d, aleshores u(d) = 0, la
suma Z p(d) es converteix en (1) + pu(p) = 1+ (—1) = 0, com calia demostrar. [J
dlp”

Proposicié 12.1.6 (Férmula d’inversié6 de Maébius). Siguin f,g funcions aritmétiques
qualssevol. Aleshores, les propietats segiients son equivalents:

(a) per a tot n, g(n Zf

d|n

(b) per a tot n, f(n Zg u(n/d).

dln

DEMOSTRACIO: Les igualtats anteriors expressen, respectivament, les igualtats g = f* U
i f=gx*p;icom que p és invertible amb inversa U, la propietat és immediata. [J
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Com a aplicacié elemental d’aquest resultat, es proposa com a exercici la determinacio
del nombre de polinomis irreductibles sobre els cossos finits. Concretament, es demana
provar que, si ¢,(n) és el nombre de polinomis monics irreductibles de grau n sobre el cos
[F,, aleshores se satisfa la igualtat

niy(n) = 3 uld)g".

dln

Altres exemples interessants de funcions aritmetiques multiplicatives i la seva relacié
amb la funcié de Mobius se solen proposar com a exercicis.

12.2 Series de Dirichlet

En aquesta seccié es tracta d’introduir unes eines que seran basiques per a la resta del
curs i d’estudiar les seves propietats generals: les series de Dirichlet.

Definicié 12.2.1. Una serie de Dirichlet (complexa) és una serie funcional, en la variable
complexa s, de la forma
> S,

n>1

on f és una funcié aritmetica complexa.

Proposicié 12.2.2. Sigui F'(s) := Z f(n)n=* una serie de Dirichlet. Suposem que per a
n>1
un cert valor complex de s, la série F(s) és absolutament convergent. Aleshores, eristeix
o € R i per a tot nombre complex s' tal que R(s') > o la série F(s") és absolutament
convergent; és a dir, Z |f(n)n='| és convergent.
n>1

DEMOSTRACIO: En efecte, si s,s" € C son tals que R(s") > R(s), aleshores se satisfa la
desigualtat | f(n)n=%'| = |f(n)|n %) < |f(n)|n=R) = | f(n)n=*|; per tant, podem aplicar
el criteri de comparacié per a la convergencia de series de nombres reals positius i obtenim
que si F'(s) és absolutament convergent i R(s’) > R(s), aleshores F(s") és absolutament
convergent. El valor de o que cerquem es pot prendre o := R(s). O

Corollari 12.2.3. Sigui F(s), com abans, una serie de Dirichlet. Suposem que F(s)
no és absolutament convergent en tot C ni divergent en tot C. Aleshores, existeir un
nombre real o, tal que per a tot nombre complex s de part real R(s) > o, la série F(s)
és absolutament convergent i per a tot nombre complex s de part real R(s) < o, la série
F(s) no és absolutament convergent.

DEMOSTRACIO: Per hipotesi, el conjunt de nombres reals r tals que existeix un nombre
complex s de part real r tal que la serie F(s) és absolutament convergent és no buit;
d’altra banda, la proposicié anterior ens permet assegurar que aquest conjunt és fitat
inferiorment, ja que, en cas contrari, la serie F'(s) seria absolutament convergent en tot
C. El nombre real o, que cerquem és I'infim d’aquest conjunt. [

Dit d’una altra manera, tota série de Dirichlet (complexa) que sigui absolutament
convergent en algun punt admet un semipla de convergencia absoluta.
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Definicié 12.2.4. El nombre o, del corol-lari anterior s’anomena l’abscissa de con-
vergencia absoluta de la serie de Dirichlet F'(s). En el cas que la série sigui absolutament
convergent en tot C, es posa 0, = —o00, i en el cas que la serie no sigui absolutament
convergent per a cap nombre complex s, es posa g, := +00.

Exemple 12.2.5. L’exemple classic més important de serie de Dirichlet el proporciona
la serie de Riemann
= E n_s

n>1

Es un resultat dels cursos elementals de calcul que la série ¢ (s) és absolutament convergent
per a tot nombre real s > 1, mentre que és divergent per a s = 1. Per tant, ’abscissa de
convergencia absoluta de ((s) és o, = 1.

Definicié 12.2.6. S’anomena funcié zeta de Riemann la funcié definida en el semipla
R(s) > 1 per la féormula ((s Z n-

n>1

Exemple 12.2.7. Altres exemples importants de series de Dirichlet els proporcionen els
caracters de Dirichlet En efecte, suposem que X és un caracter qualsevol de Dirichlet
i posem L(x,s Z x(n)n~*. Com que la funcié aritmetica x és una funci6 fitada

n>1
—els seus valors no nuls sén arrels de la unitat—, podem comparar amb la serie de

Riemann: |x(n)n~*| < |n~*|, de manera que si R(s) > 1, aleshores L(x;, s) és absolutament
convergent; per tant, I’abscissa de convergencia absoluta de les series L(x, s) és < 1.

De fet, aquest calcul demostra que si f és una funcio aritmética complexa fitada,

aleshores I’abscissa de convergencia absoluta de la serie F'(s Z f(n)n™* és < 1.
n>1
Definicié 12.2.8. Les funcions L(Y, s) definides per les igualtats L(x, s Z x(n
n>1

en el semipla de convergencia absoluta s’anomenen les funcions L associades als caracters
de Dirichlet.

Observem que, en particular, la funcié zeta de Riemann és la funcié L associada al
caracter trivial de Dirichlet.

Ens podem preguntar per la unicitat del desenvolupament en serie de Dirichlet de les
funcions que admeten aquest desenvolupament. El resultat segiient respon a la pregunta.

Proposicié 12.2.9. Siguin f(n) i g(n) funcions aritmetiques tals que les séries de Di-

richlet
=> fm™,  G(s):=> g(nn~*

n>1 n>1

son absolutament convergents en algun punt s € C, i suposem que {si}r>1 €s una suc-
cessid de nombres complezxos tal que R(sy) > 0., on g, és el maxim de les abscisses de
convergencia absoluta de les dues séries; imR(sy) = +oo; i F(sg) = G(sk), per a tot
k > 1. Aleshores, per a totn > 1, és f(n) = g(n).

i per a tot s € C, sigui

DEMOSTRACIO: Per a tot n > 1, posem h(n) := f(n) — g(n)
= 0 i es tracta de veure que

H(s) := F(s) — G(s); aleshores, per a tot k > 1, és H(sy)
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h(n) = 0, per a tot n > 1. Suposem, contrariament, que existeix un cert no > 1 tal que
h(ng) # 0. Podem suposar que ng és el menor dels nombres naturals per als quals se
satisfa aquesta condici6. Podem escriure la igualtat

Z h(n = h(ng)ng® + Z h(n
n>1 n>ng
valida per a R(s) > 0,. Per tant, obtenim el coeficient h(ng) en la forma
h(ng) = ngH(s) — ng Z h(n)n
n>ngo
de manera que, per a tot k > 1,
0) = —ngt Z h(n)n=%.
n>no

Disposem del resultat segiient.

Lema 12.2.10. Siguin H (s Zh n~° una serie de Dirichlet absolutament con-
n>1
vergent en algun punt s € C, ¢ € R una constant i s € C un nombre complex tals que

R(s) > ¢ > ag,, on o, denota l'abscissa de convergéncia absoluta de H(s). Aleshores, per
a tot nombre ng > 1, se satisfa la desigualtat

> h(n)n=*| <ng 0> |h(n)

n>ng n>ng

DEMOSTRACIO: El resultat és gairebé immediat, ja que podem considerar les desigualtats

Z h(n)n=%| < Z |h(n)|n %)

n>ng n>ng
< Z ‘h n-°n" (s—c)

n>ng
§R(S—C) Z |h(n) n_

n>ng
la darrera valida perque (s —¢) > 0. O

Apliquem ara el resultat per a ng i un qualsevol dels punts s, tal que R(sg) > ¢ > a,:

obtenim la fita
[A(no)| < ng ™ (ng + 1) 3 [n(n

n>ngo
R(s
<< no ) (k)c’
- n0+1

on C := (ng+1 Z |h(n ¢ és una constant positiva que no depen del punt s, que

n>no
estiguem considerant. Com que podem prendre una infinitat de punts s, en aquestes

R(sk)
) = 0, de manera

U]

condicions, i com que lim R(s;) = +00, obtenim que lim ( 1
No

que obtenim la contradiccié que |h(ng)| = 0. Aix0 acaba la prova de la proposicié. [

En particular, el lema anterior ens permet deduir una conseqiiéncia interessant.
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Corollari 12.2.11. Sigui F(s Zf ~* la funcio definida per una série de Di-
n>1
richlet absolutament convergent en algun semipla R(s) > o,. Aleshores, existeix el limit
hIJP F(a+ib) = f(1), 1 és uniforme per a b € R.
a——+00

DEMOSTRACIO: Només cal veure que lim Z f(n)yn—*7Y
a—+00
n>2

Sigui ¢ > o,, 'abscissa de convergencia absoluta. Aleshores, en el semipla definit per la
condici6 R(s) > ¢, podem escriure la desigualtat

> fnn

n>2

= 0 uniformement per a b € R.

< 279‘3(570) Z ‘f(n)‘nfc < 027%( )

n>2

on C :=2° E |f(n)|n™¢ és una constant real positiva que només depen de ¢ i de la funcié,
n>2

pero no de s tal que R(s) > g,. Com que " l)im C27%%) = 0, independentment de J(s),
§)—+o00

obtenim el resultat que desitjavem. [

12.3 Producte de series de Dirichlet

El producte de Dirichlet de funcions aritmetiques no s’ha definit aixi gratuitament; de
fet, ens permet estudiar el producte de les funcions definides per series de Dirichlet en
el semipla comu de convergencia absoluta. De fet, la tecnica és similar a la definicié
del producte per a series de potencies. En aquell cas es defineix el producte a fi que el
producte de series es correspongui amb el producte de les funcions que les series defineixen
en el disc de convergencia absoluta. Aqui es fa de manera semblant.

Proposicié 12.3.1. Siguin F'(s Z f(n G(s) = Zg(n)n_s, series de Dirichlet
n>1 n>1
absolutament convergents en algun punt. Aleshores, en el semipla interseccio dels semi-

plans de convergéncia absoluta corresponents, la funcié producte F(s)G(s) s’expressa en

la forma F(s)G(s) = Z(f*g)(n)n’s, on fxg és el producte de Dirichlet de les funcions
n>1

aritmetiques f i g.

DEMOSTRACIO: Si prenem un punt s del semipla de convergencia absoluta comu a les
dues series F(s) 1 G(s), les series F(s) i G(s) sén absolutament convergents, de manera
que podem permutar els seus termes de qualsevol manera sense alterar la suma. Per tant,
podem escriure les igualtats

=33 fm)gmnm = =30 37 fn)gm)k-

n>1m>1 k>1 nm=k
=33 H@dglk/ k™ = D (f * g) ()
E>1 dlk k>1

com voliem demostrar. [J
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Observacié 12.3.2. Reciprocament, si suposem que les series F'(s), G(s) sén absoluta-

ment convergents en algun punt s € C, aleshores, en el semipla de convergencia absoluta

comu a F(s)1G(s) laserie H(s) := Z(f*g)(n)n’s és absolutament convergent i defineix
n>1

la funcié producte F'(s)G(s).

D’aquest resultat podem obtenir una propietat important per a la funcié zeta de Rie-
mann.

Corollari 12.3.3. Per a tot s € C tal que R(s) > 1, se satisfa que ((s) Zu(n)n_s =1.
n>1
En particular, la funcié ((s) no s’anul-la en cap punt s tal que R(s) > 1.

DEMOSTRACIO: Observem que la funcié i de Mobius és una funcié aritmetica complexa
fitada; per tant, la seva abscissa de convergencia absoluta és < 1. A més a més, se satisfa
la igualtat pu* U = u, on U és la funcié constant de valor 1 i u la funcié que val 1 per
an=11i0peran # 1. Per tant, en el semipla de C definit per la condicié R(s) > 1

se satisfa la igualtat de funcions ((s) Z p(n)n™° = Z(,u «U)(n)n=° = Z u(n)n™* =1,
n>1 n>1 n>1
com voliem demostrar. [

Analogament, per a tot caracter de Dirichlet y podem establir la mateixa propietat.

Corollari 12.3.4. Sigui x un caracter de Dirichlet. Per a s € C tal que R(s) > 1 és
L(s,x) #0; a més a més, se satisfa la igualtat

1 —
L(s,x)

> x(m)u(n)n=.

n>1

DEMOSTRACIO: La funcié aritmetica y no només és multiplicativa, sind que és com-

pletament multiplicativa; aixo fa que la seva inversa de Dirichlet sigui la funcié dona-

da per n — x(n)u(n). En efecte, el producte de Dirichlet de y per aquesta funcié és

donat per l'expressio Zx(d),u(d)x(n/ d); com que y és completament multiplicativa,
din

x(d)x(n/d) = x(n) per a tot divisor d de n, de manera que podem treure el factor comu

x(n) i obtenim I'expressi6

() Y ld) = {O’ e

1, sin=1
™ , sin

per al producte. En conseqiiencia, 1’abscissa de convergencia absoluta de la serie de

Dirichlet Z x(n)u(n)n~* és menor o igual que la de L(s, x) i en el domini de convergencia
n>1
absoluta de la serie L(s, x) se satisfa la igualtat

L(s,x) > x(n)u(n)n™ =1,

n>1

fet que demostra el resultat que voliem veure. [
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12.4 Productes d’Euler

La importancia de les series de Dirichlet definides per funcions aritmetiques multiplicatives
rau en el fet que es pot obtenir una expressié de les funcions que defineixen com a producte
infinit.

Proposicié 12.4.1. Sigui f(n) una funcié aritmetica multiplicativa i suposem que la série
de Dirichlet associada,
Fio) = Y fnn,
n>1

és absolutament convergent en un punt s. Aleshores:

(a) per a cada nombre primer p, la série E,(f,s) := Z f(P™")p™™° és absolutament con-
n>0

vergent,

(b) en el semipla de convergéncia absoluta de F(s), el producte l_IEp(f7 s) és absoluta-

p
ment convergent; i

(c) en el semipla de convergéncia absoluta de F(s) se satisfa que F(s) = HEp(f, s).
p

DEMOSTRACIO: La propietat (a) és de demostracié immediata. En efecte, la serie E,(f, s)
és una parcial de la série absolutament convergent F'(s), de manera que també és abso-
lutament convergent. D’altra banda, per a tot nombre real x > 1, podem considerar el
producte (finit) de les series E,(f,s), H E,(f,s). Com que les series sén absolutament

p<z
convergents, podem permutar els termes de la manera que ens plagui i el producte no

canvia. En particular, si tenim en compte que la funcié f és multiplicativa, obtenim que
els termes d’aquest producte es poden escriure com la suma dels termes de la forma

SO f 05 )py 0 f e = F(T Y - ) (00D ) T

on els p; son els nombres primers < x i els exponents r; > 0. Per tant, el producte
H E,(f,s) coincideix amb la suma Z f(n)n™* on X designa el conjunt dels nombres

p<lz neX
enters positius que no soén divisibles per primers > x. En conseqiiencia, obtenim la igualtat

d fm =] Eolfis) =) fln)n™,
n>1 p<zx n¢gX

que ens permet escriure les desigualtats

S fn =T EF)| < D 1F )= <) |f(n)n~).

n>1 p<z ng¢X n>x

Com que la serie Z f(n)n™* és absolutament convergent, se satisfa que
n>1

:pl—g&oz |f(n)n™%| =0, de manera que xgrfoo : E,(f,s) = F(s).
n>x sy
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D’altra banda, un producte infinit de la forma H(l + a,) és absolutament convergent

n
si, 1 només si, ho és la serie E a,. En el nostre cas,

n

2

p<z

S Fh

n>1

<SS e < S I,

p<z n>1 n>2

de manera que les sumes parcials de la serie de nombres reals positius

S fehp

p |n>1

son fitades; per tant, obtenim la convergencia absoluta del producte
11> reme.
p n>0

Aix0 acaba la demostracié de (b).

Per ultim, només cal observar que, per ser H E,(f,s) un producte infinit absolutament

p
convergent, el seu valor es pot calcular com el limit

m1—1>I—Poo Ep(f> 3)7
p<z

i aixo acaba la prova de (c), ja que aquest limit és F(s). O
Definici6 12.4.2. La serie E,(f, s) s’Tanomena el p-esim factor d’Euler associat a la funcié

F(s).

En el cas que la funcié f sigui completament multiplicativa es pot obtenir una férmula
més compacta. En efecte, en aquest cas podem escriure

Ey(f,8)=>_ " p™ = _(fp)p™)",

n>0 n>0

la suma d’una progressi6 geometrica de raé f(p)p~*; el fet que la serie sigui absolutament
convergent ens permet assegurar que |f(p)p~®| < 1, i la suma de la serie és E,(f,s) =

————— per tant, podem escriure la igualtat F(s) = _
1= flp)p~ &1 =11 1= f(p)p~*

Corollari 12.4.3. Sigui x un caracter de Dirichlet. Aleshores, en el semipla de C definit
per la condicid R(s) > 1 se satisfa la formula

L(s) =15

L 1=x(pp~

p

En particular, per al caracter trivial obtenim la formula

SORS | femretts

p
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12.5 Convergencia de les series de Dirichlet

En aquesta seccio ens proposem l’estudi més acurat del conjunt de punts de C on una

serie de Dirichlet
F(s) := E f(n)n™*
n>1
és convergent. Per a aix0 comencem per establir la segiient férmula de sumacié parcial

d’Abel.

Lema 12.5.1 (Férmula de sumacié d’Abel). Donada una funcié aritmética g posem, per
a tot nombre real x, G(x) := Zg(n) Siguin x,y € R tals que 0 < x < y i considerem

n<x

una funcié o : [x,y] — C de classe C*. Aleshores,

z<n<ly

DEMOSTRACIO: La funcié G(z) és una funcié esglaonada amb salts de valor g(n) en
els enters positius n > 1; per tant, la integral de Riemann-Stieltjes ens proporciona la
igualtat

S glnyeln) = [ placr)

z<n<ly

Si ara integrem per parts, obtenim la igualtat

que voliem demostrar. []

Proposicié 12.5.2. Siguin f una funcid aritmeética i F(s) = Zf(n)n_S la série de
n>1

Dirichlet associada. Suposem que la série F(s) és convergent en algun punt s € C.

Aleshores:

(a) Per a tot punt 8" € C tal que R(s") > R(s), la série F(s") és convergent.

b) La convergéncia de la série F(s") és uniforme en tot subconjunt compacte del semipla
9 )

definit per la condicio R(s") > R(s).

(c) Per a tot nombre real € > 0, la convergéncia de la série F'(s') és absoluta en el semipla
definit per la condicio R(s') > R(s) +1+e.

DEMOSTRACIO: Com que la série F'(s) és convergent, les seves sumes parcials sén fitades;
és a dir, existeix un nombre real M > 0 tal que per a tot enter m > 1 se satisfa la

> flapn

desigualtat < M. Ara podem aplicar la férmula de sumacié parcial d’Abel:
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donat un nombre complex s’ tal que R(s") > R(s), considerem la funcié aritmetica g(n) :=
f(n)n=*1ila funcié ¢(z) := x*='. La férmula de sumacié d’Abel ens permet escriure, per
a tot z > 0, la igualtat

St = > g(n)e(n)

r<n<y r<n<ly

Yy
— Gy — Gl — / Glt)(s — &)t dt,

on G(x) := Zg(n) Com que, per a tot nombre real z > 0 és |G(z)| < M, obtenim la
n<x
cadena de desigualtats

> fn

r<n<ly

Yy
< Myé)%(sfs) + Mx%(sfs) + ‘8 . S/|M/ tﬂ?(sfs fl)dt

R(s—s") _ x%(s—s’)
R(s — )

!
< oMR6=) (1 u .
- v ( + R(s" —s)

Aquesta desigualtat és la clau de la demostracio.

Y

< 2M R 4|8 — s|M

En efecte. Per a provar (a) és suficient provar (b), i la prova de (b) és suficient si la
fem per a rectangles de la forma [a, b] X [c, d] inclosos en el semipla definit per la condicié
R(s') > R(s), és a dir, tals que a > R(s). Per a punts s’ d’aquest rectangle, podem

s—s
fitar el parentesi | 1+ %) independentment de s’, de manera que obtenim una
s'—s
desigualtat
E f(n)yn=| < Mz~
z<n<ly

on el nombre M’ > 0 no depen del punt s’ del rectangle. Com que ligl R —
T—r+00

obtenim la condicié de convergencia de Cauchy de manera uniforme sobre el rectangle; és
a dir, la convergencia uniforme de la serie.

Per a veure (c) és suficient provar que la convergencia de la serie F'(s") és absoluta en el
semipla definit per la condicié R(s’) > 1+ R(s). Pero podem prendre, ja que la serie F'(s)
és convergent, una fita C' > 0 dels seus termes; aixo ens permet escriure la desigualtat

)| = [ f(n)n~>||n*=| < On™C=),

. N ) , .
de manera que si £(s' — s) > 1, aleshores la serie E |f(n)n™*| és convergent, en virtut
n>1
del criteri de comparacié. [

Com a conseqiiéncia, donada una serie de Dirichlet F'(s) := Z f(n)n™* que no sigui
n>1
convergent en tot C ni divergent en tot C, existeix un nombre real ¢, que s’anomena
I’abscissa de convergencia, tal que per a tot nombre complex s tal que R(s) > o la seérie
F(s) és convergent i per a R(s) < o la serie F(s) és divergent. A més a més, se satisfan
les desigualtats 0 < 0, < 0 + 1, entre les abscisses de convergencia i de convergencia
absoluta de la serie F(s).
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12.6 Analiticitat de les funcions de Dirichlet

En aquesta seccié es tracta d’estudiar les propietats diferencials de les funcions definides
per series de Dirichlet convergents. Concretament, del seu comportament analitic i de
les seves derivades successives. El caracter analitic és conseqiiencia de la convergencia
uniforme.

Proposicié 12.6.1. Siguin F(s Zf n~ % una serie de Dirichlet convergent per
n>1

a algun nombre complex s, 1 0 € RU {—o00,+0o0} l'abscissa de convergéncia de la série.

Aleshores, la funcio F(s) definida en el semipla donat per la condicié R(s) > o és analitica

1 la seva derivada admet el desenvolupament en serie de Dirichlet

==Y f(n)log(n

n>1

DEMOSTRACIO: En efecte, cada una de les funcions s — f(n)n* és una funcié entera i
admet per derivada la funcié s — —f(n)log(n)n=%; en conseqiiencia, i com que la seérie
F(s) és uniformement convergent en el semipla definit per la condicié R(s) > o, la funcié
F(s) és derivable respecte de la variable complexa s; és a dir, analitica en R(s) > 0. A
més a més, la seva derivada admet ’expressio

==Y f(n)log(n

n>1

com voliem demostrar. [

En el cas que els coeficients f(n) de la serie de Dirichlet sén nombres reals no negatius,
es pot obtenir I'abscissa de convergencia a partir de les propietats de la funcié F(s)
que defineix la serie; concretament, l'abscissa de convergencia és determinada per una
singularitat de la funcié F'(s) en I’eix real. De manera explicita, podem escriure el resultat
segiient.

Proposicié 12.6.2. Sigui F(s) una funcid que admet un desenvolupament en série de

Dirichlet
= Zf(n)nfsj (12.6.1)

n>1

convergent en el semipla definit per la condicio R(s) > o, 0 € R, i on f(n) és una
funcié aritmeética que només pren valors reals no negatius. Suposem que la funcid F(s)
és analitica en un entorn obert de o (encara que mo suposem que en aquest entorn la
funcié admeti un desenvolupament en série de Dirichlet convergent). Aleshores, existeix
un nombre real € > 0 de manera que la série (12.6.1) és convergent en el semipla definit
per la condicid R(s) > o —¢ i la funcié F(s) coincideiz amb la suma de la série en aquest
semapla.

DEMOSTRACIO: Sigui sg := 1 + o; com que F(s) és analitica en s, podem expressar la
funcié F(s) com la suma d’una serie de poténcies

k So )
P(s) = 30 P
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absolutament convergent en un cert disc obert de centre sg; perdo com que la funcié F(s)
és analitica en o, el radi de convergencia d’aquesta serie de potencies és tal que o és un
punt interior del disc de convergencia absoluta; per tant, el radi de convergencia de la
serie de potencies és estrictament més gran que 1. Ara bé, les derivades successives de la
funcié F'(s) en el semipla de convergencia sén donades per 'expressid

DM(F, 1" f(n)(log(n))n",

n>1

férmula que s’aplica al punt sg; si substituim la nova expressié en ’anterior en serie de
potencies podem escriure la igualtat

=33 0 togy e,

k>0 n>1

valida en un entorn de sy que conté el punt o; en particular, existeix un nombre real € > 0
tal que I'expressié anterior és valida en s = o — . Ara, la serie doble té coeficients reals
i positius d’un lloc endavant (per exemple, sempre que log(n) > 0, és a dir, per a n > 1);
per tant, la convergencia és automaticament absoluta i podem permutar l'ordre de les
dues sumes. D’aquesta manera obtenim 1'expressié

F(lo—¢)= Z f(n)n=% Z ((1+ 5)}{:1!08;(”))

n>1 k>0
= 3" Fm)n* exp((1 + £) log(n))
=3 fmnie
_ Z f(n)n=(e=2)

Dit d'una altra manera, la serie de Dirichlet Z f(n)n™* és convergent en s = 0 — ¢ i
n>1

la seva suma coincideix amb el valor de la funcié F'(s) en aquest punt; per tant, la serie

de Dirichlet és convergent també en el semipla definit per la condicié R(s) > o — &, com

voliem demostrar. [

Corollari 12.6.3. Suposem que F(s Z f(n)n=* és una série de Dirichlet amb abs-

n>1
cissa de convergencia o € R i tal que f(n) és un nombre real no negatiu, per a tot n > 1.
Aleshores, la funcié F(s) té una singularitat en el punt o de l’eiz real.

DEMOSTRACIO: Acabem de veure que si la funcié definida per la serie de Dirichlet és
analitica en un entorn d’'un nombre real, aleshores convergeix en un semipla que conté
aquest nombre; per tant, el semipla de convergencia ha d’ésser limitat per una singularitat
de la funcié en 'eix real. Aixo és el que calia demostrar. [






Capitol 13

La funcio zeta de Hurwitz

Per a un tractament adequat de la funcié zeta de Riemann i de les funcions L associades
als caracters de Dirichlet és molt comode fer, en primer lloc, I’estudi de la funci6 zeta de
Hurwitz, ja que aquesta funcié permet unificar-ne el tractament. Per aixo, aquest capitol
es dedica a l'estudi d’aquesta funcié.

Molta més informacié sobre aquesta funciod, i també sobre altres funcions relacionades,
es pot trobar en [W-W 70].

13.1 La funcié Gamma d’Euler

La primera seccié d’aquest capitol es dedica a l'estudi de la funci6 Gamma d’Euler. La
finalitat d’aquest estudi és obtenir representacions integrals adequades per a poder fer
I'extensié meromorfa a tot el pla complex de la funcié zeta de Hurwitz.

+oo
Definicié 13.1.1. La integral impropia ¥ 'e™"dx és convergent per a tot nombre

0
complex s tal que R(s) > 0. El valor de la integral es representa per I'(s), de manera
que s’obté una funci6 en el semipla definit per la condicié R(s) > 0; s’anomena la funcié
Gamma d’Euler.

Proposicié 13.1.2. Se satisfan les propietats segients.

(a) (Equacié funcional) Per a tot nombre complex s tal que R(s) > 0, se satisfa la igualtat
['(s+1)=sI(s).

(b) Per atotne N, I'(n+1)=nl

(¢) La funcic s — I'(s) és analitica en el semipla R(s) > 0. En particular, la seva
deriwada admet l’expressio

+o0
D(T,s) = / ¥ 'log(z)e “du.
0

199
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DEMOSTRACIO: La primera propietat es comprova amb una simple integracié per parts.
En efecte, podem escriure la igualtat

I'(s+1)= / e "dx
0

= lim (—2°¢™") — lim(—2°e¢™") + s/ e dx
0

r——+00 z—0

(o]
= s/ e %dx
0

= sI'(s),
ja que els dos limits valen 0.

La segona propietat es dedueix formalment de la primera a partir del calcul de la

integral
oo
1) = “Pdr = i —e ¥) = lim(—e™*) = 1.
W= o= Jim (=)~ e

Per 1ultim, la derivacié sota el simbol integral permet obtenir immediatament que la
funcio I' és derivable respecte de la variable complexa s aixi com l’expressié de la seva
derivada, de manera que I'(s) és una funcié analitica del semipla definit per la condicié

R(s) > 0. O

Proposicié 13.1.3. La funcioc Gamma s’estén a una funciéo meromorfa de tot el pla
complex amb pols simples en els enters no positius. Per a tot enter n > 0, el residu de la
funcié en el punt —n és (—1)"/n!.

DEMOSTRACIO: Com a conseqiiencia de I'equacié funcional, podem estendre la funcié
Gamma a una funcié de tot el pla complex llevat dels nombres enters no positius; en
efecte, donat un nombre complex s ¢ —N, podem sumar-li un enter n > 0 de manera
que sigui (s 4+ n) > 0 i alhora que s + n no sigui un enter positiu. Aixi, podem definir
['(s+n)

s(s+1)(s+2)---(s+n—1)
del nombre natural n que haguem elegit; aixi obtenim una funci6 I' : C — (=N) — C per
a la qual se satisfa I'equacié funcional I'(s + 1) = sI'(s), per a s ¢ —N.

I'(s) per la férmula I'(s) := . Aquesta definicié no depen

La funcio aixi estesa és una funcié meromorfa de tot el pla complex, ja que, per a cada
punt s ¢ —N hi ha un entorn en el qual T'(s) és el quocient de dues funcions analitiques
tals que el denominador no s’anul-la. En particular, podem calcular el residu de la funcié
['(s) en els enters —n, n > 0, i obtenir la férmula donada en l’enunciat: en efecte,

(s+n)(s+n+1)

lim (s +n)I'(s) = lim

s——n s——n 8(1 + s)(2 + S) e (n + S)
= lim Distn+1)
Cssns(14+8)(24+5)--(n—1+s)
_ I'(1)
(—n)(1=n)(2—n)---(n—1—n)
1
= T -

La proposicié segiient llista algunes de les propietats importants de la funcié Gamma,;
algunes les farem servir.
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Proposicié 13.1.4. (a) Per a tot nombre complex s ¢ —N,

n’n!

s(s+1)---(s+n)

['(s) = lim

(b) Per a tot nombre complex s ¢ Z

™

L(s)I'(1—s) =

sin(7s)

(c) Per a tot nombre complex s i tot enter m > 1 tals que els factors estan definits,

1 -1
NG (s + —) - <s + m_) = (2m) M=/ 2 /D=ms (),
m

m

(d) En particular, si s,s/2,(s+1)/2 ¢ —N, aleshores

r (f> r (S+ 1) N )

2 2

DEMOSTRACIO: La prova es pot trobar en molts llibres d’analisi (per exemple, en
[W-W 70]). Només convé notar que la darrera propietat és la tercera aplicada a s/2
amb m = 2. U

Corollari 13.1.5. La funcidé s — T'(s)™' és una funcidé entera amb zeros simples en els
punts s € —N.
DEMOSTRACIO: Només cal tenir en compte I'expressio
n°n!
s(s+1)---(s+n)

['(s) = lim

que expressa ['(s)~! com el producte infinit

I(s)! :s(s+1)H (n;l)ss—;n.

n>2

Aquest producte és absolutament convergent com a producte infinit i, per tant, no nul.
O

13.2 Definicio de la funcio zeta de Hurwitz

En aquesta seccié es tracta de donar la definicié i les propietats més elementals de la
funcié zeta de Hurwitz.

Lema 13.2.1. Per a tot nombre real a tal que 0 < a < 1, la serie
1
s,a) = —_—
¢(s,a) Z; CEL

és absolutament convergent en el semipla definit per la condicid R(s) > 1. La convergéncia
és uniforme en els semiplans tancats R(s) > 1+¢€, € > 0. La funcid ((s,a) definida per
aquesta serie és holomorfa en el semipla R(s) > 1.
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DEMOSTRACIO: Per a tot nombre real € > 0 i tot nombre complex s tal que (s) > 1+¢
podem escriure la desigualtat

Z [(n+a)7°| = Z(n + a)_%(s) < Z(” + a)—(1+8)_

n>0 n>0 n>0

En virtut del criteri de comparacié, obtenim la convergencia absoluta de la serie; i també
la convergencia uniforme, ja que la darrera serie és independent de s. Per ultim, com que
les funcions s +— (n + a)~* sén funcions enteres, la funcié ((s, a) és la suma uniforme de
funcions holomorfes en el semipla R(s) > 1; per tant, una funcié holomorfa en aquest
semipla. [J

Definicié 13.2.2. Sigui a € R tal que 0 < a < 1. La funcié definida en el semipla
R(s) > 1 per la serie ((s,a) s’anomena la funcié zeta de Hurwitz de parametre a.

Observacié 13.2.3. Cal observar que I'index de la suma assoleix el valor 0, contrariament
a la definicié de la funcié zeta de Riemann. D’altra banda, per a R(s) > 1 se satisfa la
igualtat ((s) = ((s,1); és a dir, la funcié zeta de Riemann és la funcié zeta de Hurwitz
de parametre 1.

Convé recordar el resultat segiient dels cursos d’analisi.

Teorema 13.2.4 (Levi). Sigui {gn}n>0 una successio de funcions reals definides en un
interval I tals que:

(a) per a tot n >0, la funcid g, és integrable Lebesque en I ;

(b) per atotn >0, la funcidé g, és no negativa en I, llevat d’un conjunt de mesura nul-la;
i

(c) la série Z/gn és convergent.
I

n>0

Aleshores, la série

g(@) =) galz)

n>0

és convergent en I, llevat d’un conjunt de mesura nul-la, g €s integrable en el sentit de
Lebesque en I, i se satisfa la igualtat

[z o

n>0

El resultat segiient déna una representacié integral de la funcié zeta de Hurwitz.

Proposicié 13.2.5. Siguin a € R, s € C tals que 0 < a < 1 1 R(s) > 1. Aleshores se
satisfa la igualtat
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DEMOSTRACIO: Comencarem la demostracié pel cas s € R, s > 1. Per a tot nombre
enter n > 0 podem fer el canvi de variable x = (n + a)t en la integral que defineix la
funcié I'(s); obtenim ’expressié

L(s)=(n+ a)s/ e~ (nraltps=lgy.
0
de manera que obtenim la igualtat
(n+a)°T'(s) = / e e Mt
0

i podem sumar la serie

['(s)((s,a) = Z /000 e "Mem s dt

n>0
[eS)
— / Z e—nte—atts—ldt
0 n>o0
[e's)
— / e—atts—l Z e—ntdt
0 n>0

la segona igualtat en virtut del teorema de Levi, i la darrera perque 0 < et < 1, ja que
s > 1. Aix0 acaba la prova en el cas s € R.

En el cas general, el principi de prolongacié analitica permet que només haguem de
comprovar que la funcié definida per la integral

00 xs—le—ax
/ Epp—
és holomorfa en el semipla R(s) > 1, ja que la funcié I'(s)((s, a) també ho és i totes dues
funcions coincideixen en la semirecta s € R, s > 1. Dit d'una altra manera, és suficient

provar el resultat segiient. [J
o0 :L,s—le—ax
|
0 1 - €_r

és uniformement convergent, com a funcio de s, en cadascuna de les bandes verticals de
la forma 14+e¢ <R(s) <c, 1 <1+e<c, del semipla R(s) > 1. Per tant, defineiz una
funcid holomorfa en el semipla R(s) > 1.

Lema 13.2.6. La integral

DEMOSTRACIO: Considerem fixats € > 0ic > 1+¢, isigui s € C un punt qualsevol tal
que 1 +¢e < R(s) < c. Podem escriure

0o 0o —attéR(s)—l
/ dt = / S
0 0

1—et

1 —atyR(s)—1 oo —at4R(s)—1
t t
_ / v g+ / c
o l—et 1 1—et

e—atts—l

1—et
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Considerem la primera integral; com que 0 <t < 1, és t®()=1 <2 de manera que

1 —atyR(s)—1 1 —atyse 1 _(1—-a)tse 1 1—a
t t t
/ v < / © U g = / C < e”/ O p—
o l—et g 1—e™t o et—1 0 €

a

i <1

ja que, per a 0 <t <1, és el70)t < el -
e JR—

La segona integral es pot fitar de la manera segiient; com que t > 1, és t®() -1 < =1,
i podem escriure

00 —att%(s)—l 00 p—atpe—1 00 p—atpe—1
| Stas [ s [ a =)
1 1 0

1—et

ja que el resultat ja esta provat per ac € R, ¢ > 1.

D’aquesta manera, obtenim una fita uniforme de la integral del valor absolut; aix0 ens
permet assegurar que la integral és absolutament convergent i uniformement convergent
en tots els conjunts de I’enunciat i, en conseqiiencia, defineix una funcié holomorfa en el
semipla R(s) > 1. O

Corollari 13.2.7 (Representacio integral de la funcié zeta de Riemann). Per a tot nombre
complez s tal que R(s) > 1 se satisfa la igualtat

M)t = [ o

1—e>*

13.3 Extensio meromorfa de la funciéo zeta de Hur-
witz

Aixi com la funcié zeta de Riemann es pot estendre a una funcié meromorfa de tot C,
també la funcié zeta de Hurwitz es pot estendre a una funcié meromorfa de C. L’objectiu
d’aquesta seccié és dur a terme aquesta prolongacio.

Per a aconseguir aquest objectiu, partirem de la férmula

400 xs—le—ax

Mo = [ 5,

0 1_671

que és valida per a R(s) > 110 < a < 1, i considerarem la funcié de dues variables
s—1_,—az

- Pera tots els valors complexos de s, 2z tals que
— e_

z ¢ 2miZ (en particular, z # 0), i on z°! significa e*~118(*) per a la determinacié del
logaritme que és real en els nombres reals positius x + 04, i té part imaginaria 27 en els
nombres reals positius x + 07¢. Es tracta de fer una integral de linia d’aquesta funcié.

definida per la formula f(s, z) :=

s—1

Anem, doncs, a definir un cami d’integracié. Fixem un nombre real positiu arbitrari
0 < € < 27 i considerem els tres camins del pla complex definits de la manera segiient:
71 és el semieix real positiu (recorregut en sentit decreixent) parametritzat per la férmula
z:=r,perar € R, 400 > r > g; 7 és la circumferencia de centre a l'origen i radi constant
e > 0, recorreguda en sentit antihorari (és a dir, en sentit positiu), parametritzada per la
formula z 1= ee?, 0 < 0 < 27; i 3 és el semieix real positiu (com abans, perd recorregut en



13.3. Extensi6 de la funcio zeta de Hurwitz 205

sentit creixent), parametritzat per la formula z := re?™ r € R, ¢ < r < +00. Anomenem
v el cami composicié dels anteriors, 7 := 73 05 0 y1; és clar que 7y, aixi com cada un dels
v;, depen de €.

Ara, per a tot nombre real a, 0 < a < 1, i tot nombre complex s, podem considerar la
integral de linia
Zsflefaz
I.(s,a):= / —dz.
v L—e?
Es tracta de provar el resultat segiient.

Teorema 13.3.1. Siguin a,e €e R, 0<a <1, 0<e < 2nm. Aleshores:

(a) la integral

s—1,—az
I.(s,a) ::/Ldz
vy

1—e*

és uniformement convergent en tot disc tancat de la forma |s| < M, M € R, M > 0;
(b) la integral I.(s,a) no depen del valor de ¢ elegit en 0 < & < 27;
(c) I.(s,a) defineix una funcid entera de s; i

(d) en el semipla R(s) > 1 se satisfa la igualtat ((s,a) =T'(1 — s)I(s,a), on

—mis —Tis s—1,—az
I(s,a) = c I.(s,a) = I 6_Z dz.
211 2mi ), 1—e

sflefaz

DEMOSTRACIO: Per a tot nombre complex s, la funcié d’una variable z T és
— 6_

una funcié holomorfa de la corona 0 < |z| < 27 privada dels punts del semieix real positiu;

per tant, la forma diferencial f(s,z)dz és tancada en tot obert inclos en aquest conjunt.

Aix0 ens permet assegurar que les integrals I.(s,a) no depenen del valor de ¢ elegit en

0 < € < 2m; en particular, obtindrem (b) com a conseqiiencia de (a).

s—le—az

1—e*

és una funcié entera; per tant, si demostrem que la integral I.(s,a) és uniformement
convergent sobre tots els discs tancats |s| < M, obtindrem que la funcié definida per
aquesta integral és una funcié entera. Aixi, obtindrem (c) a partir de (a). Per tant, cal
provar (a) i (d).

D’altra banda, per a tot element z del cami v, la funcié d’una variable s —

Posem o := R(s), t := (z), les parts real i imaginaria de s, de manera que s = o + it.
Comencem per estudiar la integral
Zs—le—az
/ Eppe—C
V2 l—e
—az

e
en el disc tancat |s| < M. Per a aixo, posem g(z) := ! ~; obtenim la igualtat
—_ e_

s—1_,—az
/%dz:/g(z)zs_ldz
o L—e o

27
— / g(geiﬁ)55—16(5—1)i9i86i9d0
0

2w
:igs/ e g(ee')dp.
0
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Observem, ara, que per a |z| < 27 la funcié g(z) té un tnic pol, i simple, en z = 0; per
tant, existeix un nombre real B > 0 tal que per a |z| < ¢ és |zg(2)| < B; dit d'una altra

manera, per a 0 < |z| < ¢, és |g(z)| < —. Aix0 ens permet escriure les desigualtats

B

2r ]
[ =@z <1l [ e latee)as
Y2 0

27 B
< g / e =40
0 €

< Be? '2qe™

< BeM~197e™

ja que |s| < M implica que |o| < M i |t| < M.

D’aqui en resulten dues conseqiiencies importants. D’una banda, una fita uniforme del
valor absolut de la integral sobre . De 'altra, si ens mantenim en el semipla R(s) > 1,

aleshores liH(l) 2rBe™ ¢771 = (), de manera que
E—r

lim [ 2°7'g(2)dz = 0.
e—0 yo

Estudiem, ara, la integral sobre 7, i sobre 3. Mantinguem s en el disc tancat |s| < M
i considerem r > 1. Sobre el cami 7;, podem escriure [2°7!| = |r*71 = po=t < pM-L
Analogament, sobre 73, i si 7 > 1, podem escriure que

s—1 | |€27ri(s—1)| — 7“0_16

—2mt S TM—1€27rM’

=
ja que —M < —t < M i l’exponencial real és creixent. Aixi, sobre v; i sobre 73, i per a
r > 1, podem escriure la desigualtat

Zsfl e~z

1 —e*

,,,.M71627rMefar TMfleQﬂ'Me(

1—e" er—1

1—a)r

D’altra banda, per a r > log(2) podem escriure e” —1 > €" /2, de manera que, per ar > 1,
i sobre els camins 7, i 3, obtenim la desigualtat

Zsfl e~ 0%

. - < ATM—le—ar7
—_— 6_

on A :=2e* 1o depen ni de r > 1 ni de s tal que |s| < M.

Ara, en 7, per a |s| < M, i com que z = r, podem escriure
—1,—az € s—1_—ar
%" e r® e
/ —_Zdz‘ = / - dr
w l—e 1o L—e
1, .s—1_,—ar +oo .s—1,—ar
r* e r* e
< ——dr —dr
. 1l—e™ 1 1—e

1 Toflefar 400
< / —dr + A/ rM=Lle=ar gy,
€ IL—e™ 1

+
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que ens permet assegurar que la integral és convergent. En efecte, per a ¢ > 0 la darrera
integral impropia és convergent i fitada per un nombre real que només depen de a i M;
I'altra integral de la darrera igualtat és la integral d’una funcié fitada (per una fita que
només depen de a i M) en un interval tancat, de manera que és fitada per una constant
que només depen de a, M i €.

Per a la integral que correspon a 3 podem procedir analogament a partir de la fita

ys5—1lp—az +o0 ,'03716271'1(571)675”“
ﬁdz dr
v + € 2

1—e"

1 Ts—1€27ri(s—1)6—ar
dr
€

<
1—e"

+00 Ts—1€27ri(s—1)e—ar
dr
1 ]_ - 677‘

1 ra—le—Zwte—ar +o00
< —_—dr+ A rM=Le=ar qp,
€ lL—e 1

+

Per tant, la integral sobre els camins 7, i 3 és uniformement convergent en tot disc tancat
|s| < M 1i, en conseqiiencia, la integral I.(s,a) és uniformement convergent en tot disc
tancat de la forma |z| < M; aix0 demostra (a).

Cal calcular I(s,a) en el semipla R(s) > 1. Per a aix0, observem que si (s) > 1,
aleshores podem escriure

Ie(s,a):/ 231g(z)dz+/ z51g(z)d2+/ 2 g(2)dz

7 72 73

€ +o0
:/ rs_lg(r)dr—ir/ zs_lg(z)dz—i—/ i te?™ S g(r)dr
+o0 Y2 €
+oo
= (62”5—1)/ Ts_lg(r)dr+/ 2 lg(2)dz.
€ 2

Ja hem vist que el limit de la segona integral és zero; per tant, i com que la funcié I.(s, a)
no depen de €, només cal calcular el limit de la primera. Ara bé, per definicié, tenim que
aquest limit és

@ =) [ gl = (7 - DEEC . a)

en virtut de la representacié integral de la funcié ¢ de Hurwitz en el semipla R(s) > 1

(cf.la proposicié 13.2.5). Per tant, obtenim la igualtat I.(s,a) = (€™ — 1)['(s)((s, a);
i si tenim en compte les igualtats €™ — 1 = 2ie™ sin(ns) i T(s)['(1 — s) = — I
sin(7s)

obtenim la igualtat que voliem. [

Definicié 13.3.2. Per a tot nombre complex s tal que R(s) < 11 tot nombre real a,
0 < a < 1, podem definir la funci6 zeta de Hurwitz per la férmula ((s, a) :==I'(1—s)I(s, a).

En virtut de la proposicié, la funcié (s, a) és una funcié meromorfa de C. En efecte, la
funcié I(s, a) és una funcié holomorfa de tot C, mentre que la funcié I'(1—s) és una funcié
meromorfa de C, que només té pols simples en els enters n > 1; per tant, el producte
((s,a) és una funci6 meromorfa de C i els seus pols sén simples i estan entre els enters
n > 1.
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Proposicié 13.3.3. Per a tot nombre real a tal que 0 < a < 1, la funcio zeta de Hurwitz
té un unic pol, © simple, en s = 1. El residu de la funcio en s =1 és 1.

DEMOSTRACIO: Cal veure que els enters s > 2 no sén pols de ((s, a), fet que és evident a

partir de 'expressié de ((s,a) com a suma de la serie Z(n—l—a)_s, que defineix una funcié
n>0

analitica del semipla R(s) > 1. Aixi, "inica possible singularitat de la funcié ((s,a) és el

punt s = 1. Cal veure que s = 1 resta com a pol de ((s,a) i calcular’'n-hi el residu.

Per a aix0, calculem el valor de la funcié I(s,a) en s = 1; si demostrem que I(1,a) # 0,
obtindrem que s = 1 és, efectivament, un pol de ((s,a). Si mantenim les notacions
anteriors, per a tot nombre enter n podem fer explicit el valor de la integral de linia

—min n—1,—az —1) n—1,—az
](n,a):e /Z ‘ dz:< ) /Z ‘.
Y Y

271 1 —e* 271 1—e*

La suma de les integrals sobre els camins 7, i y3 s’anul-la, ja que les integrals corresponents

son, respectivament,
€ ,r,n—le—ar 400 ,r,n—le—ar
- dr=-— EE—e
1o 1—€ R 1—e

+o0 Tn—1627ri(n—1)e—ar oo n—1,—ar
dr = —dr,
€ €

per al cami ~q, i

1—e"

per al cami ~3. Per tant,

1) n—1_—az n—1_,—az
I(n,a) = (=1 / S - (—1)”ResL.
72

271 1 —e* z=0 1 —e*

En particular, per a n = 1 podem escriure la igualtat

—az
ze
=—1.

I(l7a) = _};g% 1— e—*
Aix0 demostra que ((s,a) té un pol en s = 1. Per ultim, el calcul del residu de la funcié
((s,a) en s =1 és senzill. Podem escriure

lim(s — 1){(s,a) = —lim(1 — s)I'(1 — s)I(s,a) = — il_l;f% I'(2—s)I(s,a) =1,

s—1 s—1

ja que les funcions I(s,a) i ['(2 — s) s6n continues en s = 1 i totes dues valen 1. [

En particular, obtenim la prolongacié meromorfa de la funcié zeta de Riemann a tot
el pla complex a partir de la férmula ((s) := I'(1 —s)I(s,1). D’aquesta manera, la funcié
zeta de Riemann és una funcié meromorfa de C amb un tunic pol, i simple, en s = 1 i
residu 1.

13.4 Polinomis de Bernoulli

L’objectiu d’aquesta seccio és de fer el calcul d’alguns valors de la funci6 zeta de Hurwitz;
concretament, els valors ((n,a) per als nombres enters n < —1. Amb aquesta finalitat,
introduim els polinomis i els nombres de Bernoulli.
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A la representaci6 integral de la funci6 zeta de Hurwitz intervé de manera decisiva la

y5—1lp—az Zsfle(lfa)z

funcio donada per ’expressio 1 — = 1 Aquesta expressio pot considerar-se

formalment de la manera segiient.
La serie de poténcies exp(z) = Zz—' € Q[[z]] és tal que (exp(z) — 1)27! és una
n!
n>0

serie invertible, ja que el seu terme constant és 1; per tant, € Q|[z]]. D’altra

2
exp(z) — 1

banda, si considerem = com una nova indeterminada, la serie zz € Q|[x, z]] no té terme
constant, de manera que té sentit considerar la seérie substituida exp(zz) € Q|[z, 2]]; 1, en
conseqjiiencia, té sentit considerar la serie de potencies de dues indeterminades

zexp(xz)

S .
oy € Ol 2]
Aixi, per a tot nombre enter n > 0, existeix una unica serie de poténcies B, (z) € Q[[z]]
tal que

zop(rz) _ 5~ Bila) v o)

exp(z) —1 e n!

Definicié 13.4.1. S’anomena n-esim nombre de Bernoulli, i es designa per B,, el terme
constant B, (0) € Q de la seérie de potencies By, (x).

Observacié 13.4.2. Si fem z = 0 en la serie doble %)(xz)l? obtenim immediatament
exp(z) —
. z B, , , .
la igualtat ————— = E —-2", de manera que podriem haver definit els nombres de
exp(z) -1 <= nl

Bernoulli directament a partir d’aquesta serie. En particular, com que la seérie exp(z) — 1
té coeficient dominant 1, obtenim immediatament el valor By = 1.

Proposicié 13.4.3. Per a tot nombre enter n > 0, la série B, (x) és, de fet, un polinomi
monic de Q[x]; aquest polinomi admet [’expressio

B, (z) = Z (Z) Bk, n>2,

k=0
on By son els nombres de Bernoulls.
DEMOSTRACIO: La prova d’aquest resultat és completament formal. Per definicié dels

nombres de Bernoulli i de multiplicacié de series de potencies, obtenim la igualtat de
series

B,(x) , z B, , "
> B et = (S5 £

n>0 exp(z) n>0 n>0
_ . ]' n—=k n __ . n n—=k z"
_Z<Z—k!(n—k)!3kx )z —Z( <k>ka )m
n>0 \ k=0 n>0 \k=0

I per definici6 dels polinomis de Bernoulli les igualtats desitjades. [

Definici6 13.4.4. El polinomi B,(z) € Q[z] s’anomena el n-esim polinomi de Bernoulli.
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Observacié 13.4.5. Si interpretem B* com Bj, podem expressar la igualtat anterior
formalment en la forma B, (z) = (B + z)", per an > 2.

Proposicié 13.4.6. Per a tot nombre enter n > 1 se satisfa la igualtat

Bu(z +1) = B,(x) + na"".

DEMOSTRACIO: A partir de la definicid, i com que la seérie (z + 1)z no té terme constant,
podem escriure les igualtats de series de potencies

exp ((x +1)2) _ exp (£2) = zexp(zz).

exp(z) — 1 exp(z) — 1

Ara, la definici6 dels polinomis de Bernoulli com a coeficients de les series del primer terme
de la igualtat ens permet escriure les igualtats que voliem, B, (xz + 1) — B,(z) = na™ 1,
sense més que igualar els coeficients de z" en els desenvolupaments en serie de potencies.
O

Si ara substituim = per 0, obtenim una altra expressié per als nombres de Bernoulli.

Corollari 13.4.7. Per a tot nombre enter n > 2 se satisfa que B, = B,(0) = B,(1). O

Per 1ltim, establirem una altra propietat dels nombres de Bernoulli, que és 1til per al
seu calcul.

Corollari 13.4.8. Per a tot enter n > 2 se satisfa la igualtat B, =Y ,_, (Z) By.

e . . — (n b
DEMOSTRACIO: Si substituim x = 1 en la igualtat B, (z) = Z (k) Bz % valida per
k=0
n
a n > 2, obtenim la nova expressié B, = B, (1) = Z (k) By, que voliem veure. [
k=0
Observacié 13.4.9. De nou, i amb el mateix conveni que hem fet servir més amunt,
aquesta propietat es pot expressar formalment com B, = (B + 1)", per an > 2.

Aquesta propietat ens permet calcular els nombres de Bernoulli recursivament. En
efecte, la férmula es pot escriure equivalentment en les formes successives

n—1 n 1n2
O: B n - B?

k=0 k=

de manera que la igualtat per a n dona el valor de B,,_; en funcié dels anteriors. Només
cal calcular a part el valor By = 1, que és trivial a partir de la definicié, com ja hem
fet observar més amunt. De totes maneres, i per a acabar d’explicitar algunes de les
propietats dels nombres de Bernoulli, observem que si canviem z per —z en la serie de

potencies f(z) := L E— E, obtenim les igualtats
exp(z) —1 2
(=) —z z  —zexp(z) 2z  zexp(z)) =z
- == — - = — — —
exp(—z)—1 2 1—exp(z) 2 exp(z)—1 2
z(exp(z) — 1) z 2

< z
op(z) =1 e =1 2 e -1 12/
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de manera que f(z) és una serie parella, és a dir, no té termes no nuls de grau senar.
RN . . . 7’ . \ . Z
En conseqiiencia, i com que els nombres de Bernoulli sén definits per la serie f(z) — 2
obtenim el resultat segiient.
. , , , —1
Corol'lari 13.4.10. Per a tot nombre senar n > 3 és B, =0. A més a més, By = —.

2
O
Observacié 13.4.11. A l'apendix hi ha una taula amb els primers valors dels nombres
de Bernoulli i una altra taula amb els primers polinomis.

A la demostracio de la proposicié 13.3.3 hem vist que, per a tot nombre enter n i per
a tot nombre real a, 0 < a < 1, podiem escriure la igualtat

Zn—l e—az

1 = (—=1)" Res ——.

(n,a) = (=1)" Res ————

Aquesta igualtat ens permet calcular el valor de la funcié zeta de Hurwitz en els nombres
enters negatius en funcié dels polinomis de Bernoulli.

Proposicié 13.4.12. Per a tot nombre enter n > 0 i tot nombre real a, 0 < a < 1, se

B (a)

satisfa la igualtat ((—n,a) = — 1o Bpni1(a) és el valor en a del (n + 1)-ésim
n

polinomi de Bernoulli.

DEMOSTRACIO: Recordem que lextensi6 de la funci6 zeta de Hurwitz a tot el pla complex
és donada per la férmula ((s,a) = I'(1 — s)I(s,a). En particular, per a tot nombre enter
n > 0 podem escriure ((—n,a) = I'(1 + n)I(—n,a) = nlI(—n,a). Per tant, si tenim en
compte que, en canviar z per —z el residu canvia de signe, de la igualtat

Z—n—l —az Z—n—leaz
I(—n,a) = (—1)" Res = Res
( Y ) ( ) 2—0 1_ e_z 2—0 1_ ez
obtenim I’expressié
Z—n—leaz
— =n!Res ——— 13.4.1
¢(=n,a) = nlRes ——— (13.4.1)
—n—leaz az
El desenvolupament en serie de Laurent de ’expressio SR z7n 2 1 dona, per
_ eZ _ eZ
B
definicié dels polinomis de Bernoulli, que —z "2 Z kk('a) 2% de manera que el residu
k>0 ’
. 5 e s 2 . n+1 N Bk(a/) k. 2 .
en z = 0 d’aquesta funcié és el coeficient de z de la serie — Z Tz ; és a dir,
k>0 ’
B, : . , : . B,
—M. Si duem aix0 a la férmula (13.4.1), obtenim la igualtat ((—n,a) = —M,
(n+1)! n+1

que desitjavem. [

Observacio 13.4.13. En tot el procés no ha calgut en cap moment utilitzar que la serie de

. . zexp(zz B, (x . . .. . ..
potencies % = Zn>0 "(' )zk tingui radi de convergencia estrictament positiu en
exp(z) — = n

C, llevat d’aquest darrer punt en que hem utilitzat aquesta serie com a desenvolupament
en serie de potencies de la funcié de la qual volem calcular el residu en z = 0. De totes
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maneres, com que la funcié e* — 1 no s’anul-la en el disc obert $(z) < 27, el radi de
convergencia és > 2w, fet que garanteix la legitimitat del procés, fins i tot pensant que
xrz

en lloc de la serie formal.

tot el que s’ha fet s’hagués fet amb la funcié —
e P

Corollari 13.4.14. Els valors de la funcio zeta de Riemann en els nombres enters nega-

tius son donats per les formules

¢(0)=—= ¢((=2n) =0, C((1—2n)=—— n>1.

DEMOSTRACIO: Només cal tenir en compte que ((s) = ((s, 1), per a tot nombre complex
s, 1 que By, = Bo,(1) 1 Bopy1 =0, per atot n > 1. [

Observem que, en particular, obtenim que la funcié zeta de Riemann s’anul-la en tots
els nombres enters parells negatius. De fet, una celebre conjectura de Riemann, datada
en 1859 (cf. [Rie 1859]) i coneguda amb el nom d’hipotesi de Riemann, afirma que, a part
d’aquests, que sén els anomenats els zeros “trivials”, els altres zeros de la funcié estan

tots a la recta vertical donada per I'equacié R(s) = =. Per a una versié en catala i amb

comentaris, cf. [B-G-T 12].

N | —

13.5 El teorema de Clausen-von Staudt

El teorema de Clausen-von Staudt proporciona un control absolut dels denominadors dels
nombres de Bernoulli; de fet, ens dona exactament el seu valor. Aquest resultat és basic
per a dur a terme la interpolacié p-adica dels valors de la funcié zeta de Hurwitz en els
nombres enters negatius. Comencem per provar dos resultats previs.

Lema 13.5.1. Siguin m,n € Z, m > 1, n # 1. Aleshores, B, = m" " g B, <g>.
m
a=1

, ., a a
DEMOSTRACIO: Per a tot nombre enter a, 1 < a < m, és — € Q, 0 < — < 1; per
m

a a
tant, té sentit considerar el valor dels polinomis de Bernoulli en — i és B, <—> € Q. En
m m

a
m" 30l By (_>
conseqliencia, podem considerar la serie de potencies f(z) := Z ' M2 .
n!
n>0
de coeficients racionals. A I'anell Q[[z]], podem escriure les igualtats

f(z) = Xm: 3 wzn _ %Zm: 3 M(mz)n _ 1 Zm: (mz) exp <Emz>

a=1 n>0 n! a=1 n>0 n! m a=1 GXp(mZ) -1
B z = B z exp(mz) —1  zexp(z)
~ exp(mz) — 1 ;exp(az) ~ exp(mz) — 1 exp(2) exp(z) =1 exp(z) —1

B,(1)

n>0
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En igualar els coeficients, obtenim que, per a tot nombre enter n > 0, se satisfa la igualtat
B,(1) = m" ! ZB” (ﬂ)_ I, com que per an # 1 és B, = B,(1), obtenim la igualtat
m
=1
que voliem provar. []

Lema 13.5.2. Sigui F, el cos finit de q elements. Aleshores, per a tot nombre enter
n_ {07 st ¢ — 1 no divideix n,

n > 1, se satisfa la igualtat a
- d J Z -1, siq—1 divideiz n.

a€ly

DEMOSTRACIO: El grup multiplicatiu F,* és ciclic d’ordre ¢ — 1; per tant, en el cas que
¢—1 no divideix n, hi ha un element b € F,* tal que " # 1. En aquest cas podem escriure

Z a" = Z(@b)n = 0" Z a”; i, per tant, Z a’ =

a€lg aclFq a€lFq a€lFq

En el cas que ¢ — 1 divideix n, per a a € F;, a # 0, és a" = 1, de manera que tenim la
igualtat Z a” = Z a" = qg—1= —1, com voliem demostrar. []

a€ly a€lF,*

Amb aquests resultats previs, podem procedir a la prova del teorema segiient.

Teorema 13.5.3 (Clausen-von Staudt). Per a tot nombre enter n > 1,

BQn + Z

p—1|2n

p, primer

DEMOSTRACIO: Per a tot nombre primer p, notarem per Z, l’anell localitzat de Z en
I'ideal primer pZ. El lema 13.5.1 ens permetra demostrar per induccié sobre n que, per
an >0, é pBy, € Zg). En efecte, per an = 0 és By, = 1, de manera que el resultat

p
a
és clar. D’altra banda, per a tot n > 1, podem escriure By, = p** ! E Bs, <—>, de
p
a=1

a 2n —k
manera que, si tenim en compte que B, (—) = Z ( ) By, podem escriure la
p

2n—k
o Nk /P
P 2n m
igualtat By, = Z Z ( k )Bka%_kpk_l. Si suposem que, per a k < n, és pBo, € Zy),
a=1 k=0
aleshores,
1 <~ o (20
B2n = — Z Z ( k )BkCLanpk
p a=1 k=0
Ly 2n I v (22
== Z Bya™ + 2npBia +
p a=1 -1
p
= Z (pBoa2np—2 + 2npBia®tp Z ( )pB a2k )
a=1 1

ja que els nombres de Bernoulli Bs, Bs, ... By,_1 séon nuls.
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n—1
2n
Ara, per la hipotesi d’induccid, és (2]{:) a?kp?1iBy. € Zpy, de manera que

k=1
p

Bs, — Z (pBoa2”p’2 + 2npBia® Tt + pBgan”’Z) € Z). Perd també se satisfa que

a=1
p p p
Z 2npBia*p~! = 2By Z = —n Z a1 € Z,is’obté que
a=1 a=1 a=1
p 1 p
Bo, — Z(pBOaZ"]f2 +pBonp™?) € Zpy;  és adir, que  (1—p°) By, 5 Z a*" € L.
a=1 a=1

Ara, el lema 13.5.2 ens permet deduir immediatament que, si p— 1 divideix 2n, aleshores
1
(1 = p*")Ban + = € Z) i, que si p — 1 no divideix 2n, aleshores (1 — p**) By, € Z,. En
p
el primer cas, p(1 — p*)Ba, + 1 € pZ,), de manera que p(1 — p**) By, € Zi,) i, com que
(1 —p*) € Z{,), també pBy, € Z, . En particular, p*" By, € Z) i pBay + 1 € pZ,). En
Paltre cas, Ba, € Z), ja que 1 — p*" € L
Ara podem acabar la demostracié facilment. Per a tot nombre primer ¢, obtenim que
1 1
Bsy, + Z — € Z, ja que els quocients — sén elements de Z) per a tot £ # p. 1
p—1|2np, primer p .
com que Z ¢és la interseccié de tots els anells Zy), Ba, + Z -€Z. U

p—1|2np, primer

Corol'lari 13.5.4. Per a tot nombre entern > 1, el denominador del nombre de Bernoulli

Bs,,, considerat com a nombre racional, és el producte dels nombres primers p tals que
p — 1 divideiz 2n. [

En particular, tots els denominadors son miltiples de 6.

13.6 Interpolacié p-adica de la funci6 zeta de Hurwitz

L’objectiu final d’aquest capitol és de procedir a fer la interpolacié p-adica d’alguns valors
de la funci6 zeta de Hurwitz. Concretament, volem construir una funcié meromorfa p-
adica tal que per als enters negatius, i modul un factor conegut, coincideixi amb els valors
de la funcié zeta de Hurwitz.

Per a aixo, i per comoditat, convé comencar per fer una lleugera modificacié de la
funcié zeta de Hurwitz.

Definicié 13.6.1. Donats un nombre complex s i nombres enters a, F' tals que 1 < a < F,

posarem H..(s,a, F):= F~°C (s, %), on ( és la funcié zeta de Hurwitz.
Observacié 13.6.2. Se satisfan les igualtats, per a R(s) > 1,

Hy(s,a,F) = Z m~* = Z(a +nF)7".

m=a (mod F),m>0 n>0
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En conseqiiencia, Hy (s, a, F) és una funcié meromorfa de C amb un tnic pol, i simple,
en s = 1, i amb residu F~! en aquest punt. El calcul dels valors de la funcié zeta de
Hurwitz en els nombres enters negatius ens permet escriure immediatament el resultat
seglient.

Corollari 13.6.3. Per a tot nombre enter n > 1 se satisfa la igualtat
a

Ho(l—n,a, F)=—-Fr1— "7 c Q.0
n
Per a procedir a la interpolacié ens cal estudiar, encara, una funcié p-adica concreta.

si 2
Per a tot nombre primer p, posarem q := Z’ ) 7 2’ Recordem que, amb aquestes
, sip=2.
notacions, donat un nombre enter p-adic invertible qualsevol, a, existeix una arrel (q)-
esima de la unitat dnica, no necessariament primitiva, w(a), tal que ¢ = w(a) (mod q).
Aleshores, podem posar (a) := w(a) 'a =1 (mod ¢) i definir (a)® := exp(slog,(a)). La
funcié s — (a)® esta ben definida per un desenvolupament en série de poténcies convergent

—1
per a tot element s € C, tal que |s|, < gp?-T.

En efecte. Com que (a) =1+ ((a) — 1)1 [{a) = 1|, < ¢ ' < pp%ll, és |log,(a)], < ¢,
de manera que si |s|, < qpp;—ll, aleshores [slog,(a)|, < pp%ll i la série exponencial és
convergent en slog,(a).

=1 . en . ’
Observem, a més a més, que gpr-!' > 1 i, en conseqiiencia, que la funcié (a)® és
=1 . ,
analitica p-adica en el disc de C, definit per la condicié |s|, < gpr=T. En particular, és un
exercici senzill d’analisi p-adica provar que es té el desenvolupament en serie de potencies

@y =% (Z) ({a) — 1)", on, per definicié, escrivim (S> S Gl M Gl

n n!
n>0

Amb aquests preliminars, podem procedir a la demostracié del resultat segiient.
Proposicié 13.6.4. Siguin a, F' € Z, 1 < a < F, i p un nombre primer. Suposem que
p no divideix a i que q divideiz F'. Aleshores, existeix una funcio meromorfa p-adica
H,(s,a, F), definida en el disc |s|, < qpp%ll, tal que per a tot nombre enter n > 1 és
H,(1—n,a,F) =w(a) "Hyx(l1—n,a, F), on aquesta darrera funcié és la funcid compleza
de més amunt.

. =1 C ey =1, . < .y
DEMOSTRACIO: Com que gp»—t > 1, la condicié |s|, < gp?=T és equivalent a la condici6

—1 1 1 1 - S F k
|1 —s|, < gpr=t. Definim H,(s,a, F) := —{a)'* Z ( ) (—) By, on By, sén
s—1F = k a

els nombres de Bernoulli.

En virtut del teorema de Clausen-von Staudt, per a tot nombre enter £ > 0 i tot
nombre primer p, és pBy € Z,, de manera que |pBy|, < 1. Aix0 ens permet assegurar que

@)

ja que, per hipotesi, ¢ divideix F' i p no divideix a. En conseqiiencia, la serie

3 (Z) (%)kBk (13.6.2)

k>0

<Ipl, laly = plal;, (13.6.1)

p
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defineix una funcié analitica p-adica en el disc |s|, < qpp;—ll. En efecte, la fita anterior
dels coeficients, (13.6.1), ens permet assegurar (exercici) que la funcié definida per la serie
(13.6.2) és el limit uniforme, en aquest disc, de les sumes parcials de la serie; i aquestes
sumes parcials sén funcions analitiques de tot C,.

Ara, com que la funcié (a)® també és analitica en aquest disc, ho és el seu producte
per 'anterior i, per tant, la funcié (—s)H,(1—s,a, F) és analitica p-adica en |s|, < qu;fll.
Pero ja hem vist que el disc |s|, < qpp%ll coincideix amb el disc |1 —s], < qpp;—ll, de manera
que la funcié (s — 1)Hp(s, a, I') és analitica. Aixo demostra la meromorfia de H,(s, a, F).

El final de la prova és senzill. Si canviem s per 1 —n i tenim en compte les desigualtats

-1
|1 —n|, <1< gpr1, podem sumar la serie i obtenim la igualtat

H,(1—n,a, F) = %mw% (Z) (g)kgk
= )" 1:0 (Z) (g)kBk
()

i
o

_ %WL <§) >
- (5) 5 (5
—Fn—1, -n

I
—~
o
N—
oy
3
/N
| =
N———

com voliem demostrar. [

Observacié 13.6.5. Recordem que la funcié6 H..(s,a, F) és la funcié definida per la

igualtat Hy(s,a, F) = F~°C (s, %); per tant, obtenim la nova igualtat

H,(1-n,a, F)w(a)”Fl_” =( <1 —n, %) ,

que és la interpolacio propiament dita dels valors de la funcié ¢ de Hurwitz de parametre

a/ 7 7’ . . .
— en els enters 1 —n, n > 1. Observem que només té sentit considerar valors racionals de

a . . . N .
T Ja que podem incloure Q en @, i, per tant, en C,, pero no podem incloure, de manera

natural, R en C,. A més a més, la interpolacié es produeix per als casos particulars de

a
T tals que ¢ divideix F'i p no divideix a.



Capitol 14

El teorema de Dirichlet de la
progressio aritmetica

L’objectiu d’aquest capitol és donar la demostracié del teorema de Dirichlet de la pro-
gressio aritmetica. Aquest resultat ja ha estat usat, en una forma feble, en la prova del
teorema de Hasse-Minkowski; pero no se n’ha donat cap demostracid, ni tan sols d’aquella
forma feble.

14.1 Funciod zeta associada a un conjunt de nombres
primers

Abans de poder enunciar de manera precisa el teorema de Dirichlet de la progressio
aritmetica, cal estudiar el concepte de densitat d’un conjunt de nombres primers. I, per a
dur a terme aquest estudi, cal introduir la funcié zeta associada a un conjunt de nombres
primers. L’objectiu d’aquesta seccié és, doncs, fer 'estudi d’aquesta funcié.

Definicié 14.1.1. Sigui A un conjunt de nombres primers. Podem considerar la serie de

Dirichlet (4(s) := Z p~%; s’anomena la serie zeta associada al conjunt A.
pEA

El criteri de comparacié de series de nombres reals positius, aplicat a les series (a(s)
i ((s), ens permet obtenir de seguida que, per a tot conjunt A de nombres primers, la
serie (4(s) és absolutament convergent en el semipla definit per la condicié R(s) > 1. El
primer resultat que provarem fa referencia al conjunt A = P de tots els nombres primers.

Observem, en primer lloc, que la funci6 (p(s) esta definida per a tot nombre real s > 1

per la série convergent (p(s) = Zp_s i que, en la semirecta s € R, s > 1, la funcié (p(s)

peP
és analitica real. Aix0 es dedueix facilment de 'estudi de les series de Dirichlet que hem

fet en el capitol 12.

Proposicié 14.1.2. Silog(s) designa el logaritme real, aleshores lim CP—<S) =1,
s—1+ log(s — 1)1

en el sentit que el limit existeix i val 1.

217
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DEMOSTRACIO: Considerem la funcié zeta de Riemann i la seva expressié en forma de

producte d’Euler ((s) = H(l —p~*)7!, convergent en el semipla complex R(s) > 1. Si
peP
prenem la determinacié principal del logaritme, és a dir, la determinacio que fa log(s) eR

quan s € R, s > 0, obtenim la igualtat log ((s) = Z log(1—p~* Z Z -, valida

peEP peEP k>1
per a tot nombre complex tal que R(s) > 1. En particular, la 1gualtat és Vahda per a tot

nombre real s > 1. Per a tot nombre real s > 1, posem (s Z Z . La serie és
pEP k>2

una parcial de la serie anterior, de manera que també és absolutament convergent per a

s > 11 se satisfa la igualtat log ((s prs + (s) = (p(s) + ¥(s). No només aixo,

peP
sind que la convergencia absoluta ens permet escriure les desigualtats

DWHIFE D TP S KDL

peEP k>2 p n>1

fet que demostra que la serie és fitada per una constant independent de s.

D’altra banda, si tenim en compte que la funcié zeta de Riemann és meromorfa amb un
unic pol, i simple, en s = 1, i que el residu de la funcié en aquest punt és 1, obtenim que

lim+(s— 1)((s) = 1, de manera que, en prendre logaritmes, lim+ log ¢(s)—log(s—1)"' = 0.
s—1 s—1

Per tant, podem escriure que (p(s) = log(s — 1)~ 4+ A(s), per a una funcié \(s) fitada en
un entorn de s = 1. Aixo acaba la demostraci6. [

Definicié 14.1.3. Siguin A un conjunt qualsevol de nombres primers i 4 un nombre
p—S
real. Es diu que A té densitat de Dirichlet §4 quan existeix el limit lim ZZPL iés
s—1+ log(s — 1)1
igual a d4.

Clarament, si aquest limit existeix ha de ser no negatiu i menor o igual que 1; de
manera que la densitat de Dirichlet, si existeix, és un nombre 0 < d4 < 1. D’altra banda,
si A és finit, aleshores 64 = 0, de manera que hem provat el resultat segiient.

Corol'lari 14.1.4. Si existeiz lim LU

1 €s no nul, aleshores A és un conjunt
s—1+ log(s — 1)t
infinat. O

Ara podem enunciar el teorema de la progressié aritmetica en una forma més forta que
la que s’ha fet servir; i que és la forma en que el demostrarem.
Teorema 14.1.5 (Dirichlet). Siguin a,m € Z tals que m > 1 imed(a,m) = 1. El conjunt
1
p(m)’

dels nombres primers de la forma a + Am, \ € Z, té densitat de Dirichlet on ¢ €s

la funcio d’Euler. En particular, és infinit.

14.2 Funcions L de Dirichlet

Tot i que les funcions L de Dirichlet ja han estat definides en el capitol 12, és ara el
moment de fer-ne un estudi més acurat. Recordem-ne la definicio.
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Definicié 14.2.1. Sigui x un caracter de Dirichlet modul m. S’anomena serie L de

Dirichlet associada al caracter y la serie L(x, s) := Z x(n)n~*, absolutament convergent
n>1
en el semipla R(s) > 1, on defineix una funcié analitica de s.

Observem que, si, per a tot nombre enter n, posem yi(n) = 1, la funcié definida per
aquesta serie és exactament la funcié zeta de Riemann; per tant, admet un desenvolupa-
ment en producte d’Euler. De fet, aquest resultat és general per a tots els caracters de
Dirichlet; el resultat seglient ja ha estat provat en el corol-lari 12.4.3.

Proposicié 14.2.2. Sigui x un caracter de Dirichlet modul m. Aleshores, el producte
infinit H(l —x(p)p~*)~! és absolutament convergent en el semipla R(s) > 1 i el seu valor
P

coincideiz amb el de la funcié L(x,s) en aquest semipla. O

Observacié 14.2.3. Si considerem el caracter trivial definit modul m, x;, no obtenim
la funcié zeta de Riemann; en efecte, el caracter s’anul-la en tots els enters divisibles per
algun nombre primer que divideix m, de manera que la igualtat que obtenim és exactament

L(s,xa) = ¢(s) [ J(1 = ™).

plm

Teorema 14.2.4. Sigui x un caracter de Dirichlet qualsevol modul m.

(a) Si x = x1 €s el caracter trivial, aleshores la funcié L(x1,s) admet una prolongacio

meromorfa a tot C amb un inic pol, 1 simple, en s = 1, i amb residu

en aquest
punt.

(b) Si x no és el caracter trival, aleshores la funcié L(x,s) s’estén de manera unica a
una funcio entera del pla complex.

(c) Six no és el caracter trival, aleshores la série Z X(n)n=% és convergent en R(s) > 0;
n>1
en particular, el valor de la funcio en s = 1 es pot calcular, encara que la convergéncia
no és absoluta, a partir de la igualtat L(x,1) = Zx(n)n_l.

n>1

DEMOSTRACIO: Comencem per relacionar la funcié L(y, s) amb la funcié zeta de Hurwitz.
Per a aix0, observem que, si s € C és tal que R(s) > 1, aleshores podem escriure, gracies
a la convergencia absoluta, les igualtats

L(x,s) =Y x(m)n™" =Y ¥ " x(r+qm)(r+qm)*

n>1 r=1 ¢>0
= m‘six(r) > (% +q>_s =m™ Y x(r) (Sv L) :
r=1 >0 r=1

de manera que la funcié L(y, s) és, llevat del factor m™*, que només depen del modul de

definicié del caracter y, combinacié lineal de funcions zeta de Hurwitz i de coeficients que
només depenen del caracter. Per les propietats conegudes de la funcié zeta de Hurwitz,
obtenim que la funcié L(x,s) es pot prolongar a una funcié meromorfa de tot el pla
complex amb, com a maxim, un pol i simple en s = 1.
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Ara, el calcul del limit lim(s — 1)L(y, s) es pot escriure de la forma

s—1
1 —s S 1 - . r
lim(s = 1)L(x, 5) = lim(s — 1)m Zx C(s) = — ;xm lim(s = 1)¢ (s, )
1 & M, si x = x1 és el caracter trivial,
o x(r) = m )
r=1 0, si X # X1-

En conseqiiéncia, si y # x1, aleshores la funcié L(x,s) no té pol en s = 1, de manera
que és una funcié entera. I aixd demostra (b). D’altra banda, per a x = xi, la mateixa
igualtat ens ensenya que L(x,s) té un pol simple en s = 1 i que el residu de la funcié en
p(m

aquest pol és ; 1 aix0o demostra (a).

Resta per veure que el Valor de la funcié L(x, s) en s = 1 es pot calcular com la suma

de la serie L(x, 1 E x(n , sl x # x1. | per a aixd només cal veure que la serie és
n>1

convergent. Observem pero, que els coeficients x(n) formen una successié periodica; i, per
k

> x(n)

n=j

tant, fitada. Encara més, per a 1 < j < k, és < p(m), ja que, per a tot enter

j+m—1
j > 1, se satisfa la igualtat Z x(n) =01 el caracter y només pren valors no nuls, que
n=j
sén arrels de la unitat, per a ¢(m) enters diferents en cada interval j < n < j+m — 1.
En conseqiiencia, podem aplicar el segiient resultat que acaba la prova. [

Lema 14.2.5. Sigui F(s Zf n~ % una serie de Dirichlet. Suposem que existeix
n>1
un nombre real C' > 0 tal que, per a tota parella de nombres enters 1 < j < k, se satisfa

> f)

DEMOSTRACIO: Exercici. [

que < C. Aleshores, la série F(s) és convergent en el semipla R(s) > 0.

Per a acabar aquesta seccid, demostrarem un resultat que ens assegura que les funcions
L(x, s) no s’anul-len en s = 1. Concretament, ho deduirem del resultat segiient.

Proposici(') 14.2.6. Sigui m > 2 un nombre enter qualsevol. Per a tot nombre complez s,
posem G (s) : H L(x,s), on G(m) := (Z/mZ)* és el grup dels elements invertibles
x€G(m
de Z./mZ, i G(m) deszgna el grup dels cardacters de Dirichlet modul m. Aleshores, (p(s)
és una funcié meromorfa de tot C tal que, en el semipla R(s) > 1, es pot escriure com el
producte convergent (,(s) = H(l —p Y79 on f, és el nombre enter més petit f, > 1
ptm
tal que m divideiz p» — 1, i g, és definit per la igualtat f,g, = ©(m).

DEMOSTRACIO: Donat un nombre primer p que no divideix m, sigui W el conjunt de
totes les arrels f,-esimes de la unitat de C. Per definici6, obtenim la igualtat

1-Tr =[] (1 —wT) e C[T].

weWw



14.2. Funcions L de Dirichlet 221

A més a més, la definicié de f, ens permet assegurar que el subgrup multiplicatiu de G(m)
generat per la classe del nombre enter p en Z/mZ és d’ordre f,.

D’altra banda, disposem de la successié exacta dels grups de caracters
L e (p) +— G(m) +— (G(m)/(p)) +— 1,
que s’obté a partir de la successio exacta
1 — (p) — G(m) — G(m)/(p) — 1.
p(m)

Com que l'ordre de (G(m)/(p)) és exactament

= gp, Obtenim que tot caracter

p
d’ordre f, es pot interpretar com la reduccié al subgrup (p) d’exactament g, caracters
diferents de G(m).

Pero tota arrel f,-eésima de la unitat determina univocament un caracter de (p), de
manera que, per a tot w € W hi ha exactament g, caracters x € G(m) tals que x(p) = w.
En conseqiiencia, podem escriure la igualtat

a-rvp= (Ta-on) =11 I 6-xon = T1 0=,

weW weW X(p XGG(m)A

Aquesta igualtat ens sera util de seguida, en substituir 7" per p~*, per a qualsevol nombre
complex s tal que R(s) > 1.

En efecte, a partir de la descomposicié de les funcions L(x,s) en producte d’Euler,
convergent en el semipla R(s) > 1, podem escriure les igualtats

I o= T1 To-vow = T [0

XEG(m) XEG(m) XEG(m) pfm
-1] H (1=x(pp~) " =[x —p )7
ptm xeG(m ptm

de manera que obtenim el que voliem demostrar. []

Observacié 14.2.7. Observem que, per a tot nombre primer p que no divideix m, f,
és el grau residual de p en 'extensié ciclotomica de Q generada per una arrel primitiva
m-esima de la unitat, i que g, és el nombre d’ideals primers de I’anell dels enters d’aquest
cos que divideixen p. En particular, si designem per p els ideals primers d’aquest anell
que divideixen p, podem escriure la igualtat

=TITIa =N =TT -Ne) ™)™
pfm plp ptm

Aquesta igualtat és semblant a la definicié de la funcié zeta de Dedekind del cos de
nombres Q(&,,), per a &,, una arrel primitiva m-esima de la unitat. Aquesta definici6 es
donara més endavant per a tot cos de nombres.

Corollari 14.2.8. Sigui m € Z, m > 2. Per a tot caracter no trivial de Dirichlet modul
m, X, €s L(x,1) # 0.
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DEMOSTRACIO: Per reduccié a I’absurd. Suposem que hi hagués un caracter no trivial de
Dirichlet x, modul m, tal que L(x, 1) = 0. Aleshores, aquest zero eliminaria el pol simple
en s = 1 de la funcié L(x1,s) en la funcié (,(s), de manera que la funcié (,(s) seria
entera. En virtut de la proposicié anterior, els coeficients del desenvolupament en serie
de Dirichlet, en el semipla $(s) > 1, de la funcié (,,(s) serien nombres reals positius. A
més a més, com que la serie de Dirichlet que defineix aquesta funcié és de coeficients reals
positius, la seva abscissa de convergencia coincideix amb una singularitat de la funcio; i
com que hem vist que no hi hauria singularitats, la serie seria convergent en R(s) > 0.
Pero aixo duu a contradiccié. Veiem-ho.

Si pensem en s € R tal que s > 0, podem escriure les desigualtats

9p
(1 _ p*fps)*gp — (Z pkfp“‘) > Zp*kfpgps — Zp*kg’(m)s — (1 _ p*SO(m)s)*l_

k>0 k>0 k>0

Pero aleshores, obtindriem les desigualtats

)= X batz S aee

n>1,mcd(n,m)=1 n>1,mcd(n,m)=1

que ens dirien que la darrera serie és convergent. I, per a tenir la contradiccid, només cal
prendre s tal que 0 < p(m)s < 1.

En efecte, aquesta darrera serie s’expressa en forma de producte d’Euler de la matei-
xa manera que la serie de Riemann, i només les diferencia un nombre finit de factors.

Concretament, en el producte d’Euler que li correspon, no apareixen els factors associats

als nombres primers p que divideixen m i els altres son els mateixos que els de la funcio

zeta de Riemann; per tant, la convergencia de la serie Z n~?(M implicaria la
n>1,mcd(n,m)=1

convergencia de la serie E n~*?(™  que no ho és. O
n>1

Com a consequiencia d’aquest resultat, podem establir immediatament el segiient.

Corollari 14.2.9. La funcié (,,(s) té un pol simple en s = 1. O

14.3 Demostracio del teorema

Aquesta secci6 es dedica a fer la prova del teorema de Dirichlet de la progressié aritmetica.
Repetim I’enunciat.

Teorema 14.3.1 (Dirichlet). Siguin a,m € Z, m > 1, tals que mcd(a,m) = 1. FEl

L
p(m)’

conjunt dels nombres primers de la forma a + Am, X\ € Z, té densitat de Dirichlet

en particular, el conjunt és infinit.

DEMOSTRACIO: Posem A := {p € P : existeix A € Zip = a + Am} i considerem la

funcié zeta associada a aquest conjunt de nombres primers, (4(s) := Z p°. Cal estudiar
pEA

el comportament de la funcié (4(s); concretament, cal veure la igualtat

CA(S) . 1

s—»1t+ log(s —1)=1  p(m)
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Per a tot Caréucter de Dirichlet modul m, x, sigui F(s) la funcié definida per la serie
de Dirichlet F)( Z X(p)p~*, convergent absolutament en el semipla R(s) > 1. De

fet, si tenim en compte que per a pim, és x(p) = 0, aleshores F)(s) es pot expressar en
la forma F( Z X(p)p~?, la suma estesa a tots els nombres primers.

El primer resultat que intervé a la demostracio és el segiient.

Lema 14.3.2. Per a tot nombre complez s tal que R(s) > 1 és

DEMOSTRACIO: Se satisfan les igualtats

S x@ RS = Y x@ Y xmr =Y Y P

XEG(m) XEG(m) ptm pim x€G(m)
=3 ) xla'p)p~* = p(m)Cals),
ptm xeG(m)

ja que p € A equival a a™'p =1 (mod m) i, per tant,

Z X(a_lp) _ {@(m>’ si pE A>

ozl 0, sipé¢ A,

en virtut de les relacions d’ortogonalitat dels caracters. Per a acabar, només cal dividir
per ¢(m). O

Deduirem el resultat que cerquem de I'estudi del comportament, en un entorn de s = 1,
de les funcions F,(s).

F.
Lema 14.3.3. (a) Si x = x1, €l cardcter trivial modul m, llavors lim & =1.
s—1+ log(s — 1)1

Fy(s)
b 1 lim —X——— = 0.
(b) Six # x1, llavors Llim, log(s — 1)1 0

DEMOSTRACIO: Les funcions F,,(s) i (p(s) només difereixen en un nombre finit de
termes; els que corresponen als nombres primers que divideixen m. Per tant, el resultat
(a) es dedueix immediatament de la proposicié 14.1.2.

Per a la prova de (b), observem que, si x # x1, aleshores L(x, s) = H(l —x(p)p~*)7,

per a R(s) > 1. Si prenem logaritmes, podem escriure

log L(x, ) Zlogl— p°)” :Zngﬁ:
)+ XA p )+ 06,

p n>2
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/
on ¢’ (s Z Z x(p . Ara, la prova del fet que lim & = 0, es fa igual que

—~ s—1+ log(s — 1)1

en la demostracié de la proposicié 14.1.2; les desigualtats

BPIEED DI EIED D

npns npns
p n>2 p n>2 p p n>2 P
DI D DD D
npns ns
p n>2 p n>2 n>1

per a s > 1, permeten concloure de la mateixa manera. En conseqiiencia, obtenim que

F log(L
CURG) L loa(L(xs)
s—»1t log(s — 1)~ s=1+ log(s — 1)1
funcié L(y, s) no s’anul-la en s = 1; per tant, log(L(y, s)) és fitada en un entorn de s = 1
i el limit anterior és nul. Aixo acaba la prova de (b). O

Pero, com que el caracter y no és el trivial, la

Amb aquests resultats, la prova del teorema de Dirichlet és senzilla. En efecte, obtenim
el teorema a partir de la igualtat del lema 14.3.2,

en dividir per log(s — 1)~! i passar al limit. [J

14.4 Valors de les funcions L en els enters negatius

En el capitol anterior hem calculat els valors de la funcié zeta de Hurwitz i, en particular,
els de la funcié zeta de Riemann, en els enters negatius. Aquesta seccié es dedica a fer el
mateix per a les funcions L associades als caracters de Dirichlet. Per a aixo, cal introduir
una generalitzacio dels nombres de Bernoulli: els nombres de Bernoulli generalitzats, asso-
ciats als caracters de Dirichlet. I per a dur a terme aquesta generalitzacio, cal considerar
els caracters definits modul el seu conductor, contrariament a com hem treballat en les
seccions anteriors.

Considerem, doncs, un caracter de Dirichlet, x; sigui f el conductor de y, i considerem
X definit modul f; és a dir, per a f' < f, el morfisme x : G(f) — C* no factoritza a
través de G(f') i x(n) =0, si med(n, f) > 1.

Definicié 14.4.1. S’anomenen nombres generalitzats de Bernoulli associats a x els coe-
ficients B, , de la serie de poténcies

f
3 Braan o 3 @) 2929 gy,

= n! — exp(fz) —1

zexp(az)

exp(fz) — 1

caracter x son arrels f-ésimes de la unitat, els coeficients B, , de la serie pertanyen al cos
ciclotbmic Q(pf) generat sobre Q per les arrels f-esimes de la unitat; és a dir, se satisfa

que 3 2 € Q(ug) 2]

n>0

Observacié 14.4.2. Com que € Q[[z]], 1 com que els valors no nuls del
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Observaci6é 14.4.3. Com que la funcié analitica exp( fz) — 1 no s’anul-la en el disc
2m
|z| < —, el radi de convergencia de la serie Z —X 2" s, com a minim,

f n>0 n! 7

Observaci6é 14.4.4. Per a tot nombre enter n # 1, i si x; designa el caracter trivial,
aleshores B, ,, = B,, el n- ésim nombre de Bernoulli. En efecte, el conductor de x; és

B,(1
f = 1 de manera que Z TlX1 2" = % = Z :L(' )Zn i, per tant, resulta que
n>0 P n>0 '

B,, sin#1,
Bi+1, sin=1.

B":Xl = Bn(l) = {

Observacié 14.4.5. Si x # x1 no és el caracter trivial, aleshores By, = 0. En efecte,

By, és el valor en z = 0 de la serie Z ’X 2". El calcul de limits per la regla de I’'Hopital,

n>0
per exemple, ens permet escriure la 1gualtat

f /
) x(a)zexp(az) 1
1 T )lim — = —
250 £~ exp (fz)—1 ZX zl—I>I(lerXp (f2) f;

Més generalment, podem calcular el valor dels nombres B, , a partir dels polinomis de
Bernoulli. En efecte, disposem del resultat segiient.

Proposicié 14.4.6. Sigui x un caracter de Dirichlet de conductor f. Aleshores, per a tot

nombre entern > 0, se satisfa la igualtat B, , = f"~ ! Z x(a < > Més generalment,

si ' és un miiltiple de f, se satisfa la férmula B, , = F"! Zx(a)Bn (%)

n—1 5 F a
, | P @B, ()
DEMOSTRACIO: Per a la serie de potencies g(z) := Z 2" és

n>0

n!

g(z) = XF:Z " X(C:!B (_> _ Z XE;I ; 75! ) (F2)"

a=1 n>0 a=1

zexp(az)

)erxp (—Fz) F
- exp(Fz) —1

N e F
_Z F  exp(Fz)—1

F
Si dividim a per fenlaformaa=b+cf, 1 <b< f,0<c¢< — —1, tenm que

f

=

)

! ! !
o(2) = Z X(b)zexp(bz) exp(cfz) _ ZX(b) zexp bz Z exp(cf2)

exp(Fz) —1

! !
_ Zx(b) zexp(bz) exp(Fz)—1 _ Zx(b)m — Z %z",

exp(Fz) — 1exp(fz) —1 P exp(fz) — 1 n>0

i només cal igualar els coeficients. [J
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Corol'lari 14.4.7. Sigui x un caracter de Dirichlet de conductor f.

1
(a) Six # x1, aleshores By, = 7 Zx(a)a

0, six(—1)=1 (o sigui, si x és parell),
1, six(—1)=—1 (o sigui, si x és senar).
n>1,in#d (mod 2), és B,, =0.

(b) Sigui § = Aleshores, per a n € Z,

DEMOSTRACIO: La proposicié anterior ens permet assegurar que
d A a 1\ 1¢ 1< 1<
By = @B () =ox@ (45 ) = 5 L@t 5 3 v@ =1 3 xtae
a=1 ‘f a=1 ‘f 2 ‘f a=1 2 a=1 f a=1
f

ja que per a x # x1 €8 Zx(a) =0.
a=1

D’altra banda, com que x(f) = 0, aleshores podem escriure que

—zex ! —zex
o TS - T
—zexp(fz zexp(fz -1
- Zx @) exp(~a2) = #ﬂf}l > x(-Ix(-a) (02
f—1
I D MRS ees
= x(=1) fx(2).

Aixo ens assegura que la serie f,(z) té paritat, la mateixa que el caracter; en conseqiiencia,
els seus coeficients d’index parell son nuls quan x és senar i els seus coeficients d’index
senar son nuls quan y és parell. [J

Els resultats anteriors ens permeten expressar comodament el valor de les funcions L
de Dirichlet en els nombres enters negatius.

Proposicié 14.4.8. Sigui x un caracter de Dirichlet. Per a tot nombre enter n > 1 se

satisfa la igualtat L(x,1 —n,) = ——X,
n
DEMOSTRACIO: Recordem que, per a tot nombre enter n > 0, hem calculat el valor de la
B, 1(a
funcié zeta de Hurwitz en —n i hem obtingut que ((—n,a) = —%(1). D’altra banda,

f
per a tot nombre complex s hem obtingut 'expressié L(x,s) = f~° Z x(a)¢ <s, %) Si
a=1
fem s = 1 — n, obtenim les igualtats

L(x,1—n):= " éx(a)é (1 —n, g) =—f" ijx(a)Bn G) _ _Dnx

f

com voliem demostrar. [J
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Observacié 14.4.9. En particular, els valors de les funcions L de Dirichlet en els enters
negatius son nombres algebraics; encara més, pertanyen al cos ciclotomic generat per les
arrels f-esimes de la unitat, on f és el conductor del caracter Y.

14.5 Interpolacié p-adica les funcions L de Dirichlet

En aquesta seccio es tracta de fer la interpolacié per funcions p-adiques dels valors en els
enters negatius de les funcions L complexes associades als caracter de Dirichlet.

i 2
Py S? P72 Acabem de
4, sip=2.

veure que, si x és un caracter de Dirichlet de conductor f, aleshores els valors de la funcié
complexa L(x, s) en els nombres enters negatius s = 1 —n, n > 1, sén nombres algebraics
sobre Q. Per tant, si volem construir una funcié p-adica que interpoli aquests valors, cal
triar una immersié de la clausura algebraica de Q dins el cos C,. Fixem-ne, doncs, una.

Sigui p un nombre primer i escrivim, com abans, g :=

Proposicié 14.5.1. Sigui x un caracter de Dirichlet de conductor f. Aleshores, existeizx
—1
una funcic meromorfa p-adica, Ly(x,s), definida en el disc |s|, < qpr=1 de C,, tal que:

(a) per a tot nombre enter n > 1,

LP(X? 1- n) = (1 - wan(p>pn71>L<wan7 1- n)

nfl) B”%X"-ﬁ"

= —(1—xw"(pp

)
n

on w(a) és larrel p(q)-ésima de la unitat de C, tal que aw(a)™ =1 (mod q), per a

tot nombre enter a Z 0 (mod p), i el producte xw™™ és el producte com a caracters;

(b) si x = x1 €s el caracter trivial, aleshores Ly(x1,s) té un pol simple en s = 1 amb

restdu 1 — —; 1@

(c) six # x1, aleshores L,(x,s) és analitica p-adica en el disc |s|, < qpp%ll.

DEMOSTRACIO: Considerem un nombre enter F' > 0 tal que f,¢|F i definim

F

LP<X7S) = ZX(Q)HP<S7CL7 F)a
a=1,
pta

on H,(s,a, F') és la funcié p-adica definida a la demostracié de la proposicié 13.6.4 per

11 1—s\ (F\"
la férmula H,(s,a, F) = —(a)t~* V(= By, i on Bj, sén els nombres
b 1F k
s — a
k>0

de Bernoulli. Recordem que aquesta funcié és holomorfa p-adica en el disc |s|, < qpp;—ll
llevat, potser, d'un unic pol, i simple, en s = 1. Per tant, la funcié L,(x,s) també és
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holomorfa en aquest disc, llevat del punt s = 1, on hi pot haver un pol simple. Ara bé,
podem calcular

F/p 1

F F .
. 1 1 I—=—, six=x,
lim(s — DL,(x.8) = Y xla)5 = f2x< prb P

a=1,pla 0, si X # X1

1
per tant, la funcié L,(x, s) té un pol simple en s = 1 quan x = xi, amb residu 1 — —, i

p
no té pol quan x # xi. Aixo demostra (b) i (c).

D’altra banda, per a tot nombre enter n > 1, podem escriure que

Ly(x,1—n)= Z x(a)H,(1 —n,a, F) = Z x(a)w(a) "Hx(l —n,a, F)
a=1,pla

a:;:pm nFn 1
:me)()"F“c(l—n—):—ZX B, (%)
a=1, pta a=1, pta

F/p

St G B 35)

El conductor del caracter w és un divisor de ¢; per tant, el conductor de yw™ és un

divisor del minim miultiple comd de f i g; per tant, el conductor de yw™™ divideix F.
Si p divideix el conductor del caracter xw™™, aleshores yw™"(pb) = 0; en cas contrari,

el conductor de yw™ divideix el quocient —. En conseqiiéncia, podem assegurar que se

1
satisfa la igualtat L,(x,1 —n) = —— (Bn’xw—n — Xw_"(p)p"_leXw-n), per les propietats
n

dels nombres generalitzats de Bernoulli. Aixo acaba la prova. [

Corollari 14.5.2. Si el caracter de Dirichlet x és senar, llavors L,(x, s) = 0, per a tot s.

DEMOSTRACIO: En efecte, com que w és un caracter senar, si x és senar, aleshores
n i xw™" sén de diferent paritat, de manera que els nombres de Bernoulli B,, .- sén
tots nuls. Aix0 ens permet assegurar que L,(x,1 —n) = 0, per a tot n; per tant, la
funcié analitica p-adica L,(x, s) té una infinitat de zeros que s’acumulen en el punt 1 (per
exemple, tots els 1 — p¥); en conseqiiencia, L,(x, s) ha de ser identicament nul-la. OJ

Per a un caracter no trivial, la funcié L,(, s) és analitica p-adica en un entorn de s = 1;
en conseqiiencia, admet un desenvolupament en serie de potencies de s — 1 convergent en
aquest entorn. Podem donar alguna propietat d’aquest desenvolupament.

Proposicié 14.5.3. Sigui x # x1 un caracter no trivial de Dirichlet de conductor f i
suposem que pq no divideir f. Ezisteir una successio d’elements a,, € C, tals que

(a) vp(ag) = 0;
(b) vy(a,) > 1, per a totn >1; i

1
(c) Ly(x,s) = Zan(s —1)", per a |s|, < qp?-T.
n>0
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DEMOSTRACIO: Podem suposar, ja que per als caracters senars la funcié L,(x, s) és
identicament nul-la, que x és un caracter parell. Per hipotesi, el conductor de x no és
divisible per pq, de manera que podem elegir F' com a la proposicié anterior, pero de
manera que, a més a més, F' no sigui divisible per pg. D’altra banda, recordem l’expressio

L= D X@(s.0 P ab o) = LS (V) (2 b

a
a=1, pfa k>0

sadn Lo = L 5 xwe= Y (1) (5) s

a=1, pfa k>0

Com que ¢ divideix F, és |F*71|, < ¢'*. El nombre de Bernoulli By, multiplicat per
p, és un nombre enter p-adic, de manera que |By|, < p. I la valoracié p-adica de k! no

supera

T En conseqiiencia, per a tot nombre enter a no divisible per p, i tot nombre

k—1
k_ 1k

< pr-ipq
p

BiF

—i ; per tant, per a k > 6,
la

enter k > 0, podem escriure la desigualtat ’
és

<q (14.5.1)

p

Bka—l
kla*

1
per a tots els nombres primers p. A més a més, com que By = Bs = 0,1 By = ——

30’
By F3 ) .
< q~°, de manera que (14.5.1) se satisfa per a tot
4ot 2132541 |

obtenim que <
nombre enter £ > 3. En conseqiiencia, tots els coeficients del desenvolupament en serie

1 1—s\ (F\"

de potencies de 1 — s de la serie — Z — | By soén de valoracié p-adica més
F k>3 k a

gran o igual que 1. Andlogament, els coeficients, per a 0 < k < 2, poden tenir ¢ en el

denominador, perod no pg (comprovacié immediata).

D’altra banda, per a tot nombre enter a no divisible per p podem escriure que

(@' = expl(1 = ) og(a)) = 3 L o, (),

k>0

de manera que els coeficients de (1 —s)* pertanyen a Z, i, com que log,(a) és divisible per
q, els coeficients per a k > 2 sén divisibles per pg (exercici). En conseqiiencia, el producte
dels coeficients del desenvolupament en seérie de potencies de 1 — s de la funcié (a)'~* pels

1 1-s\ (F\"

d’'index k > 2 del desenvolupament de — Z (= By, sén tots divisibles per p;
i\ k “

aixi, només cal comprovar (a), (b) i (c¢) per al desenvolupament en serie de potencies de

1 — s de la funcid

Z x(a)(1 + (1 - s)log,(a))

a=1, pfa

F 2a + 12a?

(1 1—s (1—3)(1—5—1)1:’).

— S

Podem escriure aquesta funcié com a polinomi de Laurent en (1 — s)

b_l(l — S)_l + b() + b1<1 — 8) + bg(l - 8)2.
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F
1
El calcul del primer coeficient déna b_; = % Z x(a) = 0, ja que x # xi1. D’al-
a=1, pta
F

1 1 F log (a

tra banda, by = — % x(a) (Flogpm) 5. 12&2); ara bé, g? ) € Z,, i també
F F F

F RPNy x(a) _ x(a) _ 1 Sy

o0 € Zy; amés a més, _IZM oq = 2 () = 3 _IZM xw (a) =0 (mod p). En

efecte, si p # 2, aleshores 2 és invertible en Z, i ¢ = p, de manera que a = w(a) (mod p);
isi p =2, aleshores ¢ = 2p, i també a = w(a) (mod 2); finalment, la darrera suma és
nul-la, modul p, tenint en compte el conductor del caracter yw™!. Aixd demostra que

vp(bo) > 0. Calculem, ara, el coeficient by. Podem escriure que

by = — ZF: X(a>< F log(a) Flogp<a>);

2 2
T e 12a 2a 12a

logp<a> ) Flogp<a)

com que — 50 sén elements de Z,, i divisibles per p, només cal veure que
a a
Foes xl@) o | ,
— E és divisible per p en Q,; si p > 5, la suma és un nombre enter p-adic i el
12 a? i
a=1, pfa
quocient 2 és divisible per p; i si p € {2, 3}, aleshores 2 € Z,"; pero en aquest cas és
F (a) F
a’> =1 (mod p), ja que pta, de manera que E X—2 = E x(a) =0 (mod p); per
a
a=1,pta a=1,pfa
tant, v,(a;) > 1.
F
Per a acabar, el coeficient by és by = — E x(a) logp(a>m, i ja hem vist que els
a
a=1,pla

sumands sén nmbres enters p-adics divisibles per p. Aixo acaba la prova de la proposicio.
O

14.6 Congruencies de Kummer

En els seus estudis sobre 'equacié de Fermat, Kummer establi molts i bells resultats; un
dels que ens interessen en la part final del curs son unes congruencies entre nombres de
Bernoulli. Com a corol-lari del darrer resultat de la seccié anterior, podem establir el
segiient.

Corol'lari 14.6.1. Sigui x un caracter no trivial de Dirichlet, i suposem que pq no divideix
el conductor f de x. Aleshores, per a tota parella de nombres enters n,m € 7Z, els nombres
p-adics L,(x,n), Ly,(x,m) pertanyen a Z, i, a més a més, L,(x,n) = L,(x,m) (mod p).

DEMOSTRACIO: Amb les notacions del resultat anterior, i com que |m —1[, <1 < qpp%ll,
podem substituir s per n i per m en la igualtat anterior; i com que els coeficients satisfan
que vp(a;) > 1, per a tot ¢ > 1, obtenim que L,(x,n) = ag = L,(x,m) (mod p), com
voliem demostrar. [J
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Corollari 14.6.2 (Congruencies de Kummer). Siguin m,n, nombres enters parells i

m

B B,

positius. Sim =n # 0 (mod (p — 1)), aleshores — = — (mod p). Més generalment,
m n

si m,n son nombres enters positius tals que m =n (mod (p—1)p®), in # 0 (mod (p—1)),

B B
lesh I—p" H= =1 —-pH—= d p**h).
aleshores (1 —p™™") - (1—-p") " (mod p*™)

DEMOSTRACIO: Sim =n # 0 (mod (p — 1)), aleshores w" = w™ # x1, de manera que
L,(w", s) = Ly(w™,s)iw™# x;. Per tant,

_ n n_1+ Bn
L,(w™1—m)=—(1-p" l)ﬁ, L(w"1—n)=—(1-p 1)7

Ara bé, amb les mateixes notacions que a la proposicié 14.5.3, podem escriure que

Ly(w™, 1 —=m) = ag+ a1 (—m) + as(—m)* + - --
= ag+ai(—n) +ay(—n)’> + - = Ly(w", 1 —=n) (mod p**!),

com voliem demostrar. [

Corollari 14.6.3. Sigui n € Z, n > 1 senar, i suposem que n Z —1 (mod (p — 1)).

Aleshores, By n = Z—Hl (mod p), en el sentit que els dos nombres son p-enters i val la
n

wgualtat modul p.

DEMOSTRACIO: Com que n+ 1 # 0 (mod (p — 1)), el caracter w™! no és el caracter
trivial; d’altra banda, com que w™(p) = 0, W™ tampoc no és el caracter trivial. Aleshores,

podem escriure que

Bl’wn - (1 - wn<p))Bl7wn - —Lp(wn+1, O)

n n Bn+1 _ BnJrl
=—Ly(w™1—-(n+1)=>01-p )n—i-l = (mod p),

com voliem veure. J






Capitol 15

Formules per als nombres de classes

L’objectiu d’aquest capitol és obtenir férmules per al calcul dels nombres de classes d’ideals
d’alguns cossos de nombres. Concretament, establirem una férmula analitica en general i
en deduirem féormules per al calcul dels nombres de classes d’ideals dels cossos quadratics
i dels cossos ciclotomics.

15.1 La funcid zeta de Dedekind

De la mateixa manera que la funcié zeta de Riemann té en compte tots els nombres
primers de @, la funci6 zeta de Dedekind té en compte tots els ideals primers no nuls de
I’anell dels enters d’un cos de nombres arbitrari. L’objectiu d’aquesta secci6 és fer-ne la
introducci6 i establir-ne les primeres propietats.

Per tant, considerarem un cos de nombres K; és a dir, un cos extensio finita del cos
dels nombres racionals. Denotarem per A 'anell dels enters del cos K, per p un ideal
primer no nul de A, i per n el grau n := [K : Q]. Recordem, també, que si a C A és un
ideal no nul qualsevol, la norma de a, N(a), és el cardinal de 'anell quocient A/a, que
si p és primer, aleshores N(p) = p/», on pZ = pNZi f, és el grau residual en p, i que
la norma és completament multiplicativa, en el sentit que N(ab) = N(a)N(b), per a tota
parella d’ideals a, b C A.

Definicié 15.1.1. La serie zeta de Dedekind associada al cos de nombres K és, per
definicio, la serie

Ck(s) = ZN(a)_S, s e C.

aCA

De fet, hauriem de dir en quin ordre es prenen els sumands, ja que en cas contrari la
suma no esta definida, ni tan sols en el cas que sigui convergent. Veurem de seguida que,
en algun semipla R(s) >> 0 la serie és absolutament convergent; o, per a ser més precisos,
que la familia {N(a) *},ca és absolutament sumable. Per a veure-ho, perd, primerament
cal veure que se satisfa la propietat segiient.

Lema 15.1.2. La familia {N(p)~°}, és absolutament i uniformement sumable en tots els
semiplans R(s) > 1+0, ond € R, § > 0.

DEMOSTRACIO: Sigui C' un conjunt finit qualsevol d’ideals primers no nuls p C A; per
a tot p € C, posem pZ := p N 7Z la seva contraccié6 a l'anell Z i sigui C’ el conjunt

233
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format pels primers p que sén contraccié d’algun ideal primer p € C. Si s € C és tal que

1+0 < R(s) <r, podem escriure que Z IN(p)~%| = Z lp~5fr| < Z Z lp~*/|. Com
peC peC peC’ p|p

que, per a tot ideal primer p és f, > 1, resulta que pf* > p. i com que el nombre d’ideals

primers p que divideixen p és menor o igual que el grau, n, obtenim la desigualtat

DTINE) T <n ) p<nd [p T <n Ym0 = ng(1+6),

peC peC’ peC’ m>1

que és una fita uniforme que no depen de s ni de C'. Aixo demostra el resultat que voliem
veure. []

Corollari 15.1.3. El producte infinit H(l —N(p)~*)"* és absolutament i uniformement
p
convergent en tots els semiplans R(s) > 1+0,§ € R, 6 >0. O

Teorema 15.1.4. La suma k(s ZN )~% és absolutament i uniformement conver-
aCA
gent sobre tots els conjunts compactes del semipla R(s) > 1. En conseqiiencia, defineix

una funcio analitica en aquest semipla. A més a més, la funcio (x(s) admet una expressio
en forma de producte d’Euler (k(s) = H(l —N(p)~*)7", en aquest semipla.
p

DEMOSTRACIO: Acabem de veure que el producte és absolutament convergent en el
semipla $(s) > 1. D’aqui obtindrem que la suma ZN(a)_S també és absolutament
aCA
convergent en R(s) > 11, a més a més, que se satisfa la igualtat. Comencem, pero,
per observar que, si ﬁxem un nombre real positiu qualsevol, x > 0, podem escriure una
igualtat H (1—=N(p)~ H Z N(p) ") entre productes finits, sempre que
N(p)<z N(p )<z k>0
R(s) > 1, solament sumant les series geometriques. Ara bé, si a C A és un ideal de
norma < x, aleshores tots els seus divisors primers séon també de norma < z; per tant,
N(a)~®) és un dels sumands, H N(p»@)~%) " del producte anterior; per tant, obtenim
pla
la desigualtat Z N(a) %) < H (1 — N(p)~ %)=L Com que aquesta desigualtat
N(a)<z <
és valida per a tot nombre real > 0 i el producte infinit és absolutament convergent,
també la suma infinita és absolutament convergent.

A més a més, la diferencia entre la suma finita i el producte finit es pot fitar, en valor

~R) que tendeix a zero quan z tendeix

absolut, pel valor absolut de la suma Z N(a)
N(a)>=z
a +o00. Per tant, obtenim la igualtat que desitjavem entre la suma infinita i el producte

d’Euler. O

15.2 El regulador d’un cos de nombres

Per al calcul de férmules per al nombre de classes d'un cos de nombres, un dels ingredients
és el regulador. Aquessta seccid es dedica a la seva introduccio i estudi.
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En el capitol 4, hem vist que, si K és un cos de nombres, A el seu anell d’enters,
el nombre d’immersions reals diferents de K, i o el de parelles d’immersions complexes
conjugades no reals de K, aleshores, el grup abelia dels elements invertibles de A, Uk,
descompon en suma directa d'un grup abelia finit, Wy, format per les arrels de la unitat
de K, iun grup abelia lliure de rang r := r; + ro — 1. En particular, existeixen elements
Uy, Uz, ..., u, € Ug tals que tota unitat u € Uk s’escriu de manera tnica en la forma
w=Cuyt-----u', amb ¢ € K, arrel de la unitat i n; € Z, per a 1 < i < r. Un sistema
d’unitats {u; }1<i<, com aquest s’anomena un sistema fonamental d’unitats de K.

Recordem, també, que la immersié logaritmica de Uk és definida per

U= (log |01<u)|7 s 710g |Jr1 (u)|a QIOg |UT1+1(U)|7 R 2 IOg |0r1+r2 (u)|)7

on oy,...,0. son les r; immersions reals i o,,11,...,0., 4+, un sistema de representants
de les parelles d’immersions complexes conjugades no reals de K, i on | | indica el valor
absolut usual de C.

Podem considerar, doncs, la matriu de r columnes i r; + 79 = r + 1 files formada pels
nombres complexos ¢;log|o;(u;)], one; =181 1 <i<rj,ig=2sirm+1<i<r +ry
és a dir, la matriu formada pels vectors fila que soén les imatges del sistema fonamental
d’unitats per la immersi6 logaritmica.

Amb aquestes notacions, podem establir el resultat segiient.

Proposicié 15.2.1. El valor absolut de cada un dels menors d’ordre r de la matriu és
independent del menor considerat i del sistema fonamental d’unitats.

DEMOSTRACIO: Recordem que haviem definit un hiperpla H C R’ per I'equacié
r1+r2

Z X; = 0, i que aquest hiperpla conté la imatge de Ug per la immersié logaritmica
i=1

u = (10g |O'1(U)|, s 710g |JT1 (U)|, log |0r1+1(u) e 710g |0r1+r2 (U)|2) (Cf el lema 4.6.2 per
al canvi de notacié). Encara més, varem provar que, via aquesta immersié logaritmica,
la imatge de Uy és una xarxa de H (cf.el lema 4.6.3). D’altra banda, el vector unitari

1
—(1,...
NEEATI

a H, de manera que podem calcular la malla de la xarxa generada per les unitats dins
de H com la malla, dins R™ "2, de la xarxa generada per les unitats i aquest vector. I
aquesta malla és el determinant de la matriu quadrada formada per qualsevol base de la
xarxa de les unitats orlada amb el vector v. Es tracta, doncs, de calcular el determinant

%

de R"*"2 de coordenades iguals, és a dir, el vector v := 1), és ortogonal

log |o1(ur)] .. logloy, (u1)] logloy1(ui)|* ... loglom,p(u)]?
log|011(ur)| log\mf(urﬂ 10g|ar1fl<ur>|2 10g!<7m§r2(ur)l2'
\/7”14‘7"2 \/T1+T2 \/7’1‘}‘7”2 \/7’1+T2

Com que per als components de les unitats de K pensats com a vectors de R™"2 via
ri+r2

la immersi6 logaritmica se satisfa I'equacié Z g;log|o;(u)| = 0, hi ha una combinacié
i=1
lineal de files d’aquest determinant que anul-la tots els components d’una columna llevat
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. . T+ .
del darrer; i el valor d’aquest darrer és exactament la suma ——— = /1y + 79, inde-
VT + T2

pendentment de la columna que fem servir per a aconseguir aquesta anul-lacié; és a dir,
la malla de la xarxa de les unitats és el producte del nombre /1 + 75, amb un signe,
per qualsevol dels menors (desfem, si volem, la combinacié lineal) que voliem. Per tant, i
com que la malla de la xarxa tampoc no depen del sistema d’unitats que considerem, el
resultat queda provat. [

Definicié 15.2.2. S’anomena regulador de K el valor absolut de cada un d’aquests me-
nors.

15.3 Densitat dels ideals d’una classe

Deixem momentaniament de banda I'estudi de la funcié zeta de Dedekind per a fer ’estudi
del concepte de densitat dels ideals enters de ’anell dels enters A d’un cos de nombres K
en una classe d’ideals.

Siguin, doncs, K un cos de nombres, A 'anell dels enters de K, w := w(K) el nombre
d’arrels de la unitat de K, r; el nombre d’immersions reals de K, r el nombre de parelles
d’immersions complexes conjugades no reals de K, h := hg el nombre de classes d’ideals
de A, R := Rk el regulador, i Ak el discriminant absolut de K, i fixem una classe d’ideals
A de A.

Per a cada nombre real positiu z, denotem per S(z,2l) el conjunt format per tots els
ideals enters de A que pertanyen a la classe 21 i que, alhora, son de norma < z. Per a tot
r € R, x > 0, el conjunt S(x,2A) és finit, ja que, per a cada nombre enter positiu N, hi
ha un nombre finit d’ideals de A que tinguin norma N.

Teorema 15.3.1 (Dirichlet-Dedekind). Sigui 2 una classe d’ideals de A; aleshores, exis-

21 (27r)"2
teix el limit i val la igualtat lim 75, 2) = (2m) R.
z—+00 €T w |AK|

Observacié 15.3.2. Podem dir, per tant, que existeix la densitat del conjunt dels ide-
als enters dins d'una classe d’ideals i que aquesta densitat no depen de la classe que
considerem.

Abans de fer la demostracié d’aquest teorema en donarem una conseqiiéncia important.
Si designem per S(x) el conjunt de tots els ideals enters no nuls de A que sén de norma
< x, sense fixar cap classe d’ideals, obtenim el resultat segiient.

2" (2m)"
Corollari 15.3.3. FEuxisteix el limit i val la igualtat lim #5(z) =h @)™ R

T—+00 x w /|AK| ’

DEMOSTRACIO: En primer lloc, podem tenir en compte que, per a tot z > 0, el conjunt
S(x) és la reunio disjunta, quan 2 recorre les h classes d’ideals de A, dels conjunts S(z,2);
després, només cal aplicar la proposici6. [

Anem a descriure una demostracié del teorema. Fixada la classe d’ideals 2, podem
considerar la seva classe inversa, 207!, un ideal enter, a € A, i la norma de a, N(a).
Sigui S(x,a) el conjunt de les classes d’equivaléncia dels elements no nuls w € a tals que
IN(w)| < zN(a), classificats modul el producte per unitats de 'anell A.
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Lema 15.3.4. Se satisfa la igualtat #S(z,2) = #S(z, a).

DEMOSTRACIO: Donat un ideal enter b € 2, el producte ab és un ideal principal enter
no nul de A, ja que a € A~!; per tant, existeix un element no nul w € A tal que ab = wA;
a més a més, w € aiesta definit a menys d’elements invertibles de A. D’altra banda, com
que la norma és multiplicativa i N(a) > 1, obtenim que, per a tot nombre real positiu x,
podem escriure 'equivalencia N(b) < z <= |N(w)| < zN(a); en particular, I’assignacié
b > w defineix una aplicacié S(z,A) — S(x,a). Aquesta aplicacié és injectiva ja que A
és un anell de Dedekind i, per tant, hi ha descomposicié tnica dels ideals com a producte
d’ideals primers, de manera que si ab = ab’, aleshores b = b’. D’altra banda, donat w € a,
w # 0, tal que N(w) < zN(a), el quocient b := wAa~! és un ideal enter de 2, ja que w € a,
de norma < z; i, en conseqiiencia, 'aplicacié és exhaustiva. Aixo demostra la igualtat
que voliem. []

D’aquesta manera, la prova del teorema queda reduida a la prova de la igualtat

L #S(@a) _2"(2n)7R

T—+00 T w /|AK’ ’

per a qualsevol ideal enter a € 27!, Ara, recordem que a és un grup abelia lliure de rang
n:=[K:Q]=r;+2ryique A* és el producte cartesia del grup (finit) de les arrels de la
unitat de K per un grup abelia lliure de rang r := r; + ro — 1. Prenguem una Z-base de
a, ag,...,a, €aC AC K, iun sistema fonamental d'unitats uq, ..., u, € A*. Denotem
també, com és habitual, per oy,...,0,, les immersions reals de K, per o, 41, ., 0 4
un sistema de representants de les parelles d'immersions complexes conjugades no reals
de K, iper 0, 4r,4j, 1 < J < 1o, la imersié complexa conjugada de la o, ;.

Amb aquestes notacions, considerem el conjunt E(z,{a;}1<j<,) format per tots els
vectors no nuls y := (y1,...,¥y,) € Z" per als quals se satisfan les dues propietats segiients:
n

si posem w = 5 yja; € a, aleshores
=1

(a) [N(w)| < 2N(a), i
(b) existeixen nombres reals 0 < ¢ < 1, 1 < k < r, tals que per a tot index i, 1 < i <mn,

se satisfa que log(loi(w)HN(w)]_%) = ch log |0 (ug)|.
k=1

La primera propietat expressa, simplement, que w € A*S(z, a); la segona propietat ens
permetra obtenir el factor w de la férmula que volem provar.

Lema 15.3.5. Se satisfa la igualtat w#S(z, a) = #E(z, {ai}1<i<n)-

DEMOSTRACIO: Considerem la immersié logaritmica de K* en R™ "2, donada, per a tot
element w € K*, per 'assignacié w +— log(w), on log(w) és el vector

(log oy (w)l,. .., log oy, (w)l, 210g |ow 11(w)], - ., 2108 [ 1y (W)])

Recordem que la imatge per log de les unitats A* esta inclosa en I'hiperpla H C R™+72
definit per y; + -+ + Yr 40, = 0, 1 que log(uy), ..., log(u,) és una R-base de H; no només
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aixo, siné que H és 'hiperpla de R+ que s’obté de la imatge de log en estendre escalars
a R. Anem a veure que, donat un element no nul w € K, existeixen nombres reals
c1, ..., ¢ tals que, per a 1 <7 < n, podem escriure les igualtats

log(|oi (w)||N(w ch log(|oi (ug)]).- (15.3.1)

El vector de r components (log(|01( ) N(w)|™ n) < log(lon (W) IN(w)|~ n)) és combina-

ci6 lineal dels r vectors (log(|oy(ug)|), - .., log(|o.(ur)])), 1 < k < r, ja que aquests formen
una R-base de R”. Per tant, existeixen nombres reals ¢x, 1 < k < r, tals que (15.3.1) se
satisfa per a 1 <7 < r. Recordem que, si posem ¢; ;=1 peral <i<ry, ie :=2pera
r1 + 1 <14 < n, se satisfan les igualtats

ri1+r2

Z e;log|o;(ug)| =0, 1<k<r. (15.3.2)

Pero també se satisfa la igualtat

r1+r2
_1
S eilog(lo(w) IN()| %) =0, (153.3)
i=1
ja que podem escriure que
r1+72 ri+r2

> eslog(lou(@)IN)I ™) = log [T (st IN@)I¥)

~ 08 (JrIN)|F) = 1og L)

i=1
En conseqiiéncia, com que 11 + ro = r + 1, obtenim la igualtat (15.3.1) per a i =r + 1
a partir de les igualtats (15.3.2), (15.3.3), 1 (15.3.1) per a 1 < i < r. I les altres en sén
conseqliencia, ja que |0y, 4ryti(w)| = |op i(w)| pera 1 <i <ryitot we K*.

= log(1) = 0.

Si multipliquem w € K* per un element de A*, u := euy™ - - --u"", on € és una arrel de la
unitat de K, com que log(|o;(¢)|) = 0, obtenim que, per a tot index i, 1 <1i < n, se satisfa
'

la igualtat log (]m(uw)HN(uw)\*%) = Z(ck + my) log |oi(ur)|, ja que [N(u)|~% = 1. En
k=1
particular, per a tot element no nul w € K, podem elegir els exponents m; de manera

unica a fi que se satisfacin les desigualtats 0 < ¢ + my < 1; dit d’una altra manera,
existeixen exactament w elements associats de w, un per a cada arrel de la unitat de K,
tals que per als ¢, corresponents se satisfan les desigualtats 0 < ¢ < 1.

Aix0 ens permet acabar facilment la demostracié del lema. En efecte, dir que la classe
modul unitats d’'un element no nul w € A pertany al conjunt S(z,a), equival a dir que
n

w es pot escriure en la forma w := Zyjozj € a amb els y; € Z no tots nuls i satisfa la
j=1

propietat (a); i el que acabem de provar equival a dir que hi ha exactament w elements

associats a w que, a més a més, satisfan la propietat (b). Aixo equival a la igualtat

buscada. []
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En conseqiiencia, només cal provar la igualtat

#E@{0)) 220"k
x—+00 x /|AK’ ’

on ha desaparegut de la férmula el factor w.

El pas segiient consisteix a transformar el limit en una integral; concretament, en el
volum d’una certa regié de R™. Per a aixo0, ens interessa fer us d’alguna definicié. Donats
nombres reals y1, ..., y,, escriurem

w = Zyj%‘a oi(w) = Zyjffz‘(aj% N(w) := Hdi(w)a

on o; s6n, com abans, les immersions complexes de K. Per a tot nombre real positiu =z,
posarem B(z,{c;}) per a designar el conjunt dels vectors y := (y1,...,y,) € R™ per als
quals se satisfan les propietats seglients:

(a) 0 <[N(w)| < zN(a); i
(b’) existeixen nombres reals 0 < ¢ < 1, 1 < k < r, tals que per a tot index i, 1 <i <mn,
T

se satisfa la igualtat log(|ai(w)||N(w)|_%) = Z cx log o (ug)].
k=1

Observem que aquesta segona propietat té sentit ja que, si se satisfa la primera, ales-
hores cada un dels nombres ;(w) és no nul perque ho és el seu producte. A més a més,
aquest conjunt és un subconjunt fitat de R™. En efecte, la propietat (b’) ens permet
assegurar que, si y € B(x,{«;}), aleshores, |o;(w)| = IN(w)| 7 eXk=1erloglos()l. | en tenir
en compte la propietat (a'), que |o;(w)| < (#N(a))=e™, on M := max{| log(|os (uk)|)| }ix
és una fita que només depen del cos K i del sistema fonamental d'unitats elegit. Per tant,
les coordenades dels vectors w han d’estar fitades, ja que ho estan les dels 0;(w), per a tot
index 1.

Convé estudiar el conjunt B(z,{c;}) de més aprop. En particular, cal veure que,
si B(r,{a;}) denota I'adherencia del conjunt B(x, {a;}), aleshores el complementari de
B(z,{a;}) en la seva adheréncia, B(z,{a;}), és un conjunt de mesura zero. Ara bé,
el conjunt B(x,{«;}) és un subconjunt del conjunt dels vectors (y1,...,y,) € R™ per
als quals se satisfa (a’); per tant, B(z,{a;}) és un subconjunt del conjunt dels vectors
(Yy1,-..,yn) € R™ per als quals se satisfa la desigualtat |[N(w)| < xN(a); i només hem
afegit els vectors per als quals se satisfa la igualtat N(w) = 0. Si veiem que aquests
vectors formen un conjunt de mesura zero ja haurem acabat.

Notem, en primer lloc, que la matriu (o;(a;)) és invertible. En efecte, el valor absolut
del seu determinant és el producte del factor 2" per la malla de la xarxa associada a I'ideal
a a través de la immersié canonica de A en R™ (cf. la proposicié 4.3.2), ja que els elements
«; formen una Z-base de a; ara bé, la malla d’aquesta xarxa és 27"2/|Ag|N(a) # 0
(cf.el corollari 4.3.5); en particular, obtenim la igualtat |det(o;(cy))| = /|Ax|N(a),
que utilitzarem més endavant.

Com a conseqiiencia d’aquest fet, I'aplicacié lineal R™ I R” definida per la matriu
(0i(c;)) és un automorfisme de R™ i cadascuna de les formes lineals (y1,...,y,) — 0;(w)
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és no nul-la. Aixi, els vectors (yi,...,y,) tals que N(w) = 0, que formen la reunié dels
nuclis d’aquestes formes lineals, estan en un conjunt algebraic de codimensié 1 de R™; per
tant, formen un subconjunt de mesura zero de R".

Lema 15.3.6. El conjunt B(1,{c;}) és mesurable i

B 4
/ dy; ...dy, = lim —# (z, {%D.
B(1,{a;}) @00 T

DEMOSTRACIO: Comencem la prova veient que el nombre de punts de B(x, {«;}) de coor-
denades enteres i diferents de (0,...,0) és exactament el nombre #FE(z, {a;}). Disposem
de les inclusions trivials E(z, {a;}) C B(z,{«a;}) C B(z, {a;}).

Sigui (y1, .., yn) € B(z,{a;}) un element tal que y; € Z per a tot index j; en particu-

lar, w := Zyjaj € a. Si, per a algun index 1 < i < n, tinguéssim la igualtat o;(w) = 0,
j=1

com que w € a, tots els conjugats o;(w) de w serien nuls i, com que ay,...,a, és una
Z-base de a, hauria de ser y; = 0 per a tot index j; per tant, cap dels nombres o;(w) no
pot ser zero i, aleshores, (y1,...,yn) € B(z,{a;})NZ" = E(x,{«a;}). D’altra banda, 1'ho-
motecia de raé 7w transforma el conjunt B(z, {a;}) en el conjunt B(1,{a;}); en efecte,
la propietat (b’) és invariant per homotecies mentre que la primera queda afectada en un
costat de la desigualtat per la potencia n-esima de la raé de ’homotecia. Els punts de
E(z,{a;}) corresponen, via aquesta homotecia, als punts de B(1, {c;}) de coordenades de
la forma x’%yj, amb y; € Z. Aixi, per a cada nombre real x > 0, disposem d'una particié
del conjunt B(1, {a;}) formada per tants n-cubs d’aresta =~ com punts de coordenades
enteres de B(r, {;}); per definicié de la mesura (de Riemann) del conjunt B(1, {«;}),
obtenim la igualtat

/ dy, .. dy, = lim nombre de punts de B(z,{a;}) LI_JZn
B(1{a;}) z=+oo  yolum del n-cub d’aresta 7=

E :
o #EG 0}
r——+00 X
com voliem demostrar, ja que el punt (0,...,0) no afecta en el pas al limit. O

Per tant, la prova del teorema ha quedat reduida a demostrar la igualtat
_ 2"(27)R

/Bu,{aj}) VIAK|

Considerem el canvi de variables donat de la manera segiient:

at2z, ==Y yjox(a;), 1<k<mr,
j=1
2kt izr2+k = Zyj0k<04j), rm+1<k<nr + T2,at
=1
n
Pk izT?JFk = ZyJUTerk(aj)? r+1<k<r +mrs.

Jj=1
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Observem que el canvi consisteix a fer que les noves variables siguin les oy (w), per
al < k < ry+ry; en particular, com que les variables y; sén reals, les immersions
O1,...,0p sOn reals, i les immersions o, ,,4+% sOn les conjugades no reals de les o, 4,
per a 1 < k < rg, les variables z;, per a 1 < k < n, sén totes reals. El calcul del jacobia
es fa de manera rutinaria; de fet, com que és un canvi lineal, el jacobia és el determinant
de la matriu del canvi. Aquest determinant ja s’ha calculat en fer 'estudi de la malla de
021,y 2n)
_, OWY1, - YUn)
B (1,{a;}) designa el conjunt d’integracié que correspon a les noves variables zj, obtenim
la igualtat

la xarxa o(a); en resulta la igualtat =27"2/|A|N(a); en conseqiiencia, si

o
/ dyl...dyn:—/ dzy ...dz,.
B(1.{a;}) |AIN(a) JB (1,{a;})

Fem, encara, un canvi a coordenades polars per a les variables z,, 1 + 1 < k < n, de la
manera segiient:

2k =1 Pk, 1<k <,

Zrytk =5 Pry 1k €08(01), 1<k <y,

2otk = Priak SIN(Ok), 1<k <nr,.
021,y .-y 2n)

El jacobia d’aquest canvi de variables és

= Pri4+1 " Proidre-
a(pla'”7p7‘1+7“2701""’0r2) o o

Ara, el nou conjunt d’integracié és el subconjunt de R"™ determinat per les desigualtats

T1+72
0< ] lpsl¥ < N(a), (15.3.4)
=1
1 14712 T
log |px| = - log LT 1osl + D ejlog low(uy)l, (15.3.5)
j=1 j=1

i les variables sotmeses a les condicions segiients:

. O§9k<2ﬂ',
0<¢ <1l 1<j<m, 1<k <, pr€R, 1<k <.
p7"1+k>07

Amb aquest canvi, i si denotem el conjunt d’integracio per B’ 1,{a;}), obtenim la igualtat
J g j g

2"
dyy ...dy, = ——— / Pri+1 " Protradpr - .. APy 4rpydby ... dO,.,.
/Bu,{aj}) VIAIN(a) JB" (1, 40,1
El calcul de les integrals que corresponen a les variables 6, proporciona la nova igualtat
2m2(2m)"2
dyy ... dy, = —/ Pri1 " Pritra@P1 - dPry gy
/B(L{am VIAIN(a) JB"(1, (a5

En el domini d’integracio, les variables pi, 1 < k < rq, apareixen sempre en valor absolut;
i podem considerar-les positives si treiem un factor 2 per a cadascuna d’elles. S’obté que

gritra (27T)T2
/ dyl co.d /N Pri+1 pTH-Tzdpl s dIOT1+T27
B(1{es}) (1,{e})

o /TAN(a)

amb les restriccions pp > 0, per a tot index 1 < k < ry + ro.
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Es tracta d’anar a cercar el regulador de K. Per a aixo, encara convé fer el canvi de
variable vy 1= p*, per a 1 < k <1y +ry = r + 1, de manera que v; > 0. Clarament,
I'invers del jacobia del canvi és 22 p, 41 - -+ Pr,4ry, 1 €l domini d’integracio és el nou conjunt
C(a) format pels vectors (vy,...,v.41) € R tals que v, > 0, peral < k < r +1,

. € r
0 < v+ -v.41 < N(a), ilog(vg) = Eklog(vl~~w+1) + ex Do ¢jlog lox(ay)], per a
0 <¢; < 1. La integral que cal calcular queda, doncs, en la forma

91 (27 )72
/ dyl...dyn:l/ dvy ... dv,yq.
B(1{ay}) |AIN(a) Jeq)

Les darreres igualtats de la definicié6 de C'(a) defineixen un nou canvi de variables; en
efecte, podem considerar ¢ := vy -+ 0,41, i les ¢;, 1 < j < r, com a variables noves, de
manera que cal calcular el jacobia del canvi i integrar per a 0 < ¢, <110 <t < N(a). El
calcul del jacobia déna el determinant

8(1}1, ce ,UT+1> _ UVlyeo oy Upg1

At ery. . ye)

det(ejc;log |o;(ux)|) = det(ejcjlog |oj(ug)|) = £R,

per definicié del regulador de K. Per tant, obtenim el resultat final

271(2 o1 (9772
/ dyy ... dy, = ™) / / / Rde, .. deydt — 22T
B(1.{oy}) V/IAN(a) Ay

com voliem provar. [

15.4 Residu de la funcio zeta de Dedekind en s = 1

Donat un cos de nombres K, hem definit la funcié zeta de Dedekind associada a aquest
cos com la funci6 donada en el semipla R(s) > 1 per la suma de la série ZN(a)f
aCA

d’aquesta manera, hem provat que la funcié (x(s) és analitica en el semipla R(s) > 1.
Podriem demostrar que aquesta funcié admet una extensié meromorfa a tot el pla complex,
holomorfa llevat d’un tnic pol, i simple, en el punt s = 1. A més a més, i aixo també
és valid per a les funcions zeta de Riemann i L de Dirichlet, la funcié zeta de Dedekind
admet una equacié funcional. No veurem cap d’aquests resultats, pero ens interessa fer el
calcul del residu de la funci6 (x(s) en s = 1. A partir d’aquest resultat, podrem obtenir
algunes formules tancades per al calcul del nombre de classes d’alguns cossos de nombres;
concretament, dels cossos quadratics i dels cossos ciclotomics de les arrels p-esimes de la
unitat, p primer.

Mantindrem les notacions de la seccié anterior. El resultat que es tracta d’establir és
el segiient.

Teorema 15.4.1 (Férmula del residu). Siguin K un cos de nombres i (k(s) la funcid
zeta de Dedekind associada a K en el semipla R(s) > 1. Aleshores, si mantenim s € R,
2" (2m)hR

[AvY
nombre d’arrels de la unitat, r1 el nombre d’immersions reals, © ro el nombre de parelles
d’immersions complexes conjugades no reals de K, i Ak el discriminant absolut, i h el
nombre de classes d’ideals de l’anell dels enters de K.

s > 1, se satisfa la igualtat 1im+(s — 1)k (s) = , on R és el requlador, w el
s—1
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Abans de procedir a la demostracié d’aquest resultat, convé disposar d’un resultat
general per a series de Dirichlet.

Lema 15.4.2. Sigui F(s Z f(n)n™* una série de Dirichlet. Per a tot nombre natural
n>1
m > 1, posem S(m) := f(1) +--- + f(m), la suma parcial m-ésima de la série Zf(n)
n>1
S(m)

Suposem que existeix el limit lim =: c € C. Aleshores, la série F(s) és convergent

en R(s) > 14 lim (s — 1)F(s) = c.m
s—1t

DEMOSTRACIO: En virtut de les propietats generals de convergencia de les series de
Dirichlet, podem suposar que s € R. Per a la primera part, només cal veure que, si
s > 1, aleshores la serie F(s) és convergent. Fixem momentaniament dos nombres enters
m,h > 1; podem escriure les sumes parcials de la serie F'(s) de la manera segiient:

Y fmn =3 (S(n) = S(n—1)n
Stm+h) Sim—1) "I s s
:(7§1+h)3_ (ms >—|— 7;nS(n)(n —(n+1)7)
_Sm+h)  Sm—1) "
DTS Pl— +s ; S(n)/n R

Si tenim en compte la hipotesi sobre el limit, obtenim que existeix una constant C' > 0

S(m) < (’; o, d'una

tal que, per a tot nombre enter m > 1, se satisfa una desigualtat

altra manera, |S(m)| < C'm. En conseqiiencia, per a s > 1, podem escriure que

Som.+ h)(m 4 )™ = S(m = 1ym™| < [S(m + h)(m + )| + [S(m — ™
<Cl(m—i—h) (s—1) +C’( —1)ym™* SC'(m+h) (=1 4 Oy (=D < 92C"m 7(571);

similarment, per a la suma d’integrals obtenim que

m+h—1 nd1 m+h—1 n+1
s Z S(n)/ ezl < s Z |S(n)|/ S

m+h—1 m~+h—1

< sC’ Z / nz~tdy < s’ Z /

= SC// r%dr < SC'/ t7%dr = sC'(s — 1) "tm 7D,

m m
Per tant, per a tot nombre s > 1 i tota parella d’enters m,h > 1, obtenim la desigualtat

m+h

> fn~?

de manera que la serie F'(s) és convergent, ja que lim m~ 7Y =0, quan m creix.

s—1

<20'm~ Y 4 5C' (s — 1)t 7Y = ¢'m 7D (2 + ) ;
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Cal veure que lim+(s —1)F(s) = c. Per a aix0, compararem la serie F'(s) amb la serie
s—1

de Riemann. Per a s > 1, podem escriure les igualtats

Fis) — (o) Zf —c Z(S(nzﬁ—cn_S(n—l)n—sc(n—l))

n>1 n>1

T )

n>1

En efecte, la diferencia entre les sumes parcials N-esimes de les dues series es pot calcular
en la forma

al Sn)—cn  Sn—1)—cn—-1)\ SN)—-cN N 1 _
Z((n+1)s a ns ) N  N41(N+1)pV

n=1

S(n) —cn

S(n) —cn ., o
———— = 0, la successi6 de terme general ¢, := ——— §és

ara bé, com que lim

n n

fitada per una constant C' > 0, independent de s, i la diferencia de les sumes parcials
tendeix a zero, de manera que les dues series tenen el mateix caracter de convergencia i
la mateixa suma.

Si tenim en compte la igualtat de més amunt, podem escriure, per a s > 1,

<sYlal [

n>1

+

Z ne, / ~GtD gy

n>1

[F(s) = cC(s)| = s

en multiplicar per s — 1, i per a tot enter N > 1, aquesta desigualtat es transforma en

(s — 1)F(s) — e(s — 1)¢(s)] §CS(3—1)Z/n “Ldz + s(s — 1) Zygny/

n>N

Com que lime,, = 0, donat un nombre real 6 > 0, arbitrari, podem trobar un enter N,
que depen de §, perd no de s, de manera que |g,| < §, sempre que n > N; aix0 ens permet
escriure que

N+1 +00

vt + ds(s — 1) / xdx

N+1
= Os(s —1)1log(N + 1) + ds(N + 1),

(s — 1)F(s) — e(s — 1)C(s)] < Cs(s — 1) /

n=1

independentment de s. Si prenem limit quan s tendeix a 1, I'expressio de la dreta tendeix
a 0, de manera que lim, 1+ [(s — 1)F'(s) — c(s — 1){(s)| < J; com que 6 > 0 és arbitrari,
obtenim les igualtats lim, ,;+(s — 1)F'(s) = clim,_,1+ (s — 1){(s) = ¢, ja que el residu de
la funci6 zeta de Riemann en s = 1 és 1. Aixo acaba la prova. [

Ara podem procedir, de manera senzilla, a la prova de la férmula del residu per a la
funci6 zeta de Dedekind en el punt s = 1.

DEMOSTRACIO (de la férmula del residu): De fet, només cal tenir en compte el teorema
de Dirichlet-Dedekind provat a la seccié anterior, aquest lema, i la definicié de la funcio.

En efecte, com que la serie ZN(a)’s és absolutament convergent, podem agrupar els
aCA
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termes com ens plagui; aix0 ho farem de la manera segiient: per a cada nombre enter
n > 1, sigui f(n) el nombre d’ideals enters a C A tals que N(a) = n; sabem que aixd
té sentit perque només hi ha una quantitat finita d’ideals de norma donada. D’aquesta

—S

manera, per a s € R, s > 1, podem escriure que (x(s) = Zf(n)n : ara, el lema

n>1
S
anterior ens assegura que, si existeix el limit lim ﬂ =r,on S(n):= f(1)+- -+ f(n),
n

aleshores el residu de (x(s) en s = 1 és k. Pero el teorema de Dirichlet-Dedekind (de fet
2" (2m)"2hR
wy/[Al

el corol-lari), ens permet assegurar que el limit existeix amb x = , de manera

que el teorema queda demostrat. []

15.5 Formula analitica del nombre de classes dels
cossos quadratics

La férmula del residu de la funcié zeta de Dedelind associada a un cos de nombres K
conté com a factor el nombre de classes d’ideals de ’anell dels enters de K. Aquest fet
ens permetra obtenir una expressié analitica per al calcul d’aquest nombre de classes en
el cas quadratic i en el cas ciclotomic. En aquesta seccié estudiarem el cas quadratic.

Sigui, doncs, K := Q(\/E) el cos quadratic de discriminant Ag = D; recordem que,
en el cas dels cossos quadratics, el discriminant determina el cos. Considerem, també,
el caracter de Kronecker yp associat a K; és a dir, el caracter quadratic de conductor
D. Recordem que aquest caracter descriu les lleis de ramificacié dels nombres primers en
I’anell dels enters de K de la manera seglient:

(a) si pZ és un ideal primer no nul de Z que descompon com a producte de dos ideals
primers diferents de K, aleshores xp(p) = 1;

(b) si 'extensi6 de pZ a K és primer, aleshores xp(p) = —1; i
(c) si pZ ramifica en K, aleshores xp(p) = 0.

Aquest fet fa senzill calcular la funcié zeta de Dedekind de K. En efecte, podem
establir el resultat segiient.

Proposicié 15.5.1. Siguin K un cos quadratic, D el seu discriminant, i xp el caracter de
Kronecker de conductor D. Aleshores, en el semipla R(s) > 1, la funcid zeta de Dedekind
associada al cos K admet l'expressio (x(s) = ((s)L(xp,s), on ((s) és la funcid zeta de
Riemann i L(xp, s) la funcié L de Dirichlet associada al caracter xp.

DEMOSTRACIO: En el semipla %(s) > 1, podem considerar les expressions com a produc-
tes d’Euler de les funcions involucades; s’obtenen les férmules

) =TJa=r" k(s =]]A-NE)™) " Lxs) =[[0—x@pr )"
p p p

Ara bé, 'observacié anterior sobre la descomposicié dels nombres primers en K, afegit al
fet que els productes son absolutament convergents i que, per tant, podem calcular-los en
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I'ordre que ens plagui, ens permet escriure que, per a tot nombre primer p, se satisfa la

igualtat
(D)6 - 53)

plp

En efecte, quan pZ descompon o ramifica, per a tot divisor primer p de pZ és N(p) = p,
mentre que si Uextensié de pZ a K és un ideal primer p, aleshores N(p) = p?. Per tant,
obtenim les igualtats

=1 -NE™™ =10 -p)7" 0 —xo@r)™

P plp

=TT -2 T]( — xo@)p™) ™" = C(s)Llxp, 9),

com voliem demostrar. [J

Ja hem dit més amunt que la funcié zeta de Dedekind d'un cos de nombres s’estén a
una funcié meromorfa del pla complex amb un tnic pol, i simple, en s = 1, encara que
no ho hem demostrat. En el cas quadratic, ho obtenim facilment com a conseqtiencia del
resultat anterior.

Corollari 15.5.2. Sigui K un cos quadratic. La funcio zeta de Dedekind associada al
cos K admet una prolongacio meromorfa a tot al pla complex amb un unic pol, i simple,
en s =1. El residu en s =1 és L(xp, 1), el valor de la funcié L de Dirichlet associada al
caracter de Kronecker xp de conductor D = Ak.

DEMOSTRACIO: El producte de les funcions ¢((s) i L(x,s) és una funcié que satisfa les
condicions de 'enunciat i que coincideix amb la funcié (x(s) en el semipla R(s) > 1;
només cal aplicar el principi de prolongacié analitica. [J

Com a conseqiiencia d’aquest resultat obtindrem una férmula per al calcul del nombre
de classes d’ideals del cos K. En efecte, podem enunciar el resultat segiient.

Teorema 15.5.3. Sigui K un cos quadratic. Siguin h el nombre de classes d’ideals de
K, D el discriminant, © xp el caracter de Kronecker de conductor D. Aleshores,

VD

n— ) 2log(u)
wy/—D

27

L(XD71)> si D >O>

L(xp,1), siD <0,

on u és la unitat fonamental del cos quadratic real i w designa el nombre d’arrels de la
unitat del cos imaginari.

DEMOSTRACIO: El teorema del residu de la funcié zeta de Dedekind ens permet escriure,
per al cas d’un cos quadratic de discriminant D, la igualtat

L{xp, 1) = lim(s = 1)¢(s)L(xp, 5) = lim Gie(s) = %

)

on R és el regulador, i ry, ry, com sempre.
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Si K és real, és a dir, si D > 0, aleshores w =2, r1 =2, 1, =0,r:=r +r,—1=1,
i R = log(u), on u és la més petita de les unitats u > 1 de l'anell dels enters de K; la
férmula enunciada en resulta trivialment.

Analogament, si K és imaginari, aleshores, ry =0, 7o =1, r:=1r+1r;—1=0,i R =1,
mentre que w = 2, excepte quan K = Q(i), en que w =4, o K = Q(p), p una arrel cibica
de la unitat, en que w = 6; la igualtat enunciada en resulta, també, trivialment. [

15.6 Formula analitica del nombre de classes dels
cossos ciclotomics

En aquesta seccié es tracta de donar una férmula analitica, semblant a la del cas quadratic,
per al calcul del nombre de classes dels cossos ciclotomics.

Siguin m > 4 un nombre enter parell, u,, el grup de les arrels m-esimes de la unitat i
K = Q(um) el cos ciclotomic de les arrels m-esimes de la unitat. Observem que prendre
m parell no és restrictiu, ja que si m és senar, aleshores Q(u,,) = Q(u2m); en canvi,
simplificara les notacions.

El fet de coneixer les lleis de descomposicié dels nombres primers en K ens permet,
com en el cas quadratic, establir el resultat segiient.

Teorema 15.6.1. Sigui K := Q(u,). La funcid zeta de Dedekind associada al cos K
admet una prolongacio meromorfa a tot el pla complex amb un unic pol, i simple, en s = 1.

En el semipla R(s) > 1 la funcio (k(s) es pot escriure en la forma (x(s) = HL(X, s),
X

on L(x,s) és la funcié L de Dirichlet associada al caracter x, i x recorre el conjunt dels
caracters primitius de conductor divisor de m, incloent-hi el caracter trivial.

DEMOSTRACIO: Per a la demostracié d’aquest resultat farem servir de manera decisiva la
descomposicié explicita dels ideals primers en el cossos ciclotomics Q(p,,). Comencem per
recordar que si p és un nombre primer qualsevol, i si escrivim m = p"m,,, amb r > 0, p " my,,
aleshores, I'ideal generat per p en I'anell dels enters del cos K descompon com a producte
de g, ideals primers diferents, tots de grau residual f, de manera que f,g, = w(m;) i f,
és el menor nombre enter positiu tal que m;, divideix plr — 1.

L’expressié en forma de producte d’Euler de la funcié zeta de Dedekind de K en el
semipla R(s) > 1 es pot escriure, llavors, en la forma

(s) = [Ja=N@ ™) =TI -N@p) )" = [ -p )=

p P plp P
ST I a=xer =11 TI 0 -xew o I I (- xtwr )
P xeG(mj,) plm x€G(mj,) ptm x€G(m)

ja que m;, = m quan p { m.

Ara, per a cada caracter de Dirichlet Y € G(m), posarem fx per a denotar el seu
conductor i X per a denotar el caracter y definit modul f,; d’aquesta manera, x s’obté
com la composicié de la projeccié G(m) — G(f,) amb X : G(f,) — C*. Cal observar
que, si p és un nombre primer que divideix m pero no divideix f,, aleshores x(p) = 0
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pero X(p) = x(p) # 0. Aix0 fa que les expressions en forma de producte d’Euler de les
funcions L associades a x i a Y es puguin escriure en la forma

L) =[]0 -X@p )" Lics) =[Ja—xep )™
ptfx ptm
de manera que podem escriure la igualtat
L(x,s) = L(X,s) [ (1—=xX@p™).
plm, pfy

Apliquem aquest fet a I'expressio de la funcié zeta de Dedekind de K que hem obtingut
més amunt; obtenim la nova expressio

=11 11 « - AL o=

plm x€G m’) XEG(m) pf
=II II a-xwpr > I &9 J[ a-x@pr.
plm x€G(m ) XEG(m) plm, ptfy

Es tracta de veure, doncs, que

IT I a—xwe ™ IT II a-xee

plm x€G(my,) XEG(m) plm, ptfx

son inversos I'un de altre. Ara bé, podem escriure aquest segon producte en la forma

equivalent
I II ac-xee=11 ] -x@pr>.

XEG(m) plm,ptfy plm xeG(m), pfy

mentre que el primer es pot escriure com

IT II a—xt =1 I a-xewp )",

plm xeG(mj,) plm x€G(m},}

ja que p no divideix el conductor dels caracters y € G (m;))A. Per tant, només cal veure
que, per a tot nombre primer p que divideix m se satisfa la igualtat

IT a-xepr>" JI 0-xeppr) =1

X€EG(m},) XEG(m), ptfx

Pero qualsevol caracter de G(m) de conductor no divisible per p, per a un primer p que
divideix m, s’obté de manera tnica a partir d'un caracter de G(my,) per composicié amb
la projeccié G(m) — G(my,); per tant, els caracters sobre els quals es multiplica sén els
mateixos, de manera que obtenlm la igualtat enunciada:

H L(X, s H H L(x, s).

x€G(m) dlm xeG(dJ, fx=d

Aix0 ens permet acabar la prova de manera senzilla. L’extensié meromorfa a tot el
pla complex es pot fer tenint en compte que el segon terme de la igualtat anterior és,
de fet, un producte finit de funcions meromorfes de tot el pla; per tant, podem utilitzar
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aquesta expressio per a definir la funcié (x(s) en els punts s tals que R(s) < 1; com que
les funcions L(x, s) sén meromorfes en tot C, també (x(s) és una funcié meromorfa de
tot C; pero, a més a més, cada una de les funcions L(x,s) que correspon a un caracter
X # X1 és una funcié entera que no s’anul-la en s = 1; i en canvi, la funcié que correspon
a x = x1 és la funcié zeta de Riemann. Per tant, (x(s) té, efectivament, un tnic pol en
s =1, i simple. [J

Aquest resultat ens permet obtenir una féormula analitica per al nombre de classes del
cos ciclotomic K := Q(fi,)-

Corolllari 15.6.2. Sigui K el cos ciclotomic de les arrels m-ésimes de la unitat, per a
m > 4 un enter parell. Siguin R, h, Ay, el requlador, el nombre de classes d’ideals i el
discriminant absolut del cos K, respectivament. Aleshores, se satisfa la igualtat

h= Riamyem /i I1 H L(x,1).
dlm,d#1 xeG(m), fy=d

DEMOSTRACIO: La férmula del residu de la funcié zeta d’un cos de nombres aplicada

o2 Pm/2 RE
a aquest cas, dona la igualtat lim, ,1+(s — 1)(x(s) = L, ja que K no té cap

my/|Ax]

immersio real, té p(m)/2 parelles d’immersions complexes conjugades no reals, i, com que
m és parell, en K hi ha exactament m arrels diferents de la unitat. D’altra banda, la
formula obtinguda en el teorema anterior ens permet escriure que el residu de la funcio
Ck(s) en el punt s = 1 es pot calcular com el producte del residu de la funcié zeta de
Riemann en s = 1, que és 1, pel valor del producte H H L(x,s) ens=1, ja
dlm, d#1 x€G(m), fy=d

que aquesta funcié és analitica. Per a obtenir la igualtat que cerquem només cal aillar el
nombre de classes en la igualtat que es dedueix trivialment d’aquests calculs. [

15.7 Avaluacid de les funcions L de Dirichlet en s = 1

A les dues seccions anteriors hem obtingut formules analitiques per a calcular el nombre de
classes dels cossos quadratics o ciclotomics. En tots dos casos cal avaluar un nombre finit
de funcions L associades a caracters de Dirichlet en el punt s = 1. L’objectiu d’aquesta
seccio és fer aquesta avaluacid. Concretament, es tracta de provar el resultat segiient.

Teorema 15.7.1. Siguin x un caracter primitiu i no trivial de Dirichlet i f el seu con-

mig(x) B %, st X €s senar,
ductor. Aleshores, L(1,x) = gJ(tX) Ta onY denota
7 Z£:1 X(a)logsin 7 st x €s parell,
f .
el caracter conjugat de x i g(x) := Z X(x)e%}l la suma de Gauss normalitzada.

DEMOSTRACIO: Comencem per observar que, pensat com a funcié aritmetica, el caracter
X és una funcio periodica de periode f que s’anul-la en els enters que tenen factors comuns
no trivials amb f. Per tant, de la definicié de la funcié L de Dirichlet associada al caracter
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X, 1 per a R(s) > 1, on disposem de convergencia absoluta, podem escriure la igualtat

X)=> x(nn==> x(x) Y a7

n>1 =1 n=z (mod f)

Prenem, ara, ( := e 7 ino una altra arrel primitiva f-esima de la unitat en C; aleshores,

l Z ¢tk = L, siz=0 (mod f), de manera d i
= . que podem escriure que
0, sizx#0 (mod f),

f-1 f-1
1 —n —5 1 xT n —S
ORI D) 3 S et | e
mcd(z,f)=1 n>1 k=0 k=0 \ mcd(z,f)=1 n>1
14
= ? g(X> k)zc nknfs’
k=0 n>1

on g(x, k) és la k-esima suma de Gauss associada al caracter y (cf. Cap. 1). Com que

g(x,0) = 0, obtenim la igualtat L(s, x) g(x, k (R,
=72 Z )2

Ara, peral < k < f — 11 en virtut del criteri de Dlrlchlet per a la convergencia de

series, la serie de Dirichlet ZC‘"’%‘S és convergent en R(s) > 0, ja que (7% # 1; per
n>1

tant, ’abscissa de convergencia de la serie és menor o igual que 0 i la funcié que defineix és
analitica en el semipla R(s) > 0. El principi de prolongacié analitica ens permet calcular,
doncs, el valor de la funcié L(s, x) en s = 1 com la suma d’aquesta serie. Obtenim, doncs,

kn
que L(1,x) = fng, ZC

n>1

ZTL
Considerem la serie de potencies de z —log(1—2z2) = Z —, que té radi de convergencia
n
n>1
igual a 1. Els valors (7%, per a1l < k < f — 1, sén tots ells de modul 1, perd la serie
—log(1 — (%) és convergent i la funcié —log(1 — 2), que defineix la branca del logaritme
que és real quan 'argument 1 — z és real positiu, és analitica en un entorn de 1 —(=*; per

—kn
tant, se satisfa la igualtat Z —log(1 — ¢*), de manera que obtenim el valor de
n>1
la funcié L(s,x) en s = 1 com la suma de la serie L(1,x) = —= Zg X, k) log(1 — ¢7F).

Si tenim en compte els valors de les sumes de Gauss calculats a la proposmlo 1.6.2,

o, si med(k, f) > 1,
g(x. k) = {Y(k)!J(X)v si med(k, f) =1,

quan el conductor de y és f, obtenim la nova expressio

L<1,x>:—§g<x> S Xk log(1 — ¢ ).

med(k,f)=1
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Posem S(x) := Z X(k)log(1 — ¢™). Cal avaluar S(x) i, per a aixo, distingirem
med(k,f)=1
casos segons la paritat del caracter y.
Cas x parell. El caracter conjugat de x també és parell; és a dir, x(—k) = X(k),
de manera que 2S5(x) = Z X(k) (log(l — (") 4 log(1 — (k)) Ara bé, se satisfa
mcd(k,f)=1

la igualtat log(1 — (%) + log(1 — ¢*) = 2log|1 — ¢*|, ja que I'argument dels nombres
complexos 1 — (7% i 1 — (¥ és igual llevat del signe. D’altra banda,

2
11 —Ck|2 = ‘1 — COS (#) — ¢sin <#) =2 — 2cos (#) = 4 sin® <7T7k> ,

de manera que obtenim la igualtat

med(k, f)=1
— _Q kz:y(k) log (2 sin (%k)) = _¥ kzi;ﬂk) togsin (Lf) 7

f
ja que ZX(/{) log(2) = 0 perque x # xi1. Aix0 demostra la férmula en el cas que el
k=1

caracter és parell.

Cas x senar. Podem aprofitar una part dels calculs anteriors. Com que Y(—k) = —x(k),
obtenim que

2500 = Y k) (log(l—¢*) —logl—¢M) =2 Y X(k)mi G - E)

mcd(k,f)=1 mcd(k,f)=1 f
k 27
=i Y xS =-T2 Y kx(k) = —2riBug,
mcd(k,f)=1 f f mcd(k,f)=1
: , ko AN . , -
ja que I'argument del nombre complex 1 —(~" és 3~ ? , 1 el caracter x és no trivial.
En conseqiiencia, podem escriure la férmula L(1,x) = %ZQ(X)BLX que es tractava de

demostrar. [J

15.8 Nombre de classes dels cossos quadratics

En aquesta secci6 es tracta de donar una férmula més senzilla per al calcul del nombre de
classes dels cossos quadratics. Cal comencgar, pero, per recordar alguns fets sobre caracters
de Dirichlet quadratics i sumes de Gauss.

Per a un caracter quadratic de Dirichlet de conductor f, x, hem definit la suma de

. . 2nik 27 .
Gauss normalitzada associada a y com g(x) := Zx(k)e 7€ Q(e 7 ), i hem demos-
k=1
trat (cf.la proposicié 1.6.3) que |g(x)|*> = f. D’altra banda, hem vist que tot caracter
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%
quadratic de Dirichlet x és el producte de caracters de Legendre | — |, p nombre primer
p

senar, potser multiplicats per algun dels caracters primitius de conductor 4 o 8; recordem,
també, que aquests caracters sén els (—1)5*) (=1)¢™) § (=1)«t+=0) on 2¢(z) =z — 1
i 8w(x) :=x? — 1, per a x € Z, senar. En particular, tot caracter de Kronecker primitiu
és producte de caracters dels anteriors.

Lema 15.8.1. Sigui xp un caracter de Kronecker. Si D > 0, aleshores xp €s parell i, si
D < 0, aleshores xp €és senar.

DEMOSTRACIO: Cal recordar la definicié del caracter de Kronecker xp. Si D’ és la part
’ *
senar i positiva de D, aleshores ypr(x) = (—1)7P)=) (ﬁ)’ de manera que xp/(—1) =1,

-1 /
ja que (ﬁ) = (=1)FPV i g(—=1) = 1. Si D = 2D, aleshores xap (%) = (—1)“®xpi (%),

de manera que xop/(—1) = xp/(—1) = 1. En particular, si D > 0, aleshores xp és
parell. D’altra banda, i per definici6, x_p/(*) = (—=1)*®xpr, i x_apr(*¥) = (=1 xapr,
de manera que si D < 0, aleshores yp és senar, perque (—1)5(-1) = —1. Aix0 acaba la
prova. [

Per a fer el calcul explicit de la suma de Gauss normalitzada corresponent a un caracter
quadratic primitiu és 1til el resultat segiient.

Proposicié 15.8.2. Siguin x1, X2, caracters quadratics primitius de conductors fi, fa,
respectivament. Sigui X = X1X2, el producte dels dos caracters definit modul el seu
conductor. Suposem que fi i fo son primers entre si. Aleshores, el conductor de x és
f = fifz i la relacio entre les sumes de Gauss associades a X1, X2 © X €S

9(x) = 9(x1)g(x2)x1(f2)x2(f1).

DEMOSTRACIO: La qiiesti6 relativa al conductor ja ha estat esmentada en 1.4.9. D’altra
banda, com que mecd(f1, f2) = 1, fi és un element invertible de Z/fsZ, de manera que
existeixen enters fi, f; tals que fif] + fifa = 1; a més a més, f} és invertible en Z/ f,Z.
D’altra banda, donat un enter z tal que 0 < x < f; fo — 1, podem fer la divisi6é entera de
x per fi enlaformax =a+bf;, peral0<a< fi—1,0<b< f, — 1, univocament
determinats. Amb aquestes notacions, podem escriure les igualtats segiients:

fl f271 2mix fl f271 2mix flil f271 2mwia  27wib
g(X) = Z X(x)ehfz = Z Xl(x)X2<x>ef1f2 = Z Z Xl(a)X2(a+ bf1)€f1f2€ f2 .
=0 =0 a=0 b=0

Com que els caracters sén quadratics, de la igualtat xo(f1f]) = x2(1) = 1 es dedueix que
x2(f1) = x2(f1); a més a més, f; és invertible modul fy, de manera que se satisfa que

x2(a +0f1) = x2(fi)xa(af] + 0f1f]) = x2(f1)x2(af] + b) i quan b recorre un sistema de
representants de Z/ foZ, també ho fa a + bf;; per tant, obtenim la nova expressi6

Al omia 727r7la,f{ fa—1 27ri(af{+b)

9(x) = x2(/1) Z Xi(a)elifze 72 Z xa(af] +bje 7
a=0 b=0

fi—1 ‘
27ia

= glexa(f) Y vila)e = G0,

a=0
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2mia (1 2miaf,
Ara, la igualtat (— — f{) = /2 i el fet que quan a recorre un sistema de
1 1

2
representants de Z/fiZ també ho fa afs, ja que f} és invertible en Z/f17Z, ens permet
escriure la igualtat

Al 2riaf} nl 2miafy
9(x) = 9060 Y x@e i = ghaa(ixalR) Y xilafye i
a=0 a=0

= g(x1)g(x2)x2(f1)x1(f2),

que voliem demostrar. [

Abans d’obtenir el signe de les sumes de Gauss normalitzades, encara convé estudiar
les dels caracters que constitueixen els caracters quadratics primitius. El cas de les sumes
de Gauss que corresponen als caracters de Legendre es descriu a la secci6 seglient (cf. més
avall, 15.9.1). Concretament, s’hi demostra que si y és el caracter de Legendre que
correspon al nombre primer senar p, aleshores

B \/]—9’ si p= 1 (mod 4),
g(x) = {i\/z_% sip=—1 (mod4).

Calculem les sumes de Gauss associades als caracters quadratics de conductors 4 i 8.

Lema 15.8.3. Per als caracters quadratics de conductors 4 0 8, X, Xw, ¢ Xetw = XeXw,
es 1€ que g(x<) = 20, g(Xw) = 2V2, i g(Xerw) = 2V/2i.

DEMOSTRACIO: La prova és un exercici senzill; només cal calcular-les:

9(xe) = Xe(1)i + xe(=1)(=i) = 2i;
g(XW) = Xw(1><8 + Xw(B)Cg + Xw(5)C§) + Xw(7)Cg

G- Q-G+ =2+ ) = doos () =245
I(Xwte) = Xuwte(1)Gs + Xw+a(3)C§’ + Xw+£(5)C85 + Xw—&-s(?)CéZ

=+~ — ¢ =2(¢— () = 4isin (%ﬂ) =2v2i. O

Proposicié 15.8.4. Sigui x un caracter quadratic de Dirichlet primitiu i sigui [ el seu
conductor. Aleshores, la suma de Gauss normalitzada associada al caracter x admet
P 6 9(x) VT, st x €és parell,

expressio =
P IX ivf, si Y és senar.
DEMOSTRACIO: Ja hem fet notar més amunt que tot caracter quadratic primitiu és un
producte de caracters de Legendre per, potser, algun dels caracters primitius de conductor
4 o0 8. D’aquesta manera, el problema es redueix al calcul del signe de la suma de Gauss
normalitzada que correspon a un producte de caracters primitius de conductors primers
entre si.

Suposem, doncs, que Y és el caracter primitiu definit pel producte x = ¥gt)1 - - - 9., on
Wy és el caracter trivial o bé un dels caracters primitius de conductor 4 o 8, i 9, per a
1 <k < r,és el caracter de Legendre que correspon al nombre primer pg, on pq, ..., Pk
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s6on nombres primers senars diferents. Comencem per considerar el cas en que ¢y és el
caracter trivial; en aquest cas, el conductor del caracter x és f = p;---p,. L’aplicacié de
la proposicié de més amunt ens permet escriure la suma de Gauss g(x) en la forma

— (Hpk> TT e gn)g(es ),

ja que el conductor del caracter de Legendre associat al nombre primer p; és exactament
pr; per induccid, obtenim la igualtat

0= ﬁgwk)ﬁ ((Hp—p> 1I (i‘))

j=k+1

Do I () (2)) - Ten I I

k=1 j=k+1 k=1j=k+1

en virtut de la llei de reciprocitat quadratica. Si tenim en compte les sumes de Gauss
associades als caracters de Legendre, obtenim la nova igualtat

g(x) = i*/p1 - /Pr H e(pr)e(py) —z\/_ H E(I)k )

1<k<j<r 1<k<j<r

on s és el nombre d’indexs 1 < k < r tals que pp = —1 (mod 4). Ara, si pp =1 (mod 4)
osip; =1 (mod 4), aleshores (—1)5Px)(Pi) = 1 de manera que el signe que apareix en
fer el producte és —1 elevat al nombre de parelles (k,7) d’indexs tals que 1 < k < j <r

S s(s—1
ipr, = p; = —1 (mod 4); aquest nombre és exactament 2) = %, de manera
. s(s 1) |
que podem escriure que g(x) = (— 2 g \/_ = (=1 \/? = ° \/— Ara bé, com
1 si s és parell
que s> = 0,1 (mod 4), obtenim que 2'52 =<’ o P " mentre que el caracter
i si s és senar,

x també és parell o senar segons la paritat de s; aixo acaba la prova en el cas que el
conductor de y sigui senar.

Suposem, ara, que ¥y = X 1 escrivim ¢ := 1y - - -1),.. A 'expressié anterior de la suma
de Gauss de 9 cal afegir els factors que corresponen al caracter y.; és a dir, disposem
de la nova expressié g(x) = g(xe)g(¥)xe(p1---pr), ja que ¥(4) = 1. Ara bé, tenim les
igualtats

) & 90e) =20, Xelprpy) = (1)),
D1 pr, Si éssenar,

D1 Dr,  Si és parell,
9(¥) = {
i
mentre que ¢ té la mateixa paritat que £(p; - - - p,). Com que x i ¢ tenen paritat diferent,
ja que x. és senar, la prova s’acaba immediatament per multiplicacié.

Els casos 99 = xu 1 Y9 = Xe+w s’'acaben de la mateixa manera que 'anterior. Els
detalls finals es deixen com a exercici. [

Per a acabar el capitol, podem donar ja una férmula per al calcul del nombre de classes
d’ideals de I'anell dels enters d’un cos quadratic. Recordem que si K és un cos quadratic
i D el seu discriminant, aleshores K = Q(v/D).
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Teorema 15.8.5. Sigui K := Q(v/D) un cos quadratic, on D és el discriminant. El
nombre de classes dideals de K, h := hx és donat per les expressions

(1 ‘
5 Z XD(@% st D < —4,
0<z<|D|, mcd(z,D)=1
h=<{1, si D=—4 =3,
—1
Z Xp(x)log sin (%) , st D >0,

log(u
L g( )0<z<%, med(z,D)=1

on u designa la unitat fonamental del cos quadratic real K, és a dir, la menor de les
unitats de ’anell dels enters de K tal que u > 1.

DEMOSTRACIO: Els casos D = —4, —3, corresponen a Q(i), Q(p), on p és una arrel ctibica
primitiva de la unitat i sén ben coneguts, ja que els anells d’enters son euclidians. En el
cas D < —4, el nombre d’arrels de la unitat de K és w = 2, i el caracter de Kronecker xp
és senar; per tant, els teoremes 15.5.3 1 15.7.1 i el calcul dels nombres generalitzats de
Bernoulli associats a caracters de Dirichlet (cf. el corol-lari 14.4.7) ens permeten escriure
la igualtat

0 —Driiv/—D 1 X
- >

21 -D =D

-D
1
Xp(k)k = D ZXD(k)k
k=1 k=1

que voliem provar.

D’altra banda, en el cas D > 0 el caracter de Kronecker xyp és parell i els teoremes
15.5.3 1 15.7.1 ens permeten escriure que

/B —gl()XD D — (%f) VD %ﬁgXDUf) log sin (%)

- 2log(u) — B 2log(u)
D/2
—1 wk
- k) log sin [ —
o) 2o o4 o sm(D) ,

ja que, per ser xp parell, és xp(D — k) = xp(—k) = xp(k) isin(r — a) = sin(a), per a

T
tot nombre real «, en particular, per a o = o Aix0 acaba la prova. [J

15.9 El signe de les sumes de Gauss per als caracters
de Legendre

En aquesta secci6 es tracta de fer el calcul del signe de la suma de Gauss normalitzada
per als caracters de Legendre. Concretament, es tracta de provar el resultat segiient.

Teorema 15.9.1 (Signe de les sumes de Gauss per als caracters de Legendre). Siguin

A a
p un nombre primer senar, ( = e>™/? € C, i S(p) = Z <—>Ca la suma de Gauss
p
aclFy,
normalitzada per al caracter de Legendre. Llavors, si \/p indica l'arrel quadrada positiva

p=1 d 4
de p, se satisfa que S(p) = {;{Z—; jzi = _1<H(lronod)4’l)
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Donarem dues demostracions d’aquest resultat. Les dues es basen en el valor del
-1

quadrat de la suma de Gauss, S(p)? = (—)p (cf.la proposici6 1.7.1). La primera, és
p

una demostracié de Kronecker (cf. [I-R 82, cap. 6, secci6 4]). Proposem com a exercici la
demostracio d'un resultat elemental sobre coeficients de series que utilitzarem més avall.

Exercici 15.9.2. Siguin f(X Za o g(X Zb — € QJ[X]] series de

n>0 n>0

potencies tals que els coeficients a(n), b(n) € Z. Llavors, per a la série producte es té
X" " /n
que f(X)g(X) = c¢(n)—, on ¢(n) = ()ambn—m € Z. A més a més, si
(X09(6) = 3 et s on ) = 32 (7 Jatmbtn —m
suposem que p és un nombre natural primer tal que pla(n), per a 0 < n < p—1, aleshores
també plc(n), pera0 <n <p—1.

Per induccio, s’obté una expressié senzilla per als coeficients d’un producte.
X’n
Corollari 15.9.3. Siguin f;(X) := g ai(n)—-, 1 < i <m, séries de poténcies tals que
n!
n>0

els coeficients a;(n) pertanyin a qualsevol subanell A C C. Per a la série producte es té que
n

RO ) = e icm = X (" Yot an(i) € 4

n>0 ni+--+nm=n

) n n! 3 , ,
) < > = son els nombres multinomials. [
ni, Ny Ny Nyp-

DEMOSTRACIO (del teorema 15.9.1, Kronecker): Si ®,(X) és el p-eésim polinomi ci-
p—1
clotomic, llavors p = ®,(1) = H(l — ("). D’altra banda, els nombres enters +(4k — 2),
r=1
—1
peral <k < pT’ formen un sistema reduit de residus modul p. Per tant, se satisfa
que

p—1 pTl ; pTl
H 1 o Cr H 4k 2 1 = (4k— 2 H —(2k—-1) 2k: 1 H 2k 1 (2]@—1));
k=1 k=1 k=1 k=1

i, en tenir en compte que hi ha b= factors repetits llevat del signe, que

p—1

H(l () = H 2k—1 _ C—(Qk—l))Q‘
k=1 k=1
O sigui, hem obtingut que H (¢t — (’(2’“’1))2 = (—1)%}9 = S(p)*>. Com a con-
k=1

seqiiencia, existeix e = £1 tal que S(p) = ¢ H ((Qk_l — C_(%_l)). I si ara demostrem que
k=1

ﬁ (g2k—1 _ g—(2k—1)) _ VP sip=1 (mod 4),
P i\/Ds sip=—1 (mod 4),

només caldra veure que € = 1.
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Ara bé, se satisfa que ¢2F=1 — (~F=D = 2igin <w>; per tant, el producte val

p—1
2

- 4k — 2 -1
i H 2sin (u) i sera suficient calcular-ne el signe. Com que 1 < k < pT’
p
k=1
0 4k —2 ]
(4k — 2) , (k-2 J7 ST s
resulta que 0 < —— < 27, i que sin | ———— 4k~ 9
p p i
< 0, si > 1.
P
-1 -1 -1
Distingim casos. Sip =1 (mod 4), resulta que hi ha exactament b 5 _P Y b 1
valors de k per als quals el sinus és negatiu, i també i = (—1)pr1, de manera que el
-1 1 -3

producte és positiu. Isi p = —1 (mod 4), hi ha exactament b PP valors

2 4 4

. ’ . \ .p—l . p=3 ’
de k per als quals el sinus és negatiu, perdo i 2 = i(—1) 7 , de manera que el producte és
exactament ¢ vegades un nombre positiu, com calia veure.

Ara resta la tasca més complicada: demostrar que € = 1. Per a veure aixo, considerem
el polinomi

FX) =) (%)X’" — gﬁ (X1 — xPmChD) e 7X].
r=1 k=1

Com que f(¢) = 0, el polinomi ciclotomic ®,(X) divideix f(X); i com que f(1) = 0,
també X — 1 divideix f(X). Per tant, X? — 1 divideix f(X) i, en conseqiiencia, existeix
un polinomi A(X) € Z[X] tal que f(X) = (X? — 1)h(X). Si canviem X per e*, obtenim
la igualtat, de series de potencies de z,

p

p—1 e
f(ez) _ Z (Z) P H (6(2k—1)z o 6(p—2k+1)z) _ (epz . 1)h(€z)
k=1

r=1

Tant f(e*) com (eP* — 1)h(e*) sén series de la forma Z a(n)z

‘ Y
n:
n>0

amb a(n) € Z. El calcul

p—1

z
p—

del coeficient de ; o0 sigui, de a (pT>, ens proporcionara el valor ¢ = 1 que

volem.

p—1 p—1
r T\ -
Clarament, per a la suma E (—)e”, el coeficient és E (—)rp21. I, per aplicacio
p p

r=1 r=1

p—1

2k—1)z (p—2k+1)z) 4

2
del corol-lari 15.9.3, el coeficient que correspon al producte H (e( és

k=1

—€

(%)!ﬁ(% N

En efecte, notem que multipliquem les P

series, per a 1 < k < %,

1)z — z n " 2
p2k=D)z _ (p—2k+1)z _ Z (2k=1)"=(p— (2k —1))")=.

n!
n>0
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-1
és
2

1

Per tant, el coeficient que correspon a n =

p—1
o\ M

mit-dmp_1="5- 2 j=1
2

i

(2k—1)™ — (p— (2k —1))™).

ey

Fixem-nos que si algun dels indexs és m; = 0, aleshores el corresponent factor del producte
¢s 1 —1 = 01 el sumand s’anul-la. Per tant, només resta el sumand que correspon a

=

—1
my = -+ = mp=1 = 1, el valor del qual és (]?T)

: (4k — 2 — p), com calia veure.

1

o] .
=l

P

p—1 =
., p—1 T\ p=1 p—1
Aixi, d — | = —|rz —e|l— ! 4k —p —2).
ixi, doncs, a < 5 ) ; (p)r € ( 5 ) H( p—2)
Si calculem aquest coeficient de nou, pero a partir de I'expressi6 (e?*—1)h(e?), obtenim,

a partir del corol-lari 15.9.3, que p divideix a (p—), perque, de fet, p divideix tots els

coeficients de eP* — 1 (que sén p™, per an > 1). Aix0 ens diu que a (pT) =0 (mod p);

p—1

p—1 2
_ —1
o sigui, obtenim la congruencia Z (z)r%l =¢ (pT) ! H(4k —p—2) (mod p).
p
r=1 k=1

Apliquem el criteri d’Euler per al calcul del simbol de Legendre podem escriure que

T p—1
— ) =7r2 (mod de manera que r = l1=p—1= -1 (mod p). I,
(%) (mod p), q z (%) z » (mod p)

d’altra banda, en virtut del teorema de Wllson

p—1

-1 2
€<pT> kHl(4k p—2)_8( )HQZk—l —e(p—1)!'=—¢ (mod p).
Finalment, el fet que sigui ¢ = +1 i, alhora, —1 = —¢ (mod p), amb p primer senar,

permet dir que € = 1, com restava provar. [l

Observacié 15.9.4. Notem que en aquesta demostracid, essencialment de Kronecker,
nomeés es fa servir aritmetica sobre 1’anell Z dels nombres enters. D’altra banda, les series
de potencies que hi intervenen sén de coeficients enters, llevat dels denominadors n!, i
només ho fan com a series formals, sense necessitat de convergencia en cap punt, encara
que les series siguin convergents en tot el pla complex, perque sén polinomis en la serie
exponencial.

Observacié 15.9.5. Una altra demostraci6, també de Kronecker (cf. [B-S 66, cap.5, exer-
cicis 13 al 16]), fa s dels mateixos principis. La variacié principal respecte de 1’anterior
és que, en lloc de fer servir només aritmetica sobre I'anell dels nombres enters, utilitza
aritmetica en l'anell dels enters, Z[(], del p-ésim cos ciclotomic, i reduccié modul I'ideal
primer que divideix p, en lloc de reduccié modul p en Z. En aquest cas, s’estalvia 1'is de
les series exponencials, a canvi d’introduir els nombres algebraics de Z[(].

La segona demostracié que presentem del calcul del signe de la suma de Gauss per al
caracter de Legendre és de Schur (cf. [B-S 66, cap.5, secci6 4.3]).
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DEMOSTRACIO (del teorema 15.9.1, Schur): Aquesta prova parteix, de nou, de la igualtat

-1 + ip=1 d4

S(P)Q = (—)p, de manera que S(p) = }/]3’ S% p (mod 4), Es tracta de
P +i/p, sip=—1 (mod 4).

veure que val el signe més en tots dos casos.

Notem que podem permutar els sumands i escriure la suma de Gauss en la forma
S(p) = E ¢"— E ¢®, on r recorre els residus quadratics no nuls modul p, i s recorre els

no-residus quadratics no nuls modul p. 1, si tenim en compte que el polinomi ciclotomic
®,(X) s’anul-la en ¢, és Z "+ Z (* + 1 = 0, de manera que obtenim la igualtat que

p—1
S(p) =1+ QZC’" = Z Ck2, la darrera expressié perque els quadrats no nuls ho sén

k=0
exactament de dos valors. Aixi, la suma de Gauss coincideix amb la traga de la matriu

de Vandermonde

1 1 1 . 1
1 ¢ ¢? oot
Vo— 1 C2 C4 o C2(p—1) .
1 ¢pto e 1)
o sigui, amb la suma dels valors propis de la matriu, comptats cadascun amb la seva
multiplicitat. Siguin vy, ..., v, aquests valors propis. Cal calcular, doncs, la suma
Sp)=vi+---+ v,
Els valors propis de la matriu V2 sén o7, ..., v2. A més a més, la matriu V? es pot calcu-
e e sii+7=0 (mod p)
lar de manera senzilla; com que Z Cikehi = ZCk(iJrj) P o ‘7 - p)y
— — 0, sii+7#0 (mod p),
resulta que
p 0 ... 0
e 0 0 D
0Op ... 0

Ara bé, el polinomi caracteristic de la matriu V2 es calcula immediatament, i s’obté que

_ 1
és (X —p)" (X +p)"=, de manera que hi ha Pt

arrels iguals a p i arrels iguals

p(p—1)

a —p. Notem que, en particular, el determinant de V2 és det V2 = (—=1)" = pP.
Siguin n*, n~, m™ i m™, respctivament, els nombres de valors propis \/p, —/D; /P,

. . +1 . - , .
—i,/p. Tenim, doncs, que n™ +n~ = L 5 iquem™ +m~ = — I, a més a més, la

suma de Gauss es pot reescriure en la forma S(p) = ((n™ —n~) + (m* —m™)i)/p. Per
tant, en tenir en compte la primera expressid, obtenim que per a p =1 (mod 4) ha de ser
mt=m~int —n~ =+1;iperap=—1 (mod 4) hadeser n® =n~ im*—m~ = +1.

Obtindrem una segona relacié que permeti determinar completament els valors n™, n™,
m™, m~, a partir del calcul del determinant de la matriu de Vandermonde, V. D’entrada,

com que hem calculat el determinant de V2, el determinant de V' és una arrel quadrada
p(p—1)
2

de 'anterior; per tant, tenim que det V = +1¢ p2. Perd cal determinar-ne el signe.
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I podem treballar de manera semblant a la demostracié de Kronecker. Tal com hem

escrit la matriu V', 'expressi6 usual del determinant és det V' = H (¢F = ¢).
0<i<j<p-1

27
Posem £ := e? = cos 2& + isin 2 arrel primitiva 2p-esima de la unitat usual, per a
2p 2p ’

la qual és ¢ = €2, Aquest canvi permet reescriure 1’expressié anterior en la forma

detV=[[ € -¢= [ &€ -¢v)

0<i<j<p—1 0<i<j<p-1

iy L2 —ym .p(p=1) p(p=1) C 20—

= H & H (22 sin —(‘72 ) =4 2 272 H sin —(‘72 ) ,
0<i<j<p—1  0<i<j<p-1 p 0<i<j<p—1 p

2
ja que Z (j+1) =2p (?) és un nombre enter multiple de 2p i, per tant,
0<i<j<p—1

H gt = §2p(p771)2 = 1. A més a més, com abans, per a tots els valors de la
0<i<j<p—1

M>O,perqué()<M<7r.

2p 2p
, amb el signe

parella (i,7) que considerem, tenim que sin

. . . , . (=1 p
Aixi, obtenim que el determinant de V' admet I'expressié det V = i pg

positiu.

D’altra banda, el determinant de la matriu V' és el producte dels seus valors propis; és
p

a dir, Hvk = \/]_97#(—\/]_7)”7 (iv/P)™ (—iy/p)™ =i +™" =™ p%_ Si ara comparem els
k=1
. . o __plp=1

dos valors del determinant, obtenim la relacié 2n~ +m* —m™ = — (mod 4).
: _ Co o _p+l1
Finalment, per a p = 1 (mod 4), els fets que siguin m™ = m~ in™ +n~ = 5
impliquen que n* —n~ = 1 (mod 4) i, per tant, que n* —n~ =11 S(p) = /p. 1,
-1
analogament, per a p = —1 (mod 4), els fets que siguin n™ =n~ i mt +m~ = pT’

impliquen que també m* —m~ =1 (mod 4) i, per tant, que m* —m~ =11 S(p) = i,/p.
[l



Capitol 16

Aplicacions a la conjectura de
Fermat

En el capitol 8 hem demostrat el primer cas de la conjectura de Fermat per a exponents
regulars (cf. 8.5.3). En aquest capitol, i com a aplicacié d’alguns dels resultats que s’han
demostrat en els anteriors, i d’alguns de nous que demostrarem en aquest mateix, es tracta
de fer la prova del segon cas de la conjectura de Fermat per a exponents primers regulars.
D’aquesta manera, la conjectura de Fermat restara provada per a tot exponent n > 2
divisible per algun primer regular.

16.1 Factors del nombre de classes d’un cos cicloto-
mic

Abans de provar el segon cas del teorema de Fermat per a exponents regulars, donarem
algun criteri per a decidir quan un cert nombre primer senar p és un primer regular. I
per a aixo, cal estudiar una certa descomposicié del nombre de classes d’ideals de I’anell
dels enters del cos ciclotomic de les arrels p-esimes de la unitat.

A partir d’aquest moment, i si no es diu res en contra, p denotara un nombre primer
senar, ¢ := (, una arrel primitiva p-esima de la unitat, K := Q(() el cos ciclotomic de les
arrels p-esimes de la unitat, A := Z[(] I'anell dels enters de K, i h, el nombre de classes
d’ideals de A. Com és habitual, escriurem K+ = Q(¢)" := Q(¢ + ('), el subcos real
maximal de K, A™ I'anell dels enters de K, i 2} el nombre de classes d’ideals de A*. El

primer resultat que demostrarem, més general que per a arrels p-esimes, és el segiient.

Lema 16.1.1. Siguin n > 3 un enter qualsevol i (, una arrel primitiva n-ésima de la
unitat. L’anell dels enters del cos Q(¢,)" = Q(Cn + ¢, 1) és Uanell Z[¢, + ¢

DEMOSTRACIO: Ja sabem que l'anell dels enters de Q((,) és Z[(,] (cf. el teorema 3.9.9);

per tant, les potencies 1,¢,, (3, ..., e~ formen una Z-base de Z[¢,). Aprofitarem

aquest fet per a deduir el resultat que desitgem. Clarament, com que ¢, + ;' és un

enter algebraic de Q(¢,)™, anell dels enters d’aquest cos conté Z[(, + (;]; es tracta de

veure la inclusié contraria. Suposem que a € Q((,)" és un enter algebraic; aleshores,
k

existeixen nombres ag, ai,...,ar € Q, 0 < k < @ — 1, tals que a = Z a;(Co + Y,
j=0

261
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ja que [Q(¢,)T : Q] = @ Restem els sumands tals que a; € Z, que sén elements de

Z[C + ¢ 1; volem veure que, per al nou «, és a; = 0, per a tot index j. Si no fos aixi,

podriem suposar que k > 0 i que a, # 0; si multipliquem la igualtat de més amunt per ¢,
2k

obtenim una igualtat de la forma Cﬁa = Z b\, on els coeficients b; sén combinacions
i=0

lineals, de coeficients enters, dels nombres a;; i, en particular, by, = ag. Ara bé, (Fa és un

enter algebraic i pertany al cos ciclotomic Q((,), de manera que és un element de Z[(,];

com que 2k < p(n) —2 < ¢(n) — 1, i les potencies 1, (,, (2, ... L 2™M=1 6n una Z-base

de Z[(,), tots els nombres b; han de ser enters. En particular, a; € Z, contrariament a la

suposicié que haviem fet. Aixo prova el resultat. [

Hem vist en el capitol anterior (cf.la proposicié 15.5.1) que la funcié zeta de Dedekind
associada al cos quadratic de discriminant D es pot escriure, en el semipla R(s) > 1, en la
forma (o /p)(s) = C(s)L(Xp: $), on xp és el caracter de Kronecker associat a D; si tenim
en compte que ((s) és la funcié L associada al caracter trivial, la funcié zeta de Dedekind
és producte de funcions L associades a caracters primitius. Un resultat semblant també
ha estat provat per al cos de les arrels 2m-esimes de la unitat; la funcié zeta és el producte
de les funcions L associades a tots els caracters de Dirichlet primitius de conductor divisor
de 2m (cf. el teorema 15.6.1). Aquest resultat no és anecdotic, ni de bon tros; de fet, és
valid per a totes les extensions abelianes de Q. Encara que no ho provarem en general, si
que ho farem en el cas del cos K. Concretament, demostrarem el resultat segiient.

Proposicié 16.1.2. Siguin p un nombre primer senar, K := Q(u,) el cos de les arrels
p-esimes de la unitat, i KT := Q(u,)" el subcos real mazimal de K. Aleshores, en el
semipla R(s) > 1 se satisfa la igualtat (x+(s) = ((s) H L(x, s).

XEG(p), x parell i primitiu

DEMOSTRACIO: Comencem per observar que el caracter de Teichmiiller (ciclotomic) de
K és, per definicid, I'isomorfisme de grups abelians w : Gal (K|Q) — G(p) = F," que
assigna a cada automorfisme o € Gal (K|Q) I'element w(o) € G(p) tal que o(¢) = ¢¥@),
per a tota arrel primitiva p-esima de la unitat, (. Considerem la successio exacta de grups
de Galois

1 — Gal (K|K") — Gal(K|Q) — Gal (K7|Q) — 1.

La conjugacié complexa, donada per ¢(¢) := ¢}, és I'tinic element d’ordre 2 de Gal (K|Q),
ja que aquest grup és ciclic, i genera Gal (K|K™). Per tant, si identifiquem Gal (K|Q)
amb el grup G(p) dels elements invertibles de Z/pZ, la conjugacié complexa c s’identifica
amb l'element —1 € G(p). Amb aquesta identificacid, la successié exacta de grups de
Galois es pot escriure en la forma

1 — {£1} — G(p) — G(p)/{£l} — L

En dualitzar, el grup de Galois Gal (K1|Q) correspon al subgrup format pels caracters
x € Gal(K|Q) tals que x(c) = 1; és a dir, el grup de caracters y € G(p) tals que
x(—1) = 1; o sigui, el grup dels caracters parells de Dirichlet definits modul p. Observem
que, via aquesta identificacié entre els grups de Galois i els grups de caracters, KT és el
subcos de K fix per la interseccié de tots els nuclis dels caracters parells.

Calculem, ara, la funcié zeta de Dirichlet del cos K. Analogament a com hem fet en el
cas dels cossos quadratics o ciclotomics, utilitzarem la descomposicio en producte d’Euler
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de la funci6 zeta en el semipla R(s) > 1. Podem escriure el factor d’Euler que correspon

a un nombre primer £ # p en la forma E,(s, K') := H(l — Nt = (1 — ¢75Fe)y9e,
ile

on f; és el grau residual de cada un dels ideals primers [ de A* que divideixen (A, i g, el

nombre d’aquests ideals primers.

Siguin G el subgrup del grup de caracters parells de G(p) format per tots els caracters
de Dirichlet (parells) x : G(p) — C* tals que x(¢) # 0, i H el subgrup de G format pels
caracters x tals que x(¢) = 1. Com que ¢ # p, aleshores ¢ no ramifica en K i se satisfa
que el grup G coincideix amb tot el grup de caracters parells; en efecte, si x és un caracter
qualsevol de G(p), aleshores x(¢) # 0 ja que ¢ no divideix el conductor de y, que només
pot ser 1 o p. D’altra banda, 'ordre del grup H és el nombre d’ideals primers diferents
en AT que divideixen /.

Per a veure aix0, comencem per observar que el caracter de Teichmiiller identifica
I’automorfisme de Frobenius associat a un primer [ de A que divideix ¢ amb ’element
¢ € G(p); en efecte, 'automorfisme de Frobenius F; esta definit univocament per la
condicié que Fi(b) — b° € [, per a tot element b € A; en particular, se satisfa la condicié
que Fi(¢) — ¢* € I; perd tot automorfisme de K envia ¢ a una potencia de ¢, de manera
que existeix un nombre enter k, definit modul p, tal que F(¢) = ¢¥; ara, dels fets que
¢F— (¢t el que l #p,ique ¢ és un element invertible de A, s’obté que k = ¢ (mod p),
de manera que F; és 'automorfisme definit per la condicié que w(Fj) = ¢; és a dir, F;

s’identifica amb ¢ en G(p).

D’altra banda, ’automorfisme de Frobenius de Fj restringeix a ’automorfisme de Fro-
benius de la contraccié de [ a AT, de manera que per a tot ideal primer [ de A*, la
identificacié de Gal (K|Q) amb el grup dels caracter parells de G(p) transforma l'auto-
morfisme de Frobenius associat a [ en 'element ¢ de G(p). En conseqiiencia, dir que un
caracter actua trivialment sobre £ equival a dir que actua trivialment sobre I’automorfisme
de Frobenius associat a ¢. Per tant, H és el grup de caracters de Gal (K|Q) que actuen
trivialment sobre I'automorfisme de Frobenius associat a ¢; si es vol, H és 'ortogonal en
G(p) del subgrup generat per 'automorfisme de Frobenius associat a ¢. Dit d’una altra
manera, el cos fix per la interseccié dels nuclis dels caracters de H és el cos de descom-
posicié de ¢, en virtut de la caracteritzacié dels ideals que descomponen completament
en una extensié com aquells que tenen automorfisme de Frobenius trivial (cf. el corol-lari
5.5.5). Per tant, H té ordre exactament el nombre d’ideals primers que divideixen ¢, ja
que aquest és el grau sobre Q del cos de descomposicié de /.

Aquestes consideracions ens permeten escriure d’una altra manera el factor d’Euler
(1—¢=s/¢)=9:. En efecte, quan y recorre un sistema de representants de les classes laterals
de G modul H, x(f) recorre totes les arrels fy-esimes de la unitat una vegada, i només
una, ja que el quocient G/H és un grup ciclic d’ordre fy, isomorf al quocient entre el grup
de descomposicié i el grup d’inercia de qualsevol ideal primer [ que divideix ¢. Per tant,
el producte H (1 — x(£)¢~*)"! coincideix amb el factor d’Euler (1 — ¢=5f¢)=9,

XEG(p), x, parell

A més a més, com que p és totalment ramificat, el factor d’Euler H(l —N(p)~*) ! és
plp

exactament el factor (1—p~*)7!, ja que només hi ha un ideal primer que divideix p i és de

grau residual 1; d’altra banda, tots els caracters que considerem, llevat del caracter trivial,

s’anul-len en p, ja que el conductor és un divisor de p, de manera que el producte dels
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factors (1 — x(p)p~*)~! és el factor (1 —p~*)~! que correspon al caracter trivial. Per tant,

en el semipla R(s) > 1, se satisfa la igualtat (x+(s) = ((s) H L(x, s),
XEG(p), x parell i primitiu

que voliem provar; només cal tenir en compte que ((s) és la funcié L associada al caracter

trivial. [J

Aquest resultat ens permet obtenir una férmula analitica per al nombre de classes
d’ideals de A*. En efecte, analogament als casos dels cossos quadratics o ciclotomics,
obtenim la formula segiient.

Corollari 16.1.3. Siguin p un nombre primer senar, ( una arrel primitiva p-ésima de
la unitat, K+ := Q(¢ + ¢7Y), AT Uanell dels enters de K, AT el discriminant de AT,
R; el requlador, 1 h; el nombre de classes d’ideals. Aleshores,

p-1
273 h;’R;

b _ Lix.1). O
o 11 (x,1)

X€G (), x#x1,x parell

Podem comparar aquesta formula amb la que hem obtingut per al cos ciclotomic Q(()
(cf. el corol-lari 15.6.2):

om) 5 h, R
QTEP - I v
p| p‘ XEG(p), x#X1

Per a fer aquesta comparacié més precisa, convé calcular el quocient R—i i els discrimi-

p
nants. De fet, no costa gens, si tenim en compte que el discriminant de A 3_% ha estat
calculat com A, = (—1)"z pP~2 (cf. el corollari 3.9.10), deduir que AF = p"z . Daltra

banda, la relacio entre els reguladors és donada pel resultat segiient.

Proposicié 16.1.4. Amb les mateizes notacions, se satisfa la igualtat R, = ZPT%R;{.

DEMOSTRACIO: El rang de la part lliure dels grups de les unitats de A i de AT és el

.. p , , . . .
mateix i val ; a més a més, podem elegir un sistema fonamental d’unitats de A

format per unitats de AT, de manera que aquestes unitats també formen un sistema
fonamental d’unitats de AT. D’aquesta manera, només cal comparar els determinants

que tenen entrades e; log|o;(g;)|, 1 < i,5 < - , on o; son les diferents immersions reals

o representants de les parelles d’immersions complexes conjugades no reals, i e; = 1,2,
segons que o; sigui real o no. Ara bé, cada una de les immersions de KT és real, i cada
una doéna lloc a dues immersions complexes conjugades no reals de K, de manera que els
dos determinants coincideixen llevat d’un factor 2%3, que és el producte dels factors e;.
Aix0 acaba la prova. [J

Definicié 16.1.5. S’anomena primer factor del nombre de classes h, de K, el nombre de

h
classes h” de K. El quocient, h, := h—i s’anomena el segon factor.
P
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16.2 Calcul del segon factor del nombre de classes

En aquesta secci6 es tracta de donar una expressié per al calcul del segon factor del nombre

de classes d’ideals de 'anell dels enters dels cossos ciclotomics de les arrels p-esimes de

la unitat, p primer senar. De fet, hem definit &, com el quocient entre els nombres de
. + N . N 7 . J— — ’

classes h, 1 h;, perd aixo només garanteix que h, € Q. De fet, h; és un nombre enter

positiu i es tracta de donar-ne una expressié adient per a obtenir-ne alguna conseqiiencia.

Comencem per calcular els valors en s = 1 de les funcions L associades als caracters
de G(p). Per a aixo, observem que G(p) és ciclic i generat pel caracter de Teichmiiller
w : Gal (K|Q) — G(p), definit per o(¢) = ¢“@). De fet, aixd és aixi a partir de la iden-
tificacié de G((p) amb Gal (K |Q) que proporciona aquest mateix caracter i la identificacié
de G(p) amb el grup de les arrels (p — 1)-esimes de la unitat de C.

Observem, també, que el caracter de Teichmiiller és de conductor p i és senar, de
manera que podem escriure G(p) = {w,w?,...,wP ' =W}, que, peral <k <p—2, w*
és de conductor p, i que w* és parell si, i només si, k és parell. Amb aquestes notacions,
podem reescriure les férmules dels nombres de classes de K i de K en la forma

2t 2R *
QPIA |2 IR

k=0

Se satisfan les propietats segiients.

Lema 16.2.1. Siguin w*, 0 < k <p — 2, els caracters de G(p). Aleshores:

p—2 E
a) |AP‘ :wak; ’A}Jor’ :wa%;
k=0 k=0

p—2 %
.p—1 1 . 1
b) [Tow" =i 1a,5, @ Jow™) =1af5
k=1 k=1

on g(w*) és la suma de Gauss normalitzada associada al caracter w* i fx el conductor.

Observacié 16.2.2. Les férmules (a) sén les Fihrerdiskriminantenproductformeln, és a
dir, les férmules del producte dels conductors i discriminant.

DEMOSTRACIO: Les dues primeres propietats sén immediates, ja que tots els caracters
no trivials dels productes Son de conductor p, el caracter trivial és de conductor 1, i els
discriminants sén [A,| = pP~2, i [Af] = . Anem, dongcs, a fer I'estudi de les sumes de
Gauss.

Comencem per adonar-nos del fet que, per a 1 < k < p — 1, és whw®P=D=k = ()0

el caracter trivial, de manera que w® =% és l'invers del caracter w*. Per tant, podem

p—2 ? 3
escriure les igualtats Hg(wk) = g(wp%l) H (g(wk)g(w_k)) = g(wp%l) H ‘g(wk)f, ja que
k=1 k=1 =
g(w™*) = Wk (=1)g(w*), i wk(—1) = £1. Per tant, si tenim en compte el valor absolut de
p—2
les sumes de Gauss, obtenim que Hg(wk) =gwz)pz =iz p%pT = z'pTil|Ap|%7 ja
k=1
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que el caracter w2z és 'unic caracter quadratic de Dirichlet modul p, de manera que és el
caracter de Kronecker que correspon al cos quadratic inclos en K; i, per tant, ja coneixem
la seva suma de Gauss. Aixo demostra la primera de les férmules (b).

Per a la darrera férmula, distingim els casos p = £1 (mod 4). Si p = 3 (mod 4),

=3 =3
2 4

aleshores és senar i tenim que Hg(w%) = H (g(w%)g(w%)> = p'T = \A]ﬂ%,
k=1 k=1

per les mateixes raons que abans. I si p =1 (mod 4), aleshores b és parell i podem
=5

H( w%)) = |Af]E. O

Aquestes formules ens permeten obtenir una férmula per al calcul del segon factor del
nombre de classes del cos ciclotomic Q((,). En efecte, podem provar el resultat segiient.

p—3

l\)\»—‘

escriure, analogament, que H g(w?)
k=1

Teorema 16.2.3. Siguin p un nombre primer senar, w el caracter de Teichmiiller de
G(p), i h, el segon factor del nombre de classes d’ideals de l’anell dels enters del cos

p—2
-1
ciclotomic de les arrels p-esimes de la unitat. Aleshores, h, = 2p H (731,@),

k=1, k senar

on By x €s el nombre de Bernoulli generalitzat que correspon al caracter wk.

DEMOSTRACIO: Les férmules dels nombres de classes que hem provat més amunt ens
permeten escriure immediatament el quocient:

hy 20 2T R A Al =
hy = h_i -2 f|12 T II zZetn= up| p‘j = [ et
p 2’AP ’2 (271') 2 RP k=1, k senar w2 ‘A;r‘ 2272 k=1, k senar

en virtut de la relacié entre els reguladors. D’altra banda, el calcul de les funcions L
associades a caracters de Dirichlet en el punt s = 1 ens permet escriure les noves igualtats

_ p|Ap|% ooom k
hy = == L lor3 H —g(w )Bl,ﬁ
™ 2 ’Ap ’22 2 k=1, k senar
1 p—1 .p—1 p—2 p—2
p|A |2 T 2 9 2
p—1 f; p=3  p1L H g(w") H By
™2 ’Ap ’22 2 b= k=1, k senar k=1, k senar

p=3
_ ’A ‘22 b z 2k\—1 = B
’A+’22 p 1 Hg Eg(w ) H 17w7k

k=1, k senar

e e Y i
1

CAfE2TEp |

1,wk

k=1, k senar
p—1 p—2

_p(=1) B _

o p=3 1wk

272

k=1, k senar

p—2 1
= 2p H (7317“),6) 5

k=1, k senar
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en virtut del lema anterior. Finalment, només cal fer notar que el caracter w* és el caracter
wF =wPDF i que k i (p — 1) — k s6n alhora parells o senars, de manera que el darrer
producte és el de 'enunciat. [J

Aquesta expressié per al nombre h; ens permet demostrar elementalment que aquest
nombre és enter, sense utilitzar resultats de teoria de cossos de classes.

Proposici6 16.2.4. El segon factor, h,, del nombre de classes hy, és enter.

DEMOSTRACIO: Com que el primer factor és el nombre de classes del cos K, el quocient
h- és un nombre racional positiu. D’altra banda, si tenim en compte la férmula ante-

p
p—1
rior i I'expressio dels nombres generalitzats de Bernoulli, By ,x = — Zwk (a)a, obtenim
a=1
p—2 1 p—1 1 p—2 p—1
expressié h, = 2p P wF(a)a = = H Zwk(a)a, per al segon
k=1, k senar p a=1 (2]9) 2 k=1, k senar a=1

factor.

Com que w és un caracter del grup G(p), els seus valors no nuls sén arrels (p— 1)-esimes
p—1

de la unitat, de manera que les sumes g wF(a)a sém elements del cos ciclotomic Q(6),
a=1

on 6 és una arrel primitiva (p — 1)-esima de la unitat; no només aixo, siné que els valors

son enters algebraics d’aquest cos. Per tant, per a demostrar el resultat que volem, és

p—2 p—1
suficient veure que el producte H Z w¥(a)a és divisible per (2]))%,

k=1, k senar a=1

Triem un representant qualsevol g € Z d’un generador de G(p) i sigui 6 = w(g);
p—1 p—2 p—2

d’aquesta manera, podem escriure que Fj, := Zwk(a)a = Zwk(gj)gj = Zejkgj, on
a=1 =0 =0

g; € Z és el representant de ¢’ elegit en el conjunt {1,2,...,p — 1}. Se satisfa la relacié

p_ly g i j, p-1 . p—1
g1y T 9, =97 YMrg =¢(gz +1)=0 (mod p), jaque g 2 = —1 (mod p). Per
definicié dels g;, obtenim la igualtat gr-1y;+g; = p; com que p és senar, també gr-1y; =9

és senar. D’altra banda, o' = —1, ja que # és una arrel primitiva (p — 1)-esima de la
unitat, de manera que, a I'anell dels enters de Q(0) i per a k senar, podem escriure que

p—3 p—3 p—3

Fe= 3 (#5407 Mg ) =3 (07— 9325) 09 = 309 (mod 2),

=0

M‘
N‘

<
Il
o

<
Il
o

de manera que, en sumar la série geometrica i multiplicar per 1 — 6%, s’obté la nova relacié

(1—0%)F, =0 (mod 2). Per tant, si multipliquem els factors per a 1 < k < p—2, k senar,
p—2

obtenim la nova relaci6 H (1-6"F, =0 (mod 2%1). Ara, en tenir en compte que

k=1, k senar

e Xr1_1
se satisfa la igualtat de polinomis H(X — 0% = ~ 1 = I+ X+ -+ XP2 i
k=1
p—2

substituir X per 1, obtenim la relacié H(l — 0" =p—1.
k=1
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N p T L <. . .
Analogament, com que 6% és una arrel primitiva -esima de la unitat, obtenim la

p—2

p—3
2

igualtat H(l — 6% = p—, de manera que H (1 — %) = 2: i, en conseqiiencia,
k=1

2
k=1, k senar
p—2
. , e p=3 .
obtenim que H Fy. és divisible per 272 . Resta veure que aquest mateix producte
k=1, k senar

és divisible per ppT_B.

Per a aix0, prenem g € Z de manera que g’ ' # 1 (mod p?), cosa que es pot fer, si

cal, canviant g per g + p. D’aquesta manera ens assegurem que la valoracié p-adica de
p—2
gP~! — 1 sigui exactament 1. Ara bé, de la relacié H(l —0%g) =1 — g*~!, obtenim que

k=0
la valoracié p-adica del producte és exactament 1. D’altra banda, podem escriure que

[\

p—2 p—
(1—0"g)F = (1—-06%g) > /6" = (1—0%) ) (90"
=0

=0

<.

1 — (g6

et (0" )P ' =1-¢g""=0 (mod p),

= (1—0"%)

en sumar la série geometrica. Per tant, cada un dels factors Fj (1 — gf*) és divisible per p,
p—2
de manera que el producte H F,(1—g0%) és divisible per pp%l. Com que el producte
k=1, k senar
dels factors (1 — gf*) és divisible, com a maxim, per p, ja que només multipliquem els
factors que corresponen a k senar, obtenim que el producte dels factors Fy és divisible per
pL?, com calia demostrar. [

16.3 El regulador p-adic

Ens cal parlar del regulador p-adic en el cas del cos K. Per tant, anem a procedir a la
seva introduccio.
Recordem que si €1, ...,ep-3 és una Z-base del grup de les unitats de A* modul +1,
2
hem definit el regulador de K+ com el valor absolut del determinant que té entrades

log |oi(g;)], pera 1 <i,j < b , on 0; sén les diferents immersions reals de K.

Observem que les imatges per les immersions o; de les unitats €; son elements al-
gebraics; per tant, si prenem una immersié de Q en C,, podem considerar-los com a
elements de C,. En particular, i com que cada un dels elements o;(g;) és no nul, po-
dem prendre també logaritmes p-adics i formar la matriu de coeficients log,(os(¢;)), per

p—1 p—3

al << i1 <5< — Analogament com hem vist que els menors d’ordre

——— de la matriu real son iguals, es demostra que els de la matriu p-adica també sén

iguals: per a demostrar-ho només hem fet un calcul formal sobre les files i columnes d’un
determinant (cf.la proposicié 15.2.1).
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Aquest procés es pot fer per a qualsevol sistema de p unitats €; que siguin lineal-

ment independents, i no cal que siguin una Z-base del grup de les unitats modul torsio.

Qualsevol dels menors d’ordre d de la matriu defineix un element de C,, indepen-

dent del menor, que es denota per R,({¢,};) i s’anomena el regulador p-adic del sistema
{e;};; quan aquest sistema és una base, s’anomena el regulador p-adic de K, i esta de-
finit a menys d’un factor +1. En efecte, disposem del resultat segiient que relaciona els
reguladors de dos sistemes linealment independents d’unitats.

Lema 16.3.1. Sigui {n;}; el sistema d’unitats donat (multiplicativament) a partir de
{e;}; per una matriu (a; ;) de coeficients enters. Llavors, R,({n;};) = det(a;;)R,({c;};)-

DEMOSTRACIO: Efectivament, la matriu (a; ;) és, aleshores, la matriu que expressa els
vectors (additius) formats pels logaritmes p-adics dels elements 7); com a combinacié lineal
dels vectors formats pels logaritmes dels elements €;; per tant, estem només en una situacié
de canvi de base. [

Observacié 16.3.2. En particular, el valor absolut (real) del determinant de la matriu
(a; ;) és 'index del subgrup generat pels elements 7); en el grup generat pels elements ¢;.
Aquest fet s'usara més endavant.

Lema 16.3.3. Sigui &1 una unitat de A™. Suposem que existeiz un nombre enter a € Z
tal que 1 = a (mod pA*). Aleshores, log,(e1) = 0 (mod pAY), on Af és lanell dels
enters de la complecid de AT en ["inic ideal primer de AT que divideiz p.

DEMOSTRACIO: Com que ag;' = 1 (mod pA}l), el valor absolut p-adic de la diferencia

ae;* — 1 és menor o igual que pfp%l, de manera que logp(asl_l) =0 (mod pAY); és a dir,
log,(e1) = log,(a) (mod pA}). Si prenem normes, de la igualtat N(¢) = 1 obtenim que

p—1 2
+1 = N(a) = a"z (mod pAf), ilog,(e1) = log,(a) = log,(+1) = 0 (mod pA}),

p—1
com voliem demostrar. [J
Lema 16.3.4. Sigui €1y vy Epz8 UM sistema linealment independent d’unitats de A™.
Suposem que existeiz a € Z tal que & = a (mod pAf). Posem B := Z—)logp(el),
-3
B; = log,(c;), per a2 < j < p 5 zﬁp%l = 1. Aleshores,
—1 det(o;(3;
det(ou(6)) = Lo Ry({e5),), detlotB)l <1, enc,
2p A2
K+

DEMOSTRACIO: En primer lloc, observem que si € K, la complecié de K™ en I'ideal
primer que divideix p, aleshores log,(z) € A, en virtut de I'extensi6 del logaritme p-

adic a tot C,. D’altra banda, per a 2 < j < b , és B € A;r, i el lema anterior

ens permet assegurar que [, € A;. Per tant, podem considerar el A;—m(‘)dul generat
. -1 L. . L
pels elements §;, 1 < j < ZOT Sigui v, ..., ap1 una Zy-base de AF; existeix una
2

p—1
2

matriu (a; ;) d’elements a;; € Z, de manera que 3; = Zakﬁjak. Com que a;; € Z,,
k=1
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=

per a cada automorfisme de K\ sobre Q,, o;, resulta que o;(3;) = Zakﬁjai(ak). Per
k=1

tant, també que det(o;(5;)) = det(a ;) det(o;(cy)). Ara bé, el discriminant de l'extensio

AF|Z,, coincideix amb el de I'extensié A¥|Z i és exactament el quadrat del determinant

1
det(o;(a)); per tant, obtenim que |A7.. |, = |det(o;(ay))|,- D’altra banda, el calcul del
regulador a partir de la matriu dels logaritmes orlada amb una fila de coeficients 1, ens
—1 -1
ensenya que det(o;(3;)) = pQ—Rp({aj}j), ja que el grau de K sobre Q, és P Aixo
P
demostra la primera propietat.

Per a acabar, només cal tenir en compte que p — 1 no és divisible per p, de manera
det(o:(5;)) | _ ' det(0:(5;))
e : =
AL, [det(er (e,

prova. [

= |det(a;;)|, <1, ja que a;; € Z,. 1 aix0 acaba la
p

p

Per a acabar aquesta seccid, enunciarem la férmula p-adica del nombre de classes del
cos K*. De fet, igual que el regulador p-adic, aquesta féormula és més general, perd
només la utilitzarem en aquest cas. No en donarem la demostracio, que es pot seguir, per
exemple, en [Wa 82, thm. 5.24, i §8.2] i fa us de les unitats ciclotomiques.

Afirmacié 16.3.5 (férmula p-adica del nombre de classes). Sigui p un nombre primer

2" W R (K p3
senar. Aleshores, se satisfa la igualtat a oBy) = H Ly(w® 1), on w és el
AIQ(+ k=1, k parell

caracter de Teichmiiller i R,(K™) el regulador p-adic de K.

16.4 El criteri de regularitat de Kummer

Recordem que un nombre primer senar p s’anomena regular quan p no divideix el nombre
de classes d’ideals del cos ciclotomic de les arrels p-esimes de la unitat. D’altra banda,
hem provat que si p és un primer regular, aleshores el primer cas del teorema de Fermat
és cert (cf. el teorema 8.5.3). En aquesta seccié es tracta de donar un criteri per a saber
quan un nombre primer senar és regular. Comencem per establir el resultat segiient.

Proposicié 16.4.1. Sigui p un nombre primer senar qualsevol. Aleshores, en Uanell Z,
= —-1B
dels nombres enters p-adics, se satisfa la congruencia h, = 72—2]6 (mod pZ,).

k=1

p—2
, -1 ,
DEMOSTRACIO: Hem provat (cf. 16.2.3) que h, = 2p H (731#;@), on w és el
k=1, k senar
caracter de Teichmiiller de G(p) i B;,» el nombre generalitzat de Bernoulli associat al
caracter w*. El calcul d’aquests nombres (cf. 14.4.7) ens permet escriure les igualtats

18-
By -2 = By 1 = — E aw*(a); i com que aw'(a) = 1 (mod pZ,), obtenim la con-
pa*l

~1 p1
gruencia 2p (TB]_’(UP—Q) =— Z aw '(a) = —(p—1) =1 (mod pZ,). I les congruéncies

a=1
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p—4 p—4
By1 .
de Kummer (cf. 14.6.2), proven que By = mod pZ,), ja que
( ) g ! k:lll;ls:enar e k:ll;[enark+1 ( g p) e

p — 1 no divideix cap dels nombres k£ + 1 que apareixen en el producte. El resultat es
dedueix immediatament per multiplicacid, tenint en compte que 2 és invertible en Z,. U

Com a conseqiiencia immediata d’aquest resultat, obtenim una forma feble del criteri
de regularitat de Kummer.

Corollari 16.4.2. Sigui p > 3 un nombre primer senar. Condicio necessaria i suficient
perque p no divideiri el segon factor, h,, del nombre de classes de Q(¢) és que p no

divideixi el numerador de cap dels nombres de Bernoulli By, per a2 < k < p—3, k parell.
O

El criteri de regularitat de Kummer afirma que aquesta condicié sobre els nombres de
Bernoulli és suficient perque p sigui regular. Per a aixo, és suficient demostrar el resultat
segiient.

,» aleshores p

Proposicié 16.4.3. Sigui p un nombre primer senar. Si p no divideix h
tampoc no divideiz h .

DEMOSTRACIO: Farem servir la férmula p-adica per al nombre de classes del cos K.

R, (K™
Una petita modificacié de la prova del lema 16.3.4 ens ensenya que # < 1.

I <
Ary )
Només cal canviar el sistema {e;}; per un sistema fonamental d’unitats, i substituir 5;
N )
er log (e1), de manera que no calgui la hipotesi restrictiva sobre €.
p (1), q p

Suposem que p|ht; cal veure que plh,. La férmula p-adica del nombre de classes

ens permet assegurar que existeix un enter parell k, 2 < k < p — 3, tal que p divideix
L,(w*,1). Ara bé, com que el conductor de w* és p i pq no divideix p, el corol-lari anterior
a les congruéncies de Kummer (cf.14.6.1) diu que L,(w", 1) = L,(w*,0) (mod pZ,).
D’altra banda, la interpolacié p-adica de la funcié L de Dirichlet associada al caracter
w" proporciona, en particular, que L,(w*,0) = —(1 — w*71(p)) By t-1 = —Bj ui-1, ja que
wF=1 és de conductor p. Per tant, obtenim que By k-1 és divisible per p en Z, per a algun

B
exponent k — 1 senar. Pero ja hem observat que By i1 = ?k (mod p), de manera que p
p—3
2 —1 By,

divideix el producte H 5 or = h, (mod pZ,), com voliem demostrar. [J
k=1

Per a acabar aquesta seccié, donarem un resultat que farem servir per a la demostracié
del lema de Kummer.

Corollari 16.4.4. Sigui p un primer reqular. Si k és un enter parell no divisible per
p— 1, aleshores L,(w*,1) # 0 (mod p). En particular, L,(w", 1) # 0.
DEMOSTRACIO: De nou per les propietats de la interpolacié p-adica de la funcié L asso-
ciada a w* (cf. 14.5.1), i si tenim en compte que k no és divisible per p — 1, de manera
B
que podem utilitzar la congruencia By -1 = ?k (mod p) (cf.14.6.3), resulta que podem
B
escriure que Ly(w® 1) = L,(w* 1 — k) = —(1 — PFHEEX (mod pZ,). Pero els nombres

de Bernoulli associats al caracter trivial sén els nombres de Bernoulli ordinaris, de manera
que el resultat queda provat, ja que p no divideix By perque p és regular. [
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16.5 El lema de Kummer

L’objectiu d’aquesta seccid és de proveir del resultat més fort que es fa servir en la prova
del segon cas del teorema de Fermat per a exponents regulars. Concretament, es tracta
de demostrar el teorema segiient.

Teorema 16.5.1 (Lema de Kummer). Siguin p un nombre primer, ¢ una arrel primitiva
p-ésima de la unitat, K := Q(C), A := Z[C] Uanell dels enters, i ¢ € A*, un element
invertible. Suposem que p és reqular i que € difereix d’un enter en un element de pA.
Aleshores, € és la poténcia p-ésima d’una unitat de A.

DEMOSTRACIO: El primer pas de la prova consisteix a demostrar que € és una unitat
real; és a dir, una unitat de 'anell dels enters de Kt := Q(¢)". En efecte, ja sabem que
tota unitat de A es pot escriure en la forma ¢ = £¢*¢;, amb 0 < k < p—11i &; una unitat
de AT. Ara bé, també sabem que AT = Z[¢ + (~!], de manera que tot element de A"
satisfa una congruencia de la forma ey = a (mod p™), per a un cert nombre enter a € Z,
on p* designa 1'inic ideal primer de A" que divideix pZ.
En efecte, p™ esta generat per I'element (1 — ¢)(1 — (1) =2 — (¢ +¢71), de manera
p=3
que podem substituir ¢ + ¢! per 2 en l'expressié e, = Zbk(C + Q_l)k, b, € Z, a
k=0

p—3
2

fi d’obtenir la congruencia ; = Zkak =: a; € Z (mod p*). D’altra banda, també
k=0

podem escriure que ¢¥ = (1 — (1 = )" = 1 — k(1 — ¢) (mod (1 — ¢)?), de manera
que, a partir de la congruencia €; = a; (mod p*), i per multiplicacié, obtenim que se
satisfa la nova congruéncia e = £("e; = £(1 — k(1 — ¢))a; (mod (1 — ¢)?), en A. Per
hipotesi, existeix a € Z tal que € = a (mod pA); com que pA = (1 — ()P~ A, obtenim que
a=+(1-k(1-¢))a (mod (1 —¢)?), de manera que k = 0 (mod (1 —¢)) en A; com
que k € Z, aixd fa que k sigui divisible per p i ¢*¥ = 1, de manera que € = 4, € AT* i,
per tant, € és real.

Suposem, ara, que € no és una potencia p-esima en A. Recordem que el rang del grup

de les unitats de A" és P—

de manera que el grup generat per —1,¢,e9,...,p-3 és un subgrup d’index finit i no
2

, de manera que podem trobar unitats e,,...,6p3 € AT
2

divisible per p del grup de les unitats de A™; en efecte, n’hi ha prou d’expressar ¢ en una
Z-base del grup de les unitats i adonar-se que algun dels exponents no és divisible per p,
de manera que es pot canviar aquell element de la base per € per a obtenir el que s’acaba
d’enunciar. En particular, com que I'index del subgrup generat per aquestes unitats en el
grup de totes les unitats de K+ modul torsié no és divisible per p, el valor absolut p-adic
del regulador de Kt coincideix amb el valor absolut p-adic del sistema {e,es,...,¢ b3 }.

D’altra banda, i per hipotesi, log,(¢) = 0 (mod pA}), de manera que podem aplicar

R, (KT
el lema 16.3.4; obtenim que # < |p|, < 1, de manera que el nombre p-adic
2
Kt p

p—3
272 hiR,(K™)
1
AZ,

és divisible per p. Si ara apliquem la férmula p-adica del nombre de
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p—3
classes (cf.16.3.5), obtenim que el producte H L,(w", 1) és divisible per p, i aixd
k=1, k parell
contradiu el darrer corol-lari de la secci6 anterior. Per tant, ¢ ha de ser una potencia
p-esima d’una unitat de K, com voliem demostrar. [

16.6 El segon cas del teorema de Fermat per a expo-
nents regulars

El punt final d’aquest curs és la prova del segon cas del teorema de Fermat per a exponents
regulars. Recordem que, en el capitol 8, hem anomenat aixi un enunciat que ara precisem
per al cas d’exponent un nombre primer regular.

Teorema 16.6.1 (Kummer). Sigui p un nombre primer senar. Suposem que p no divideix
el nombre de classes d’ideals, hy,, de l’anell dels enters del cos ciclotomic de les arrels p-
estmes de la unitat. Llavors, l'equacio diofantina xP + y? = 2P no té solucions enteres
x,y, 2z € 7 tals que

(a) p no divideix el producte xy,
(b) z # 0 és divisible per p, i

(¢) z,y,z son primers entre si.

DEMOSTRACIO: Considerem una arrel primitiva p-ésima de la unitat ¢ := (,, i siguin
K :=Q((), A := Z[(] l'anell dels enters de K, i p := (1 — {)A. Suposem que existeixen
nombres enters x,y, z per als quals se satisfan les condicions (a), (b) i (c), i tals que
P + yP = zP. Podem considerar, llavors, els elements de A definits de la manera segiient:
si v és la valoracio p-adica de z, de manera que zp™" € Z, posem & :=x, n:=y, 0 == zp~",
im:=uv(p—1) €N. Com que pA = (1 — ()P~ A, existeix una unitat u € A* de manera
que p = (1—¢)?"'u € A. Aleshores, en A se satisfa la igualtat & + 7P = w(1 — ()P™6”, on
EndeA m:=vp—1)>p—1>1,w:=u?e A" i1{n,0,1—( sén elements primers
entre si de A.

Pero el resultat segiient, una mica més general, ens ensenya que aixo no pot ser quan
p no divideix h,, 1 aixo acabala prova. [J

Proposicié 16.6.2. Amb les mateizes notacions, i si p no divideix hy,, aleshores ’equacio
& +n" =w(l - e (16.6.1)

no té solucions en A tals que

(a) &, 1,0 € A siguin no divisibles per 1 — (, (i, en particular, no nuls),

(b) meN, m>1,i

(c) we A%
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DEMOSTRACIO: Farem la prova per reduccié a l'absurd a partir del lema de Kummer i
d’un procés de descens. Suposem que l'equaci6 (16.6.1) té alguna solucié per a la qual se
satisfan les condicions (a), (b) i (¢) de I'enunciat, i triem-ne una de manera que m sigui
tant petit com és possible. Podem escriure la igualtat d’elements de A

p—1

w(l = QPmer =&+ 7 = [[ (€ + ¢Fn), (16.6.2)

k=0

igualtat que ens mirarem com a igualtat d’ideals.

Observem, en primer lloc, que p = (1 — ()A divideix aquest producte d’ideals; per
tant, p ha de dividir algun dels ideals (& + ¢*n). Com que 7 no és divisible per p, per a
j # k (mod p), la difereéncia (€ + ¢*n) — (£ + ¢7n) = n¢*(1 — ¢77F) és divisible exactament
per p i, en conseqiiéncia, tots els ideals (£ + ¢*n) sén divisibles per p i només un d’ells
pot ser divisible per poténcies més altes de p. Ara bé, com que els p nombres & + (¥n
sén diferents modul p?, i tots sén nuls modul p, algun d’ells ha de ser divisible per p2. Si
convé, canviem 7 per (*n, i podem suposar que (& +n) és I'inic dels ideals (& + ¢¥n) que
és divisible per p?; i com que tots els altres p — 1 ideals sén divisibles per p, 'exponent m
de la igualtat (16.6.1) ha de ser, obligatoriament, estrictament més gran que 1.

Sigui m I'ideal maxim divisor comu dels ideals £ A, nA; podem escriure igualtats d’ideals
(5 + 77)A = pmp—p-i-lmao’ (5 + Ckn)A = pmayg, 1 S k S p—= 1a

que serveixen de definicié dels ideals ag, per a 0 < k < p — 1. Assegurem que els ideals
ax son primers entre si dos a dos. En efecte, suposem que q és un ideal primer de A que
divideix ay, i a;, per a j # k; aleshores, els ideals (£ + ¢*n)A i (€ + (7n) A serien divisibles
per pmq, de manera que també ho serien els ideals

((€+CFn) = €+ Fn)A=CFn( = IR A =np,
(€+ ) =+ In))A=¢1 - F)A = ¢,

i mq dividiria els ideals €A, nA, contra I’eleccié de m.

Si substituim en (16.6.2) cada ideal (¢ +¢*n), 1 < k < p —1, per pmay i (£ +n) per
p"P P~ Ftlma,, i després simplifiquem els factors p™? dels dos membres de la igualtat que
resulta, obtenim la nova igualtat d’ideals mPapa; ---a,_; = 6P A, de manera que els ideals
ax sén potencies p-esimes d’ideals de A, ja que sén primers entre si i el seu producte és la
poténcia p-esima d’un ideal. Per tant, podem escriure a =: b¥, pera0 < k <p—1, on
by és un cert ideal de A. Dit d’una altra manera, podem escriure igualtats d’ideals

(E+mA=p™ P mb,  (E+FA=pmb), 1<k<p-1
En particular, obtenim expressions en ideals fraccionaris
(€ + CPpP™ ™ = p P HmbY = (€ +n)bYb,", 1<k <p-—1, (16.6.3)

de manera que, per ser p principal, els ideals fraccionaris (bgby*)? també sén principals.

Ara aplicarem la hipotesi que p és un primer regular, és a dir, que p no divideix

Y 9
h,. Com que p no divideix h, i les poténcies p-esimes dels ideals fraccionaris byb L sén
principals, també sén principals els ideals fraccionaris byb, L. per tant, existeixen elements
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ag, B € A, 1 < k < p—1, tals que bkbal = akﬁk_lA; i, com que p és un ideal principal,
podem suposar que cap dels elements ay, B no és divisible per p.

Transformem les igualtats d’ideals (16.6.3) en igualtats numeriques. Podem dir que,
per a 1 < k <p— 1, existeixen elements invertibles wy € A* tals que

(€ + ¢ (L =™ = (& + n) (B ) wp. (16.6.4)

D’altra banda, de la identitat

(1= QPP+ 1+ ) = (L= QP P(E+ (") = (L= O™ P(E+m),

que s’obté en multiplicar per (1 — {)P™~P la identitat obvia

(E+CA+C) —(E+CCn) =C(E+n),

i de les igualtats (4) per a k = 1,2 (que podem usar ja que p — 1 > 2), obtenim una
igualtat

e+ (5) w40 — e () wa = (6 + w1 - o

com que £ + 1 és no nul, i com que w; i 1 4+ ¢ sén unitats de A, podem dividir i obtenim
la igualtat

¢
w1(1+0

%)

(a1 52)P — (110

(042,61)}7 = (]. - C)pm_p(ﬁlﬁg)p. (1665)

Observem que aquesta igualtat en enters de K és de la mateixa forma que en l’enunciat,

llevat d’un factor unitari que acompanya el segon factor, perd que ara m ha estat canviat
)

w1(1+<)

que els enters de A, ayfs, asfy, 512 sén no nuls i no divisibles per p. Cal, doncs, treure
aquesta unitat. Per a aixo usarem el lema de Kummer (16.5.1). De fet, aquest lema

Y2
w1(1 + C)

manera que podrem incloure la seva arrel p-esima en el factor —as5; i haurem acabat.

per m — 1. Si no hi hagués aquesta unitat, — , hauriem arribat a contradiccio, ja

ens permetra deduir que la unitat és la potencia p-esima d’una unitat de A, de

Com que m > 1, i com hem vist més amunt, la igualtat 16.6.5 déna la congruencia

. w2
P _ P = () d pP? = = = —
af — wof3 (mod pP), on « aifa, g, 1wy (1 +0)
és divisible per p, podem trobar un element v € A tal que Sy =1 (mod p?), de manera

que wy = woPPY? = (ay)? (mod pP). Ara bé, com que tot element de A és congru a un
nombre enter modul p, existeixen n € Z, § € A tals que ay = n + 6(1 — (); aleshores,
(ay)? = nP (mod (1—¢)P), de manera que wy = nP (mod p?) in? € Z. En virtut del lema
de Kummer, wy és la potencia p-esima d’una unitat de A, com calia veure per a acabar
la prova. [

. Com que ( no






Apendix A

Taules

A.1 Nombres de Bernoulli

-1 1
La llista segiient ho és d’alguns nombres de Bernoulli. By =1, By = = By = 6
-1
B, = —
1730
1
B — —
67 49
1
By = —
730
5
B = —
10 66
—691
27 9730
7
By = 6
— 3617
167 7510
43867
7 708
174611
Byy= —
20 330
854513
Boo —
22 138
—236364091
By = — o
2730
8553103
Bog = 5
23749461029
BZS -
870
8615841276005
80 14322
., _ — 7709321041217
2 510

277
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2577687858367
BS4 - 6
5. _ —20315271553053477373
36 1919190
2929993913841559
BSS - 6
5. _ —2061082718496449122051
0 13530
5. _ 1520097643918070802691
2= 1806
5 _ —27833260579301024235023
- 690
596451111593912163277961
Bus = 282
. _ —B609403368097817686249127547
8 46410
495057205241079648212477525
B5O - 66
5. _ —801165718135480957347924991853
2 1590
29149963634884862421418123812691
Bsa = 798
—9479392929313226753685415739663229
Bso = 870
84483613348880041862046775994036021
Bss = 354
5 —1215233140483755572040304994079820246041491
60— 56786730
5 12300585434086858541953039857403386151
62 —
6
5. _ —L0G783830147866520886385444979142647942017
64 —
510
1472600022126335654051619428551932342241899101
Bes = 64722
5 _ —T8TT3130858718728141909149208474606244347001
68 —
30
5 1505381347333367003803076567377857208511438160235
70 —
4686
. _ —5827954061660944110438277244641067365282488301844260429
7 140100870
5. _ 34152417289221168014330073731472635186688307783087
T4 —
6
. —24655088825935372707687196040585199904365267828865801
76 —
30
5. _ 414846365575400828295179035549542073492199375372400483487
78 —
3318
5. _ —4603784200479457646935574969019046849794257872751288919656867
80 —

230010



A.2. Polinomis de Bernoulli
A.2 Polinomis de Bernoulli

La llista segiient ho és d’alguns polinomis de Bernoulli.

By(z) =1

Bi(z)=x+ =

By () :x2—x+é

Bs(z) = 2° — gxz + %x

By(x) = 2* — 22% + 2* — %

Bs(z) = 2° — 2:64 + g:c3 %x

Bg(z) = 2° — 32° + gx4 %xQ + %
Bi(x) = 2" — gxﬁ + g$5 gx?’ + ém

14 7 2 1
Bg(ﬂ?) = 338 — 4377 —+ ?.176 — §ZE4 + §x2 — %

9 21 3
Bg(l’) = ZEg — 5378 + 6X7 - El’s + 21'3 - E.T
15 3 )
B — 10_5 9 -v 8_7 6 5 4 2.2 -~
()= T+ x” + 5z 2x+66
11 55 11 5)
Bll(l') = .Tll — ?L’EIO —+ gl’g — 1].1'7 + 11ZE5 — E.ZU?) =+ EZE

Bia(z) = 2% — 66X 4 112" — 3;’:# 4 222°% — %x‘l + 5a?

_ 691
2730

279
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Index terminologic

p-grup, 95
index

de ramificacio, 36, 96
algebra

de quaternions, 161

Abel, 194
abscissa
de convergencia, 195
de convergencia absoluta, 188
accié
continua, 57
transitiva, 40
adherencia, 104
analisi
p-adica, 1
complexa, 1
anell
integrament tancat, 24
commutatiu, 23
compacte, 146
complet, 133
d’enters, 139
de Dedekind, 27
de valoracié, 121, 122
discreta, 123, 132

dels enters d’un cos de nombres, 25

euclidia, 255

localitzat, 24, 31
aproximacio diofantina, 1
aritmetica, 1
arrel

de la unitat, 188

primitiva de la unitat, 4, 50

automorfisme de Frobenius, 85, 104, 263

base
d’entorns, 103, 126

dual respecte d’una forma bilineal no de-

generada, 27
ortogonal, 156
Bernoulli, 209, 227, 230

cadena normal, 87

caracter

ciclotomic, 4, 262

d’un grup abelia, 6

de Dirichlet, 7, 188, 219, 227, 230
de Kronecker, 18, 49, 262
de Legendre, 8, 12

de Teichmiiller, 262, 263
parell, 229

primitiu de Dirichlet, 8
quadratic de Dirichlet, 8
senar, 228

trivial, 8, 262

caracteristica, 14, 60
Cauchy, 195
Clausen, 212
clausura

algebraica, 4
entera, 24
separable, 35

codiferent, 75
commutador, 88
complecid, 128

profinita, 104

conductor, 227

d’un anell en un subanell, 78
d’un caracter de Dirichlet, 8
d’una extensié abeliana, 100

congruencies de Kummer, 231
conjugacié complexa, 8
conjugat, 34

conjunt

fonamental d’unitats, 69
mesurable Lebesgue, 59

convolucié de Dirichlet, 185
corba el-liptica, 1, 57, 58

ciclotomic, 23, 50, 96, 233, 261
complet, 128, 133

d’ineércia, 83

de descomposicid, 83

de nombres, 1, 23, 25, 233
global, 1

local, 1
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quadratic, 233
residual, 36
topologic, 126, 133
criteri
d’Euler, 9
de regularitat de Kummer, 271

Dedekind, 233, 236, 242, 244, 245, 262
densitat, 236
de Dirichlet, 218, 222
Descartes, 72
desigualtat
de la mitjana geometrica, 64
triangular, 124
ultrametrica, 124
diferent, 75, 76, 98
dimensié d'un espai quadratic, 154

Dirichlet, 64, 67, 185, 187, 188, 199, 217, 236,

243, 244

disc de convergencia absoluta, 190
discriminant, 12, 42, 44, 75

absolut, 63

d’una forma quadratica, 154
distancia, 126, 128
domini

euclidia, 26

factorial, 24

fonamental, 57

noetheria, 26

principal, 24

element

enter sobre un anell, 24

idempotent, 141

primitiu, 5, 34
elements

associats, b1

conjugats, 6
endomorfisme nilpotent, 47
enter

algebraic, 25

de Gauss, 23, 25
equacié

de Fermat, 110

diofantina, 1
espai

dual, 155

metric, 128

quadratic, 153

topologic, 57

vectorial

normat, 134

Index terminologic

topologic, 134
Euler, 9, 193, 199, 234, 263
exponencial, 148
exponent
d’un grup abelia finit, 6
diferencial, 76
extensio
abeliana, 3, 4, 95
algebraica, 24
ciclica, 3, 95
ciclotomica, 4
composicié, 3
de Galois, 3, 40
entera, 24
finita, 3, 26
interseccio, 3
moderadament ramificada, 89, 101
nilpotent, 3
no ramificada, 38, 96
normal, 3
purament inseparable, 35
quadratica, 6, 11, 49
ramificada, 38, 95
resoluble, 3
salvatgement ramificada, 90
separable, 3, 26, 60
totalment ramificada, 54, 96
extensions linealment disjuntes, 4, 95

formula

analitica del nombre de classes, 233, 264

d’Hadamard, 148

d’inversié de Mobius, 186

de sumacié d’Abel, 194

del producte, 128, 175

del residu, 242, 245
factor d’Euler, 193, 263
familia

absolutament sumable, 233

uniformement sumable, 233
Fermat, 110, 115, 230, 261, 273
fita de Minkowski, 62
forma

bilineal, 153

diferencial algebraica, 1

modular, 1, 57

quadratica, 153

no degenerada, 155
no singular, 155

Frobenius, 104, 263
frontera, 57
funcio
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I' d’Euler, 199 Hausdorff, 103
L, 1,188, 262 totalment ordenat, 121
L de Dirichlet, 199, 242
abeliana, 1 Haar, 60
analitica. 1 Hadamard, 148
padica, 215, 227 Hasse, 168, 178, 182, 217

Hausdorff, 103, 133
Hensel, 141, 142
Hermite, 65, 97

aritmetica, 185
completament multiplicativa, 185
multiplicativa, 185

d’Euler, 50 Hilbert, 164
de classe C', 194 hipotesi de Riemann, 212
de Mobius, 45, 186 homeomorfisme, 57

el-liptica, 1 Hurwitz, 199, 202

esglaonada, 194

holomorfa p-adica, 227

integrable Lebesgue, 202

meromorfa p-adica, 227

zeta, 1
de Dedekind, 221, 233, 236, 242, 245, 262
de Hurwitz, 199, 202
de Riemann, 188, 199, 202, 233, 242

ideal
de valoracié, 122
discriminant, 43, 46
enter, 28
extensio, 36
fraccionari, 28
principal, 28

primer, 36
genere, 58 idempotent, 141
Galois, 82, 103 idempotents ortogonals, 141
Gauss, 23, 253 immersié, 34, 235

canonica, 61, 67
logaritmica, 67, 235
integral de Riemann-Stieltjes, 194

generador topologic, 108
geometria aritmetica, 1
grau

d’inseparabilitat, 34, 83 interpolacié p-adica, 212

de separabilitat, 34, 60, 83 invariant de Hasse-Witt, 168

residual, 37 isometria, 129

Tup .
° abelia lliure, 58 Jacobi, 16

d’ideals, 30 Krasner, 143, 147

d’inercia, 42, 81, 96, 105, 107 Kronecker, 75, 95
moderada, 90 Kummer, 117, 230, 231, 271, 272

d’isotropia, 41

de classes d’ideals, 30, 57 limit, 128

de descomposicié, 41, 81, 105 inductiu, 103

de Galois, 3 projectiu, 103, 132, 133
absolut, 104 Laurent, 133, 211

de ramificacié superior, 87, 96 Lebesgue, 59, 202

de valors d’una valoracié, 131 Legendre, 12, 179

discret, 57, 58 lema

dual, 6 d’aproximacié, 176

prociclic, 108 de Gauss, 23

profinit, 103 de Hensel, 141, 142, 146, 165, 178

resoluble, 90 de Krasner, 143, 147

topologic, 57 de Kummer, 271, 272
compacte, 103 de Nakayama, 39
discret, 57 Levi, 202

finitament generat, 108 llei de reciprocitat quadratica, 14, 16, 54



286 Indez terminologic

logaritme, 149 de Dirichlet, 185

p-adic, 149 infinit, 192

real, 148 progressié geometrica, 11
Mobius, 186 quaternié conjugat, 162
metode

de Gauss, 157 radi de convergencia, 148

del descens, 115 radical, 156
malla, 235 d’un espai quadratic, 155

d’una xarxa, 59 rang d’una forma quadratica, 154
matriu recobriment, 60

de Vandermonde, 35 regla

transposada, 35 de Descartes, 72
mesura de Haar, 60 de 'Hopital, 225
Minkowski, 59, 62, 68, 97, 178, 182, 217 regulador, 234, 236
multiplicacié complexa, 1 p-adic, 269

relacions d’ortogonalitat de caracters, 7
residu quadratic, 49

resultant, 144

Riemann, 188, 194, 199, 202, 212, 233

nombre
algebraic, 227
de Bernoulli, 209, 227, 229, 230
de classes, 245, 261

generalitzat de Bernoulli, 224, 228 serie

norma, 33, 44, 134 L de Dirichlet, 219
d’un ideal, 233 de Dirichlet, 185, 187, 190, 243
d’un quaternid, 162 de Laurent, 133, 211

del suprem, 134 de potencies, 190

exponencial, 148
funcional, 187
invertible, 209

operacio transitiva, 40
Ostrowski, 129

paral-lelepipede fonamental, 58, 59 logaritme, 149
paral-lelogram fonamental, 57 zeta
periode (de Gauss), 5 de Dedekind, 233
pla hiperbolic, 155 de Riemann, 188
polinomi simbol
ciclotomic, 45, 51 de Hilbert, 164, 168, 175
de Bernoulli, 209 de Jacobi, 16
de Newton, 6 de Kronecker, 18
derivat, 44 de Legendre, 8, 165
simetric, 6 segon cas del teorema de Fermat, 261, 273
elemental, 6 segon factor del nombre de classes, 264
primer semipla
descompost totalment, 48 de convergencia, 195
factor del nombre de classes, 264 de convergencia absoluta, 187, 190
inert, 48 de Poincaré, 58
moderadament ramificat, 89 signatura, 176
no ramificat, 107 signe de les sumes de Gauss, 253
regular, 117, 261, 270, 271, 273 sistema
salvatgement ramificat, 90 cofinal, 103
totalment ramificat, 107 fonamental d’unitats, 69, 235
principi de Hasse, 182 Stieltjes, 194
producte subanell topologic, 133

d’Euler, 193, 234 subcos real maximal, 261
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subespai p-adic, 125
isotrop, 155 arquimedia, 124, 125
ortogonal, 155 no arquimedia, 124, 125
subgrup no ultrametric, 124
obert, 103 trivial, 124
tancat, 103 ultrametric, 124
successio usual, 125
coherent, 133 propi, 47
convergent, 128 valoracio, 121
de Cauchy, 128 p-adica, 123
suma p-adica, 123
de Gauss, 9, 253 discreta, 123
normalitzada de Gauss, 10 real, 123
ortogonal, 156 trivial, 122
superficie de Riemann, 58 Vandermonde, 35
varietat abeliana, 1
Teichmiiller, 262, 263 vector
teorema isotrop, 155
d’Hermite, 65 totalment isotrop, 155
d’Hermite-Minkowski, 64, 97 von Staudt, 212
d’Ostrowski, 129, 130, 135
de Clausen-von Staudt, 212, 213 Weber, 75, 95
de Dirichlet, 64, 67, 69, 177, 217, 218, 222 Wilson, 258
de la progressié aritmetica, 217 Witt, 168

de Dirichlet-Dedekind, 236
de Fermat, 2, 261, 273
de Hasse-Minkowski, 153, 178, 182, 217 zero trivial de la funcié zeta, 212
de Kronecker-Weber, 1, 4, 11, 75, 95 ’
de la progressié aritmetica, 217, 222
de Legendre, 179
de Levi, 202
de Minkowski, 59, 64, 68
de Wilson, 258
de Witt, 157, 158
fonamental de la teoria de Galois, 3, 103
xines del residu, 13, 31
teoria
de cossos de classes, 267
de Galois, 1, 82, 103
de la ramificacié, 1
de nombres, 1
terna pitagorica, 110
topologia, 126
tor, 58
torsié, 58
traga, 27, 33

xarxa, 97, 59

unitat, 57
fonamental, 70, 235

valor
absolut, 124



