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5.2 Relació entre el diferent i el discriminant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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9.12 Funcions p-àdiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
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11.1 Propietats globals del śımbol de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
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15.1 La funció zeta de Dedekind . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

15.2 El regulador d’un cos de nombres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

15.3 Densitat dels ideals d’una classe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236
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16.2 Càlcul del segon factor del nombre de classes . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
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Introducció

El sintagma nominal “teoria de nombres” és una peŕıfrasi de la paraula “aritmètica”, de
manera que totes dues expressions tenen el mateix significat. En efecte, des del punt de
vista etimològic, la paraula aritmètica deriva de la llatina arithmetica que, a la vegada,
prové de l’expressió grega άριθµητική τ έχνη (literalment, art numèrica), derivada de
l’adjectiu άριθµητικóς (relatiu al nombre), i, aquest, del substantiu άριθµóς (nombre,
número) (cf. [Cor 80, vol. I, p. 389]). Doncs, l’aritmètica és l’estudi dels nombres.

Per a fer l’estudi dels nombres s’utilitzen diversos mètodes i tècniques que donen lloc
a diferents branques de la matemàtica.

La revisió de l’any 2010 de la classificació temàtica de la Societat Matemàtica Ame-
ricana (2010 AMS Subject Classification) conté un apartat, amb l’encapçalament Teoria
de nombres, que inclou 300 entrades distribüıdes en 21 seccions. Aquestes 21 seccions fan
referència a diferents temàtiques o mètodes d’estudi relatius a la teoria de nombres; per
exemple, n’hi ha dedicades a la teoria algebraica de nombres (seccions 11R: cossos globals,
30 entrades, i 11S: cossos locals, 16 entrades), a la teoria anaĺıtica de funcions zeta i de
funcions L (secció 11M, 13 entrades), a la geometria algebraica aritmètica (secció 11G,
19 entrades), a la teoria transcendent de nombres i l’aproximació diofantina (secció 11J,
25 entrades), a la teoria computacional de nombres (secció 11Y, 12 entrades), a la teoria
probabiĺıstica de nombres (secció 11K, 14 entrades), a la teoria elemental de nombres
(secció 11A, 11 entrades), a la teoria multiplicativa de nombres (secció 11N, 17 entrades),
a la teoria additiva de nombres (secció 11P, 11 entrades), o a les equacions diofantines
(secció 11D, 17 entrades), entre altres.

El curs que presentem és fonamentalment un curs de teoria algebraica de nombres
algebraics; tot i aquesta precisió, convé notar que en el seu desenvolupament apareixeran
d’una manera essencial nombres no algebraics i que en algunes parts s’utilitzaran tècniques
no pròpiament o exclusivament algebraiques.

La teoria algebraica de nombres (algebraics) té dos objectius principals: d’una ban-
da, la construcció d’una teoria general dels cossos de nombres algebraics que en permeti
una classificació completa i la descripció de la seva aritmètica, i, de l’altra, l’estudi de
les aplicacions d’aquesta teoria general a qüestions concretes: per exemple, equacions
diofantines, multiplicació complexa de funcions abelianes i el·ĺıptiques, integració de di-
ferencials algebraiques, teories de codificació i criptografia, i altres. El seu estudi es basa
en diverses teories i metodologies; per exemple, la teoria de Galois, la de la ramificació,
l’anàlisi complexa, o l’anàlisi p-àdica. I usa eines diferents; citem les funcions anaĺıtiques,
les corbes el·ĺıptiques, les formes modulars, o les varietats abelianes. Algunes d’aquestes
tècniques i eines s’utilitzaran aquest curs; concretament, aquelles que duen de manera
natural a la consecució dels objectius que ens proposem: d’una banda, la demostració del
Teorema de Kronecker-Weber sobre el cos dels nombres racionals i, de l’altra, la prova del
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2 Introducció

darrer “teorema” de Fermat per al cas d’exponents regulars, en la ĺınia de Kummer, en
el segle XIX. Òbviament, després de la demostració completa del teorema (cf. [Wi 1995]),
cal entendre aquest darrer objectiu com una revisió d’alguns dels mètodes més profitosos
de la teoria que, encara que ara han quedat obsolets per al teorema, es fan servir, amb
generalitzacions adequades, en altres contextos, especialment de geometria aritmètica.

Artur Travesa

Estiu de 2020



Caṕıtol 1

Llei de reciprocitat quadràtica

1.1 Teoria de Galois

Sigui L|K una extensió finita de cossos. El grup dels automorfismes de L que deixen
fixos els elements de K s’anomena el grup de Galois de l’extensió L|K i es denota per
Gal (L|K); és un grup finit d’ordre menor o igual que el grau de l’extensió. Es diu que
l’extensió L|K és de Galois quan se satisfà la igualtat; equivalentment, quan l’extensió és
normal i separable. Una extensió finita L|K s’anomena abeliana (respectivament ćıclica,
resoluble, nilpotent) quan és de Galois i, a més a més, el grup de Galois Gal (L|K) és un
grup abelià (respectivament ćıclic, resoluble, nilpotent).

Si L|K és una extensió de Galois i K ′ és un subcòs de L que conté K, l’extensió L|K ′

també és una extensió de Galois i el grup Gal (L|K ′) és un subgrup de Gal (L|K); una
condició necessària i suficient perquè l’extensió K ′|K sigui de Galois és que Gal (L|K ′)
sigui un subgrup normal de Gal (L|K); en aquest cas, el grup de Galois de l’extensió K ′|K
s’identifica de manera natural amb el grup quocient Gal (L|K) /Gal (L|K ′), ja que hi ha
una successió exacta de grups

1 −→ Gal (L|K ′)
inc−→Gal (L|K)

res−→Gal (K ′|K) −→ 1.

D’altra banda, l’anomenat teorema fonamental de la teoria de Galois afirma que hi ha
una correspondència bijectiva entre el conjunt dels subcossos K ′ de L que contenen K i
el conjunt dels subgrups de Gal (L|K); aquesta correspondència s’obté assignant a cada
cos K ′ el grup Gal (L|K ′) i inverteix l’ordre donat per inclusió. Rećıprocament, a cada
subgrup H ⊆ Gal (L|K) li correspon el cos LH dels elements de L que són invariants per
tots els automorfismes de H.

Siguin L1|K i L2|K dues extensions finites de Galois dins d’una mateixa clausura
algebraica del cos K. L’extensió composició L1L2|K i l’extensió intersecció L1 ∩ L2|K
són aleshores extensions de Galois; el grup de Galois de la composició es pot identificar
amb un subgrup del grup producte Gal (L1|K)×Gal (L2|K). Aquesta identificació es fa
assignant a cada K-automorfisme σ de L1L2 la parella d’automorfismes que s’obté per
restricció de σ a cada un dels cossos Li. A més a més, el grup de Galois Gal (L1L2|L1 ∩ L2)
és isomorf de manera natural al producte Gal (L1|L1 ∩ L2)×Gal (L2|L1 ∩ L2). D’aquesta
manera obtenim una successió exacta

1 −→ Gal (L1|L1 ∩ L2)×Gal (L2|L1 ∩ L2) −→ Gal (L1L2|K) −→ Gal (L1 ∩ L2|K) −→ 1.

3



4 Cap. 1. Llei de reciprocitat quadràtica

Quan L1 ∩ L2 = K, diem que les extensions L1|K, L2|K són linealment disjuntes; en
aquest cas, el grup de Galois Gal (L1L2|K) és isomorf al producte dels grups Gal (L1|K)
i Gal (L2|K).

D’altra banda, si L|K és una extensió de Galois i K ′|K és una extensió qualsevol,
aleshores l’extensió LK ′|K ′ és de Galois i Gal (LK ′|K ′) és un subgrup de Gal (L|K). En
canvi, el fet que dues extensions K ′|K i L|K ′ siguin de Galois no implica que l’extensió
L|K també ho sigui.

Per a tots els detalls i les demostracions dels resultats anteriors pot ser útil gairebé
qualsevol llibre de teoria de Galois; la referència [Tra 2020] s’adapta particularment a la
nostra exposició.

1.2 Cossos ciclotòmics

Considerem fixada una clausura algebraica Q del cos Q dels nombres racionals. Sigui
ζ ∈ Q una arrel primitiva n-èsima de la unitat. L’extensió Q(ζ)|Q s’anomena la n-èsima
extensió ciclotòmica de Q; és una extensió de Galois i el seu grup de Galois s’identifica de
manera natural amb el grup multiplicatiu dels elements invertibles de l’anell Z/nZ. En
efecte, si σ és un automorfisme de Q(ζ), aleshores σ(ζ) ha de ser també una arrel primitiva
n-èsima de la unitat i, per tant, de la forma σ(ζ) = ζχ(σ), on χ(σ) és un nombre enter
definit mòdul n i coprimer amb n que no depèn de l’elecció de l’arrel primitiva ζ; això
fa que l’aplicació Gal (Q(ζ)|Q) χ−→ (Z/nZ)∗ sigui un isomorfisme de grups; s’anomena el
n-èsim caràcter ciclotòmic. L’extensió Q(ζ)|Q és, doncs, abeliana i, en conseqüència, si
K|Q és una extensió qualsevol, també K(ζ)|K és una extensió abeliana.

Posem n = prn′ amb r ≥ 0 i p un nombre primer que no divideix n′. Aleshores ζn
′
és

una arrel primitiva pr-èsima de la unitat i Q(ζn′
)|Q és una subextensió de Q(ζ)|Q. L’iso-

morfisme χ, definit per a cada nombre enter positiu n, és compatible amb els morfismes
de reducció

Gal (Q(ζ)|Q) −→ Gal
(
Q(ζn′

)|Q
)

(Z/nZ)∗ −→ (Z/prZ)∗

de manera que hi ha un diagrama commutatiu de morfismes de grups abelians

Gal (Q(ζ)|Q) χ−−−→ (Z/nZ)∗

red

y yred

Gal
(
Q(ζn′

)|Q
)
−−−→

χ
(Z/prZ)∗ .

En particular, l’extensió Q(ζ)|Q és la composició de les extensions linealment disjuntes
Q(ζpr)|Q i Q(ζn′

)|Q i Gal (Q(ζ)|Q) ∼= Gal
(
Q(ζpr)|Q

)
× Gal

(
Q(ζn′

)|Q
)
. Això permet

reduir l’estudi dels cossos ciclotòmics al cas dels generats per arrels primitives pr-èsimes
de la unitat, amb p primer i r ≥ 1.

La importància de les extensions ciclotòmiques de Q rau en el següent

Teorema 1.2.1 (Kronecker-Weber). Sigui K|Q una extensió abeliana finita. Aleshores,
existeix una arrel de la unitat ζ tal que K és un subcòs del cos ciclotòmic Q(ζ).

Un dels objectius d’aquest curs és fer una demostració d’aquest teorema.
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1.3 Peŕıodes de Gauss

Siguin p un nombre primer senar i ζ una arrel primitiva p-èsima de la unitat. El grup
de Galois Gal (Q(ζ)|Q) és ćıclic d’ordre p− 1, de manera que hi ha una correspondència
bijectiva entre el conjunt de les subextensions de l’extensió ciclotòmica Q(ζ)|Q i el conjunt
dels divisors positius d de p− 1. L’objectiu immediat és donar un element primitiu per a
cada un dels subcossos de Q(ζ); és a dir, donar-ne un generador sobre Q.

Sigui g un generador del grup multiplicatiu (Z/pZ)∗. Aleshores, l’automorfisme σ de
Q(ζ) definit per la fórmula σ(ζ) := ζg és un generador del grup Gal (Q(ζ)|Q).

En aquesta secció, i per comoditat d’escriptura, per a tot nombre enter i posarem
ζi := ζg

i
. La demostració del resultat següent no presenta cap dificultat.

Lema 1.3.1. Siguin i, j nombres enters qualssevol. Aleshores,

ζi = ζj ⇐⇒ i ≡ j (mod p− 1); σj(ζi) = ζi+j.□

Definició 1.3.2. Sigui n un divisor qualsevol de p − 1, i posem d :=
p− 1

n
. Per a tot

nombre enter i, 0 ≤ i ≤ n− 1, anomenarem i-èsim n-peŕıode de ζ relatiu a g l’element de
Q(ζ)

ηi :=
d−1∑
j=0

σjn(ζi) =
d−1∑
j=0

ζi+jn.

Els n-peŕıodes depenen de l’elecció de ζ i de g. Ara bé, el resultat següent ens ensenya
de quina forma és aquesta dependència.

Proposició 1.3.3. Amb les notacions anteriors, el conjunt {η0, η1, . . . , ηn−1} no depèn ni
de l’elecció del generador g de (Z/pZ)∗ ni de l’elecció de l’arrel primitiva p-èsima de la
unitat ζ. A més a més, el peŕıode η0 no depèn de l’elecció de g, i els diferents ηi són els
n-peŕıodes η′0 associats a les diferents arrels primitives p-èsimes de la unitat ζ ′.

Demostració: Com que n divideix l’ordre de G := (Z/pZ)∗, els exponents gi+jn de ζ
en el n-peŕıode ηi formen una classe lateral de G mòdul el subgrup ⟨gn⟩; i com que G és
ćıclic, aquest subgrup no depèn del generador g elegit en G. Per tant, les classes laterals
tampoc no depenen de g. Això demostra que el peŕıode η0 i el conjunt {η0, η1, . . . , ηn−1}
no depenen de quin sigui el generador g de G.

D’altra banda, si canviem ζ per una altra arrel primitiva p-èsima de la unitat ζ ′,
podem escriure ζ ′ = ζg

α
per a un cert nombre enter α; aleshores, per a tot nombre enter

i, 0 ≤ i ≤ n− 1, és

η′i =
d−1∑
j=0

ζ ′i+jn =
d−1∑
j=0

ζα+i+jn = ηα+i.

Per tant, els peŕıodes ηi es poden obtenir com els peŕıodes η0 associats a les diferents
arrels primitives p-èsimes de la unitat. □

Sigui, ara, K|Q una subextensió de Q(ζ)|Q. El grau n := [K : Q] és un divisor de
p − 1 i K és el cos fix per l’únic subgrup H ⊆ Gal (Q(ζ)|Q) d’́ındex n. Per tant, el
cos K és generat sobre Q pels coeficients del polinomi irreductible de ζ sobre el cos K
(cf. [Tra 2020, Proposició 4.5.2]).
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Ara bé, H és el grup ⟨σn⟩, de manera que

Irr(ζ,K) =
∏
τ∈H

(X − τ(ζ)) =
d−1∏
j=0

(
X − σjn(ζ)

)
,

on d :=
p− 1

n
; els coeficients d’aquest polinomi són els polinomis simètrics elementals

sk := sk(x0, x1, . . . , xd−1), 1 ≤ k ≤ d, dels elements xj := σjn(ζ) = ζjn, 0 ≤ j ≤ d− 1. El
cos generat sobre Q pels polinomis simètrics elementals sk(x0, x1, . . . , xd−1) és el mateix

que el cos generat pels polinomis de Newton tk := tk(x0, x1, . . . , xd−1) :=
d−1∑
j=0

xkj (cf.

[B-M-T 90, ex.50]). Aquests darrers són exactament els n-peŕıodes de ζ relatius a un cert
generador g′ de (Z/pZ)∗: en efecte, com que 1 ≤ k < p, el nombre enter k és una unitat
de (Z/pZ)∗ i es pot escriure en la forma k = gi per a un cert nombre enter i; aleshores,
tk = ηi. Per tant, K ⊆ Q(η0, η1, . . . , ηn−1). D’altra banda, de la definició dels peŕıodes
és clar que σn(ηi) = ηi, de manera que ηi ∈ K, ja que K és el cos fix per ⟨σn⟩. Això
demostra la igualtat K = Q(η0, η1, . . . , ηn−1).

Finalment, se satisfà la igualtat σj(ηi) = ηi+j, per a tota parella de nombres enters i,
j; per tant, els peŕıodes ηi són tots conjugats; com que Q(ηi) ⊆ Q(ζ), l’extensió Q(ηi)|Q
és de Galois (i abeliana), de manera que K = Q(ηi). Hem demostrat, doncs, el següent

Teorema 1.3.4. Siguin p un nombre primer senar, ζ una arrel primitiva p-èsima de la
unitat, K ⊆ Q(ζ) un subcòs qualsevol i n := [K : Q] el grau. Aleshores, per a tot nombre
enter i, 0 ≤ i ≤ n− 1, podem escriure K = Q(ηi), on ηi denota el i-èsim n-peŕıode de ζ
relatiu a qualsevol generador del grup (Z/pZ)∗.

Observació 1.3.5. La part final d’aquesta demostració es pot fer de manera més senzilla
(cf. [vdW 70, chap.VIII,§ 4]; però hem fet aquesta a fi d’obtenir-ne posteriorment una
generalització.

En particular, i com que p és senar, podem pensar en l’única subextensió quadràtica
K|Q de Q(ζp)|Q. Podem descriure aquest cos fàcilment? La resposta a aquesta pregunta
és l’objectiu de les seccions següents.

1.4 Caràcters de Dirichlet

Sigui G un grup abelià finit. El grup Ĝ := Hom(G,C∗) s’anomena el grup dual o dels
caràcters (complexos) de G. Si χ : G −→ C∗ és un caràcter, la imatge està formada per
arrels de la unitat, ja que G és d’ordre finit. Encara més, si n denota l’exponent del grup
abelià G (si es vol, el generador positiu de l’ideal anul·lador del Z-mòdul G), aleshores la
imatge de χ està formada per arrels n-èsimes de la unitat.

Proposició 1.4.1. Sigui G un grup abelià finit. Llavors G és isomorf (no canònicament)

a Ĝ i és naturalment isomorf a
̂̂
G.

Demostració: Cf. [B-M-T 90, ex.265]. □
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Proposició 1.4.2 (Relacions d’ortogonalitat dels caràcters). Siguin G un grup abelià finit
i g el seu ordre. Aleshores:∑

σ∈G

χ(σ) =

{
g si χ = 1,

0 si χ ̸= 1,
χ ∈ Ĝ,

∑
χ∈Ĝ

χ(σ) =

{
g si σ = 1,

0 si σ ̸= 1,
σ ∈ G.

Demostració: Cf. [B-M-T 90, ex.266] □
Proposició 1.4.3. Sigui 0 −→ G′ −→ G −→ G′′ −→ 0 una successió exacta de grups
abelians finits. Aleshores, la successió 1 −→ Ĝ′′ −→ Ĝ −→ Ĝ′ −→ 1 que s’obté en aplicar
el functor Hom(∗,C∗) és exacta.

Demostració: Exercici. □
Observació 1.4.4. En comptes d’utilitzar C∗ podŕıem haver utilitzat qualsevol cos al-
gebraicament tancat de caracteŕıstica zero; en particular, Q. Encara més, com que la
imatge està formada per arrels de la unitat, és suficient que el cos que es pren contingui
les arrels de la unitat necessàries. Per exemple, si p és un nombre primer que no divideix
l’ordre del grup G, els resultats per al cos Fp en lloc de C són els mateixos, perquè G

també és isomorf a Hom(G,F∗
p).

Per comoditat d’escriptura, convé escriure G(n) per a designar el grup multiplicatiu
(Z/nZ)∗ dels elements invertibles de l’anell Z/nZ.

Definició 1.4.5. S’anomenen caràcters de Dirichlet mòdul n els caràcters (complexos)
de G(n).

Sigui χ un caràcter de Dirichlet mòdul n. Per a tot múltiple m de n disposem d’un

morfisme exhaustiu de grups G(m)
red−→ G(n) donat per reducció i, per tant, podem pensar

χ com un caràcter de Dirichlet mòdul m en la forma G(m)
red−→ G(n) −→ C∗.

Proposició 1.4.6. Sigui χ : G(n) −→ C∗ un caràcter de Dirichlet mòdul n. Suposem que
existeixen dos divisors de n, d1 i d2, tals que χ és la composició de cada un dels morfismes

de reducció G(n)
red−→ G(di) amb un caràcter de Dirichlet χi : G(di) −→ C∗. Sigui d el

màxim comú divisor de d1 i d2. Aleshores, existeix un caràcter de Dirichlet mòdul d, χ′,

tal que χ és la composició de χ′ amb el morfisme de reducció G(n)
red−→ G(d).

Demostració: És senzill veure que podem suposar que n divideix el producte d1d2 (o,
si es vol, que n és el mı́nim comú múltiple de d1 i d2). Amb aquesta hipòtesi, com que χi

està definit mòdul di, per a tot nombre enter a primer amb n i tal que a ≡ 1 (mod di) és
χ(a) = χi(a) = 1. Cal veure que si a ≡ 1 (mod d) i a és primer amb n, aleshores χ(a) = 1.
Però el subgrup de G(n) generat per la reunió dels subgrups {a ∈ G(n) : a ≡ 1 (mod di)},
i = 1, 2, és el subgrup {a ∈ G(n) : a ≡ 1 (mod d)}. En efecte, si escrivim d = λ1d1+λ2d2,
i si a = 1+αd, obtenim que a = 1+αλ1d1+αλ2d2 = (1+αλ1d1)(1+αλ2d2)−α2λ1λ2d1d2 ≡
(1+αλ1d1)(1+αλ2d2) (mod n); i si a és primer amb n, també 1+αλidi ha de ser primer
amb n. Com que χ és trivial sobre cada un dels subgrups {a ∈ G(n) : a ≡ 1 (mod di)}, χ
ha de ser trivial sobre el subgrup {a ∈ G(n) : a ≡ 1 (mod d)}. Això acaba la demostració.
□
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Corol.lari 1.4.7. Sigui χ un caràcter de Dirichlet mòdul n. Existeix el menor nombre
enter f divisor de n tal que χ és la composició d’un caràcter de Dirichlet mòdul f amb

el morfisme de reducció G(n)
red−→ G(f). □

Definició 1.4.8. Aquest menor nombre enter f s’anomena el conductor del caràcter χ.
Els caràcters de Dirichlet mòdul n de conductor exactament n s’anomenen caràcters de
Dirichlet primitius mòdul n.

Sovint convé pensar els caràcters de Dirichlet mòdul n com a aplicacions de Z/nZ i, fins
i tot, com a aplicacions de Z. Això es pot fer estenent a Z/nZ l’aplicació χ : G(n) −→ C∗

per la fórmula χ(a) := 0 si a ∈ Z/nZ no és invertible; i s’estén a Z simplement component
amb l’aplicació de reducció Z −→ Z/nZ, de manera que χ(a) = 0 per a tot nombre enter
a tal que mcd(a, n) > 1. Si es considera el cas en què χ és primitiu, aleshores la igualtat
χ(a) = 0 es produeix “tan poc sovint” com és possible; només quan a té factors primers
comuns amb el conductor. Quan parlem d’un caràcter de Dirichlet sense especificar el seu
conductor ni el seu mòdul de definició el considerarem sempre primitiu.

Aix́ı, només hi ha un caràcter de Dirichlet que sigui trivial, χ1, que val 1 sobre tots els
nombres enters; és el caràcter de conductor 1.

Podem multiplicar caràcters de Dirichlet. En efecte, si χ1, χ2 són caràcters de Dirichlet
de conductors f1, f2, podem definir el caràcter producte χ1χ2 de la manera següent:
considerem, en primer lloc, el morfisme de grups ω : G(mcm(f1, f2)) −→ C∗ definit per
ω(a) := χ1(a)χ2(a). Aleshores, ω és un caràcter de Dirichlet i definim χ1χ2 com el caràcter
primitiu associat a ω. Això permet parlar del grup dels caràcters de Dirichlet, grup que
té com a element neutre el caràcter trivial. A més a més, l’invers d’un caràcter χ és el
que s’obté en compondre χ amb la conjugació complexa C∗ −→ C∗; en efecte, per a tota
arrel de la unitat, ζ ∈ C, se satisfà que ζ = ζ−1, on la barra indica el nombre complex
conjugat. En particular, un caràcter i el seu invers tenen el mateix conductor.

Exercici 1.4.9. Siguin χ1, χ2 caràcters primitius de Dirichlet de conductors respectius
f1 i f2. Suposem que mcd(f1, f2) = 1. Aleshores, el producte χ1χ2 és un caràcter de
Dirichlet de conductor f1f2.

1.5 Śımbol de Legendre

Un dels exemples més importants de caràcter de Dirichlet el proporciona l’estudi dels
quadrats dels cossos finits Fp, p primer senar.

L’aplicació

(
∗
p

)
: Fp∗ −→ {±1} ⊂ C∗ definida per

(
a

p

)
:= 1 si a és el quadrat

d’un element de Fp
∗,

(
a

p

)
= −1 si a no és un quadrat en Fp∗, és un morfisme de grups.

S’anomena el śımbol de Legendre i és un caràcter quadràtic de Dirichlet de conductor p
(cf. per exemple, [Tra 1998]).

En efecte, el nucli d’aquest morfisme és el subgrup dels quadrats de Fp
∗; per tant, un

subgrup d’́ındex 2 (el morfisme F∗
p −→ F∗2

p d’elevar al quadrat té nucli {±1}, de cardinal

2, si p ̸= 2). En conseqüència, el śımbol de Legendre

(
∗
p

)
no és el caràcter trivial i està
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definit mòdul un primer p; això implica que el seu conductor és p. I, clarament, el quadrat
d’aquest caràcter és el caràcter trivial.

Això es tradueix en les propietats següents per al śımbol de Legendre:(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
;(

a2

p

)
= 1, si a és un nombre enter no divisible per p; i(

a

p

)
= 0, si a és divisible per p.

Proposició 1.5.1 (Criteri d’Euler). Sigui p un nombre primer senar. Per a tot nombre

enter a se satisfà la congruència

(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

Demostració: Sigui b ∈ Fp un element tal que b2 = a (en Fp). Com que els elements

de Fp
∗ són les arrels del polinomi Xp−1 − 1 en Fp, tenim que ap−1 = 1 i que a

p−1
2 = ±1.

Per tant, dir que a és un quadrat de Fp és equivalent a dir que bp−1 = 1; però bp−1 = 1

equival a a
p−1
2 = 1. Per tant,

(
a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p). □

Corol.lari 1.5.2. Sigui p un natural primer senar. Aleshores:(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 =

{
1, si p ≡ 1 (mod 4),

−1, si p ≡ 3 (mod 4),(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 =

{
1, si p ≡ ±1 (mod 8),

−1, si p ≡ ±3 (mod 8).

Demostració: La qüestió relativa al śımbol

(
−1
p

)
és immediata. D’altra banda, podem

considerar ζ ∈ Fp una arrel primitiva d’ordre 8 de la unitat i posar b := ζ + ζ−1. Com
que ζ4 = −1, tenim que ζ2 + ζ−2 = 0 i b2 = (ζ + ζ−1)2 = ζ2 + ζ−2 + 2 = 2. Per tant,(
2

p

)
= 2

p−1
2 = bp−1. A més a més, com que estem treballant en un cos de caracteŕıstica

p i ζ és d’ordre 8, disposem de la igualtat bp = ζp + ζ−p = ζr + ζ−r, on r és un nombre
enter tal que r ≡ p (mod 8). Si r = ±1, aleshores bp = ζ + ζ−1 = b, d’on bp−1 = 1. I
si r = ±5, aleshores bp = ζ5 + ζ−5 = −(ζ + ζ−1) = −b, d’on bp−1 = −1. Això acaba la
demostració. □

1.6 Sumes de Gauss

Considerem un caràcter de Dirichlet que sigui primitiu mòdul n, χ, una arrel primitiva
n-èsima de la unitat, ζ, i un nombre enter arbitrari, N .

Definició 1.6.1. Anomenarem N -èsima suma de Gauss per a χ relativa a ζ l’element de
Q(ζ) donat per l’expressió

G(χ,N) :=
∑

a mod n

χ(a)ζaN .
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Quan l’arrel de la unitat considerada sigui ζ := exp(2πi
n
) parlarem de la suma de Gauss

normalitzada i la denotarem g(χ,N).

El càlcul de la N -èsima suma de Gauss es pot reduir al de la primera.

Proposició 1.6.2. Siguin χ un caràcter de Dirichlet, primitiu mòdul n, i ζ una arrel
primitiva n-èsima de la unitat. Aleshores, per a tot nombre enter N se satisfà la igualtat

G(χ,N) = χ(N)G(χ, 1),

on χ(N) indica el nombre complex conjugat de χ(N).

Demostració: Suposem, en primer lloc, que mcd(N, n) = 1. En aquest cas, N és
invertible mòdul n i podem escriure la igualtat

G(χ,N) =
∑

a mod n

χ(aNN−1)ζaN ;

com que χ és multiplicatiu i χ(N−1) = χ(N), encara la podem escriure en la forma

G(χ,N) =
∑

a mod n

χ(N)χ(aN)ζaN ; i com que la multiplicació per N en el conjunt (Z/nZ)∗

és una aplicació bijectiva, obtenim la igualtat que voĺıem veure: G(χ,N) = χ(N)G(χ, 1).

Considerem ara el cas contrari. Sigui d := mcd(N,n) > 1 i escrivim N = N ′d, n = n′d,
de manera que mcd(N ′, n′) = 1. Com que χ(N) = 0, és suficient veure que G(χ,N) = 0.

Podem escriure la igualtat G(χ,N) =
∑

a mod n

χ(a)ζadN
′
. Podem suposar que 0 ≤ a < n

i fer la divisió entera de a per n′ en la forma a = n′q + r, de manera que 0 ≤ r < n′

i 0 ≤ q < d. Això dóna la igualtat G(χ,N) =
∑

r mod n′

ζrdN
′ ∑
q mod d

χ(n′q + r), ja que

ζn
′qdN ′

= 1.

Com que χ és un caràcter primitiu mòdul n, no pot ser que el nucli del morfisme de

reducció G(n)
red−→ G(n′) estigui inclòs en el nucli de χ; per tant, existeix un element

c ∈ G(n), c ≡ 1 (mod n′), tal que χ(c) ̸= 1. Aleshores, per a cada valor fix de r
el subconjunt de G(n) format pels elements cn′q + cr amb 0 ≤ q < d és el mateix

que el format pels elements n′q + r i, per tant, s’obté la igualtat
∑

q mod d

χ(n′q + r) =∑
q mod d

χ(cn′q+ cr), de la qual es dedueix que G(χ,N) =
∑

r mod n′

ζrdN
′ ∑
q mod d

χ(n′q+ r) =∑
r mod n′

ζrdN
′ ∑
q mod d

χ(cn′q + cr) = χ(c)G(χ,N); i, com que χ(c) ̸= 1, que G(χ,N) = 0.

□
El resultat següent ens dóna informació sobre el valor de les sumes de Gauss.

Proposició 1.6.3. Sigui χ un caràcter de Dirichlet primitiu mòdul n i sigui ζ una arrel
n-èsima primitiva de la unitat. Aleshores, per a tot nombre enter N primer amb n se
satisfà la igualtat |G(χ,N)| =

√
n.
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Demostració: Com que mcd(N,n) = 1, podem escriure |G(χ,N)| = |G(χ, 1)|. Calcu-
lem:

|G(χ, 1)|2 = G(χ, 1)G(χ, 1) = G(χ, 1)
∑

a mod n

χ(a)ζ−a =
∑

a mod n

G(χ, a)ζ−a

=
∑

a mod n

∑
b mod n

χ(b)ζa(b−1) =
∑

b mod n

χ(b)
∑

a mod n

ζa(b−1).

Si b ̸≡ 1 (mod n), aleshores
∑

a mod n

ζa(b−1) = 0, ja que és la suma dels n primers termes

d’una progressió geomètrica de raó ζb−1 ̸= 1 i tal que el producte de l’últim terme per la
raó és igual al primer terme. I si b ≡ 1 (mod n), aleshores ζa(b−1) = 1, de manera que
obtenim la igualtat |G(χ, 1)|2 = χ(1)n = n. □

Per al cas dels caràcters quadràtics podem afinar una mica més. En efecte, el resultat
següent ens serà d’utilitat a la secció següent.

Corol.lari 1.6.4. Suposem que χ és un caràcter quadràtic de Dirichlet, primitiu mòdul
n. Aleshores, G(χ, 1)2 = χ(−1)n.

Demostració: De nou podem calcular

G(χ, 1)2 = G(χ, 1)
∑

a mod n

χ(a)ζa =
∑

a mod n

G(χ, a)ζa,

ja que χ(a) = χ(a). Per tant,

G(χ, 1)2 =
∑

a mod n

∑
b mod n

χ(b)ζa(b+1) =
∑

b mod n

χ(b)
∑

a mod n

ζa(b+1).

Podem repetir el raonament de la proposició anterior canviant b− 1 per b+1 i obtindrem
la igualtat buscada. □

1.7 Cossos quadràtics

Sigui K|Q una extensió quadràtica; és a dir, de grau [K : Q] = 2. Si x és un element de
K i no és racional, aleshores K = Q(x) i x és arrel d’una equació irreductible de grau
2 de coeficients racionals. Si escrivim aquesta equació en la forma aX2 + bX + c = 0,

a, b, c ∈ Q, obtenim que x és un dels dos nombres algebraics
−b±

√
b2 − 4ac

2a
. Com que a

i b són nombres racionals, Q(x) = Q(
√
b2 − 4ac). En treure denominadors, obtenim que

K és de la forma Q(
√
D), on D és un nombre enter lliure de quadrats; és a dir, D = −1

o bé ±D és un producte de nombres primers diferents.

Clarament, l’extensió K|Q és una extensió de Galois abeliana i, segons el teorema de
Kronecker-Weber, ha d’haver-hi una arrel de la unitat, ζ, tal que

√
D ∈ Q(ζ). L’objectiu

d’aquesta secció és demostrar aquest fet.

Per a això, comencem considerant un nombre primer senar p i una arrel primitiva p-
èsima de la unitat ζ. El primer pas consisteix a trobar les subextensions quadràtiques de
Q(ζ)|Q.
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Proposició 1.7.1. Sigui S :=
∑
a∈Fp

(
a

p

)
ζa la primera suma de Gauss per al caràcter de

Legendre

(
∗
p

)
. Aleshores, S2 =

(
−1
p

)
p.

Demostració: Només cal aplicar el darrer corol·lari de la secció anterior al caràcter de
Legendre mòdul p. □

Definició 1.7.2. Sigui p un natural primer senar. Escriurem p∗ :=

(
−1
p

)
p. Observem

que sempre és p∗ ≡ 1 (mod 4).

Corol.lari 1.7.3. Siguin p un nombre primer senar i ζ ∈ C una arrel primitiva p-èsima
de la unitat. Aleshores Q(

√
p∗) ⊆ Q(ζ). □

Aix́ı, per als cossos quadràtics Q(
√
p∗) se satisfà el teorema de Kronecker-Weber.

D’altra banda, és clar que i =
√
−1 és una arrel quarta primitiva de la unitat, de

manera que per a Q(i) se satisfà el teorema de Kronecker-Weber. A més a més, com
que Q(

√
−p∗) és un subcòs de la composició dels dos cossos Q(

√
p∗) i Q(i), i com que la

composició de cossos ciclotòmics és un cos ciclotòmic, per a les extensions quadràtiques
Q(
√
±p)|Q, on p és un nombre primer senar, se satisfà el teorema de Kronecker-Weber.

D’altra banda, el nombre complex ζ8 :=
1 + i√

2
és una arrel primitiva 8-èsima de la

unitat, de manera que, com que i ∈ Q(ζ8), també
√
2 i
√
−2 són elements de Q(ζ8) i per

als cossos Q(
√
2) i Q(

√
−2) se satisfà el teorema.

Finalment, si D = ±p1p2 . . . pr és la descomposició de D en nombres primers, se satisfà
que Q(

√
D) ⊆ Q(

√
−1,
√
2,
√
p∗1,
√
p∗2, . . . ,

√
p∗r). I com que per a cadascun dels cossos

Q(
√
p∗i ) se satisfà el teorema, això mateix succeeix amb el cos Q(

√
D).

Dit d’una altra manera, hem demostrat el següent

Teorema 1.7.4. Sigui D un nombre enter lliure de quadrats. Aleshores Q(
√
D) ⊆ Q(ζ)

on ζ és una arrel primitiva 4|D|-èsima de la unitat. □

1.8 Congruències quadràtiques

Tal com l’hem definit, el śımbol de Legendre dóna informació sobre la resolubilitat de
congruències quadràtiques mòdul un nombre primer senar p. En efecte, la congruència
ax2+bx+c ≡ 0 (mod p), a ̸≡ 0 (mod p), té solució quan el seu discriminant, ∆ := b2−4ac,

és un quadrat mòdul p; és a dir, quan

(
∆

p

)
̸= −1. Encara més, el nombre de solucions

de la congruència és 1 +

(
∆

p

)
.

Podŕıem preguntar-nos què succeeix quan canviem el primer p per un nombre enter
qualsevol N > 1. En aquest cas, encara ens pot ajudar el śımbol de Legendre. Considerem
una congruència quadràtica

ax2 + bx+ c ≡ 0 (mod N). (1.8.1)
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Sigui N = pn1
1 p

n2
2 . . . pnr

r la descomposició de N en factors primers diferents pi, i suposem
que el coeficient dominant a no és divisible per cap dels primers pi. Si la congruència
(1.8.1) té solució, aleshores

ax2 + bx+ c ≡ 0 (mod pni
i ) (1.8.2)

té solució per a cada valor de i; rećıprocament, el teorema xinès del residu ens permet
assegurar que si la congruència (1.8.2) té exactament ki solucions diferents mòdul pni

i ,
aleshores la congruència (1.8.1) té exactament k1k2 . . . kr solucions diferents mòdul N .
De manera que el problema consisteix a determinar el nombre de solucions de cada una
de les congruències (1.8.2). Per tant, redüım la dificultat del problema a la resolució de
congruències de la forma

ax2 + bx+ c ≡ 0 (mod pn) (1.8.3)

on p és un nombre primer, a no és divisible per p i n és un natural qualsevol.

Proposició 1.8.1. Siguin p un nombre primer (que pot ser 2), f(X) := aX2 + bX + c
un polinomi de coeficients enters a, b, c, tal que a no és divisible per p, i suposem que
un nombre enter x = x1, 0 ≤ x < p, és una solució simple, mòdul p, de la congruència
f(X) ≡ 0 (mod p). Aleshores, per a tot nombre enter n ≥ 2 existeix un nombre enter xn,
0 ≤ xn < pn, i només un tal que xn ≡ xn−1 (mod pn−1) i f(xn) ≡ 0 (mod pn).

Demostració: Farem la demostració per inducció sobre n. El cas n = 1 és la hipòtesi.
Suposem que xn és un nombre enter per al qual se satisfan les condicions de l’enunciat.
Escrivim f(xn) = pnzn; com que volem que xn+1 ≡ xn (mod pn), cal determinar tots
els valors de αn, definits mòdul p, de manera que per a xn+1 := xn + αnp

n se satisfaci
que f(xn+1) ≡ 0 (mod pn+1). Ara bé, per a tot xn+1 de la forma xn + αnp

n se satisfà
la congruència f(xn+1) ≡ znp

n + f ′(xn)αnp
n (mod pn+1), de manera que demostrar que

f(xn+1) ≡ 0 (mod pn+1) equival a demostrar que zn + f ′(xn)αn ≡ 0 (mod p). D’altra
banda, l’arrel x de f(X) ≡ 0 (mod p) és simple si, i només si, f ′(x) ̸≡ 0 (mod p); aix́ı,
per hipòtesi d’inducció, f ′(xn) ≡ f ′(x) ̸≡ 0 (mod p). Això ens permet assegurar que la
congruència lineal zn + f ′(xn)αn ≡ 0 (mod p) té exactament una solució αn, com voĺıem
demostrar. □

Corol.lari 1.8.2. Siguin p un nombre primer senar i a, b, c nombres enters tals que a

no és divisible per p. Si

(
b2 − 4ac

p

)
= 1, aleshores, per a cada nombre natural n ≥ 1,

la congruència quadràtica aX2 + bX + c ≡ 0 (mod pn) té exactament dues solucions
(mod pn). □

Observació 1.8.3. L’única congruència quadràtica mòdul 2 que té arrels simples mòdul
2 és la congruència X2 +X ≡ 0 (mod 2). Per tant, si una congruència quadràtica mòdul
2n redueix a la congruència X2 +X ≡ 0 (mod 2), aleshores té exactament dues solucions
(mod 2n) per a tot nombre enter n.

D’aquesta manera, obtenim un criteri senzill per a saber el nombre de solucions de
totes les congruències f(X) := aX2+bX+c ≡ 0 (mod N) tals que mcd(a,N) = 1 i f(X)
és separable (mod p) per a tot nombre primer p que divideix N .
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1.9 Llei de reciprocitat quadràtica

Un dels resultats de teoria de nombres del qual s’han publicat més demostracions dife-
rents i que encara avui és objecte d’estudi és la llei de reciprocitat quadràtica. L’objeciu
d’aquesta secció és donar-ne una demostració. Per a això, convindrà considerar certes
sumes de Gauss en caracteŕıstica senar ℓ.

Hem vist més amunt que si p és un nombre primer senar, considerem una arrel primitiva

p-èsima de la unitat ζ ∈ C i posem S :=
∑

a mod p

(
a

p

)
ζa, aleshores és S2 =

(
−1
p

)
p. Aquest

resultat també és vàlid si canviem C per Fℓ, per a qualsevol nombre primer senar ℓ ̸= p.

En efecte, repetim el càlcul:

S2 =
∑

a mod p

∑
b mod p

(
ab

p

)
ζa+b =

∑
a̸=0 mod p

∑
b mod p

(
ab

p

)
ζa+b =

=
∑

a ̸=0 mod p

∑
c mod p

(
a2c

p

)
ζa(1+c) =

∑
a ̸=0 mod p

∑
c mod p

(
c

p

)
ζa(1+c) =

=
∑

c mod p

(
c

p

) ∑
a ̸=0 mod p

ζa(1+c).

Si 1 + c ̸≡ 0 (mod p), aleshores ζ1+c és encara una arrel primitiva p-èsima de la unitat

en Fℓ i
∑

a ̸=0 mod p

ζa(1+c) = −1; i si 1 + c ≡ 0 (mod p), aleshores
∑

a ̸=0 mod p

ζa(1+c) = p − 1.

Això fa que

S2 = −
∑

1+c ̸≡0 mod p

(
c

p

)
+

(
−1
p

)
(p− 1) =

(
−1
p

)
p.

Lema 1.9.1. Amb les notacions anteriors se satisfà la fórmula Sℓ−1 =

(
ℓ

p

)
.

Demostració: Com que treballem en caracteŕıstica senar ℓ, podem escriure que

Sℓ =
∑

a mod p

(
a

p

)
ζaℓ =

∑
a mod p

(
aℓ−1

p

)
ζa =

(
ℓ−1

p

) ∑
a mod p

(
a

p

)
ζa =

(
ℓ

p

)
S.

I com que S2 ̸= 0, podem simplificar S i obtenim la igualtat cercada. □

Teorema 1.9.2. (Llei de reciprocitat quadràtica) Siguin p, ℓ nombres primers senars.

Aleshores,

(
ℓ

p

)
=
(p
ℓ

)
(−1)

p−1
2

ℓ−1
2 .

Demostració: Si ℓ = p el resultat és trivial. D’altra banda, recordem que si tenim un

nombre enter a, i si z ∈ Fℓ és tal que z2 = a, aleshores
(a
ℓ

)
= zℓ−1. Podem aplicar aquest
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fet per a calcular el śımbol de Legendre


(
−1
p

)
p

ℓ

 en el cas que ℓ ̸= p en la forma


(
−1
p

)
p

ℓ

 = Sℓ−1 =

(
ℓ

p

)
.

Però sabem que

(
−1
p

)
= (−1) p−1

2 , de manera que obtenim la igualtat

(
ℓ

p

)
= (−1)

p−1
2

ℓ−1
2

(p
ℓ

)
que voĺıem demostrar. □

Més endavant veurem una altra demostració d’aquest teorema.

Una aplicació immediata de la llei de reciprocitat quadràtica és el càlcul efectiu del
śımbol de Legendre. En efecte, la millor manera de veure-ho és en un exemple. Suposem
que volem calcular el śımbol (

34569284994927

1602961

)
.

El primer que cal fer és calcular el residu de 34569284994927 mòdul el nombre, primer,
1602961; això dóna sense cap dificultat que(

34569284994927

1602961

)
=

(
1188715

1602961

)
=

(
5 · 11 · 21613
1602961

)
=

=

(
5

1602961

)(
11

1602961

)(
21613

1602961

)
.

Apliquem la llei de reciprocitat quadràtica. Com que 1602961 ≡ 1 (mod 4), els factors

(−1) p−1
2

ℓ−1
2 són trivials i podem escriure que(

34569284994927

1602961

)
=

(
1602961

5

)(
1602961

11

)(
1602961

21613

)
=

=

(
1

5

)(
8

11

)(
3599

21613

)
.

Ara,

(
1

5

)
= 1 i

(
8

11

)
=

(
2

11

)
= −1, ja que 8 = 2 · 22 i 11 ≡ 3 (mod 8); com que

3599 = 59 · 61, obtenim que(
34569284994927

1602961

)
= −

(
59

21613

)(
61

21613

)
= −

(
21613

59

)(
21613

61

)
,

ja que 21613 ≡ 1 (mod 4). Finalment, 21613 ≡ 19 (mod 59) i 21613 ≡ 19 (mod 61); per
tant: (

34569284994927

1602961

)
= −

(
19

59

)(
19

61

)
=

(
59

19

)(
61

19

)
,
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ja que 59 ≡ 19 ≡ 3 (mod 4); i, com que 19 ≡ 3 (mod 8), és(
34569284994927

1602961

)
=

(
2

19

)(
4

19

)
=

(
2

19

)
= −1.

1.10 Śımbol de Jacobi

El śımbol de Legendre està associat a un primer senar p. A fi d’evitar la descomposició
en factors primers en el càlcul d’aquest śımbol, introduirem el śımbol de Jacobi.

Sigui P un nombre enter positiu senar. Per a tot nombre enter a, definim el śımbol de

Jacobi
( a
P

)
de la manera següent:

sigui P := pn1
1 p

n2
2 . . . pnr

r la descomposició de P en factors primers. Cada un dels nombres
pi és un primer senar i podem definir( a

P

)
:=

(
a

p1

)n1
(
a

p2

)n2

. . .

(
a

pr

)nr

.

El śımbol definit d’aquesta manera s’anomena el śımbol de Jacobi i se satisfan les propi-
etats següents:

(1) si mcd(a, P ) > 1, aleshores
( a
P

)
= 0;

(2) si mcd(a, P ) = 1, aleshores
( a
P

)
= ±1;

(3) si P1, P2, P són nombres enters positius senars i a1, a2, a són nombres enters

qualssevol, aleshores

(
a

P1P2

)
=

(
a

P1

)(
a

P2

)
i
(a1a2
P

)
=
(a1
P

)(a2
P

)
; i

(4) si a ≡ a′ (mod P ), aleshores
( a
P

)
=

(
a′

P

)
.

La demostració d’aquestes propietats és immediata a partir de la definició i de les
propietats del śımbol de Legendre. A més a més, se satisfà també la llei de reciprocitat
quadràtica.

Proposició 1.10.1. Siguin P1, P2 nombres enters positius senars. Aleshores,

(
P1

P2

)
=

(−1)
P1−1

2
P2−1

2

(
P2

P1

)
.

Demostració: Per a fer la demostració només cal factoritzar P1 i P2 i aplicar la llei de
reciprocitat quadràtica per al śımbol de Legendre. El resultat final es dedueix del següent.

Lema 1.10.2. Sigui P := pn1
1 p

n2
2 . . . pnr

r la descomposició com a producte de nombres

primers d’un nombre enter senar P . Posem ε(P ) :=
P − 1

2
. Aleshores,

(−1)ε(P ) =
∏
i

(−1)ε(pi)ni .
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Demostració: Si P1, P2 són nombres enters senars, aleshores se satisfà la igualtat
(P1 − 1)(P2 − 1) = P1P2 − P1 − P2 + 1 = (P1P2 − 1) − (P1 − 1) − (P2 − 1), i com que
(P1 − 1)(P2 − 1) ≡ 0 (mod 4), s’obté que P1P2 − 1 ≡ (P1 − 1) + (P2 − 1) (mod 4); per
tant, (−1)ε(P1P2) = (−1)ε(P1)(−1)ε(P2). □

Aquest mateix lema ens permet escriure el valor del śımbol

(
−1
P

)
= (−1)P−1

2 .

De manera anàloga, tenim que

(
2

P

)
= (−1)P2−1

8 , ja que si ω(P ) :=
P 2 − 1

8
, aleshores

(−1)ω(P1P2) = (−1)ω(P1)(−1)ω(P2).

En efecte. Com que Pi és senar, és P 2
i ≡ 1 (mod 8); i com que (P 2

1 − 1)(P 2
2 − 1) =

(P1P2)
2− 1− (P 2

1 − 1)− (P 2
2 − 1), tenim que (P1P2)

2− 1 ≡ (P 2
1 − 1)+ (P 2

2 − 1) (mod 82);
per tant, (−1)ω(P1P2) = (−1)ω(P1)(−1)ω(P2).

El śımbol de Jacobi permet simplificar el càlcul dels śımbols de Legendre. Clarament, si
P és un nombre primer senar, per a tot nombre enter a el śımbol de Jacobi i el de Legendre( a
P

)
coincideixen. Per tant, podem evitar la descomposició en primers en el càlcul del

śımbol de Legendre: només cal separar els factors 2 del numerador abans d’invertir el
śımbol.

Veiem-ho, com a la secció anterior, en el càlcul de(
34569284994927

1602961

)
.

Igual que abans, obtenim que(
34569284994927

1602961

)
=

(
1188715

1602961

)
.

Aplicant la llei de reciprocitat quadràtica,(
34569284994927

1602961

)
=

(
1602961

1188715

)
,

i, reduint el numerador mòdul el denominador,(
34569284994927

1602961

)
=

(
414246

1188715

)
.

Ara tenim dues possibilitats. O bé separar els factors 2 del numerador i calcular el śımbol

de Jacobi

(
2

1188715

)
si el nombre de factors 2 que hem pogut treure és senar, o bé restar

el denominador del numerador i calcular el śımbol

(
−1

1188715

)
a fi d’obtenir un śımbol

amb numerador i denominador senars positius. Ho farem de la primera forma, ja que això
produirà un numerador més petit i, per tant, els càlculs posteriors es faran amb nombres
de menys xifres. Això dóna(

34569284994927

1602961

)
= −

(
207123

1188715

)
,
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ja que 1188715 ≡ 3 (mod 8). Com que 1188715 ≡ 207123 ≡ 3 (mod 4), la llei de
reciprocitat dóna (

34569284994927

1602961

)
=

(
1188715

207123

)
=

(
153100

207123

)
.

Ara és clar un factor 102 en el numerador, i 5 no divideix el denominador; per tant, podem
eliminar aquest factor i obtenim que(

34569284994927

1602961

)
=

(
1531

207123

)
= −

(
207123

1531

)
,

ja que 207123 ≡ 1531 ≡ 3 (mod 8). En reduir de nou:(
34569284994927

1602961

)
= −

(
438

1531

)
= −

(
2

1531

)(
219

1531

)
=

(
219

1531

)
.

I en reiterar el procés:(
34569284994927

1602961

)
= −

(
1531

219

)
= −

(
217

219

)
=

= −
(
219

217

)
= −

(
2

217

)
= −1.

1.11 Śımbol de Kronecker

Un altre exemple molt important de caràcter de Dirichlet és el donat pel śımbol de Kro-
necker. Aquesta secció es dedica a la seva introducció i estudi; més endavant servirà
per descriure còmodament les lleis de descomposició dels nombres primers en els cossos
quadràtics.

Observem que (Z/4Z)∗ és un grup d’ordre 2; per tant, només hi ha dos caràcters de
Dirichlet mòdul 4; un d’ells és el caràcter trivial i l’altre és el caràcter quadràtic (−1)ε(∗),
primitiu mòdul 4, definit a la secció anterior en parlar del śımbol de Jacobi.

Anàlogament, només hi ha quatre caràcters de Dirichlet mòdul 8. Dos d’ells, no pri-
mitius, són els indüıts pels caràcters de Dirichlet mòdul 4: el caràcter trivial i el caràcter
(−1)ε(∗). Els altres dos també són quadràtics, ja que el grup (Z/8Z)∗ és d’exponent 2;
un d’ells és el caràcter (−1)ω(∗), que també ha aparegut en parlar del śımbol de Jacobi;
l’altre, en conseqüència, és el producte dels altres dos caràcters no trivials: (−1)ε(∗)+ω(∗).

Hem vist, també, que si p és un nombre primer senar, aleshores el caràcter de Legendre(
∗
p

)
és l’únic caràcter quadràtic de conductor p.

Sigui D′ := ℓ1ℓ2 . . . ℓr un producte de nombres naturals primers senars diferents, que

pot ser D′ = 1. El producte dels caràcters de Legendre

(
∗
ℓi

)
, és a dir, el caràcter de

Jacobi
( ∗
D′

)
, és un caràcter quadràtic de Dirichlet definit mòdulD′, el trivial siD′ = 1. Si

el multipliquem per la potència ε(D′)-èsima de l’únic caràcter primitiu mòdul 4, (−1)ε(∗),
obtenim un caràcter quadràtic de Dirichlet definit mòdul 4D′. És el caràcter quadràtic

de Dirichlet χD′ := (−1)ε(D′)ε(∗)
( ∗
D′

)
i s’anomena el D′-èsim caràcter de Kronecker.



1.11. Śımbol de Kronecker 19

A partir d’aquest caràcter podem definir tres caràcters més:

χ−D′ := (−1)ε(∗)χD′ ,

χ2D′ := (−1)ω(∗)χD′ ,

χ−2D′ := (−1)ε(∗)(−1)ω(∗)χD′ .

Són caràcters quadràtics de Dirichlet definits mòdul 4D′, 8D′ i 8D′, respectivament.
S’anomenen els caràcters de Kronecker.

Proposició 1.11.1. Sigui D un nombre enter lliure de quadrats. Aleshores, χD és l’únic
caràcter quadràtic de Dirichlet mòdul 4|D| tal que per a tot natural primer senar p que

no divideix D és χD(p) =

(
D

p

)
.

Demostració: Sigui D′ := ℓ1ℓ2 . . . ℓr la descomposició en nombres primers de la part

positiva senar de D. La llei de reciprocitat quadràtica per al śımbol de Jacobi
( ∗
D′

)
permet demostrar de seguida que per al caràcter de Kronecker χD se satisfà la propietat
enunciada. En efecte,

χD′(p) = (−1)ε(D′)ε(p)
( p
D′

)
=

(
D′

p

)
;

per tant, també

χ−D′(p) = (−1)ε(p)χD′(p) = (−1)ε(p)
(
D′

p

)
=

(
−D′

p

)
,

χ2D′(p) = (−1)ω(p)χD′(p) = (−1)ω(p)
(
D′

p

)
=

(
2D′

p

)
,

i

χ−2D′(p) = (−1)ε(p)(−1)ω(p)χD′(p) = (−1)ε(p)(−1)ω(p)
(
D′

p

)
=

(
−2D′

p

)
.

Resta demostrar la unicitat.

Per a això, suposem que χ és un caràcter quadràtic de Dirichlet definit mòdul 4|D|
per al qual se satisfà la propietat i considerem ψ := χχ−1

D . Aleshores, ψ és un caràcter de
Dirichlet definit mòdul 4|D| tal que per a tot natural primer senar p que no divideix D
se satisfà que ψ(p) = 1. Com que ψ és multiplicatiu, també se satisfà que ψ(a) = 1 per
a tot nombre natural senar a primer amb D; és a dir, per a tot nombre natural a primer
amb 4D. Això demostra que χ = χD. □

Proposició 1.11.2. Sigui D un nombre enter lliure de quadrats i sigui D′ la part senar
positiva de la seva descomposició en producte de nombres primers. El conductor del
caràcter de Kronecker χD és exactament 4|D|, excepte en el cas D ≡ 1 (mod 4) en què
el conductor és D′.

Demostració: Com que els caràcters de Legendre

(
∗
ℓi

)
són primitius de conductor

ℓi, el caràcter ψ :=

(
∗
ℓ1

)(
∗
ℓ2

)
· · ·
(
∗
ℓr

)
és primitiu de conductor ℓ1ℓ2 . . . ℓr. Com que
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el caràcter de Kronecker és el producte de ψ per caràcters de conductor potència de 2,
només cal estudiar el conductor dels altres factors.

Si D = D′ ≡ 1 (mod 4), per a obtenir χD es multiplica ψ pel caràcter trivial, ja que
(−1)ε(D)ε(∗) = 1. I si D = −D′ ≡ 1 (mod 4), també es multiplica ψ pel caràcter trivial, ja
que (−1)ε(D)ε(∗)(−1)ε(∗) = 1. En els altres casos, o bé ψ es multiplica pel caràcter primitiu
de conductor 4, en el cas D ≡ 3 (mod 4) o bé es multiplica per un dels dos caràcters
primitius de conductor 8, en el cas en què D és parell. □

La proposició següent generalitza el fet que els únics caràcters quadràtics de Dirichlet
de conductor primer senar són els caràcters de Legendre.

Proposició 1.11.3. Sigui χ un caràcter quadràtic de Dirichlet, primitiu. Aleshores,
existeix un nombre enter D lliure de quadrats tal que χ és el caràcter de Kronecker χD,
considerat definit mòdul el seu conductor.

Per a la demostració usarem un seguit de resultats previs.

Lema 1.11.4. Sigui f el conductor d’un caràcter quadràtic de Dirichlet i suposem que f
és senar. Aleshores, f és lliure de quadrats.

Demostració: Sigui χ un caràcter quadràtic de Dirichlet definit mòdul un nombre
senar n i sigui n′ el producte dels nombres primers senars diferents que divideixen n. Si
demostrem que tots els elements a ∈ G(n) que satisfan la congruència a ≡ 1 (mod n′)
són quadrats en G(n), aleshores haurem acabat ja que, per ser χ quadràtic, és χ(b) = ±1
per a tot b ∈ G(n) i, per tant, χ(b2) = 1; això ens permet assegurar que χ es pot definir
mòdul n′, de manera que el seu conductor, que és un divisor de n′, és lliure de quadrats.

Ara bé, si a ∈ G(n) és un quadrat mòdul n′, ho és mòdul ℓ per a tot nombre primer
ℓ que divideix n i, com que el polinomi X2 − a és separable mòdul ℓ, les congruències
X2 − a ≡ 0 (mod ℓk) tenen solució per a cada valor de k. Per tant, la congruència
X2 − a ≡ 0 (mod n) té solució i a és un quadrat en G(n). □

Lema 1.11.5. Sigui f el conductor d’un caràcter quadràtic de Dirichlet. Aleshores, f és
lliure del factor 24.

Demostració: La demostració és semblant a la del lema anterior. Si r ≥ 3, aleshores
G(2r)/G(2r)2 ∼= G(8) ∼= Z/2Z× Z/2Z; per tant, el subgrup dels quadrats de G(2r) és un
subgrup d’́ındex 4. A més a més, si a és un quadrat de G(2r), aleshores a ≡ 1 (mod 8).
D’altra banda, el subgrup format pels elements a ∈ G(2r) tals que a ≡ 1 (mod 8) també
és d’́ındex 4; per tant, els dos subgrups són iguals. Això implica que, en el cas r ≥ 3,
podem abaixar els factors 2r de n fins a 23. □

Lema 1.11.6. El conductor d’un caràcter de Dirichlet (quadràtic o no) no és mai de la
forma 2f amb f senar.

Demostració: Ja que si f és senar, aleshores G(2f) ∼= G(f). □
Anem a demostrar, ara, la proposició. Sigui f el conductor del caràcter χ i suposem

que f és senar. El grup dels caràcters quadràtics de Dirichlet definits mòdul f és isomorf al
grup G(f)/G(f)2 ∼= (Z/2Z)r, on r és el nombre de factors primers diferents que divideixen
f . D’altra banda, els caràcters quadràtics de G(f) que redueixen als caràcters de Legendre
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ℓ

)
, per a ℓ primer que divideix f , formen un sistema de generadors lliures del grup dels

caràcters quadràtics de G(f); en conseqüència, χ és un producte d’aquests caràcters. Si
algun dels caràcters de Legendre no aparegués en aquest producte, el conductor no podria
ser f ; per tant, χ és el producte d’aquests caràcters de Legendre. I aquest producte és el
caràcter de Kronecker χD per a D = ±f amb el signe elegit de manera que χD sigui de
conductor f .

En el cas que f és exactament divisible per 4, cal afegir el caràcter (−1)ε(∗) en el
raonament anterior; això dóna per a χ el caràcter de Kronecker χ−D, amb D elegit igual
que abans. I en el cas que f és divisible per 8 cal afegir el caràcter (−1)ω(∗) o el caràcter
(−1)ω(∗)(−1)ε(∗). Els detalls es deixen com a exercici. □





Caṕıtol 2

Enters dels cossos de nombres

La riquesa de l’aritmètica de Z resta (gairebé completament) amagada en punt considerem
el seu cos de fraccions, Q. Per tant, si volem estudiar l’aritmètica d’un cos de nombres,
K, serà bo cercar algun anell que el tingui com a cos de fraccions i que, alhora, tingui
bones propietats de divisibilitat.

Els anells que s’utilitzen usualment són anells que tenen algunes de les bones propietats
de divisibilitat de l’anell Z; però, en general, no són anells tan agradables com Z. En
qualsevol cas, i llevat que es digui alguna cosa que ho modifiqui, a la teoria general només
considerarem anells commutatius.

2.1 Elements enters sobre un anell

L’anell Z[i] dels nombres enters de Gauss és un dels anells més coneguts dels cursos
elementals; els seus elements són els nombres complexos de la forma a + bi, on a i b són
nombres enters; el seu cos de fraccions és el cos ciclotòmic Q(i).

Observem que si α := a+ bi, a, b ∈ Z, és un nombre enter de Gauss, aleshores α ∈ Q(i)
i és arrel del polinomi mònic de coeficients enters

(X − a)2 + b2 = X2 − 2aX + (a2 + b2) ∈ Z[X].

Rećıprocament, si un element α := a+ bi ∈ Q(i), a, b ∈ Q, és arrel d’un polinomi mònic
de coeficients enters, aleshores és un nombre enter de Gauss; és a dir, a i b són nombres
enters.

En efecte; sigui f(X) ∈ Z[X] un polinomi mònic i sigui α := a+bi ∈ Q(i), a, b ∈ Q, una
arrel de f(X). Com que f(X), en particular, és de coeficients reals, el nombre complex
conjugat de α, α := a − bi, també és una arrel de f(X). Per tant, el polinomi f(X) és
divisible per (X−α)(X−α) = (X−a)2+b2 ∈ Q[X]. Pel lema de Gauss, aquest polinomi
mònic és de coeficients enters; és a dir, 2a ∈ Z i a2 + b2 ∈ Z. En conseqüència, (2b)2 ∈ Z,
de manera que 2b ∈ Z. Escrivim a = A/2, b = B/2, amb A, B ∈ Z; de a2 + b2 ∈ Z
resulta que A2 + B2 ≡ 0 (mod 4); com que en Z/4Z la suma de dos quadrats només és
nul·la quan els dos quadrats són nuls, ha de ser A2 ≡ B2 ≡ 0 (mod 4), de manera que A,
B ∈ 2Z. Això ens assegura que a, b ∈ Z, com voĺıem demostrar.

Aquest fet es pot resumir dient que els nombres enters de Gauss són exactament els
nombres de Q(i) que són arrels de polinomis mònics de coeficients enters.

23
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Definició 2.1.1. Sigui B un anell i sigui A ⊆ B un subanell. Un element b ∈ B s’anomena
enter sobre A quan b és arrel d’un polinomi mònic de coeficients en A. L’extensió d’anells
B|A s’anomena entera quan tot element de B és enter sobre A.

Una demostració detallada dels resultats següents es pot trobar, per exemple, en
[At-McD 73].

Proposició 2.1.2. Sigui B|A una extensió d’anells i sigui b ∈ B. Les propietats següents
són equivalents:

(a) b és enter sobre A;

(b) l’anell A[b] és un A-mòdul finitament generat;

(c) existeix un subanell C de B que conté A i b i que és un A-mòdul finitament generat;
i

(d) existeix un A[b]-mòdul fidel i finitament generat com a A-mòdul. □

Corol.lari 2.1.3. Siguin A un anell i {a1, a2, . . . , an} elements d’un anell extensió B|A
tals que per a 0 ≤ i < n l’element ai+1 és enter sobre l’anell A[a1, a2, . . . , ai]. Aleshores,
l’anell A[a1, a2, . . . , an] és un A-mòdul finitament generat. □

Corol.lari 2.1.4. Sigui B un anell i sigui A ⊆ B un subanell. El conjunt dels elements
b ∈ B que són enters sobre A és un subanell de B que conté A. □

Corol.lari 2.1.5. Siguin C|B i B|A extensions enteres d’anells. Aleshores, l’extensió
C|A és una extensió entera. □

Definició 2.1.6. Sigui B|A una extensió d’anells. El subanell de B format pels ele-
ments que són enters sobre A s’anomena la clausura entera de A en B. Es diu que A
és ı́ntegrament tancat en B quan A és la seva pròpia clausura entera en B. Un domini
d’integritat A s’anomena ı́ntegrament tancat quan és la seva pròpia clausura entera dins
el cos de fraccions.

Ens interessa, sobretot, el cas de dominis d’integritat. Els exemples més senzills d’anells
ı́ntegrament tancats els donen els resultats següents.

Proposició 2.1.7. Sigui B|A una extensió d’anells i sigui C la clausura entera de A en
B. Aleshores, C és ı́ntegrament tancat en B. □

Proposició 2.1.8. Sigui A un domini factorial. Aleshores, A és ı́ntegrament tancat. □

Corol.lari 2.1.9. Sigui A un domini principal. Aleshores, A és ı́ntegrament tancat. □

Proposició 2.1.10. Sigui A un domini ı́ntegrament tancat i sigui S ⊆ A un subcon-
junt multiplicativament tancat de A. Aleshores, l’anell localitzat de A en S, S−1A, és
ı́ntegrament tancat. □

És evident que, en el cas d’un cos, una extensió entera és una extensió algebraica.
D’altra banda, és un exercici senzill demostrar que si A ⊆ B són dominis i l’extensió B|A
és entera, condició necessària i suficient perquè A sigui un cos és que B ho sigui. La
propietat següent és útil per a determinar quan un element és enter.



2.2. Enters dels cossos de nombres 25

Proposició 2.1.11. Siguin A un domini d’integritat, K el cos de fraccions de A, L|K una
extensió algebraica, b ∈ L un element qualsevol, i f(X) := Irr(b,K)(X) el polinomi mònic
irreductible de K[X] que té b per arrel. Suposem que A és ı́ntegrament tancat. Aleshores,
condició necessària i suficient perquè b sigui enter sobre A és que f(X) ∈ A[X].

Demostració: Podem suposar que l’extensió L|K és normal. Sigui g(X) ∈ A[X] una
equació de dependència entera de b sobre A. Com que f(X) és el polinomi irreductible
de K[X] de grau més petit que té b per arrel i g(X) és un polinomi de K[X] que té b per
arrel, f(X) divideix g(X) en K[X]. Això implica que les arrels de f(X) també ho són
de g(X), de manera que totes les arrels de f(X) són elements de L enters sobre A. Per
tant, els polinomis simètrics elementals d’aquestes arrels són enters sobre A. Però aquests
polinomis simètrics elementals són els coeficients de f(X) i, per tant, els coeficients de
f(X) són elements de K que són enters sobre A; com que A és ı́ntegrament tancat, el
polinomi f(X) és de coeficients en A. □

2.2 Enters dels cossos de nombres

S’anomena cos de nombres tot cos K de caracteŕıstica zero tal que l’extensió K|Q és
finita.

Definició 2.2.1. Un nombre enter algebraic és un element de Q que és enter sobre Z. Si
K és un cos de nombres, la clausura entera de Z en K s’anomena l’anell dels enters de
K. És l’anell format per tots els elements de K que són enters algebraics.

El primer objectiu d’aquesta secció és calcular els anells d’enters dels cossos quadràtics.
Sigui, doncs, D un nombre enter lliure de quadrats. L’anell Z[

√
D] és un subanell del cos

quadràtic K := Q(
√
D) i és enter sobre Z; per tant, si OK designa l’anell dels enters del

cos K, es té la inclusió Z[
√
D] ⊆ OK . El rećıproc, però, no és cert en general. En efecte,

se satisfà el resultat següent.

Proposició 2.2.2. Sigui D un nombre enter lliure de quadrats. L’anell dels enters del

cos K := Q(
√
D) és l’anelll OK = Z[ω], on ω =

√
D si D ̸≡ 1 (mod 4) i ω =

D +
√
D

2
si D ≡ 1 (mod 4).

Demostració: La demostració és una generalització directa del càlcul que hem fet per al
cas de l’anell Z[i] dels nombres enters de Gauss. Siguin a, b ∈ Q tals que a+ b

√
D ∈ OK .

El conjugat galoisià a − b
√
D de a + b

√
D també és un enter de K, de manera que la

suma i el producte d’aquests dos elements són enters de K. Però són racionals i, com que
Z és ı́ntegrament tancat, són enters. Això ens permet assegurar que 2a, a2 − Db2 ∈ Z.
Per tant, 4a2 − 4Db2 ∈ 4Z i 4Db2 ∈ Z. Ara, com que D és lliure de quadrats, 2b ha de
ser enter, ja que si tingués algun denominador, D no podria dur el seu quadrat a Z. Per
tant, A := 2a, B := 2b ∈ Z i A2 −DB2 ∈ 4Z. A més a més, si D ̸≡ 1 (mod 4), aleshores
A2 − DB2 ∈ 4Z només es pot donar si A i B són parells; de manera que en aquest cas
a, b ∈ Z i OK = Z[

√
D]. Però en el cas D ≡ 1 (mod 4) pot ser que A i B siguin senars

alhora; això ens permet assegurar que OK està format per elements (A+B
√
D)/2 tals que

A, B són nombres enters de la mateixa paritat. En particular, com que
D +

√
D

2
∈ OK
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(és arrel del polinomi X2−DX+
D(D − 1)

4
∈ Z[X]), se satisfà que OK = Z

[
D +

√
D

2

]
.

□
En particular, Z[i] és l’anell dels enters del cos ciclotòmic Q(i). És ben conegut que

aquest anell és un anell principal, ja que és euclidià. Aquesta propietat no és en absolut
una propietat general dels anells dels enters dels cossos de nombres. En efecte, veurem
de seguida que hi ha exemples d’anells d’enters de cossos de nombres, fins i tot de cossos
quadràtics, que no són principals; de fet, ni tan sols factorials.

Exemple 2.2.3. Considerem l’anell Z[
√
−5]. És l’anell dels enters del cos quadràtic

Q(
√
−5). Veiem que no és factorial.

Observem que 21 = (4+
√
−5)(4−

√
−5) = 3 ·7; aquestes són dues descomposicions del

nombre 21 com a producte de factors irreductibles en l’anell Z[
√
−5]; i són essencialment

diferents. En efecte, cap dels elements 4±
√
−5, 3 i 7 no és un element unitari de l’anell

Z[
√
−5] i cap d’aquests elements no és un element associat de cap altre. Això es pot veure,

per exemple, tenint en compte que si α és un element invertible, aleshores la norma N(α)
és un element invertible de Z, ja que és un enter algebraic de Q i N(α)N(α−1) = N(1) = 1.
Com que N(4 ±

√
−5) = 21, N(3) = 9, i N(7) = 49, cap d’aquests elements no és una

unitat de l’anell Z[
√
−5]. D’altra banda, si algun d’aquests elements fos associat d’algun

altre, ambdós haurien de tenir, llevat potser del signe, la mateixa norma; però això només
succeeix amb els dos elements 4±

√
−5, que tampoc no són associats ja que, per exemple,

el seu quocient no és enter sobre Z.
Resta veure que aquests elements són irreductibles. Si algun d’ells no ho fos, la seva

norma hauria de descompondre; però per a α ∈ Z[
√
−5], no pot ser N(α) = ±3 ni

N(α) = ±7, ja que les equacions N(a+ b
√
−5) = a2 + 5b2 = ±3,±7 no tenen solucions a,

b ∈ Z. En conseqüència, l’anell Z[
√
−5] no pot ser un anell factorial.

D’altra banda, hi ha anells d’enters de cossos quadràtics que són principals però que
no són euclidians per a cap elecció de l’aplicació grau.

Exemple 2.2.4. Sigui A := Z[θ], 2θ := 1 +
√
−19, l’anell dels enters de Q(

√
−19).

Aleshores, l’anell A és principal però no és euclidià per a cap elecció de l’aplicació grau.

Una demostració completa d’aquest fet es pot trobar indicada en el llibre [B-M-T 90,
ex.24]. Més endavant, i fent servir tècniques d’aquest curs, en podrem veure una demos-
tració més senzilla.

2.3 Anells de Dedekind

L’objectiu d’aquesta secció és donar les propietats algebraiques més elementals dels anells
dels enters dels cossos de nombres.

Proposició 2.3.1. Siguin A un domini noetherià i ı́ntegrament tancat, K el cos de fracci-
ons de A, L|K una extensió finita i separable, i B la clausura entera de A en L. Aleshores,
B és un A-mòdul finitament generat.

Demostració: Observem, en primer lloc, que podem elegir una K-base de L formada
per elements b1, b2, . . . , bn ∈ B. En efecte, sigui b ∈ L i siguin a0, a1, . . . , an−1 ∈ K tals
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que a0 + a1b + a2b
2 + · · · + an−1b

n−1 + bn = 0; sigui a ∈ A un denominador comú a tots
els coeficients ai; aleshores, a0a

n, a1a
n−1, . . . , an−1a ∈ A i

a0a
n + a1a

n−1(ab) + · · ·+ an−1a(ab)
n−1 + (ab)n = 0

és una equació de dependència entera de ab sobre A. Per tant, podem multiplicar cada
element d’una K-base de L per un element de A per a obtenir una K-base de L formada
per elements de B.

D’altra banda, com que l’extensió L|K és finita i separable, la forma bilineal traça,
TL|K , és no degenerada i podem considerar la K-base de L dual de la base b1, b2, . . . , bn
respecte d’aquesta forma bilineal (cf. [B-M-T 90, ex.85]); sigui β1, β2, . . . , βn ∈ L aquesta
base dual i sigui d ∈ A, d ̸= 0, un element tal que dβj ∈ B per a tot βj. Aleshores, B és
un A-submòdul del A-mòdul lliure i finitament generat M := d−1 (Ab1 + · · ·+ Abn) ⊆ L.
En efecte; sigui b ∈ B i escrivim-lo en la forma b = α1b1 + · · · + αnbn amb els coeficients
αi ∈ K; com que TL|K(biβj) = δij, obtenim que dαj = TL|K(dbβj) ∈ A, ja que dbβj ∈ B
i la traça és la suma dels conjugats, que són enters. Per tant, db ∈ Ab1 + · · ·+ Abn, com
voĺıem veure.

Ara, com que A és noetherià, B ⊆M i M és un A-mòdul finitament generat, obtenim
que B és un A-mòdul finitament generat. □
Corol.lari 2.3.2. Siguin A un domini principal, K el cos de fraccions de A, L|K una
extensió finita i separable, n := [L : K] el grau, i B la clausura entera de A en L.
Aleshores, B és un A-mòdul lliure de rang n.

Demostració: És ben conegut que si B és un mòdul finitament generat i sense torsió
sobre un domini d’ideals principals, aleshores B és un A-mòdul lliure. La proposició
anterior ens assegura que B és un A-mòdul finitament generat; i la qüestió relativa a la
torsió és immediata, ja que B és un domini d’integritat. Finalment, una A-base de B és
també una K-base de L, ja que L és el cos de fraccions de B. Per tant, B és A-lliure de
rang [L : K]. □
Corol.lari 2.3.3. L’anell dels enters d’un cos de nombres és un Z-mòdul lliure de rang
finit. □

Aix́ı, l’anell dels enters d’un cos de nombres és un domini noetherià, ı́ntegrament tancat
i de dimensió 1, ja que l’extensió A|Z és entera i Z és de dimensió 1.

Definició 2.3.4. Un anell de Dedekind és un domini d’integritat noetherià, ı́ntegrament
tancat i de dimensió 1; és a dir, un anell noetherià, ı́ntegre, ı́ntegrament tancat, que no
és un cos i tal que tot ideal primer no nul és maximal.

Corol.lari 2.3.5. L’anell dels enters d’un cos de nombres és un anell de Dedekind. □

2.4 El grup d’ideals

Els anells de Dedekind i, en particular, els anells d’enters dels cossos de nombres, no
són, en general, principals. De tota manera, en un anell de Dedekind tot ideal no nul
descompon de manera única com a producte d’ideals primers no nuls. Això fa més senzill
l’estudi de la seva aritmètica (i, en conseqüència, de l’aritmètica del seu cos de fraccions)
que en el cas general d’un anell qualsevol.
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Definició 2.4.1. Sigui A un domini d’integritat. Un ideal fraccionari de A és un A-
submòdul a del cos de fraccions K de A tal que existeix un element a ∈ A, a ̸= 0, de
manera que aa ⊆ A.

Per exemple, tot ideal de A és un ideal fraccionari. Els ideals de A també s’anomenen,
per això, els ideals enters de A.

Definició 2.4.2. Un ideal fraccionari s’anomena principal quan és de la forma aA amb
a ∈ K.

Clarament, els ideals fraccionaris principals no nuls de A formen un grup abelià respecte
de la multiplicació d’ideals; l’invers d’un ideal fraccionari principal aA és l’ideal fraccionari
principal a−1A; i notem que aquest grup s’identifica de manera natural amb el grup
quocient K∗/A∗. Però aquesta no és l’única propietat interessant dels ideals fraccionaris
dels anells de Dedekind. De fet, el conjunt de tots els ideals fraccionaris no nuls d’un anell
de Dedekind és un grup respecte de la multiplicació de A-submòduls de K i el conjunt dels
ideals fraccionaris principals no nuls és un subgrup del grup de tots els ideals fraccionaris.
L’objectiu d’aquesta secció és demostrar aquest fet, com també fer l’estudi dels ideals
fraccionaris dels anells de Dedekind.

Proposició 2.4.3. Sigui A un domini d’integritat. Tot A-submòdul finitament generat a
del cos de fraccions K de A és un ideal fraccionari.

Demostració: Sigui a1, a2, . . . , ar un sistema finit de generadors de a i sigui a ∈ A un
denominador comú a tots els elements ai. Aleshores, aa ⊆ A. □

Proposició 2.4.4. Sigui A un domini noetherià. El conjunt dels ideals fraccionaris de
A coincideix amb el conjunt dels A-submòduls finitament generats del cos de fraccions K.
Més precisament, tot ideal fraccionari és de la forma aa, on a ∈ K i a ⊆ A és un ideal
enter de A.

Demostració: Ja hem vist que tot A-submòdul finitament generat de K és un ideal
fraccionari. Rećıprocament, suposem que b ⊆ K és un ideal fraccionari i sigui b ∈ A
tal que bb ⊆ A. Aleshores, b ⊆ b−1A; com que b−1A és finitament generat (de fet, és
principal) i A és noetherià, el A-submòdul b de b−1A ha de ser finitament generat.

D’altra banda, si escrivim b = ⟨b1, b2, . . . , br⟩, amb bi ∈ K, i si a ∈ A és un denominador
comú dels elements b1, b2, . . . , br, aleshores b = a−1a, on a := ⟨ab1, ab2, . . . , abr⟩ és un ideal
enter de A. □

Teorema 2.4.5. Sigui A un anell de Dedekind. Aleshores, el conjunt dels ideals fracci-
onaris no nuls de A és un grup abelià lliure respecte de la multiplicació de A-submòduls
del cos de fraccions K de A. Els ideals primers no nuls de A formen un sistema de gene-
radors lliures d’aquest grup. A més a més, condició necessària i suficient perquè un ideal
a de A sigui divisible per un ideal b de A és que a ⊆ b.

Demostració: Farem la demostració d’aquest teorema en diverses etapes.

Lema 2.4.6. Sigui A un anell noetherià i sigui a ⊆ A un ideal no nul de A. Aleshores,
existeixen ideals primers no nuls p1, p2, . . . , pr ⊆ A tals que p1p2 · · · pr ⊆ a.
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Demostració: Si no és aix́ı, el conjunt C format pels ideals no nuls de A que no contenen
cap producte d’ideals primers no nuls és un conjunt no buit. Per ser A noetherià, aquest
conjunt ha de tenir elements maximals per a la inclusió d’ideals. Sigui a un element
maximal de C. L’ideal a no pot ser un ideal primer de A, ja que pertany a C; per tant,
existeixen elements a1, a2 ∈ A a1, a2 /∈ a, tals que a1a2 ∈ a. Aleshores, cadascun dels
ideals bi := a + aiA, i = 1, 2, conté un producte d’ideals primers de A i b1b2 ⊆ a. Però
aleshores, a conté un producte d’ideals primers: l’ideal producte dels productes d’ideals
primers que contenen els ideals bi. Aquesta contradicció acaba la demostració. □

Lema 2.4.7. Sigui A un anell de Dedekind i sigui p ⊆ A un ideal primer no nul. Ales-
hores, p és un ideal fraccionari invertible; és a dir, existeix un ideal fraccionari p−1 de A
tal que pp−1 = A.

Demostració: Sigui p−1 := (A : p) = {x ∈ K : xp ⊆ A}, on K designa el cos
de fraccions de A. Es tracta de veure que pp−1 = A; comprovem, en primer lloc, que
A ⊊ p−1. Prenem un element no nul a ∈ p; en virtut del lema anterior, podem elegir
un nombre enter r minimal respecte de la propietat que l’ideal principal aA contingui
un producte de r ideals primers no nuls de A, posem p1p2 · · · pr ⊆ aA. Aleshores, com
que p és un ideal primer, p ha de contenir algun dels ideals primers pi, diem p1; i com
que p1 és maximal, ha de ser p1 = p. D’altra banda, p2 · · · pr ̸⊆ aA ja que r és minimal;
per tant, existeix un element b ∈ p2 · · · pr tal que b /∈ aA. Aleshores, ba−1 ∈ p−1 (ja que
bp = bp1 ⊆ aA) però ba−1 /∈ A, com voĺıem veure.

De la inclusió trivial p ⊆ pp−1 ⊆ A, i del fet que p és un ideal maximal, dedüım que
pp−1 = p o bé pp−1 = A. Veiem que la primera igualtat no pot ser i haurem acabat. Si
fos p = pp−1, aleshores tot element de p−1 deixaria el A-submòdul finitament generat p de
K invariant; per tant, l’ideal fraccionari p−1 hauria de d’estar format per elements enters
sobre A (cf.2.1.2, (d)); i, com que A és ı́ntegrament tancat, això voldria dir que p−1 ⊆ A;
contradicció. □

Lema 2.4.8. Sigui A un anell de Dedekind. Aleshores, tot ideal fraccionari no nul a de
A és invertible, i l’invers de a és l’ideal fraccionari a−1 := (A : a) = {x ∈ K : xa ⊆ A}.

Demostració: Com que A és un anell noetherià, la proposició 2.4.4 ens assegura que
tot ideal fraccionari de A és el producte d’un element a de K per un ideal enter a de A;
com que els ideals fraccionaris principals són invertibles, per veure que un ideal fraccionari
a és invertible podem suposar que és un ideal enter. Aix́ı, és suficient demostrar que tot
ideal enter no nul a ⊆ A és invertible.

Si no és aix́ı, i de nou per la noetherianitat, podem elegir un ideal enter no nul a ⊆ A
maximal entre els no invertibles. Com que els ideals maximals de A són invertibles, a no
és un ideal maximal de A i existeix un ideal maximal p de A tal que a ⊊ p. Aleshores,
a ⊆ ap−1 ⊆ pp−1 = A. Com que l’invers de p conté elements no enters sobre A i com que
a és un A-submòdul finitament generat de K, no pot ser que a = ap−1; és a dir, ap−1 és
un ideal de A que conté a estrictament. Per la maximalitat de a, l’ideal ap−1 és un ideal
fraccionari invertible; si multipliquem per p que és invertible, obtenim que a és un ideal
invertible.

Resta veure que l’invers de a és (A : a). Però això és clar; si a ∈ a−1, és clar que
a ∈ (A : a); rećıprocament, si a ∈ (A : a), aleshores aa ⊆ A, de manera que aaa−1 ⊆ a−1

i, com que 1 ∈ A = aa−1, ha de ser a ∈ a−1. Això acaba la demostració. □
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Acabem de provar que el conjunt format pels ideals fraccionaris no nuls de A és un
grup respecte de la multiplicació d’ideals fraccionaris. Si demostrem que tot ideal enter no
nul descompon de manera única com a producte d’ideals primers de A ja haurem acabat,
ja que tot ideal fraccionari és de la forma a−1a per a un cert element a ∈ A i un cert ideal
enter a ⊆ A.

El conjunt dels ideals no nuls de A que no admeten una descomposició com a producte
d’ideals primers no nuls és el conjunt buit; en efecte, en cas contrari tindria un element
maximal a ⊆ A; si p és un ideal maximal de A que conté a, com que p és invertible,
ha de ser a ⊊ p; aleshores, a ⊆ ap−1 ⊆ pp−1 = A, de manera que podem repetir el
raonament d’abans: ap−1 és un ideal enter de A que no pot coincidir amb a ja que p−1

conté elements no enters sobre A i a és un A-submòdul finitament generat de K; per
tant, ap−1 admet descomposició com a producte d’ideals primers; si multipliquem per p,
obtenim una descomposició de a com a producte d’ideals primers de A.

Resta veure la unicitat. Però aquesta és fàcil, ja que disposem de la multiplicació pels
inversos dels ideals primers no nuls de A. Si p1p2 · · · pr = q1q2 · · · qs, l’ideal q1 és un ideal
primer que conté un producte d’ideals primers; per tant, conté algun pi, diem pi = p1.
La maximalitat ens permet assegurar que q1 = p1; si multipliquem per l’invers de p1,
obtenim la igualtat p2 · · · pr = q2 · · · qs, amb menys factors, i la prova s’acaba fàcilment
per un argument recursiu. □
Definició 2.4.9. El grup dels ideals fraccionaris no nuls de l’anell de Dedekind A s’a-
nomena el grup d’ideals de A (o el grup d’ideals de K quan l’anell A és clar). El grup
quocient d’aquest grup d’ideals pel subgrup dels ideals fraccionaris principals s’anomena
el grup de classes d’ideals de A (o de K). S’acostuma a designar per Cl(A).

De fet, es disposa de la successió exacta de grups abelians

1 −→ A∗ −→ K∗ −→ I(A) −→ Cl(A) −→ 1,

on I(A) designa el grup dels ideals fraccionaris no nuls de A i A∗ el grup dels elements
invertibles de l’anell A.

2.5 Factorialitat i principalitat

Una conseqüència immediata de la definició del grup de classes d’ideals d’un anell de
Dedekind és el resultat següent.

Corol.lari 2.5.1. Sigui A un anell de Dedekind. Condició necessària i suficient perquè
l’anell A sigui un anell principal és que el grup de classes d’ideals de A sigui trivial. □

Aquesta condició caracteritza quan un anell de Dedekind és principal. Podem dir que
el grup Cl(A) és una mesura de quant s’aparta l’anell A de ser un anell principal. De totes
maneres, encara no sabem gairebé res del grup de classes d’ideals d’un anell de Dedekind.
Però podem donar alguna condició suficient perquè un anell de Dedekind sigui principal.

El fet que els ideals primers d’un anell de Dedekind formin un sistema de generadors
del grup d’ideals i el fet que el producte d’ideals principals és un ideal principal ens
permeten escriure immediatament que si tots els ideals primers d’un anell de Dedekind A
són principals, aleshores A és un anell principal. Encara més, podem demostrar el resultat
següent.
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Proposició 2.5.2. Sigui A un anell de Dedekind. Suposem que A té només un nombre
finit d’ideals primers. Aleshores, A és un anell principal.

Demostració: Siguin p1, p2, . . . , pr tots els ideals primers no nuls de A. Fixat un d’ells,
diem p = p1, podem elegir a ∈ p de manera que a /∈ p2; el sistema de congruències{

x ≡ a (mod p)

x ≡ 1 (mod pi), i > 1,

té solució en A en virtut del teorema xinès del residu. I una solució x d’aquest sistema
és un generador de l’ideal p, ja que a la descomposició en producte d’ideals primers de
l’ideal principal xA no pot aparèixer cap primer pi ̸= p ni tampoc p2; i l’ideal xA no és
tot l’anell A ja que x ∈ p perquè per a x se safisfà la primera equació.

En conseqüència, tot ideal primer de A és un ideal principal i, per tant, A mateix és
un anell principal. □

Proposició 2.5.3. Sigui A un anell de Dedekind i suposem que el grup de classes d’ideals
de A és finitament generat. Aleshores, existeix un element a ∈ A, a ̸= 0, tal que l’anell
A[a−1] és un anell de Dedekind principal.

Demostració: Notem, en primer lloc, que qualsevol localitzat d’un anell de Dedekind
és un anell de Dedekind. En efecte, si S és un conjunt multiplicativament tancat d’un
anell de Dedekind A, aleshores l’anell S−1A és un domini noetherià, és ı́ntegrament tancat
i és de dimensió 1; per tant, és un anell de Dedekind.

Per a demostrar la proposició, siguin p1, p2, . . . , pr ⊆ A ideals primers tals que les seves
classes generen Cl(A) i sigui a ̸= 0 un element a ∈ p1 ∩ p2 ∩ · · · ∩ pr. Aleshores, l’anell
A[a−1] és el localitzat de A en les potències de a i, per tant, els ideals pi esdevenen,
quan els estenem, tot l’anell A[a−1]. D’altra banda, l’assignació a 7→ aA[a−1] defineix
un morfisme exhaustiu de grups entre els grups d’ideals fraccionaris no nuls dels anells
A i A[a−1]; el seu nucli està format pels ideals fraccionaris de A que contenen alguna
potència de a. A més a més, els ideals fraccionaris principals de A van a parar a ideals
fraccionaris principals de A[a−1], de manera que el grup Cl(A) s’aplica exhaustivament
en el grup Cl(A[a−1]). Com que les imatges d’un sistema de generadors són un sistema
de generadors, i com que els ideals pi s’apliquen en l’ideal unitat, el grup Cl(A[a−1]) és el
grup trivial. □

Seguidament es tracta de caracteritzar quan un anell de Dedekind és factorial. En
concret, es tracta de demostrar el resultat següent.

Proposició 2.5.4. Sigui A un anell de Dedekind. Condició necessària i suficient perquè
A sigui factorial és que sigui principal.

Demostració: Suposem que A és un anell de Dedekind factorial i que p ⊆ A és un
ideal primer no nul; hem de veure que p és un ideal principal. Sigui a ̸= 0 un element
de p; com que A és factorial, aquest element a admet una factorització a = pα1

1 p
α2
2 · · · pαr

r ,
αi ≥ 1, com a producte d’elements irreductibles diferents pi de A. Com que p és primer,
algun dels elements irreductibles pi ha de ser un element de p. Aleshores, l’ideal principal
generat per pi és un ideal primer, ja que A és un anell factorial, i està inclòs en p; com
que en A tot ideal primer no nul és maximal, ha de ser p = piA. □





Caṕıtol 3

Ramificació

Destinem aquest caṕıtol a fer l’estudi d’extensions d’anells de Dedekind i del comporta-
ment dels ideals primers en aquestes extensions. Comencem per repassar els conceptes i
les propietats de la traça i de la norma.

3.1 Normes i traces

Sigui L|K una extensió finita de cossos. Per a tot element θ ∈ L podem definir l’aplicació
de multiplicació per θ, mθ : L −→ L per la fórmula mθ(θ

′) := θθ′, per a tot θ′ ∈ L.
L’aplicació mθ és K-lineal i si elegim una K-base de L, {θ1, θ2, . . . , θn}, té associada una
matriu (ai,j) ∈ M(n,K), on M(n,K) indica l’espai vectorial de les matrius quadrades
de n files i n columnes i coeficients en K. El polinomi caracteŕıstic de la matriu (ai,j)

no depèn de la base elegida. En particular, la traça, TL|K(θ) := tr(ai,j) =
n∑

i=1

ai,i, i el

determinant, NL|K(θ) := det(ai,j), no en depenen.

Definició 3.1.1. Les aplicacions TL|K : L −→ K i NL|K : L −→ K definides per les

fórmules TL|K(θ) := tr(ai,j) =
n∑

i=1

ai,i, i NL|K(θ) := det(ai,j), s’anomenen, respectivament,

la traça i la norma de l’extensió L|K.

Llistem a continuació les propietats més elementals d’aquestes aplicacions TL|K i NL|K .

Proposició 3.1.2. Siguin θ, θ1, θ2 ∈ L i α ∈ K. Aleshores:

(a) TL|K(θ1 + θ2) = TL|K(θ1) + TL|K(θ2);

(b) TL|K(αθ) = αTL|K(θ);

(c) NL|K(θ1θ2) = NL|K(θ1)NL|K(θ2); i

(d) NL|K(αθ) = αnNL|K(θ),

on n := [L : K] és el grau de l’extensió L|K. □

33
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Els resultats següents ens proporcionen una manera còmoda per a calcular la traça i
la norma.

Proposició 3.1.3. Siguin L|K una extensió finita de cossos, θ ∈ L un element qualsevol,
s el grau de separabilitat de l’extensió L|K, σ1, σ2, . . . , σs les K-immersions diferents
de L en una clausura algebraica de K, i pi el grau d’inseparabilitat de l’extensió L|K.
Aleshores,

TL|K(θ) = pi (σ1(θ) + · · ·+ σs(θ))

NL|K(θ) = (σ1(θ) · · ·σs(θ))p
i

.

En particular, si l’extensió L|K no és separable, aleshores TL|K = 0.

Demostració: Suposem, en primer lloc, que θ és un element primitiu de l’extensió
L|K. Siguin f(X) := Irr(θ,K)(X) el polinomi mònic irreductible de K[X] que té θ per
arrel i g(X) el polinomi caracteŕıstic de la multiplicació mθ. Com que g(mθ) = 0, també
g(θ) = 0 i el polinomi f(X) divideix el polinomi g(X). A més a més, els dos polinomis
f(X) i g(X) són del mateix grau, n := spi, i tots dos són mònics; per tant, coincideixen.
Això ens permet assegurar que TL|K(θ) és la suma dels n conjugats de θ i que NL|K(θ) és
el producte dels n conjugats de θ, ja que les arrels del polinomi irreductible de θ sobre K
són els s conjugats diferents, σj(θ), comptats pi vegades cadascun.

En el cas general, si θ no és un element primitiu, encara podem considerar el subcòs
K ′ := K(θ) de L. Si elegim una K-base de K ′ i una K ′-base de L qualssevol, els productes
formen una K-base de L i la matriu de la multiplicació per θ en L en aquesta base es pot
escriure en forma de matriu diagonal de caixes idèntiques a la matriu de la multiplicació
per θ en K ′. Per tant, el polinomi caracteŕıstic de la multiplicació per θ en l’extensió
L|K és la potència [L : K ′]-èsima del polinomi caracteŕıstic de la multiplicació per θ en
l’extensió K ′|K; això proporciona, en particular, les igualtats

TL|K(θ) = [L : K ′]TK′|K(θ), NL|K(θ) = NK′|K(θ)
[L:K′],

per a la traça i la norma de θ en l’extensió L|K. Per acabar la demostració, només cal tenir
en compte que les s K-immersions diferents de L es distribueixen, segons els valors que
prenen sobre θ, en tantes classes d’equivalència com el grau de separabilitat de l’extensió
K ′|K, i que totes les classes tenen cardinal el grau de separabilitat de l’extensió L|K ′. □

Proposició 3.1.4. Siguin L|K ′ i K ′|K extensions finites de cossos. Aleshores, per a tot
θ ∈ L se satisfan les fórmules de transitivitat

TL|K(θ) = TK′|K
(
TL|K′(θ)

)
, NL|K(θ) = NK′|K

(
NL|K′(θ)

)
.

És a dir, com a aplicacions, TL|K = TK′|K ◦ TL|K′ i NL|K = NK′|K ◦ NL|K′.

Demostració: Només cal tenir en compte que les K-immersions de L són les extensions
diferents a L de les K-immersions de K ′ i de quina manera s’obtenen a partir de les
K ′-immersions de L. □

La forma lineal traça ens permet definir de manera natural, ja que L és una K-àlgebra,
una aplicació bilineal TL|K : L× L −→ K per la fórmula (a, b) 7→ TL|K(ab). Com que L
és commutatiu, la forma bilineal és simètrica. El resultat que segueix ja ha estat usat en
un parell d’ocasions.



3.2. Extensions d’anells de Dedekind 35

Proposició 3.1.5. Siguin L|K una extensió finita de cossos i TL|K : L × L −→ K la
forma bilineal simètrica definida per (x, y) 7→ TL|K(xy). A fi que l’extensió L|K sigui
separable és condició necessària i suficient que la forma TL|K sigui no degenerada; és a
dir que de la igualtat TL|K(xy) = 0 per a tot y ∈ L es dedueixi x = 0.

Demostració: Suposem, en primer lloc, que l’extensió L|K és separable i sigui θ un
element primitiu de l’extensió. El conjunt {1, θ, θ2, . . . , θn−1}, on n := [L : K] designa
el grau de l’extensió L|K, és una K-base de L. Sigui D := (di,j) la matriu de la forma
bilineal TL|K en aquesta base; és a dir, di,j := TL|K(θ

i−1θj−1). Cal veure que la matriu D
és no singular; és a dir, que detD ̸= 0.

Per a això, considerem la matriu de Vandermonde

V = V (θ1, θ2, . . . , θn) :=


1 1 . . . 1
θ1 θ2 . . . θn
θ21 θ22 . . . θ2n
...

...
. . .

...
θn−1
1 θn−1

2 . . . θn−1
n

 ,

on els elements θi són els diferents conjugats de θ1 := θ. La traça de θ és la suma dels
conjugats, θ1 + · · ·+ θn; anàlogament, per a tot nombre enter k, la traça de θk és la suma
dels seus conjugats, θk1 + · · ·+ θkn. Això implica que la matriu D és el producte D = V V t

de V per la seva matriu transposada; per tant, el determinant de D és el quadrat del
determinant de la matriu V , que és no nul ja que els elements θi − θj són diferents quan
i ̸= j.

Rećıprocament, ja hem vist que si l’extensió L|K no és separable, aleshores TL|K = 0.
□

3.2 Extensions d’anells de Dedekind

En moltes aplicacions, els anells de Dedekind són extensions d’altres anells de Dedekind.
Concretament, en el cas dels cossos de nombres, l’anell dels enters d’un cos de nombres
L, extensió de K, és la clausura entera en L de l’anell dels enters de K. Aquest resultat
és més general.

Proposició 3.2.1. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensió finita i B la clausura entera de A en L. Aleshores, B és un anell de Dedekind.

Demostració: L’anell B és ı́ntegrament tancat, ja que és una clausura entera, i és de
dimensió 1, ja que A ho és i l’extensió B|A és entera. Resta veure la noetherianitat.

Sigui K ′ ⊆ L la clausura separable de K en L. Això vol dir que l’extensió K ′|K és
separable i l’extensió L|K ′ és purament inseparable. Sigui A′ la clausura entera de A en
K ′; aleshores, B també és la clausura entera de A′ en L. Això fa que puguem fer la prova
de la proposició en dues etapes i amb una hipòtesi suplementària per a cada una d’elles:
en primer lloc, podem suposar que l’extensió L|K és separable; i després, que l’extensió
L|K és purament inseparable. I, en el cas separable, la noetherianitat queda assegurada
per la proposició (2.3.1).
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Suposem, doncs, que l’extensió L|K és purament inseparable. Com que és finita, exis-
teix un nombre enter q, potència de la caracteŕıstica, de manera que Lq ⊆ K. Considerem
el cos M , extensió de L, definit per la condició M q = K; és a dir, x ∈ M ⇐⇒ xq ∈ K.
La clausura entera, C, de A en M és l’anell definit per la condició x ∈ C ⇐⇒ xq ∈ A.
El morfisme de cossos M −→ K definit per x 7→ xq és un isomorfisme i, en conseqüència,
la seva restricció C −→ A també és un isomorfisme; per tant, l’anell C és un anell de
Dedekind. D’aqúı deduirem la noetherianitat de B.

Sigui a un ideal no nul de B i sigui A la seva extensió a l’anell C; com que C és un
anell de Dedekind, l’ideal A és invertible i el seu invers és l’ideal fraccionari (C : A).
Això ens permet assegurar que existeixen elements ai ∈ a i elements ci ∈ (C : A) tals

que
∑
i

aici = 1. En elevar a q, obtenim la igualtat
∑
i

aia
q−1
i cqi = 1, que té coeficients

bi := aq−1
i cqi ∈ L, ja que ai ∈ a i ci ∈M . Encara més, bia ⊆ cqia

q ⊆ C, ja que ci ∈ (C : A) i

a ⊆ A. Per tant, bia ⊆ C∩L = B, de manera que bi ∈ (B : a); ara, la igualtat
∑
i

aici = 1

implica que a(B : a) = B i, en conseqüència, l’ideal a és un ideal invertible de B.

Dit d’una altra manera, hem provat que tot ideal no nul de B és invertible. Però això
ja implica que B és un anell noetherià; en efecte, sigui a ⊆ B un ideal no nul; podem

elegir elements a1, a2, . . . , ar ∈ a i elements b1, b2, . . . , br ∈ (B : a) tals que
r∑

i=1

aibi = 1;

en aquest cas, {a1, a2, . . . , ar} és un sistema de generadors de a, ja que si a ∈ a, aleshores

abi ∈ B i
r∑

i=1

aiabi = a. Aix́ı, tot ideal de B és finitament generat. □

3.3 Índex de ramificació i grau residual

Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una extensió finita i B
la clausura entera de A en L. A la secció anterior hem vist que B també és un anell de
Dedekind. En particular, si p ⊆ A és un ideal primer no nul de A, la seva extensió a B,
pB, és un ideal no nul que no és tot l’anell B perquè l’extensió B|A és entera. Per tant,
l’ideal pB descompon com a producte d’ideals primers de B de manera única.

Sigui pB = Pe1
1 Pe2

2 · · ·P
eg
g aquesta descomposició en factors primers; això vol dir que

els ideals Pi, 1 ≤ i ≤ g, són ideals primers diferents i no nuls de B i que ei ≥ 1 són
nombres enters.

Definició 3.3.1. S’anomena ı́ndex de ramificació de Pi sobre p el nombre enter ei. S’a-
costuma a designar per e(Pi|p) o per ePi|p.

Observem que podem partir d’un ideal primer P ⊆ B, considerar la seva contracció
p := P ∩ A en A i després mirar quin és l’exponent de P en la descomposició de pB
com a producte d’ideals primers de B; això sempre dóna un exponent e(P|p) ≥ 1 ja que
P ⊇ pB i, per tant, P és un ideal primer que divideix l’ideal pB.

Definició 3.3.2. Sigui p un ideal primer no nul de l’anell de Dedekind A. L’anell quocient,
A/p, és un cos, ja que p és un ideal maximal de A. S’anomena el cos residual de A en p.
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Considerem, ara, els cossos residuals de A en p i de B en P. El morfisme d’anells

A
inc−→ B donat per la inclusió de A en B dóna lloc per pas al quocient a un morfisme

dels cossos residuals A/p −→ B/P, ja que P ∩ A = p. Això ens permet assegurar que el
cos residual de B en P és un cos extensió del cos residual de A en p.

Proposició 3.3.3. Siguin A un anell de Dedekind, K el cos de fraccions de A, L|K
una extensió finita, B la clausura entera de A en L, P un ideal primer no nul de B, i
p := P∩A la seva contracció a A. Aleshores, l’extensió dels cossos residuals A/p ⊆ B/P
és una extensió finita i per al seu grau se satisfà la desigualtat [B/P : A/p] ≤ [L : K].

Demostració: Comencem per fer un procés de localització amb la finalitat de fer que
l’anell A sigui principal. Per a això, sigui S := A− p el complementari de l’ideal primer p
de A i considerem els anells localitzats S−1A i S−1B. Els localitzats d’anells de Dedekind
són anells de Dedekind, de manera que S−1A és encara un anell de Dedekind; a més a
més, S−1A només té un ideal maximal: l’ideal pS−1A; per tant, en virtut de la proposició
(2.5.2), l’anell S−1A és un anell de Dedekind principal. D’altra banda, l’anell S−1B és
la clausura entera de S−1A en L i, com que la localització i el pas al quocient commuten,
encara tenim isomorfismes A/p ∼= S−1A/pS−1A i B/P ∼= S−1B/PS−1B. A més a més,
se satisfà la igualtat PS−1B ∩ S−1A = pS−1A. Aquestes consideracions fan que puguem
suposar, a l’hora de fer la demostració, que l’ideal p és un ideal principal.

Sigui, doncs, π ∈ p un generador de p. Suposem que en B/P tenim un conjunt {bi+P}i
format per elements A/p-linealment independents, on bi ∈ B; aleshores, el conjunt {bi}i és
un conjunt linealment independent d’elements de B. En efecte, si tinguéssim una relació

no trivial de dependència lineal
∑
i

aibi = 0 amb ai ∈ K, podŕıem treure denominadors

dels ai i suposar que ai ∈ A per a tot i; i després de dividir per una potència adequada
de π, podŕıem suposar que algun dels elements ai no pertany a l’ideal primer p; en reduir
aquesta equació mòdul P, obtindŕıem una relació de dependència lineal dels elements
bi +P, de coeficients en A/p i amb algun d’ells no nul.

Dit d’una altra manera, elements A/p-linealment independents de B/P provenen d’e-
lements K-linealment independents de L, de manera que el grau de l’extensió residual en
P és menor o igual que el grau de l’extensió L|K. □
Definició 3.3.4. El grau [B/P : A/p] s’anomena el grau residual en P de l’extensió
d’anells B|A. Quan no hi ha confusió possible sobre quin és l’anell A (i, en conseqüència,
B) també es parla del grau residual de L|K en P. S’acostuma a designar per f(P|p) o
per fP|p.

Una propietat molt important i, alhora, de demostració immediata, és la multiplica-
tivitat dels ı́ndexs de ramificació i dels graus residuals en cadenes d’extensions finites.
Concretament, se satisfà el resultat següent.

Proposició 3.3.5. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, K ′|K i
L|K ′ extensions finites, A′ la clausura entera de A el K ′, B la clausura entera de A′

en L, P ⊆ B un ideal primer no nul de B, P′ := P ∩ A′ la seva contracció a A′ i
p := P ∩ A = P′ ∩ A la contracció a A de P i de P′. Aleshores se satisfan les fórmules:

e(P|p) = e(P|P′)e(P′|p),
f(P|p) = f(P|P′)f(P′|p),

g(p) =
∑

P′∩A=p

g(P′).□
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Definició 3.3.6. Siguin B|A una extensió finita i entera d’anells de Dedekind, P ⊆ B
un ideal primer de B i p := P ∩ A la seva contracció a A. Es diu que l’extensió B|A
és ramificada en P si l’extensió residual en P no és separable o bé si e(P|p) > 1; es diu
que l’extensió B|A és ramificada en p quan hi ha algun ideal primer P en B tal que P2

divideix pB o bé l’extensió residual en P no és separable. Es diu que l’extensió B|A és
no ramificada en P ⊆ B quan l’extensió residual B/P de A/p és separable i e(P|p) = 1.
Es diu que l’extensió B|A és no ramificada en el primer p ⊆ A quan és no ramificada en
tot ideal primer P ⊆ B que divideix p.

3.4 La fórmula
∑
eifi = n

Acabem de veure que a cada extensió finita i entera, B|A, d’anells de Dedekind li podem
associar tres famı́lies importants d’invariants: les famı́lies {e(P|p)}P, dels ı́ndexs de rami-
ficació dels ideals primers no nuls P ⊆ B; {f(P|p)}P, dels graus residuals; i {g(p)}p, dels
nombres d’ideals primers de B que divideixen els ideals primers no nuls p ⊆ A. Es tracta,
seguidament, de demostrar una relació, potser la més important, entre aquests invariants.

Proposició 3.4.1. Siguin A un anell de Dedekind, K el cos de fraccions de A, L|K una
extensió finita, n := [L : K] el grau, B la clausura entera de A en L i p un ideal primer
no nul de A. Sigui pB = Pe1

1 Pe2
2 · · ·P

eg
g la descomposició de pB en factors primers en

B. Aleshores, se satisfà la desigualtat

g∑
i=1

eifi ≤ n.

La suma

g∑
i=1

eifi és la dimensió de B/pB com a A/p-espai vectorial.

Demostració: Sigui S := A − p. Aleshores, l’anell S−1A és un anell de Dedekind
principal i local amb ideal maximal pS−1A. L’anell S−1B és la clausura entera de S−1A
en L, els ideals PiS

−1B són els ideals primers de S−1B, se satisfà la descomposició
pS−1B = Pe1

1 S
−1B · · ·Peg

g S−1B i es tenen isomorfismes A/p ∼= S−1A/pS−1A i B/Pi
∼=

S−1B/PiS
−1B. Per tant, i igual que en la demostració de la proposició 3.3.3, podem

suposar que A és un anell de Dedekind local (i, per tant, principal). Amb aquesta hipòtesi
suplementària, l’anell de Dedekind B només té un nombre finit d’ideals primers i, en
conseqüència, és principal. Per tant, podem raonar de la manera següent. En primer lloc,
el teorema xinès del residu ens permet escriure l’isomorfisme d’anells

B/pB ∼=
g∏

i=1

B/Pei
i .

Per tant, si demostrem que B/Pei
i és de dimensió eifi sobre A/p, obtindrem el valor de

la suma

g∑
i=1

eifi com la dimensió de B/pB. Tot i que l’anell B/Pei
i no és, en general,

un B/Pi-espai vectorial, els seus ideals P
a
i /P

ei
i , 0 ≤ a ≤ ei − 1, formen una cadena amb

quocients Pa
i /P

a+1
i que són B/Pi-espais vectorials de dimensió 1 (la multiplicació per la

potència a-èsima d’un generador de Pi defineix un isomorfisme de B/Pi en Pa
i /P

a+1
i ).
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Per a acabar la demostració de la segona propietat només cal tenir en compte que el
A/p-espai vectorial B/Pi és de dimensió fi.

Resta demostrar que la dimensió de B/pB com a A/p-espai vectorial és menor o igual
que el grau [L : K]. L’anell B/pB és un A/pA-espai vectorial, i pB ∩ A = p; sigui
{bi}i un conjunt d’elements de B tals que les seves classes bi + pB siguin A/p-linealment

independents. Si tinguéssim una relació no trivial de dependència lineal
∑
i

aibi = 0 en

L amb els coeficients ai ∈ K, en multiplicar (o dividir) per una potència adequada d’un
generador π de l’ideal p podŕıem suposar que tots els coeficients ai són de A i que algun
d’ells no és de l’ideal p; la reducció d’aquesta igualtat mòdul l’ideal pB donaria una relació
no trivial de dependència lineal dels elements bi + pB. Això ens permet assegurar que
la dimensió de B/pB com a A/p-espai vectorial no pot superar la dimensió de L com a
K-espai vectorial. Això acaba la demostració. □
Observació 3.4.2. Si, en aquesta demostració, l’anell S−1B és un S−1A-mòdul finitament
generat (per exemple, si B és un A-mòdul finitament generat), aleshores la dimensió de
B/pB com a A/p-espai vectorial i el grau [L : K] coincideixen.

En efecte, el lema de Nakayama (cf., per exemple, [At-McD 73, prop. 2.6]) ens per-
met assegurar que un sistema minimal de generadors de S−1B com a S−1A-mòdul dóna
lloc, per reducció, a una A/p-base de B/pB (recordem que A/p ∼= S−1A/pS−1A i que,
anàlogament, B/pB ∼= S−1B/pS−1B); i a la demostració de la proposició hem vist que
aquests elements són K-linealment indepentents de L. Sigui {b1, b2, . . . , bn} un sistema
minimal de generadors de S−1B com a S−1A-mòdul. Com que L = S−1BK, si b ∈ L és
un element qualsevol, aleshores existeix a ∈ S−1A tal que ab ∈ S−1B; per tant, ab pertany
al K-subespai vectorial de L generat pels elements bi, de manera que b ha de pertànyer a
aquest subespai. Això demostra que un sistema minimal de generadors de S−1B com a
S−1A-mòdul és automàticament una K-base de L. Per tant, les dues dimensions coinci-
deixen.

Dit d’una altra manera, hem demostrat una de les implicacions del resultat següent.

Proposició 3.4.3. Mantinguem les mateixes notacions que en la proposició anterior i
posem S := A− p. Aleshores, condició necessària i suficient perquè la dimensió de B/pB
com a A/p-espai vectorial coincideixi amb el grau [L : K] és que l’anell S−1B sigui un
S−1A-mòdul finitament generat.

Demostració: Només resta veure la necessitat de la condició. De nou podem suposar
que A és principal; en aquest cas, ja hem vist que un conjunt {b1, b2, . . . , br} d’elements
de B que donin una base del quocient B/pB sobre A/p és automàticament un conjunt
d’elements de L que són K-linealment independents. Com que suposem que totes dues
dimensions són iguals, això implica que {b1, b2, . . . , br} és una K-base de L. Veiem que
és un sistema de generadors de B com a A-mòdul i haurem acabat. Si b ∈ B, podem

escriure b =
r∑

i=1

aibi amb ai ∈ K; si algun coeficient ai no fos de A, en multiplicar per una

potència positiva adequada d’un generador π de p, obtindŕıem una igualtat de la forma

πkb =
r∑

i=1

(πkai)bi, amb els coeficients πkai ∈ A, algun d’ells invertible; aquesta igualtat

donaria, per reducció mòdul pB una relació no trivial de dependència lineal dels elements
bi en B/pB, i això contradiria el fet que els elements bi són una A/p-base de B/pB. □
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Observació 3.4.4. En particular, la condició de generació finita de la proposició se satisfà
en el cas que l’extensió L|K sigui separable; per exemple, en el cas dels anells d’enters
dels cossos de nombres.

Corol.lari 3.4.5. Siguin A un anell de Dedekind, K el cos de fraccions de A, L|K una
extensió finita, B la clausura entera de A en L, n := [L : K] el grau, p un ideal primer
no nul de A, i pB = Pe1

1 Pe2
2 · · ·P

eg
g la descomposició de pB en factors primers en B.

Suposem, a més a més, que l’extensió L|K és separable o bé que S−1B és un S−1A-mòdul
finitament generat (per a S := A− p). Aleshores se satisfà la igualtat

g∑
i=1

eifi = [L : K].□

3.5 El cas galoisià

Un cas molt important per les seves aplicacions pràctiques és el cas en què l’extensió
dels cossos de fraccions és una extensió de Galois. En aquest cas, les propietats generals
admeten una forma més senzilla i són més fàcils d’utilitzar. Aquesta secció es destina a
fer l’estudi en aquest cas particular.

Siguin, doncs, A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una extensió
finita, n := [L : K] el grau, B la clausura entera de A en L, suposem que l’extensió L|K
és una extensió de Galois i posem G := Gal (L|K) per al seu grup de Galois.

Proposició 3.5.1. Considerem un ideal primer no nul p ⊆ A. Aleshores, l’acció natu-
ral del grup de Galois G en el conjunt dels ideals primers P de B que divideixen p és
transitiva.

Demostració: En efecte, si σ ∈ G és un K-automorfisme de L, aleshores la imatge
σ(b) d’un element b ∈ B és un element de B, ja que σ(b) és un conjugat de b sobre K i,
per tant, és arrel del mateix polinomi mònic irreductible de coeficients en A que té b per
arrel. Per tant, σ és un A-automorfisme de B. Ara, la imatge per un isomorfisme d’un
ideal primer és un ideal primer; per tant, G opera en el conjunt dels ideals primers de B;
i si P∩A = p, aleshores, σ(P)∩A = p, ja que A (i, per tant, p) és fix element a element
per σ. Per tant, G opera en el conjunt dels ideals primers de B que divideixen un ideal
primer donat p en A. Resta veure que aquesta acció és transitiva.

Per a això, siguin P1,P2, . . . ,Ps, s ≤ g, els diferents ideals primers de B conjugats
de P1 := P. Suposem que s < g. Clarament, G permuta els ideals P1, . . . ,Ps i també
permuta els idealsPs+1, . . . ,Pg; el producteP1 · · ·Ps no està inclòs en capPi per a i > s,
de manera que existeix b ∈ P1 · · ·Ps tal que b /∈ Pi per a tot i, s < i ≤ g. Aleshores,

NL|K(b) =
∏
σ∈G

σ(b) és un element del producte P1 · · ·Ps i també de A; per tant, de

la intersecció, que està inclosa en P ∩ A = p; és a dir, NL|K(b) ∈ p. En conseqüència,
NL|K(b) ∈ Pi, de manera que per a algun σ ∈ G és σ(b) ∈ Pi, ja que Pi és un ideal primer
de B i σ(b) ∈ B per a tot σ ∈ G. Però aleshores, b ∈ σ−1(Pi), de manera que σ−1(Pi) és
un dels ideals P1, . . . ,Ps, que són els únics que poden contenir b. Això contradiu el fet
que s < g. □
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En el cas galoisià, la fórmula

g∑
i=1

eifi = n del cas separable admet una expressió més

senzilla.

Proposició 3.5.2. Suposem que l’extensió L|K és de Galois. Aleshores, tots els ideals
primers P ⊆ B que divideixen l’ideal primer p ⊆ A tenen el mateix ı́ndex de ramificació
i el mateix grau residual; és a dir, e := e(P|p) i f := f(P|p) no depenen de l’ideal primer
P de B que divideix p. A més a més, se satisfà la fórmula n = efg, on g és el nombre
d’ideals primers de B que divideixen l’ideal p.

Demostració: Si g > 1, siguin P ̸= P′ dos ideals primers de B que divideixen l’ideal
primer p de A i sigui σ ∈ G tal que σ(P) = P′. Aleshores, σ defineix un isomorfisme de
B/P en B/P′ que restringeix a la identitat sobre A/p; per tant, els graus residuals de P
i de P′ coincideixen. Anàlogament, com que σ(pB) = pB, la descomposició de pB com
a producte d’ideals primers de B es transforma per σ en ella mateixa; això vol dir que
els exponents de P i de P′ en aquesta descomposició han de coincidir; és a dir, que els

ı́ndexs de ramificació de P i de P′ són iguals. Si ara apliquem la fórmula

g∑
i=1

eifi = n,

tenint en compte que tots els ei coincideixen i que tots els fi també, obtenim la fórmula
n = efg de l’enunciat. □

Definició 3.5.3. Sigui P ⊆ B un ideal primer no nul de B i sigui p := P ∩ A la seva
contracció a A. El subgrup d’isotropia de P,

D(P|p) := {σ ∈ G : σ(P) = P},

s’anomena el grup de descomposició del primer P en l’extensió de Galois B|A.

Suposem, ara, que P′ és un altre ideal primer de B que divideix p. En virtut de la
proposició 3.5.1, existeix un automorfisme σ ∈ G tal que P′ = σ(P). En conseqüència,
el grup de descomposició de P′ és conjugat del grup de descomposició de P; concre-
tament, D(P′|p) = σD(P|p)σ−1. A més a més, l’́ındex de D(P|p) en G és el nombre
d’ideals primers de B que divideixen p; és a dir, D(P|p) és un subgrup de G d’́ındex g(p);
equivalentment, l’ordre del grup de descomposició és el producte e(P|p)f(P|p).

Proposició 3.5.4. Suposem que l’extensió L|K és de Galois. Sigui P ⊆ B un ide-
al primer no nul i sigui p := P ∩ A la seva contracció. Aleshores, l’extensió residual
A/p ⊆ B/P és una extensió normal; a més a més, hi ha un morfisme exhaustiu de grups
D(P|p) −→ Gal ((B/P)|(A/p)).

Demostració: Sigui b ∈ B un representant d’una classe qualsevol b + P ∈ B/P.

Considerem el polinomi, de L[X], f(X) :=
∏
σ∈G

(X−σ(b)); les arrels del polinomi f(X) són

els diferents conjugats de b comptats cadascun tantes vegades com el grau de l’extensió
L|K(b), de manera que el polinomi f(X) és la potència [L : K(b)]-èsima del polinomi
Irr(b,K)(X); per tant, f(X) és un polinomi mònic de coeficients en A[X]. La reducció
mòdul P del polinomi f(X) és un polinomi de coeficients en A/p que té per arrels les
classes σ(b)+P ∈ B/P; per tant, descompon en factors lineals en B/P; en conseqüència,
el polinomi Irr(b + P, A/p), que n’és un divisor, també descompon en factors lineals en
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B/P. Això ens diu que tots els conjugats sobre A/p de tots els elements de B/P són
elements de B/P; per tant, l’extensió A/p ⊆ B/P és una extensió normal.

D’altra banda, sigui σ ∈ D(P|p); és a dir, un A-automorfisme de B que deixa P
invariant. Per pas al quocient, σ defineix un A/p-automorfisme de B/P; és a dir, un
element del grup de Galois de l’extensió A/p ⊆ B/P. D’aquesta manera s’obté un
morfisme de grups D(P|p) π−→ Gal (B/P|A/p). Volem provar que π és exhaustiu. Per
a això, comencem per recordar que un A/p-automorfisme de B/P queda determinat de
manera única per la seva acció sobre un element primitiu de la clausura separable de A/p
dins B/P; és a dir, que donar un element de Gal (B/P|A/p) equival a donar un conjugat
sobre A/p d’un tal element primitiu.

Sigui, doncs, b ∈ B/P un tal element primitiu; podem elegir b ∈ B de manera que
b ≡ b (mod P) i que b ∈ σ−1(P) per a tot σ ∈ G−D(P|p); per exemple, un element que
satisfaci simultàniament les congruències

b ≡ b (mod P),

b ≡ 0 (mod σ−1(P)), per a tot σ ∈ G−D(P|p).

Si considerem el polinomi f(X) :=
∏
σ∈G

(X − σ(b)), les arrels no nul·les de la seva reducció

mòdul P són de la forma σ(b) +P amb σ ∈ D(P|p); això diu que tots els conjugats de
b + P sobre A/p són les reduccions mòdul P de conjugats σ(b) de b sobre A. És a dir,
donada una A/p-immersió de B/P, aleshores existeix un element σ ∈ D(P|p) que la té
per reducció mòdul P. Això demostra l’exhaustivitat de π. □
Definició 3.5.5. Sigui P ⊆ B un ideal primer no nul de B i sigui p := P ∩ A la seva
contracció a A. El nucli del morfisme D(P|p) −→ Gal (B/P|A/p), és a dir, el subgrup
I(P|p) := {σ ∈ D(P|p) : σ(b) − b ∈ P per a tot b ∈ B} de D(P|p) s’anomena el grup
d’inèrcia del primer P en l’extensió de Galois B|A.

En particular, el grup d’inèrcia és un subgrup normal del grup de descomposició i el seu
quocient és el grup de Galois de l’extensió residual. Com que aquesta extensió residual
és normal, l’ordre del seu grup de Galois és exactament el seu grau de separabilitat. Dit
d’una altra manera, l’́ındex del grup d’inèrcia en el grup de descomposició és el grau
de separabilitat de l’extensió residual. Tornarem més endavant a l’estudi dels grups de
descomposició i d’inèrcia.

3.6 Discriminant

L’estudi dels ideals primers que ramifiquen en una extensió finita i entera d’anells de
Dedekind B|A es pot fer, en el cas separable, amb l’ajuda d’un invariant associat a
l’extensió de manera natural i que serveix per a determinar el conjunt dels ideals primers
de A que ramifiquen en l’extensió B|A: el discriminant. L’objectiu d’aquesta secció és
definir i estudiar algunes de les seves propietats.

Siguin, doncs, A un domini ı́ntegrament tancat, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensió finita i separable, n := [L : K] el grau de l’extensió, i B la clausura entera de
A en L. Ja hem vist a la secció primera que el fet que l’extensió L|K sigui separable és
equivalent al fet que la forma bilineal TL|K sigui no degenerada. Aquest fet és capital per
a les propietats del discriminant.
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Definició 3.6.1. Sigui {b1, b2, . . . , bn} una K-base arbitrària de L. Anomenarem discri-
minant de {b1, b2, . . . , bn} el determinant det

(
TL|K(bibj)

)
de la matriu de la forma bilineal

traça en aquesta base. Com que la forma bilineal TL|K és no degenerada, el discriminant
és un element de K∗. Escriurem D(b1, b2, . . . , bn) := det

(
TL|K(bibj)

)
. Si b1, b2, . . . , bn són

elements de B, aleshores D(b1, b2, . . . , bn) ∈ A, ja que TL|K(bibj) ∈ A per a tota parella
d’elements bi, bj ∈ B.

Considerem una nova base {b′1, b′2, . . . , b′n} donada a partir de la base {b1, b2, . . . , bn}
per multiplicació per una matriu P en la forma

(b′1, b
′
2, . . . , b

′
n) = P (b1, b2, . . . , bn).

Aleshores, se satisfà la igualtat D(b′1, b
′
2, . . . , b

′
n) = detP 2D(b1, b2, . . . , bn), ja que fem

un canvi de base a una forma bilineal. Per tant, els discriminants de bases diferents
coincideixen mòdul quadrats de K∗.

Definició 3.6.2. Anomenarem discriminant de l’extensió B|A l’ideal de A generat pels
discriminants D(b1, b2, . . . , bn), quan els conjunts {b1, b2, . . . , bn} recorren totes les possi-
bles K-bases de L formades per elements de B. El designarem amb el śımbol ∆(B|A).

Lema 3.6.3. Sigui {b1, b2, . . . , bn} una K-base de L formada per elements de B. L’ideal
extensió D(b1, b2, . . . , bn)B està inclòs en el A-mòdul lliure Ab1 ⊕ Ab2 ⊕ · · · ⊕ Abn.

Demostració: En efecte, donat b ∈ B podem escriure b =
n∑

i=1

aibi amb els coeficients

ai ∈ K; en multiplicar per bj obtenim les expressions bbj =
n∑

i=1

aibibj i, en prendre traces,

TL|K(bbj) =
n∑

i=1

aiTL|K(bibj). Com que bbj, bibj ∈ B, les seves traces pertanyen a A i la

regla de Cramer per a la resolució de sistemes d’equacions lineals ens permet assegurar
que els coeficients ai s’obtenen com el quocient d’un determinant format per elements de

A pel determinant de la matriu (TL|K(bibj)); per tant, ai ∈
1

D(b1, b2, . . . , bn)
A ⊆ K. Això

demostra la segona part. □
La propietat que demostrarem a continuació fa referència al cas que B sigui un A-mòdul

lliure.

Proposició 3.6.4. Suposem que B és un A-mòdul lliure i que el conjunt {b1, b2, . . . , bn}
és una A-base de B. Aleshores, ∆(B|A) és l’ideal principal generat per D(b1, b2, . . . , bn).

Demostració: Si {b′1, b′2, . . . , b′n} és una altra K-base de L formada per elements de B,
com que {b1, b2, . . . , bn} és una A-base de B, existeix una matriu (ai,j) ∈ M(n,A), no
necessàriament invertible en A, i la matriu de la forma TL|K en aquesta nova base és el
producte (ai,j)

(
TL|K(bibj)

)
(aj,i). Per tant, D(b′1, b

′
2, . . . , b

′
n) = det(ai,j)

2D(b1, b2, . . . , bn)
pertany a l’ideal generat per D(b1, b2, . . . , bn). □

En segon lloc, veurem que el discriminant es comporta bé per localització. Concreta-
ment, si S ⊆ A és un conjunt multiplicativament tancat, aleshores S−1A és un domini
ı́ntegrament tancat amb cos de fraccions K i S−1B és la clausura entera de S−1A en L.
Per tant, té sentit parlar del discriminant ∆(S−1B|S−1A).
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Proposició 3.6.5. Sigui S un subconjunt multiplicativament tancat de A. Aleshores, se
satisfà la igualtat ∆(S−1B|S−1A) = S−1∆(B|A).

Demostració: La inclusió S−1∆(B|A) ⊆ ∆(S−1B|S−1A) és clara. Efectivament, si
{b1, b2, . . . , bn} és una K-base de L formada per elements de B, també és una K-base de
L formada per elements de S−1B; per tant, ∆(B|A) ⊆ ∆(S−1B|S−1A) i, en conseqüència,
S−1∆(B|A) ⊆ ∆(S−1B|S−1A).

D’altra banda, si {b1, b2, . . . , bn} és una K-base de L formada per elements de S−1B,
podem multiplicar tots els elements bi per un element convenient s ∈ S de manera que
sbi ∈ B; aleshores, D(sb1, sb2, . . . , sbn) ∈ ∆(B|A) i de la igualtat D(sb1, sb2, . . . , sbn) =
s2nD(b1, b2, . . . , bn), es dedueix immediatament que D(b1, b2, . . . , bn) ∈ S−1∆(B|A). Això
demostra l’altra inclusió. □

Finalment, anem a veure una propietat que facilitarà el càlcul del discriminant en
alguns casos particulars importants.

Proposició 3.6.6. Siguin θ ∈ L un element primitiu de l’extensió L|K i considerem
f(X) := Irr(θ,K)(X) el polinomi mònic irreductible de K[X] que té θ per arrel. Aleshores,

D(1, θ, θ2, . . . , θn−1) = (−1)n(n−1)/2NL|K(f
′(θ)),

on f ′(X) denota el polinomi derivat del polinomi f(X).

Demostració: Podem escriure f(X) = (X − θ1) · · · (X − θn) on θ1, . . . , θn són els n
conjugats diferents de θ =: θ1. En derivar la igualtat i substituir en θi obtenim que

f ′(θi) =
∏
j ̸=i

(θi − θj); i, per tant, que
n∏

i=1

f ′(θi) =
n∏

i=1

∏
j ̸=i

(θi − θj).

Com que el polinomi f ′(X) és de coeficients en el cos K, la norma NL|K(f
′(θ)) pot ésser

calculada com el producte NL|K(f
′(θ)) =

n∏
i=1

f ′(θi) dels conjugats de f
′(θ). D’altra banda,

el discriminant es pot calcular en la forma D(1, θ, . . . , θn−1) = det(θj−1
i )2, com ja ha estat

provat anteriorment (cf. la proposició 3.1.5). Per tant, i com que el determinant de la
matriu de Vandermonde 

1 1 . . . 1
θ1 θ2 . . . θn
...

...
. . .

...
θn−1
1 θn−1

2 . . . θn−1
n


és el producte

n∏
i=2

∏
j<i

(θi − θj), obtenim la igualtat

D(1, θ, . . . , θn−1) =
n∏

i=2

∏
j<i

(θi − θj)2 = (−1)n(n−1)/2

n∏
i=1

∏
j ̸=i

(θi − θj)

que, combinada amb la que dóna la norma de f ′(θ), fa el resultat evident. □
Un exemple important de discriminant és el discriminant de les successives potències

d’una arrel de la unitat; aquest discriminant el farem servir més endavant.
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Proposició 3.6.7. Sigui ζn ∈ C una arrel primitiva n-èsima de la unitat. Aleshores,

D(1, ζn, ζ
2
n, . . . , ζ

φ(n)−1
n ) = (−1)φ(n)(φ(n)−1)/2 nφ(n)∏

p|n p
φ(n)/(p−1)

.

Demostració: La demostració que farem està basada en el coneixement dels polinomis
ciclotòmics Φn(X); més concretament, en les dues fórmules següents:

Φn(X) =
∏
d|n

(Xd − 1)µ(n/d),

per a tot nombre natural n, i on µ denota la funció de Möbius, i

Φn′(X)Φn′p(X) = Φn′(Xp),

sempre que p sigui un nombre natural primer que no divideix n′ (cf., per exemple,
[Tra 2020]). Els casos n = 1 i n = 2 no tenen cap dificultat; per tant, podem supo-
sar que n > 2.

En derivar la primera d’aquestes fórmules i substituir en ζn s’obté l’expressió

Φ′
n(ζn) = ζ−1

n n
∏

d|n, d ̸=n

(ζdn − 1)µ(n/d).

La proposició 3.6.6 ja dóna el signe enunciat, de manera que només hem de calcular la
norma Nn(Φ

′
n(ζn)), on posem Nn per a indicar la norma de l’extensió Q(ζn)|Q. El fet que

la norma sigui multiplicativa, com també la seva transitivitat per a cadenes d’extensions,
ens legitimen a escriure consecutivament les igualtats

Nn(Φ
′
n(ζn)) = Nn(ζn)

−1nφ(n)
∏

d|n, d ̸=n

Nn(ζ
d
n − 1)µ(n/d)

= Nn(ζn)
−1nφ(n)

∏
d|n, d ̸=n

Nn(ζn/d − 1)µ(n/d)

= Nn(ζn)
−1nφ(n)

∏
d|n, d ̸=1

Nn(ζd − 1)µ(d)

= Nn(ζn)
−1nφ(n)

∏
d|n, d ̸=1

Nd(ζd − 1)µ(d)φ(n)/φ(d).

Observem, en primer lloc, que per a tot nombre natural n > 2 és Nn(ζn) = 1, ja que
l’invers de cada conjugat de ζ també és un conjugat de ζ i són diferents. D’altra banda,
com que d ̸= 1, és ζd ̸= 1 i Nd(ζd − 1) ̸= 0. Si d és divisible pel quadrat d’un nombre
primer, aleshores µ(d) = 0 i el factor Nd(ζd − 1)µ(d)φ(n)/φ(d) val 1. Per tant, el producte
s’estén als naturals d ̸= 1 diferents de n que són lliures de quadrats.

Ara, podem observar que Nd(ζd−1) = (−1)φ(d)Nd(1−ζd), de manera que els factors del
producte són Nd(1− ζd)µ(d)φ(n)/φ(d), ja que el signe és (−1)µ(d)φ(n) = 1, perquè el nombre
φ(n) és parell per a tot n > 2. D’aquesta manera obtenim l’expressió

Nn(Φ
′
n(ζn)) = nφ(n)

∏
d|n, d ̸=1

Nd(1− ζd)µ(d)φ(n)/φ(d),
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el producte estès a tots els nombres naturals d lliures de quadrats i diferents de 1 que
divideixen n.

De la segona de les fórmules generals pels polinomis ciclotòmics que hem escrit es
dedueix que Φd(1) = 1 per a tot nombre natural d que sigui divisible per dos o més
nombres primers diferents; en efecte, com que 1 ∈ Q, 1 no pot ser arrel de cap polinomi
ciclotòmic Φd(X), de manera que de la igualtat Φn′(1)Φn′p(1) = Φn′(1) es dedueix que
Φn′p(1) = 1. D’altra banda, per a tot nombre natural primer p que divideix n se satisfà
la igualtat Np(1− ζp) = Φp(1) = p, ja que Φp(X) = 1 +X +X2 + · · ·+Xp−1. En portar
aquests càlculs a la fórmula anterior obtenim la fórmula que voĺıem provar. □

3.7 Discriminant i ramificació

En aquesta secció es tracta de veure quina relació té el discriminant amb la ramificació.
Per a això, ens posarem en la situació en què A és un anell de Dedekind, K el seu cos de
fraccions, L|K una extensió finita i separable, n := [L : K] el grau de l’extensió, i B la
clausura entera de A en L. Aleshores, l’ideal discriminant ∆(B|A) descompon de manera
única com a producte d’ideals primers no nuls de A. Es tracta de provar que el conjunt
dels ideals primers de A que ramifiquen en B està format exactament pels ideals primers
que divideixen el discriminant.

Comencem per estudiar una mica més de prop el comportament local del discriminant
i de la ramificació. Sigui p ⊆ A un ideal primer no nul i sigui S := A − p. Aleshores,
S−1p := pS−1A és un ideal primer de S−1A i, en virtut de la proposició 3.6.5, condició
necessària i suficient perquè ∆(B|A) ⊆ p és que ∆(S−1B|S−1A) ⊆ S−1p. D’altra banda,
S−1A és un anell de Dedekind local i S−1B és la clausura entera de S−1A en L; a més a més,
si pB = Pe1

1 · · ·P
eg
g és la descomposició de pB en B, la descomposició de pS−1B en S−1B

és pS−1B = (S−1P1)
e1 · · · (S−1Pg)

eg i l’extensió residual S−1A/S−1p ⊆ S−1B/S−1Pi és
l’extensió A/p ⊆ B/Pi; per tant, condició necessària i suficient perquè l’ideal p ⊆ A
ramifiqui en B és que l’ideal S−1p ⊆ S−1A ramifiqui en S−1B. Però, ara, els anells S−1A
i S−1B són anells de Dedekind principals i S−1B és un S−1A-mòdul lliure de rang n; de
manera que l’ideal discriminant ∆(S−1B|S−1A) és principal i generat pel discriminant
d’una S−1A-base de S−1B (cf. la proposició 3.6.4).

Aquestes consideracions fan que puguem suposar d’entrada que A és un anell de De-
dekind principal i local i que p és l’únic ideal primer no nul de A. Si {b1, b2, . . . , bn} és
una A-base de B, aleshores és una K-base de L i {b1 + pB, b2 + pB, . . . , bn + pB} és una
A/p-base de B/pB. Això ja ha estat provat en el transcurs de la secció quarta.

Sigui b ∈ B un element qualsevol. La multiplicació per b en B es pot considerar com
una aplicació A-lineal mb : B −→ B que, en la A-base {b1, b2, . . . , bn} de B admet una
certa matriu (ai,j) ∈M(n,A). La reducció mòdul pB d’aquesta aplicació lineal dóna lloc
a una aplicació A/pA-lineal mb : B/pB −→ B/pB de multiplicació, en B/pB, per la classe
b+pB; i aquesta aplicació admet, en laA/p-base {b1+pB, b2+pB, . . . , bn+pB} deB/pB, la
matriu redüıda (ai,j+p) ∈M(n,A/pA). En particular, se satisfà que TL|K(b)+p = tr(mb),
de manera que la reducció mòdul p del discriminant DB|A(b1, b2, . . . , bn) és el determinant
D(b1, b2, . . . , bn) := det [tr ((bi + pB)(bj + pB))].

Com que ∆(B|A) és generat per D(b1, b2, . . . , bn), dir que ∆(B|A) ⊆ p equival a dir
que D(b1, b2, . . . , bn) ∈ p, o sigui, que D(b1, b2, . . . , bn) = 0 en A/p. Per tant, cal provar
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que condició necessària i suficient perquè p ramifiqui en B és que D(b1, b2, . . . , bn) = 0 en
A/p. Per a això, sigui pB = Pe1

1 · · ·P
eg
g la descomposició de pB com a producte d’ideals

primers de B. El teorema xinès del residu ens legitima a escriure la descomposició

B/pB ∼=
g⊕

i=1

B/Pei
i

de B/pB com a suma directa de subespais vectorials sobre A/p. Podem considerar una
A/p-base de B/pB constrüıda reunint bases dels sumands B/Pei

i ; si θ ∈ B/pB és un
element qualsevol i θ = θ1 + · · · + θg és la descomposició de θ en sumands θi ∈ B/Pei

i ,
la matriu de la multiplicació per θ en B/pB en aquesta nova base s’expressa en forma de
matriu de caixes a la diagonal, cada una d’elles corresponent a la matriu de la multiplicació
per θi en la base que hem pres en B/Pei

i per a construir per reunió la base de B/pB. En
particular, això ens permet assegurar que la traça de l’aplicació lineal de multiplicació per
θ en B/pB és la suma de les traces de les aplicacions lineals de multiplicació per θi en
cada B/Pei

i . En conseqüència, la matriu de les traces dels productes pren la forma d’una
matriu de caixes a la diagonal on cada una és la matriu de les traces dels productes dels
elements de la base de B/Pei

i , ja que els productes d’elements de diferents factors B/Pei
i

s’anul·len. Com que els determinants de les matrius d’una forma bilineal simètrica en
dues bases diferents són iguals llevat de la multiplicació pel quadrat del determinant de la
matriu del canvi de base, i aquest determinant sempre és invertible, obtenim la fórmula

D(b1, b2, . . . , bn) = detP 2

g∏
i=1

Di,

on Di és el determinant de la matriu de les traces dels productes dels elements de la base
que hem triat en B/Pei

i .

Suposem que l’ideal primer p és no ramificat en B; és a dir, que per a 1 ≤ i ≤ g
l’extensió A/p ⊆ B/Pi és separable i ei = 1. Com que les extensions A/p ⊆ B/Pi

són separables, els determinants Di són no nuls i obtenim que D(b1, b2, . . . , bn) ̸= 0 en
A/p, com voĺıem veure. Rećıprocament, cal veure que si p ramifica en B, aleshores
D(b1, b2, . . . , bn) = 0. Suposem, primer, que e1 > 1. Podem elegir la A/p-base de B/Pe1

1

completant bases en la filtració de B/Pe1
1 donada pels ideals (i A/p-espais vectorials)

Pa
1/P

e1
1 , e1− 1 ≥ a ≥ 0; el fet que el primer vector d’aquesta base sigui nilpotent (la seva

potència e1-èsima s’anul·la) fa que l’aplicació lineal de multiplicació per aquest element
sigui un endomorfisme nilpotent de B/Pe1

1 i, per tant, tots els valors propis siguin nuls.
Anàlogament, els productes d’aquest element per qualsevol altre també són nilpotents i el
mateix succeeix amb els endomorfismes de B/Pe1

1 de multiplicació per aquests productes;
per tant, les traces dels productes són nul·les i la matriu que serveix per a calcular el
determinant D1 té una columna de zeros. Per tant, D1 = 0. Resta el cas que tots els
ı́ndexs de ramificació siguin trivials, però que alguna de les extensions A/p ⊆ B/Pi no
sigui separable. Però, en aquest cas, la forma traça en B/Pi és la forma nul·la i Di = 0.

En resum, hem demostrat el resultat següent.

Proposició 3.7.1. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensió finita i separable, B la clausura entera de A en L i p un ideal primer no nul de
A. Condició necessària i suficient perquè l’ideal p ramifiqui en l’extensió B|A és que el
discriminant ∆(B|A) sigui divisible per p. □
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3.8 El cas quadràtic

En el caṕıtol anterior hem calculat exactament l’anell dels enters de tots els cossos
quadràtics. Ara podem calcular el determinant i les lleis de descomposició de tots els
ideals primers de Z en un cos quadràtic. Comencem pel discriminant.

Proposició 3.8.1. Siguin D un nombre enter lliure de quadrats i K := Q(
√
D). Alesho-

res, el discriminant de l’extensió K|Q és el nombre enter 4D si D ̸≡ 1 (mod 4) i és D si
D ≡ 1 (mod 4).

Demostració: Com que Z és principal, el discriminant de l’extensió quadràtica K|Q és
l’ideal principal generat pel discriminant D(1, ω) on podem prendre per a {1, ω} la base
de l’anell dels enters de K que hem determinat anteriorment (cf. la proposició 2.2.2).
Concretament, si D ̸≡ 1 (mod 4), podem prendre ω =

√
D. En aquest cas, la matriu de

la forma bilineal traça és la matriu[
T(1) T(

√
D)

T(
√
D) T(D)

]
=

[
2 0
0 2D

]
,

ja que el polinomi irreductible de
√
D i, per tant, el polinomi caracteŕıstic de la multipli-

cació per
√
D en OK és el polinomi X2 − D. Això fa que D(1,

√
D) = 4D, com voĺıem

demostrar.

En el cas D ≡ 1 (mod 4), podem prendre 2ω = 1+
√
D (o bé 2ω = D+

√
D) i repetir

el càlcul que hem fet en l’altre cas. Però, amb la finalitat de veure una altra manera de
calcular el discriminant, utilitzarem la fórmula

D(1, ω, . . . , ωn−1) = det(σi(ω
j−1))2,

on σi recorre el conjunt de les immersions diferents de K en Q, que hem obtingut a la
demostració de la proposició 3.1.5 en la forma

D(1, ω, . . . , ωn−1) = detV 2

on V = (σi(ω
j−1)) és la matriu de Vandermonde dels conjugats de ω. Calculem:

D(1, ω) = det

 1 1

1 +
√
D

2

1−
√
D

2

2

= (−
√
D)2 = D.□

En conseqüència, els ideals primers de Z que ramifiquen a l’extensió K|Q són els
generats pels nombres primers que divideixen D, si D ≡ 1 (mod 4), i, a més a més, 2, en
el cas que D ≡ 2, 3 (mod 4). Com que l’extensió és de grau 2 i les extensions residuals són
separables, això vol dir que l’extensió d’aquests primers és el quadrat d’un ideal primer
de K. D’altra banda, només queden dues possibilitats per a la descomposició dels altres
ideals primers de Z en K: o bé l’ideal primer de Z continua essent un ideal primer un
cop estès a K, i en aquest cas es diu que el primer és inert, o bé el primer descompon
com a producte de dos ideals primers diferents de K; en aquest cas es diu que el primer
descompon completament.

El resultat següent explica com descomponen tots els primers de Z en l’extensió
quadràtica Q(

√
D)|Q.
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Proposició 3.8.2. Siguin D un nombre enter lliure de quadrats, K := Q(
√
D), OK

l’anell dels enters de K, i p un nombre natural primer. Si p divideix el discriminant
de l’extensió quadràtica K|Q, aleshores, pOK = p2, on p és un ideal primer de OK de
grau residual 1; si p ̸= 2 i D és un residu quadràtic mòdul p, aleshores pOK = p1p2, el
producte de dos ideals primers diferents de OK de grau residual 1; si p ̸= 2 i D no és un
residu quadràtic mòdul p, aleshores pOK és un ideal primer de OK de grau residual 2.
Finalment, 2OK és el producte de dos ideals primers diferents de OK de grau residual 1
si D ≡ 1 (mod 8) i 2OK és un ideal primer de OK de grau residual 2 si D ≡ 5 (mod 8).

Demostració: El cas dels ideals primers que ramifiquen és clar. Per tant, podem
suposar que l’ideal primer pZ no ramifica en l’anell OK dels enters de K. Comencem per
estudiar el cas p ̸= 2. Hem d’estudiar la descomposició de l’anell OK/pOK com a producte
de cossos, ja que una condició necessària i suficient perquè l’ideal pOK sigui primer és
que l’anell quocient OK/pOK sigui un cos. De nou, el càlcul de l’anell dels enters de K
dóna que l’anell OK , com a grup abelià, és la suma dels subgrups Z i ωZ, ω com a la
proposició anterior. En el cas D ̸≡ 1 (mod 4), l’anell OK/pOK és l’anell Z[

√
D]/pZ[

√
D];

i en el cas D ≡ 1 (mod 4), si calculem OK/pOK podem observar que aquest anell també

és l’anell Z[
√
D]/pZ[

√
D], ja que, per a a, b ∈ Z és a + b

1 +
√
D

2
≡ a + (b + p)

1 +
√
D

2

(mod pOK), de manera que si b és senar, aleshores b + p és parell i (b + p)
1 +
√
D

2
és

la suma d’un nombre enter amb un múltiple enter de
√
D. Per tant, cal descompondre

Z[
√
D]/pZ[

√
D] en producte de cossos. Ara bé,

OK/pOK
∼= Z[
√
D]/pZ[

√
D] ∼= Z[X]/(p,X2 −D) ∼= Fp[X]/(X2 −D);

per tant, i com que el polinomi X2 −D és separable en Fp[X], l’anell quocient OK/pOK

és un cos exactament quan el polinomi X2 −D és irreductible en Fp[X], i descompon en
producte de dos cossos isomorfs a Fp quan el polinomi X2−D té dues arrels diferents en
Fp. Això acaba el cas p ̸= 2.

Per a p = 2 només cal considerar el cas D ≡ 1 (mod 4), ja que en cas contrari 2
ramifica, en virtut de la proposició anterior. En aquest cas, ω admet com a polinomi

irreductible el polinomi X2 − X +
1−D

4
, de manera que si b és la classe mòdul 2 de

1−D
4

, aleshores

OK/pOK
∼= Z[X]/(2, X2 −X +

1−D
4

) ∼= F2[X]/(X2 −X + b).

Però condició necessària i suficient perquè el polinomi (separable) X2 −X + b sigui irre-
ductible en F2[X] és que b = 1 en F2; i això equival a dir que D ≡ 5 (mod 8). □

Corol.lari 3.8.3. Les lleis de descomposició dels ideals primers de Z en el cos quadràtic
K := Q(

√
D) són donades pel caràcter quadràtic de Kronecker, χD. Concretament,

χD(p) =


0, si p ramifica,

1, si p descompon completament,

−1, si p és inert.
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Demostració: Per al cas dels nombres primers senars p, només cal recordar que el
caràcter de Kronecker χD és l’únic caràcter quadràtic de Dirichlet definit mòdul 4|D| per

al qual se satisfà la igualtat χD(p) =

(
D

p

)
per a tot nombre primer senar p. I per al

cas p = 2 només observar que si D ≡ 1 (mod 4), aleshores el valor de χD(2) és donat
exactament per (−1)ω(D). □

Una aplicació aritmètica interessant de les lleis de descomposició dels ideals primers de
Z en l’anell dels enters de Gauss Z[i] és l’obtenció d’aquells nombres enters que són suma
de dos quadrats. En efecte, podem demostrar molt fàcilment el teorema següent.

Teorema 3.8.4. Sigui n ∈ Z un nombre enter positiu qualsevol. Aleshores, n és la suma
dels quadrats de dos nombres enters si, i només si, tots els nombres primers senars que
divideixen n amb exponent senar són de la forma p ≡ 1 (mod 4).

Demostració: En primer lloc, l’anell Z[i] dels enters de Gauss és l’anell dels enters
de Q(i). Observem que per a a, b ∈ Z és NQ(i)|Q(a + bi) = a2 + b2, una suma de dos
quadrats, de manera que un nombre enter n és suma dels quadrats de dos nombres enters
exactament quan és norma d’un element de Z[i]. D’altra banda, és ben conegut que Z[i]
és un anell euclidià i, per tant, principal. A més a més, i =

√
−1 i −1 ≡ 3 (mod 4), de

manera que ∆(Z[i]|Z) = 4Z; per tant 2Z és el quadrat d’un ideal primer de Z[i]. Per a p
un natural primer senar, condició necessària i suficient perquè pZ[i] sigui el producte de
dos ideals primers diferents de Z[i] és que p ≡ 1 (mod 4), ja que el valor del caràcter de
Kronecker χ−1 en un primer senar p és exactament (−1)ε(p). D’aquesta manera, si p ≡ 1
(mod 4), aleshores, existeixen ideals primers p1, p2 en Z[i] tals que pZ[i] = p1p2; si a+ bi
és un generador d’un d’aquests ideals primers, ha de ser N(a + bi) = a2 + b2 = p, ja que
N(a+ bi) ha de ser un divisor no trivial de N(p) = p2. En conseqüència, si p ≡ 1 (mod 4),
i també si p = 2 = 12+12 = N(1+ i) = N(1− i), p és suma dels quadrats de dos nombres
enters. Com que la norma és multiplicativa i tot quadrat és suma de dos quadrats, la
condició de l’enunciat és suficient.

Però també és necessària. Suposem que n és la suma dels quadrats de dos nombres
enters; és a dir, la norma d’un element α ∈ Z[i]. Sigui p ≡ 3 (mod 4) un natural primer
que divideix n; aleshores, l’ideal pZ[i] és un ideal primer de Z[i] i l’exponent de p en la
descomposició en factors primers de n = N(α) és dues vegades l’exponent de pZ[i] en la
descomposició en primers de l’ideal αZ[i], ja que N(p) = p2. □

3.9 El cas ciclotòmic

Ja hem comentat més amunt la importància que tenen els cossos ciclotòmics. En aquesta
secció es tracta de fer un estudi d’algunes de les seves propietats aritmètiques. Concre-
tament, estudiarem quin és el seu anell d’enters, quin és el seu discriminant, i quines són
les lleis de descomposició dels ideals primers en aquests anells.

Considerem, doncs, un nombre enter n > 1, una arrel primitiva n-èsima de la unitat
ζ := ζn ∈ C, el cos ciclotòmic K := Q(ζ) i l’anell dels enters de K, A := OK . És ben
conegut que [Q(ζ) : Q] = φ(n) i que el conjunt 1, ζ, ζ2, . . . , ζφ(n)−1 és una Q-base de Q(ζ),
on φ designa la funció d’Euler. Ja hem calculat el discriminant D(1, ζ, ζ2, . . . , ζφ(n)−1);
això ens dóna informació sobre el conjunt dels ideals primers de Z que ramifiquen en A.
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Corol.lari 3.9.1. Sigui p un natural primer que ramifica en Q(ζn). Aleshores, p divideix
n.

Demostració: El discriminant de l’extensió Q(ζ)|Q és l’ideal principal generat pel dis-
criminant d’una Z-base de l’anell dels enters de Q(ζ). Com que ζ ∈ A, el discriminant
D(1, ζ, . . . , ζφ(n)−1) és el producte del discriminant d’aquesta base pel quadrat del de-
terminant de la matriu dels elements ζ i expressats en aquesta base; aquesta matriu és
de coeficients enters i, per tant, el discriminant de l’extensió divideix l’ideal generat per
D(1, ζ, . . . , ζφ(n)−1). Per tant, el discriminant de l’extensió divideix nφ(n). Com que els
idelas primers que ramifiquen divideixen el discriminant, si p ramifica, aleshores p ha de
dividir n. □

Aquest resultat té un rećıproc. Si n és un natural senar, aleshores Q(ζ2n) = Q(ζn), de
manera que en parlar de cossos ciclotòmics podem suposar sempre que n ̸≡ 2 (mod 4).
En aquestes condicions, els ideals primers de Z que ramifiquen en Q(ζ) són exactament
els ideals pZ tals que p divideix n. Per a demostrar-ho, començarem pel cas que n sigui
potència d’un nombre primer.

Proposició 3.9.2. Suposem que p és un natural primer i que n = pr, r ≥ 1. Sigui
α := 1− ζ ∈ Q(ζ). Aleshores:

(a) L’ideal principal αA és un ideal primer.

(b) El grau residual de αA és 1.

(c) L’ideal pA és la potència φ(n)-èsima de l’ideal primer αA.

Demostració: Com que les arrels de la unitat són nombres enters algebraics, és clar
que ζ ∈ A; per tant, αA és un ideal enter de Q(ζ). Sigui f(X) := Φpr(X) el polinomi
ciclotòmic; és ben conegut que

f(X) =
Xpr − 1

Xpr−1−1
= 1 +Xpr−1

+ · · ·+X(p−1)pr−1

.

Per a tot nombre enter i se satisfà la fórmula ui :=
1− ζ i

1− ζ
= 1 + ζ + ζ2 + · · · + ζ i−1, de

manera que ui ∈ A; i si i no és divisible per p, en intercanviar els papers de ζ i ζ i, obtenim
també que u−1

i ∈ A, de manera que ui és un element invertible de A. Això fa que a partir

de la igualtat f(X) =
∏

mcd(i,p)=1

(X − ζ i) puguem escriure

p = f(1) =
∏

mcd(i,p)=1

(1− ζ i) = u(1− ζ)φ(n),

on u =
∏

mcd(i,p)=1

ui és invertible en A. En particular, els elements 1− ζ i, mcd(i, p) = 1, i

α són associats (generen el mateix ideal) i l’ideal pA és la potència φ(n)-èsima de l’ideal
principal αA. Com que pZ és un ideal primer de Z i l’extensió Q(ζ)|Q és de Galois, la
fórmula efg = n ens permet assegurar que l’ideal αA és un ideal primer de A de grau
residual 1. □
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Corol.lari 3.9.3. Siguin n ̸≡ 2 (mod 4) un nombre natural, que escriurem en la forma
n = prn′, amb r ≥ 0 i mcd(p, n′) = 1, i P ⊆ A un ideal primer de A que divideix
p. Aleshores, e(P|pZ) = φ(pr). En particular, condició necessària i suficient perquè p
ramifiqui en Q(ζ) és que p divideixi n.

Demostració: Podem considerar les dues cadenes d’extensions Q ⊆ Q(ζn′) ⊆ Q(ζn) i
Q ⊆ Q(ζpr) ⊆ Q(ζn). Acabem de provar que l’extensió Q(ζpr)|Q només ramifica en el
primer pZ i que l’́ındex de ramificació és φ(pr); per tant, l’extensióQ(ζn)|Q ramifica en pZ i
l’́ındex de ramificació de pZ és un múltiple de φ(pr). D’altra banda, en virtut del corol·lari
3.9.1, l’extensió Q(ζn′)|Q no ramifica en cap ideal primer de Q(ζn′) que divideix pZ; en
conseqüència, si P és un ideal primer de Q(ζn) que contrau a pZ, i si p és la contracció
de P a Q(ζn′), aleshores, e(P|pZ) = e(P|p) divideix el grau [Q(ζn) : Q(ζn′)] = φ(pr). Per
tant, la igualtat e(P|pZ) = φ(pr). □

A continuació determinarem el grau residual de tots els ideals primers. Començarem
per demostrar el resultat següent.

Lema 3.9.4. Siguin ℓ un nombre natural primer que no divideix n i l ⊆ A un ideal primer
que divideix ℓA. Aleshores, les classes residuals de les potències 1, ζ, ζ2, . . . , ζn−1 en el cos
residual A/l són totes diferents. A més a més, si f := f(l|ℓ) designa el grau residual en
l, aleshores ℓf ≡ 1 (mod n).

Demostració: El polinomi Xn − 1 ∈ Z[X] és separable sobre Z i sobre Fℓ, ja que ℓ no
divideix n. Per tant, la reducció mòdul l de les arrels diferents de f(X), 1, ζ, ζ2, . . . , ζn−1,
han de ser arrels diferents de Xn − 1 en Fℓ. Això demostra la primera afirmació. D’altra
banda, el conjunt {ζ i ∈ A/l : 0 ≤ i ≤ n − 1} és un subgrup d’ordre n de (A/l)∗, que és
d’ordre ℓf − 1. Per tant, n divideix ℓf − 1. □

Lema 3.9.5. Sigui ℓ un nombre natural primer que no divideix n. Llavors, A = ℓA+Z[ζ].

Demostració: Cal demostrar que per a tot element b ∈ A existeix b′ ∈ Z[ζ] tal que
b− b′ ∈ ℓA. Posem D := D(1, ζ, . . . , ζφ(n)−1); aleshores, D ∈ Z i ℓ no divideix D, ja que
D divideix una potència de n. En conseqüència, D és invertible a Z/ℓZ; és a dir, existeix
D′ ∈ Z tal que DD′ ≡ 1 (mod ℓ). Això ens permet assegurar que b ≡ DD′b (mod ℓA).
Però, en virtut del lema 3.6.3, Db ∈ Z[ζ], de manera que DD′b ∈ Z[ζ] i podem prendre
b′ = DD′b. □

Corol.lari 3.9.6. Siguin ℓ un nombre natural primer que no divideix n i f un nombre
natural qualsevol tal que ℓf ≡ 1 (mod n). Llavors, per a tot element b ∈ A és bℓ

f−b ∈ ℓA.

Demostració: Acabem de provar que existeixen ai ∈ Z tals que b−
φ(n)∑
i=1

aiζ
i ∈ ℓA. Com

que ai ∈ Z, se satisfan les congruències aℓi ≡ ai (mod ℓ), de manera que aℓi−ai ∈ ℓZ ⊆ ℓA;

per tant, en elevar a ℓ i tenir en compte que els nombres combinatoris

(
ℓ

i

)
són múltiples de

ℓ, per a 1 ≤ i ≤ ℓ−1, obtenim que bℓ−
φ(n)∑
i=1

aiζ
iℓ ∈ ℓA. I, per inducció, bℓf−

φ(n)∑
i=1

aiζ
iℓf ∈ ℓA.

Per hipòtesi, ζℓ
f
= ζ, de manera que la darrera suma és b; per tant, bℓ

f − b ∈ ℓA com
voĺıem provar. □
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Proposició 3.9.7. Siguin ℓ un nombre natural primer que no divideix n i f el nombre
natural més petit tal que ℓf ≡ 1 (mod n). Aleshores,

ℓA = l1l2 · · · lg,

on l1, l2, . . . , lg són ideals primers diferents de A de grau residual f(li|ℓZ) = f i g és definit
per la fórmula fg = φ(n).

Demostració: Com que ℓ no divideix n, l’assignació ζ 7→ ζℓ defineix un automorfisme
de Q(ζ); posem Fℓ. Aleshores, per a tot b ∈ A és Fℓ(b) − bℓ ∈ ℓA, ja que podem elegir

ai ∈ Z tals que b −
φ(n)∑
i=1

aiζ
i ∈ ℓA i, en conseqüència, Fℓ(b) ≡

∑
i

aiζ
iℓ ≡

∑
i

aℓiζ
iℓ ≡(∑

i

aiζ
i

)ℓ

≡ bℓ (mod ℓA). Per inducció, F f
ℓ (b)− bℓ

f ∈ ℓA, de manera que, en virtut del

corol·lari anterior, F f
ℓ (b)− b ∈ ℓA, per a tot b ∈ A.

Per hipòtesi, l’ordre de l’automorfisme Fℓ ∈ Gal (Q(ζ)|Q) és exactament f . Siguin l
un ideal primer de A que divideix ℓA i f1 el grau residual de l. Això ens diu que A/lA
és el cos finit de ℓf1 elements; per tant, f1 és el nombre natural no nul més petit tal que
per a tot element b ∈ A se satisfà que bℓ

f1 − b ∈ l. Com que per a f també se satisfà la
propietat, ha de ser f1 ≤ f . Però, d’altra banda, com que ζℓ

f1 − ζ ∈ l i les arrels de la
unitat 1, ζ, . . . , ζn−1 són diferents en A/l, ha de ser ℓf1 ≡ 1 (mod n); això demostra l’altra
desigualtat: f ≤ f1. Per tant, f = f1, fet que acaba la demostració. □

Podem, per tant, donar les lleis de descomposició de tots els ideals primers de Z en els
cossos ciclotòmics Q(ζ), ζ = ζn una arrel primitiva n-èsima de la unitat.

Teorema 3.9.8. Siguin n ̸≡ 2 (mod 4) un nombre natural, ζ una arrel primitiva n-
èsima de la unitat, A l’anell dels enters del cos ciclotòmic Q(ζ) i p ∈ Z un nombre
natural primer. La descomposició de pZ en A és donada de la manera següent. Posem
n = prn′ amb r ≥ 0 i mcd(p, n′) = 1; aleshores

pA = (p1p2 · · · pg)e,

on e = φ(pr), pi són ideals primers diferents de A de grau residual el nombre enter més
petit f tal que pf ≡ 1 (mod n′) i fg = φ(n′).

Demostració: Resta veure el cas r ≥ 1. Ara podem considerar la cadena de cossos
Q ⊆ Q(ζn′) ⊆ Q(ζn) i tenir en compte la multiplicativitat dels ı́ndexs de ramificació i la
dels graus residuals. SiguiP ⊆ A un ideal primer que divideix p i sigui p la seva contracció
a l’anell dels enters de Q(ζn′). Aleshores, f(P|p) = g(p) = 1, ja que e(P|p) = φ(pr) és
el grau de l’extensió; per tant, f(P|p) = f(p|p) i podem aplicar la proposició anterior. I
com que e(p|p) = 1, és e(P|p) = φ(pr). □

Anem a fer, ara, l’estudi dels anells dels enters.

Teorema 3.9.9. Siguin n un nombre enter, ζ := ζn una arrel primitiva n-èsima de la
unitat, i K := Q(ζ) el n-èsim cos ciclotòmic. Aleshores, l’anell dels enters de K és l’anell
OK = Z[ζ].
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Demostració: Siguin A := OK i B := Z[ζ]. Clarament, ζ ∈ A, de manera que B ⊆ A
i cal provar la igualtat. Comencem pel cas n = pr, on p és un nombre natural primer i
r ≥ 1. Reprenem la notació de la proposició 3.9.2. Hem demostrat que B+αA = A; com
que α ∈ B, després de multiplicar per α i substituir, obtenim la igualtat B + α2A = A;
i, per inducció, per a tot nombre enter s ≥ 1 és B + αsA = A. Ara bé, també hem vist
que D(1, ζ, ζ2, . . . , ζφ(n)−1)A ⊆ B i que D(1, ζ, ζ2, . . . , ζφ(n)−1) és una potència de p. Per
tant, per a s prou gran se satisfà la inclusió psA ⊆ B; i com que pA és una potència de
αA, també αsA ⊆ B per a s prou gran. Això implica la igualtat B = A.

El cas general es pot provar per inducció sobre la quantitat de nombres primers diferents
que divideixen n. Posem n = prn′ amb p primer, mcd(p, n′) = 1, i r ≥ 1, ζ ′ := ζn′ una
arrel primitiva n′-èsima de la unitat, K ′ := Q(ζ ′) i A′ = B′ = Z[ζ ′] l’anell dels enters de
K ′ (hipòtesi d’inducció). És clar que ζn

′
és una arrel primitiva pr-èsima de la unitat i que

A′[ζn
′
] = Z[ζ] ⊆ A; cal provar la igualtat. El discriminant D(1, ζn

′
, ζ2n

′
, . . . , ζn

′(φ(pr)−1))
es pot calcular com el discriminant de l’extensió Q(ζn′

)|Q, ja que les extensions Q(ζn′)|Q
i Q(ζn′

)|Q són linealment disjuntes; pel que hem vist en el cas que n és potència de p,
el discriminant D(1, ζn

′
, ζ2n

′
, . . . , ζn

′(φ(pr)−1)) és una potència de p en Z i, per tant, una
potència pk de p en A′. Igual que a la demostració del lema 3.6.3, obtenim la inclusió
pkA ⊆ A′[ζn

′
] tenint en compte la regla de Cramer. D’altra banda, com que l’extensió

Q(ζ)|Q(ζ ′) és totalment ramificada en tots els ideals primers P de A que divideixen pZ
(és a dir, el seus ı́ndexs de ramificació coincideixen amb el grau), els cossos residuals de A
en P i de A′ en P∩A′ coincideixen per a tot ideal primer P de A que divideix p. Siguin
P1,P2, . . . ,Pg tots els ideals primers de A que divideixen p i siguin P′

i := Pi ∩ A′ les
seves contraccions a A′. Es tenen igualtats pA′ = P′

1P
′
2 · · ·P′

g en A′, ja que el nombre
d’ideals primers de A i de A′ que divideixen p és el mateix i A′|Z és no ramificada en p,
i (1 − ζn′

)A = P1P2 · · ·Pg, ja que la potència φ(pr)-èsima dels dos ideals és l’ideal pA.
Aquesta darrera igualtat ens permet assegurar que A/(1 − ζn′

)A ∼= A′/P′
1P

′
2 · · ·P′

g, en

virtut del teorema xinès del residu, de manera que A = A′+(1−ζn′
)A = A′[ζn

′
]+(1−ζn′

)A.
De nou per inducció tenint en compte que 1− ζn′ ∈ A′[ζn

′
], s’obté que per a tot nombre

enter s suficientment gran és A = A′[ζn
′
] + (1− ζn′

)sA. Com que una potència de l’ideal
(1 − ζn

′
)A és l’ideal pA, si prenem s prou gran, obtenim la igualtat A = A′[ζn

′
], com

voĺıem demostrar. □
Com a conseqüència d’aquest resultat, el discriminant ∆(Z[ζ]|Z) és el determinant

D(1, ζ, . . . , ζφ(n)−1) que hem calculat en la proposició 3.6.7. Obtenim, per tant, el resultat
següent.

Corol.lari 3.9.10. El discriminant de l’extensió ciclotòmica Z[ζ]|Z, on ζ = ζn és una
arrel primitiva n-èsima de la unitat, és donat per la fórmula

∆(Z[ζ]|Z) = (−1)φ(n)(φ(n)−1)/2 nφ(n)∏
p|n p

φ(n)/(p−1)
.□

Observació 3.9.11. Aquesta fórmula es pot provar d’una altra manera si fem servir les
fórmules de transitivitat del discriminant que encara no hem provat. Això ho podrem fer
aix́ı més endavant.

Una aplicació interessant de les lleis de descomposició dels nombres primers en els
cossos ciclotòmics Q(ζp), p un nombre primer, és una nova demostració de la llei de
reciprocitat quadràtica. Recordem que si ζ és una arrel primitiva p-èsima de la unitat, p
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un natural primer senar, aleshores l’únic subcòs quadràtic de Q(ζ) és el cos Q(
√
p∗), on

p∗ = (−1)ε(p)p. La part principal de la demostració és el resultat següent.

Lema 3.9.12. Siguin p, ℓ, naturals primers senars diferents. Condició necessària i sufi-
cient perquè ℓ descompongui com a producte de dos ideals primers diferents en Q(

√
p∗) és

que descompongui com a producte d’un nombre parell d’ideals primers diferents en Q(ζ).

Demostració: Siguin K := Q(ζ), A el seu anell d’enters, K ′ := Q(
√
p∗), A′ el seu anell

d’enters, L ⊆ A un ideal primer que divideix ℓ i l := L∩A′ la seva contracció. La successió
exacta de grups de Galois

1 −→ Gal (K|K ′) −→ Gal (K|Q) −→ Gal (K ′|Q) −→ 1

dóna lloc, per restricció, a la successió de grups de descomposició

1 −→ D(L|l) −→ D(L|ℓ) −→ D(l|ℓ) −→ 1.

Aquesta successió també és exacta. L’única part que mereix una mica de comentari
és l’exhaustivitat del morfisme D(L|ℓ) −→ D(l|ℓ). Si σ′ ∈ D(l|ℓ), aleshores, existeix
σ ∈ Gal (K|Q) tal que la restricció de σ a K ′ és σ′; els ideals L i σ(L) contrauen tots
dos a l en A′, de manera que existeix τ ∈ Gal (K|K ′) tal que τσL = L; per tant,
l’automorfisme τσ pertany al grup de descomposició D(L|l); finalment, la imatge de τσ
en D(L|ℓ) s’aplica sobre σ′, ja que τ és la identitat en K ′.

Siguin g, g′, g′′ els ı́ndexs dels grups de descomposició D(L|ℓ), D(l|ℓ), D(L|l), respec-
tivament; és a dir, els nombres de primers que divideixen ℓ, ℓ, l, en les extensions K|Q,
K ′|Q, i K|K ′. L’exactitud de les dues successions anteriors demostra que g = g′g′′, de
manera que si g′ és parell, també ho és g. Rećıprocament, suposem que g és parell. Te-
nint en compte que els grups de Galois i, per tant, els grups de descomposició, són grups
ćıclics, es dedueix immediatament que D(L|ℓ) està inclòs en l’únic subgrup de Gal (K|Q)
d’́ındex 2, que és Gal (K|K ′), de manera que D(L|ℓ) = D(L|l) i D(l|ℓ) és el grup trivial;
això diu que g′ = 2, com voĺıem veure. □

Ara podem acabar fàcilment una demostració de la llei de reciprocitat quadràtica.
La descripció de les lleis de descomposició dels ideals primers en els cossos quadràtics
ens permet assegurar que una condició necessària i suficient perquè ℓ descompongui en

producte de dos ideals primers diferents de A′ és que

(
p∗

ℓ

)
= 1; i el resultat que acabem

de provar admet la conseqüència següent.

Corol.lari 3.9.13. Condició necessària i suficient perquè ℓ descompongui completament

en A′ és que

(
ℓ

p

)
= 1.

Demostració: Amb les mateixes notacions que a la demostració del lema anterior
podem escriure que g és parell si, i només si, el grau residual f de L|ℓ divideix (p−1)/2; i
això darrer equival a dir que ℓ(p−1)/2 ≡ 1 (mod p), via la caracterització del grau residual
dels ideals primers en les extensions ciclotòmiques de Q que hem donat més amunt. Però
en Fp∗ els elements ℓ per als quals se satisfà la congruència anterior són exactament els
quadrats, ja que Fp

∗ és un grup ćıclic. Per tant, ℓ descompon completament en A′ si, i

només si,

(
ℓ

p

)
= 1, per definició del śımbol de Legendre. □
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Per tant, obtenim l’equivalència entre les propietats

(
p∗

ℓ

)
= 1 i

(
ℓ

p

)
= 1; només cal

tenir en compte el valor del śımbol

(
−1
ℓ

)
. □



Caṕıtol 4

Geometria dels nombres

Aquest caṕıtol es destina a fer l’estudi dels grups de les unitats i dels grups de classes
d’ideals dels anells dels enters dels cossos de nombres. Abans d’estudiar el concepte i
algunes propietats de les xarxes de Rn introduirem el concepte de domini fonamental
per a una acció d’un grup en un conjunt; especialment en el cas d’accions cont́ınues en
espais topològics, que tenen aplicacions importants en altres temes d’estudi de la teoria
algebraica de nombres; per exemple, en l’estudi de les corbes el·ĺıptiques i les formes
modulars.

4.1 Dominis fonamentals

Siguin X un espai topològic, G un grup topològic i G × X
h−→ X una acció cont́ınua

de G en X; això vol dir que per a tot element σ ∈ G disposem d’una aplicació cont́ınua
hσ : X −→ X de manera que hσσ′ = hσ ◦hσ′ i que h1 = idX , on 1 denota l’element neutre
de G. En particular, l’aplicació hσ és un homeomorfisme amb invers hσ−1 .

Definició 4.1.1. S’anomena domini fonamental de X per a l’acció h tot subespai to-
pològic D ⊆ X per al qual se satisfan les condicions següents:

(a) D conté un representant de cada una de les òrbites Gx, x ∈ X; i

(b) si dos elements diferents de D són de la mateixa òrbita, aleshores estan a la frontera
de D.

Exemple 4.1.2. Considerem l’espai topològicX := C, el grup topològic discretG := Z[i],
i l’acció donada per translació: (a + bi, z) 7→ a + bi + z. Un domini fonamental per a
aquesta acció és el paral·lelogram

{z ∈ C : 0 ≤ ℜ(z) ≤ 1, 0 ≤ ℑ(z) ≤ 1}.

També ho és el paral·lelogram no compacte

{z ∈ C : 0 ≤ ℜ(z) < 1, 0 ≤ ℑ(z) < 1}.

Exemple 4.1.3. De manera més general, siguin X = C, G = Z × Z considerat com a
grup (topològic) discret i fixem una R-base {ω1, ω2} de C. Definim l’acció per la fórmula
((a, b), z) 7→ aω1+ bω2+z. Un domini fonamental per a aquesta acció és el paral·lelogram

D := {z = aω1 + bω2 ∈ C : a, b ∈ R, 0 ≤ a ≤ 1, 0 ≤ b ≤ 1}.

57



58 Cap. 4. Geometria dels nombres

Observació 4.1.4. El quocient C/Zω1⊕Zω2
∼= D/(Zω1⊕Zω2)∩D és una superf́ıcie de

Riemann compacta de gènere 1 (un tor); en el context de les corbes algebraiques, defineix
una corba, a la qual s’anomena la corba el·ĺıptica definida per la parella ω1, ω2.

Exemple 4.1.5. De manera encara més general, siguin X := Rn, G := Zn i conside-
rem l’acció donada a partir d’una R-base {e1, . . . , en} de Rn per la fórmula de trans-

lació ((a1, . . . , an), x) 7→ x +
n∑

i=1

aiei. Un domini fonamental d’aquesta acció és el pa-

ral·leleṕıpede fonamental

D = {
n∑

i=1

aiei : ai ∈ R, 0 ≤ ai ≤ 1}.

També ho és el paral·leleṕıpede no compacte

D = {
n∑

i=1

aiei : ai ∈ R, 0 ≤ ai < 1}.

Exemple 4.1.6. Sigui X = H := {z ∈ C : ℜ(z) > 0} el semiplà superior de Poincaré,
i sigui G := GL(2,R)+, el grup de les matrius quadrades 2 × 2 de coeficients reals i de
determinant positiu. Podem definir una acció en H per la fórmula següent:[

a b
c d

]
z :=

az + b

cz + d
.

Un domini fonamental per a aquesta acció és qualsevol conjunt D format per un sol
element; en efecte, l’acció és transitiva.

Exercici 4.1.7. El conjunt D := {z ∈ H : −1/2 ≤ ℜ(z) ≤ 1/2, |z| ≥ 1} és un domini
fonamental per a la restricció de l’acció anterior al subgrup discret SL(2,Z) de les matrius
de coeficients enters i determinant 1.

4.2 Xarxes de Rn

Ens interessarà parlar de subgrups discrets de Rn, i convé disposar del resultat següent.

Proposició 4.2.1. Sigui G un subgrup discret de Rn. Aleshores, G és un grup abelià
lliure de rang r ≤ n.

Demostració: Podem elegir en G un conjunt d’elements {e1, e2, . . . , er} que siguin R-
linealment independents de manera que r sigui màxim; en particular, r ≤ n. Considerem

el subconjunt S := {
r∑

i=1

aiei : ai ∈ R, 0 ≤ ai ≤ 1}. Com que S és un subconjunt

compacte de Rn i G és discret, el conjunt S∩G és finit. Es tracta de demostrar que S∩G
és un conjunt de generadors de G; d’aquesta manera obtindrem que G és un grup abelià
lliure, ja que no té torsió per ser un subgrup de Rn i tot grup abelià finitament generat i
sense torsió és lliure.
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Sigui, doncs, x ∈ G; podem escriure x en la forma x =
r∑

i=1

αiei amb αi ∈ R, ja que en

cas contrari el conjunt {e1, e2, . . . , er, x} estaria format per més de r elements R-linealment

independents de G i r no seria maximal. Posem y := x −
r∑

i=1

[αi]ei =
r∑

i=1

(αi − [αi])ei;

com que y, e1, . . . , er ∈ S ∩G i x = y +
r∑

i=1

[αi]ei, resulta que S ∩G genera G com a grup

abelià i, per tant, G és finitament generat.

Resta veure que el rang de G és menor o igual que n. Per a tot nombre enter k i tot

x ∈ G posem xk := kx −
r∑

i=1

[kαi]ei =
r∑

i=1

(kαi − [kαi])ei; com abans, xk ∈ S ∩ G i, com

que S ∩ G és finit, existeixen nombres enters diferents k, j tals que xk = xj ∈ S ∩ G.
La R-independència lineal dels elements ei i la darrera igualtat ens permeten assegurar
que per a tot ı́ndex i els coeficients αi són racionals, ja que αi = (k − j)−1([kαi]− [jαi]).
Això implica que x pertany al Q-espai vectorial generat pels elements ei. En particular,
els elements (en nombre finit) de S ∩G són combinacions lineals de coeficients racionals
dels elements ei i podem considerar un denominador comú d ∈ Z, d ̸= 0, de tots aquests

coeficients; aleshores, el grup abelià lliureG és un subgrup del grup abelià lliure
r⊕

i=1

d−1Zei

de rang r; per tant, el rang de G és menor o igual que r i, com que G conté r elements
que són R-linealment independents, els ei, el grup G és de rang r. □

Definició 4.2.2. Un subgrup G ⊆ Rn s’anomena xarxa de Rn si és un subgrup discret
de rang n.

Sigui G una xarxa de Rn; aleshores G és un grup (topològic) que actua en Rn per
translació: (σ, x) 7→ x + σ (cf. l’exemple 4.1.5 més amunt). A més a més, el conjunt

D := {
n∑

i=1

aiei : 0 ≤ ai < 1}, on e1, . . . , en és una Z-base de G, és un domini fonamental

per a l’acció de G en Rn; s’anomena el paral·leleṕıpede fonamental relatiu a la base
{e1, . . . , en}. Observem que D és un subconjunt mesurable Lebesgue de Rn; la seva
mesura µ(D) s’anomena la malla de la xarxa G i es representa usualment per µ(G).
D’altra banda, no hi ha cap parella d’elements de D que estiguin en la mateixa òrbita per
l’acció de G; aquesta propietat serà útil de seguida.

Lema 4.2.3. La malla d’una xarxa G de Rn no depèn de la Z-base elegida en G.

Demostració: En efecte, un canvi de base en G és donat per una matriuM ∈ GL(n,Z);
i la mesura del nou paral·leleṕıpede fonamental s’obté a partir de l’anterior multiplicant
pel valor absolut del determinant deM . Però les matrius de GL(n,Z) són de determinant
±1. □

Teorema 4.2.4 (Minkowski). Siguin G una xarxa de Rn i X un subconjunt mesurable
Lebesgue de Rn tal que µ(X) > µ(G). Aleshores, X conté dos elements diferents x, y tals
que x ≡ y (mod G).

Demostració: Siguin {e1, . . . , en} una Z-base de G i D el paral·leleṕıpede fonamental
per a Rn relatiu a aquesta base. Per definició de domini fonamental, els conjunts g +D,
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g ∈ G, formen un recobriment de Rn; aquest recobriment és disjunt en virtut de l’elecció
de D. En conseqüència, els conjunts X∩(g+D), g ∈ G, formen un recobriment disjunt de
X. D’altra banda, com que la mesura de Lebesgue és invariant per translació (és la mesura
de Haar del grup topològic localment compacte Rn), els conjunts g+D són mesurables; per
tant, les interseccions X ∩ (g+D) també són mesurables i la seva mesura coincideix amb

la mesura dels seus traslladats (−g+X)∩D. De la igualtat µ(X) =
∑
g∈G

µ(X ∩ (g+D)),

que es dedueix del fet que X és recobert de manera disjunta pels conjunts X ∩ (g +D),

obtenim que µ(X) =
∑
g∈G

µ((−g +X)∩D), de manera que els conjunts (−g +X)∩D no

poden ser disjunts dos a dos, ja que la seva reunió és un subconjunt de D i estem suposant
que µ(G) = µ(D) < µ(X).

Per tant, existeixen elements diferents g, g′ ∈ G tals que (−g + X) ∩ (−g′ + X) ∩ D
és no buit; per tant, existeixen elements x, y ∈ X tals que x − g = y − g′ i, aleshores,
x− y = g − g′ ∈ G i x ̸= y ja que g ̸= g′. □

Corol.lari 4.2.5. Siguin G una xarxa de Rn i X ⊆ Rn un subconjunt convex, simètric
respecte de l’origen i mesurable Lebesgue. Suposem que µ(X) > 2nµ(G) o bé que X és
compacte i µ(X) ≥ 2nµ(G). Aleshores, existeix x ∈ G ∩X tal que x ̸= 0.

Demostració: Suposem que µ(X) > 2nµ(G); aleshores, el conjunt Y := {x/2 : x ∈ X}
també és mesurable Lebesgue i µ(Y ) = 2−nµ(X) > µ(G), per hipòtesi. En virtut del
teorema de Minkowski existeixen dos punts diferents y1, y2 ∈ Y tals que y2 − y1 ∈ G; el
punt x := y2 − y1 és un punt no nul de X ∩G, ja que X és convex i simètric respecte de
l’origen, 2y1, 2y2 ∈ X i x és el punt mitjà de 2y2 i −2y1.

En el cas que suposem que X és compacte i que µ(X) ≥ 2nµ(G), per a tot ε > 0
podem posar Xε := (1 + ε)X, de manera que se satisfan les mateixes hipòtesis amb la
millora µ(Xε) > µ(G), i podem aplicar a Xε el que acabem de demostrar: per a cada
ε > 0 existeix un punt no nul xε ∈ G∩Xε. Els conjunts X

′
ε := Xε∩G−{0} són no buits,

compactes i discrets, de manera que són finits i no buits; i la finitud de tots ells implica

que la intersecció
∩
ε>0

X ′
ε és no buida. Finalment, de la compacitat de X es dedueix que

la intersecció és X ∩G ̸= {0}, ja que
∩
ε>0

(1 + ε)X = X. Això acaba la demostració. □

4.3 La immersió canònica d’un cos de nombres

Siguin K un cos de nombres i n := [K : Q] el seu grau. Si considerem una clausura
algebraica Q de Q, aleshores existeixen exactament n maneres diferents de pensar K com
a subcòs de Q; en efecte, com que Q és de caracteŕıstica zero, tota extensió de Q és
separable, de manera que el grau de separabilitat de qualsevol extensió finita K|Q (és a
dir, el nombre de maneres d’incloure K en Q) coincideix amb el grau.

D’altra banda, podem canviar Q per qualsevol cos que el contingui i la propietat no
varia, ja que una Q-immersió de K ha d’estar inclosa en K = Q; en particular, el nombre
total de Q-immersions de K en C és exactament n.

Podem pensar, encara, en les Q-immersions de K en R; com que R ⊆ C, és clar que
el nombre de Q-immersions de K en R és r1 ≤ n. Sigui σ una immersió de K en C; si
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componem amb la conjugació complexa, c : C −→ C, donada per c(a + bi) := a − bi,
per a a, b ∈ R, obtindrem una altra Q-immersió cσ de K en C. És clar que una condició
necessària i suficient perquè σ = cσ és que σ(K) ⊆ R. Això ens permet assegurar que el
nombre n de Q-immersions diferents de K en C es pot expressar en la forma n = r1+2r2,
on r2 és el nombre de conjunts {σ, cσ} tals que σ ̸= cσ.

En vista d’aquest fet, i per comoditat, numerarem les Q-immersions de K en la forma
següent: σ1, . . . , σr1 seran les immersions reals; i les parelles σr1+j, σr1+r2+j = cσr1+j, amb
1 ≤ j ≤ r2, les parelles de Q-immersions complexes conjugades no reals de K. Observem
que, d’aquesta manera, el coneixement de les immersions σi per a 1 ≤ i ≤ r1 + r2 ja
determina uńıvocament les altres.

Definició 4.3.1. El morfisme d’anells K
σ−→ Rr1 × Cr2 definit per l’assignació

x 7→ (σ1(x), . . . , σr1(x), σr1+1(x), . . . , σr1+r2(x))

s’anomena la immersió canònica de K. Sovint s’acostuma a identificar C amb R2 (com a
R-espai vectorial); en aquest cas, la immersió canònica es pensa en la forma K

σ−→ Rn.

La importància i la utilitat de la immersió canònica de K es veuen bé en el resultat
següent.

Proposició 4.3.2. Sigui G un subgrup abelià lliure de rang n de K. Aleshores, la imatge
de G per la immersió canònica és una xarxa de Rn. Si {e1, . . . , en} és una Z-base de G,
la malla de la xarxa σ(G) és donada per la fórmula

µ(σ(G)) = 2−r2 |det(σi(ej))| .

Demostració: Els vectors σ(e1), . . . , σ(en) generen la imatge σ(G); si demostrem que
són linealment independents, aleshores sabrem que formen una Z-base de σ(G), de manera
que σ(G) és una xarxa de Rn i σ(e1), . . . , σ(en) són els vèrtexs d’un paral·leleṕıpede
fonamental; per tant, podrem calcular la malla d’aquesta xarxa com el valor absolut
del determinant dels vectors σ(ej) expressats en la base “canònica” de Rn. Ara bé, els
components del vector σ(ej) en la base canònica de Rn són exactament els nombres σi(ej)
per als r1 components reals, i les parelles ℜ(σi(ej)),ℑ(σi(ej)), per als components σi(ej)
amb r1 < i ≤ r1+r2. Tenint en compte que ℜ(σi(ej)) = (σi(ej)+σi+r2(ej))/2, ℑ(σi(ej)) =
(σi(ej)− σi+r2(ej))/2i, i la linealitat del determinant respecte de les files, el determinant
a calcular és el producte del factor (2i)−r2 pel determinant det(σi(ej)); en efecte, per a
cada ı́ndex i, 1 ≤ i ≤ r2, podem canviar la fila formada pels components ℜ(σr1+i(ej))
per la formada pels σr1+i(ej), després la formada pels components ℑ(σr1+i(ej)) per la que
consta dels σr1+r2+i(ej)/(−2i) i, finalment, treure factor comú els r2 factors −1/2i = i/2.
Però el determinant det(σi(ej)) és no nul, ja que els elements ej són una Q-base de K i
l’extensió K|Q és separable. Aquest càlcul demostra, per tant, que els vectors σ(ej) són
R-linealment independents i que la malla de la xarxa és donada per la fórmula enunciada.
□

Corol.lari 4.3.3. Sigui {e1, . . . , en} una Z-base de l’anell del enters del cos de nombres
K. Condició necessària i suficient perquè el discriminant absolut de K, D(e1, . . . , en),
sigui positiu és que el nombre r2 de parelles d’immersions complexes conjugades no reals
de K sigui parell.
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Demostració: En efecte, el discriminant que cal calcular és el quadrat del determinant
det(σi(ej)), on σi(ej) són els diferents conjugats de ej; i a la demostració de la proposició
anterior hem vist que aquest determinant és el producte d’un determinant d’entrades reals
pel producte dels factors (−2i)r2 . Per tant, el discriminant dels vectors ej és un nombre
real positiu multiplicat per (−2i)2r2 ; i aquest nombre és positiu si, i només si, r2 és parell.
□

Observació 4.3.4. En particular, aquest resultat proporciona una manera senzilla de
comprovar el signe del discriminant dels cossos ciclotòmics.

El corol·lari següent dóna compte de les xarxes més útils; concretament, ja hem vist
que l’anell OK dels enters de K és un Z-submòdul lliure de rang n de K. El mateix
succeeix a tot ideal a ⊆ OK ; és clar que és un Z-submòdul sense torsió de OK i que
és finitament generat, ja que Z és noetherià i OK és finitament generat; per tant, és un
grup abelià lliure de rang ≤ n; com que per a tot a ∈ a no nul se satisfà la inclusió
aOK ⊆ a i aOK

∼= OK com a grups abelians, a conté un grup abelià lliure de rang n i, en
conseqüència, a és un grup abelià lliure de rang n.

Corol.lari 4.3.5. Siguin OK l’anell dels enters d’un cos de nombres K, n := [K : Q], el
grau, a ⊆ OK un ideal no nul de OK i ∆ el discriminant d’una Z-base de OK. Aleshores,
σ(OK) i σ(a) són xarxes de Rn i les seves malles són donades per les fórmules:

µ(σ(OK)) = 2−r2 |∆|1/2, i

µ(σ(a)) = 2−r2 |∆|1/2N (a),

on N (a), la norma absoluta de a, és el cardinal de l’anell finit OK/a.

Demostració: La qüestió relativa a l’anell OK és immediata a partir de la proposició
anterior. En efecte, si {e1, . . . , en} és una Z-base de OK , el discriminant ∆(OK |Z) és
l’ideal generat pel quadrat del determinant de la matriu (σi(ej)), de manera que la malla
de la xarxa només té en compte el valor absolut de l’arrel quadrada del discriminant.

D’altra banda, la diferència en considerar un ideal no nul a de OK està en el fet
que a és un subgrup abelià de OK d’́ındex N (a). Com que la immersió canònica és un
morfisme injectiu d’anells, això implica que σ(a) és un subgrup d’́ındex N (a) de σ(OK);
en conseqüència, podem obtenir un domini fonamental per a σ(a) fent la reunió disjunta
de N (a) traslladats d’un domini fonamental per a σ(OK). Això fa que la malla de σ(a)
sigui N (a) vegades la malla de σ(OK); això acaba la demostració. □

4.4 Finitud del grup de classes d’ideals

El grup de classes d’ideals d’un anell de Dedekind no és, en general, un grup finit. Un
dels teoremes més importants en l’estudi de la teoria algebraica de nombres algebraics és
el que assegura aquesta finitud en el cas dels anells dels enters dels cossos de nombres.
L’objectiu d’aquesta secció és establir aquest teorema. Convé començar per la demostració
del resultat següent.

Proposició 4.4.1 (La fita de Minkowski). Siguin K un cos de nombres, A := OK el seu
anell d’enters, n := [K : Q] el grau, r1 el nombre d’immersions reals de K, r2 el nombre
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de parelles d’immersions complexes conjugades no reals de K, ∆ el discriminant absolut
de l’extensió A|Z; és a dir, el generador positiu de l’ideal discriminant ∆(A|Z), i a ⊆ A
un ideal no nul. Aleshores, existeix un element a ∈ a, a ̸= 0, tal que per a la seva norma
se satisfà la desigualtat

|NK|Q(a)| ≤
(
4

π

)r2 n!

nn
|∆|1/2N (a).

Demostració: Considerem la immersió canònica σ de K en Rr1×Cr2 . Per a tot nombre
real positiu ε, el conjunt Xε ⊆ Rr1×Cr2 format pels elements (x1, . . . , xr1 , z1, . . . , zr2) tals
que

∑r1
i=1 |xi| + 2

∑r2
j=1 |zj| ≤ ε és compacte, convex i simètric respecte de l’origen; per

tant, és mesurable Lebesgue. El càlcul de la seva mesura dóna

Lema 4.4.2. µ(Xε) = 2r1
(π
2

)r2 εn
n!
.

Demostració: El conjunt Xε no només depèn de ε, sinó que també depèn de les cons-
tants r1 i r2 tals que r1+2r2 = n. Posemm(r1, r2, ε) := µ(Xε). Calcularem aquesta mesura

per inducció sobre les constants r1 i r2. Clarament, m(1, 0, ε) = 2ε i m(0, 1, ε) =
πε2

4
ja

que, en el primer cas, el conjunt és un segment i, en el segon, el conjunt és un cercle. El
pas de r1 a r1+1 es pot fer de la manera següent: Xε és ara un subconjunt de Rr1+1×Cr2

i ens podem fixar en el component real de sub́ındex r1 + 1; la mesura m(r1 + 1, r2, ε) es
pot calcular, integrant “per llesques”, com la integral∫ ε

−ε

m(r1, r2, ε− |x|)dx.

Per hipòtesi d’inducció, m(r1, r2, ε−|x|) = 2r1
(π
2

)r2 (ε− |x|)r1+2r2

(r1 + 2r2)!
que, dut a la integral,

dóna el valor m(r1 + 1, r2, ε) = 2r1+1
(π
2

)r2 εr1+1+2r2

(r1 + 1 + 2r2)!
, com calia veure. El pas de

r2 a r2 + 1 es fa de manera semblant integrant sobre el disc |z| ≤ ε/2; concretament, cal
calcular la integral ∫

|z|≤ε/2

m(r1, r2, ε− 2|z|)dµ(z),

on dµ(z) denota la mesura de Lebesgue de C. Si fem el canvi de variables habitual a
coordenades polars, z = ρeiθ, resulta que dµ(z) = ρdρdθ i cal calcular la integral doble

m(r1, r2 + 1, ε) =

∫ ε/2

0

∫ 2π

0

2r1
(π
2

)r2 (ε− 2ρ)r1+2r2

(r1 + 2r2)!
ρdρdθ

= 2r1
(π
2

)r2 2π

(r1 + 2r2)!

∫ ε/2

0

(ε− 2ρ)r1+2r2ρdρ

= 2r1
(π
2

)r2+1 εr1+2r2+2

(r1 + 2r2 + 2)!
,

després de calcular la darrera integral per parts. Això acaba el càlcul de la mesura del
conjunt Xε. □
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A continuació, donat l’ideal a, podem elegir ε > 0 de manera que

εn =

(
4

π

)r2

n!|∆|1/2N (a),

on ∆ és el discriminant absolut de l’extensió A|Z. Això ens permet assegurar que la
mesura de Xε és exactament µ(Xε) = 2nµ(σ(a)). En virtut del teorema de Minkowski,
existeix un element no nul a ∈ a tal que σ(a) ∈ Xε; el càlcul de la norma de a dóna

|NK|Q(a)| =
r1∏
i=1

|σi(a)|
r2∏
j=1

|σr1+j(a)|2 i la desigualtat de la mitjana geomètrica que

|NK|Q(a)| ≤

(
1

n

r1∑
i=1

|σi(a)|+
2

n

r2∑
j=1

|σr1+j(a)|

)n

,

que admet
εn

nn
com a fita superior. El resultat es dedueix del fet, ja demostrat i utilitzat

a bastament, que n = r1 + 2r2. □

Corol.lari 4.4.3. Amb les mateixes notacions que a la proposició anterior, tota classe
d’ideals de A conté un representant enter a tal que per a la seva norma absoluta se satisfà
la desigualtat

N (a) ≤
(
4

π

)r2 n!

nn
|∆|1/2.

Demostració: Com que tota classe d’ideals conté un representant enter, podem prendre
un representant enter b de la classe inversa de la donada. Sigui a ∈ b un element per al
qual se satisfà la desigualtat de la proposició anterior. Com que a ∈ b, l’ideal a := ab−1

és enter i se satisfà l’enunciat, ja que N (aA) = N (a)N (b). □
El resultat principal que volem demostrar en aquesta secció és el teorema de finitud

del grup de classes d’ideals dels anells dels enters dels cossos de nombres.

Teorema 4.4.4 (Dirichlet). Sigui A l’anell dels enters d’un cos de nombres K. Aleshores,
el grup de classes d’ideals de l’anell A és finit.

Demostració: Apliquem la fita de Minkowski; tota classe d’ideals conté un ideal enter
no nul de norma fitada per una constant que només depèn del cos. Però, per a tot nombre
enter m, el conjunt dels ideals enters no nuls a ⊆ A tals que N (a) = m és un conjunt
finit; en efecte, de #A/a = m es dedueix immediatament que m ∈ a, de manera que a
divideix l’ideal mA. Aix́ı, d’ideals de norma fitada només n’hi ha un nombre finit i, en
conseqüència, només hi ha un nombre finit de classes d’ideals. □

4.5 Teoremes de finitud

Una conseqüència important dels resultats de la secció anterior és el següent.

Teorema 4.5.1 (Hermite-Minkowski). Siguin K ̸= Q un cos de nombres, A l’anell dels
enters de K i ∆ el generador positiu de l’ideal discriminant ∆(A|Z). Aleshores, ∆ > 1.
En particular, existeix algun nombre primer p que ramifica en K.



4.5. Teoremes de finitud 65

Demostració: La demostració d’aquest teorema es pot fer còmodament a partir del
resultat següent.

Corol.lari 4.5.2. Sigui n := [K : Q] el grau de K. Aleshores,

∆ ≥ π

3

(
3π

4

)n−1

.

En particular, el quocient
n

log(∆)
està fitat superiorment per una constant independent

del cos K ̸= Q.

Demostració: Com que per a tot ideal enter no nul a és N (a) ≥ 1, el corol·lari 4.4.3
ens permet escriure la desigualtat |∆|1/2 ≥

(π
4

)r2 nn

n!
; però π < 4 i 2r2 ≤ n, de manera

que |∆| ≥ un :=
(π
4

)n n2n

(n!)2
. Ara bé, per a la successió de terme general un se satisfan les

propietats següents: u2 = π2/4 i un+1 ≥ 3πun/4, ja que el quocient un+1/un és l’expressió

π

4

(
1 +

1

n

)2n

, que és fitada inferiorment per 3π/4 en virtut de la fórmula del binomi; per

tant, s’obté la desigualtat un ≥ u2

(
3π

4

)n−2

que dóna la que voĺıem demostrar.

D’altra banda, si prenem logaritmes obtindrem la fita uniforme del quocient
n

log |∆|
.

□
Ara, la demostració del teorema d’Hermite-Minkowski és immediata si tenim en compte

que, per a n ≥ 2 és
(π
3

)(3π

4

)n−1

≥
(π
3

)(3π

4

)
> 1. □

Observació 4.5.3. Aquest resultat dista molt de ser general. En efecte, veurem que
hi ha cossos de nombres que admeten extensions finites (fins i tot abelianes) que són no
ramificades a tots els ideals primers del seu anell d’enters. Això succeeix, també, en un
cas molt important: el cas local.

Encara més, demostrarem més endavant que tot cos local (que ja definirem) admet
extensions no ramificades de grau arbitràriament gran, i totes elles són abelianes; en
canvi, tot cos de nombres té només un nombre finit d’extensions abelianes no ramificades
a tots els ideals primers del seu anell d’enters.

El resultat següent dóna informació sobre la quantitat de cossos de nombres “petits”
que poden ramificar només en un conjunt donat de nombres primers.

Teorema 4.5.4 (Hermite). Sigui D ∈ N un nombre enter positiu qualsevol. El conjunt
format pels cossos de nombres de discriminant absolut fitat per D és un conjunt finit;
és a dir, si ∆K denota el generador positiu de l’ideal discriminant d’un cos de nombres,
aleshores és ∆K > D llevat, potser, d’un nombre finit de cossos de nombres K.

Demostració: El corol·lari que hem utilitzat en la demostració del teorema d’Hermite-
Minkowski ens permet assegurar que el grau d’un cos de nombres està fitat superiorment
pel logaritme d’una potència fixa del seu discriminant; per tant, és suficient demostrar
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que el conjunt dels cossos de nombres de grau i discriminant donats és un conjunt finit.
A més a més, per a n donat, només hi ha un nombre finit de parelles de nombres naturals
r1, r2 tals que n = r1+2r2; per tant, podem suposar, també, que r1, r2 són fixos. Suposem,
doncs, que n = r1+2r2, i que K és un cos de nombres de grau n i discriminant absolut ∆
que admet exactament r1 immersions reals. Cal veure que només podem elegir K entre
un nombre finit de cossos.

Considerem el subconjunt X ⊆ Rr1 × Cr2 definit de la manera següent:

(a) si r1 > 0, prenem X com el producte dels discs de centre l’origen i radi 1/2 a cada
component complex no real, de l’interval −1/2 ≤ x ≤ 1/2 a cada factor R llevat del

primer (si és que n’hi ha), i l’interval centrat a l’origen de longitud 2n
(
2

π

)r2

|∆|1/2

en el primer component;

(b) si r1 = 0, prenem X com el producte de discs de radi 1/2 centrats a l’origen de
cada factor C llevat del primer, i el rectangle definit per les condicions |z − z| ≤

2n−1π

(
2

π

)r2

|∆|1/2, |z + z| ≤ 1/2, en el primer component C.

En qualsevol cas, el conjunt X és un producte d’intervals i discs tancats, de manera
que és compacte, simètric respecte de l’origen i convex, i el càlcul de la seva mesura dóna
immediatament que µ(X) = 2n−r2|∆|1/2 = 2nµ(σ(OK)). Per tant, existeix un nombre
enter no nul a ∈ A tal que σ(a) ∈ X. Veiem que a és un element primitiu de l’extensió
K|Q.

En efecte, els conjugats de a són els nombres σi(a) i σi(a), comptats tantes vegades
com el grau de l’extensió K|Q(a). Per a i > 1, els nombres σi(a) i σi(a) són de mòdul

menor que 1 per construcció de X. Si tenim en compte la fórmula NK|Q(a) =
n∏

i=1

σi(a), i

prenem mòduls, observarem que |σ1(a)| > 1, ja que la norma de a és un nombre enter per
ser a un enter algebraic no nul. En particular, si r1 > 0 obtenim que σ1(a) és diferent de
tots els altres conjugats, de manera que el grau de l’extensió K|Q(a) és 1 i a és un element
primitiu de K. Si r1 = 0, el mateix argument demostra que és |σ(a)| = |σ1(a)| > 1, de
manera que σ1(a) és diferent de tots els σi(a) i dels σi(a) per a i > 1; però, per construcció
de X, la part real de σ1(a) és de mòdul menor o igual que 1/4, de manera que σ1(a) no
pot ser real ja que és de mòdul > 1; en particular, també σ1(a) és diferent de σ1(a) i, en
conseqüència, a és un element primitiu de K.

Ara ja estem; en efecte, els conjugats de a són nombres complexos (o reals) fitats per
construcció del conjunt X; per tant, també són fitats els valors dels polinomis simètrics
elementals constrüıts amb aquests nombres; com que aquests valors són els coeficients
del polinomi Irr(a,Q)(X), i aquests coeficients són nombres enters, ja que a és un enter
algebraic, només hi ha un nombre finit de possibilitats per al polinomi Irr(a,Q)(X) i, en
conseqüència, un nombre finit de possibilitats per a l’element primitiu a. □

Observació 4.5.5. Aquest resultat admet altres formulacions interessants. Per exemple,
si fixem un conjunt finit de nombres primers i un nombre enter N > 1, aleshores el conjunt
format pels cossos de nombres de grau n ≤ N que no ramifiquen fora dels primers fixats
és, també, un conjunt finit.
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4.6 El teorema de Dirichlet de les unitats

En aquesta secció es tracta de fer l’estudi del grup de les unitats dels cossos de nom-
bres. Aix́ı com per a l’estudi de l’estructura lineal ha anat bé la immersió canònica dels
cossos de nombres en Rn, ara convindrà fer quelcom semblant; haurem de considerar al-
guna immersió que tingui en compte la multiplicativitat del grup. Això es fa “prenent
logaritmes”.

Siguin K un cos de nombres, A l’anell dels enters de K, r1 el nombre d’immersions
reals de K, r2 el de parelles d’immersions complexes conjugades no reals, n = r1 + 2r2 el
grau de l’extensió, i designem per U el grup dels elements invertibles de A.

La immersió canònica de K en Rr1 ×Cr2 és un morfisme d’anells; convé prendre loga-
ritmes a cada component a fi d’obtenir un morfisme de grups. Concretament, considerem
l’aplicació log : K∗ −→ Rr1+r2 definida per la fórmula

u 7→ (log |σ1(u)|, . . . , log |σr1(u)|, log |σr1+1(u)|, . . . , log |σr1+r2(u)|).

Igual que en el cas de la immersió canònica, ens oblidem de la meitat dels components
complexos no reals; això és degut al fet que si consideréssim també els altres r2 components
no obtindŕıem components diferents dels anteriors, ja que el mòdul d’un nombre complex
coincideix amb el del seu conjugat. D’altra banda, per a u, v ∈ K∗ se satisfà la igualtat
log(uv) = log(u) + log(v), de manera que log és un morfisme del grup multiplicatiu K∗

en el grup additiu Rr1+r2 . S’anomena la immersió logaŕıtmica de K, en contraposició a la
immersió canònica. El teorema que es tracta de provar és el següent.

Teorema 4.6.1 (Dirichlet). El grup de les unitats U de A és el producte del grup, finit,
de les arrels de la unitat de K, per un grup abelià lliure de rang r := r1 + r2 − 1.

Demostració: Farem la demostració d’aquest teorema en diverses etapes. Acabem de
veure que la immersió logaŕıtmica és un morfisme de grups.

Lema 4.6.2. Sigui H l’hiperplà de Rr+1 format pels elements (x1, . . . , xr+1) tals que
x1 + · · ·+ xr1 + 2xr1+1 + · · ·+ 2xr1+r2 = 0. Aleshores, log(U) ⊆ H.

Demostració: Com que les unitats de A són elements de A de norma ±1, resulta que
per a les seves imatges se satisfà l’equació

r1∑
i=1

log |σi(u)|+ 2

r2∑
j=1

log |σr1+j(u)| =
r1+2r2∑
i=1

log |σi(u)| = log |NK|Q(u)| = 0,

de manera que la imatge de U està inclosa en H. □

Lema 4.6.3. Per a tot subconjunt compacte X ⊆ Rr+1, el conjunt dels elements u ∈ U
tals que log(u) ∈ X és finit. En particular, log(U) és un subgrup discret de Rr+1.

Demostració: Sigui X ⊆ Rr+1 un subconjunt compacte. Aleshores, X és un conjunt
fitat, de manera que si u ∈ U és tal que log(u) ∈ X, aleshores els conjugats de u són fitats
i la fita només depèn de X. Per tant, els polinomis simètrics elementals dels conjugats
de u són fitats; és a dir, els coeficients (enters) del polinomi irreductible de u sobre Q
són fitats. Això implica que només hi ha un nombre finit de possibilitats per a aquests
polinomis i, en conseqüència, un nombre finit d’elements u ∈ U tals que log(u) ∈ X. □
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Corol.lari 4.6.4. El nucli del morfisme log : U −→ Rr+1 està format exactament per les
arrels de la unitat de K.

Demostració: El nucli de log és la antiimatge del compacte {0}, de manera que és un
subgrup finit de U . Per tant, és un subgrup finit del grup multiplicatiu d’un cos i, en
conseqüència, és ćıclic i format per arrels de la unitat. D’altra banda, totes les arrels de la
unitat de K són elements invertibles de A i són nombres complexos de mòdul 1; com que
els seus conjugats també són arrels de la unitat, també són de mòdul 1 i, en conseqüència,
pertanyen al nucli de log. □

Com que H és isomorf a Rr i log(U) és un subgrup discret de Rr+1, hem demostrat
que el quocient de U pel subgrup de les arrels de la unitat de K és (isomorf a) un subgrup
discret de Rr; per tant, un grup abelià lliure de rang ≤ r. En particular, si r = 0 ja
hem acabat la demostració i podem suposar que r ≥ 1. Només resta veure que la imatge
log(U) és de rang exactament r. Per a això, és suficient demostrar que log(U) conté r
vectors linealment independents. I, per a veure aquest fet, només cal comprovar que si ω
és una forma lineal no nul·la definida en H, aleshores existeix un element u ∈ U tal que
ω(log(u)) ̸= 0; és a dir, que log(U) no està inclòs en el nucli de cap forma lineal no nul·la.
Per tant, la resta de la prova consisteix a cercar aquesta unitat u.

Com que H és de dimensió r i cap dels components de H no és nul, la projecció de Rr+1

en els primers r components dóna un isomorfisme deH en Rr; per tant, una forma lineal en
H es pot pensar definida per una fórmula ω(x1, . . . , xr) = c1x1+· · ·+crxr, on c1, . . . , cr ∈ R
són constants que només depenen de la forma ω i no del punt (x1, . . . , xr) ∈ Rr. En
particular, podem pensar ω(log(u)) com la forma ω aplicada als primers r components de
log(u).

Lema 4.6.5. Siguin ε1, . . . , εr1+r2 nombres reals estrictament positius. Posem εr1+r2+j :=
εr1+j per a 1 ≤ j ≤ r2 i suposem que

ε :=
n∏

i=1

εi =

(
2

π

)r2

|∆|1/2.

Aleshores, existeix a ∈ A, a ̸= 0, tal que per a tots els components log |σi(a)| se satisfan
les desigualtats

0 ≤ log(εi)− log |σi(a)| ≤ log(ε)

i, a més a més, |NK|Q(a)| ≤ ε.

Demostració: Sigui X ⊆ Rr1 × Cr2 el conjunt dels elements (x1, . . . , xr1 , z1, . . . , zr2)
tals que |xi| ≤ εi, 1 ≤ i ≤ r1, i |zj| ≤ εr1+j, 1 ≤ j ≤ r2. Clarament, X és un subcon-
junt compacte, convex i simètric respecte de l’origen, i la seva mesura de Lebesgue és
exactament

µ(X) =

r1∏
i=1

(2εi)

r2∏
j=1

(πε2r1+j) = 2r1πr2ε = 2r1+r2|∆|1/2 = 2n−r2 |∆|1/2 = 2nµ(σ(A)).

Per tant, el teorema de Minkowski ens permet assegurar l’existència d’un element no
nul a ∈ A tal que σ(a) ∈ X; això és dir que per als components σi(a) se satisfan les
desigualtats |σi(a)| ≤ εi, per a 1 ≤ i ≤ n. Com que a és un enter algebraic no nul, és
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|NK|Q(a)| ≥ 1, de manera que obtenim les desigualtats

1 ≤ |NK|Q(a)| =
n∏

i=1

|σi(a)| ≤ ε.

D’altra banda, si ens fixem en un ı́ndex i obtenim que

|σi(a)|−1 = |NK|Q(a)|−1
∏
j ̸=i

|σj(a)| ≤ |NK|Q(a)|−1
∏
j ̸=i

εj ≤
∏
j ̸=i

εj = εε−1
i

que dóna εiε
−1 ≤ |σi(a)| ≤ εi per a 1 ≤ i ≤ n.

Les desigualtats desitjades s’obtenen en prendre logaritmes. □
Aplicarem aquest resultat de la manera següent: donada la forma lineal ω definida per

l’equació ω(x1, . . . , xr) = c1x1+ · · ·+crxr, elegim nombres reals positius εi per als quals se

satisfacin les condicions del lema i sigui M un nombre real fix tal que M >
r∑

i=1

|ci| log(ε).

Aleshores, per a l’element a ∈ A que proporciona el lema se satisfà la desigualtat∣∣∣∣∣ω(log(a))−
r∑

i=1

ci log(εi)

∣∣∣∣∣ < M.

El final de la demostració consisteix a prendre una successió d’elements ah ∈ A per als
quals se satisfacin les condicions anteriors i alguna més. Concretament, per a tot nombre
natural h > 0, podem elegir els elements εi, 1 ≤ i ≤ r, del lema de manera que se satisfaci

la igualtat
r∑

i=1

ci log(εi) = 2hM , ja que algun coeficient ci és no nul; després, triem εr+1 de

manera que se satisfaci la condició del lema. Ara, per a l’element ah que ens proporciona
el lema, se satisfà la desigualtat |ω(log(ah))− 2hM | < M ; és a dir,

(2h− 1)M < ω(log(ah)) < (2h+ 1)M.

Això produeix una successió d’enters algebraics ah ∈ A per als quals se satisfan les desi-
gualtats anteriors i, a més a més, són de norma fitada per ε. En conseqüència, els ideals
ahA són tots de norma N (aA) ≤ ε; per tant, són en nombre finit. Això implica que
existeixen nombres naturals diferents h, k tals que ahA = akA i, per tant, existeix una
unitat u ∈ U tal que ak = uah. Si suposem que h < k, obtenim les desigualtats

ω(log(ah)) < (2h+ 1)M ≤ (2k − 1)M < ω(log(ak)),

de manera que ω(log(u)) = ω(log(ak)) − ω(log(ah)) > 0, i obtenim la unitat u ∈ U tal
que ω(log(u)) ̸= 0 que desitjàvem trobar. □
Definició 4.6.6. S’anomena sistema fonamental d’unitats (o conjunt fonamental d’uni-
tats) d’un cos de nombres K tot conjunt {u1, . . . , ur} d’unitats de l’anell dels enters de
K tal que tota unitat u ∈ U s’expressa de manera única en la forma

u = ηum1
1 · · ·umr

r ,

on η és una arrel de la unitat del cos K i els mi són nombres enters.

Amb aquesta definició, el teorema de Dirichlet de les unitats admet la formulació
equivalent següent.

Corol.lari 4.6.7. Tot cos de nombres admet un sistema fonamental d’unitats u1, . . . , ur ∈
U . □
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4.7 Unitats dels cossos quadràtics

Un cas senzill de càlcul de les unitats d’un cos de nombres és el cas dels cossos quadràtics.
Suposem, doncs, que D és un nombre enter lliure de quadrats i posem K := Q(

√
D), A

l’anell dels enters de K, U el grup de les unitats de A, i W ⊆ U el grup de les arrels de
la unitat de K.

Proposició 4.7.1. Si D < 0, és a dir, si K és un cos quadràtic imaginari, aleshores
U =W . A més a més,

W =


{1,−1}, si D ̸= −1,−3,
{1,−1, i,−i}, si D = −1,
{1,−1, ρ,−ρ, ρ2,−ρ2}, si D = −3,

on ρ :=
−1 +

√
−3

2
és una arrel cúbica primitiva de la unitat.

Demostració: En efecte, en el cas D < 0 no hi ha cap immersió real de K, de manera
que el rang del grup de les unitats és r = r1 + r2 − 1 = 0, ja que de 2 = r1 + 2r2 i r1 = 0
es dedueix que r2 = 1 i, per tant, que r = 0. En conseqüència, el grup de les unitats no
té part lliure i coincideix amb el grup de les arrels de la unitat del cos K.

D’altra banda, si K conté una arrel n-èsima de la unitat ζ, aleshores el grau de K és
divisible per φ(n), ja que Q(ζ) ⊆ K; les úniques possibilitats perquè K sigui de grau 2
són que φ(n) = 1 o φ(n) = 2; i això només succeeix per als valors n ∈ {1, 2, 3, 4, 6}. Com
que per a tot cos de nombres és {±1} ⊆ W , la proposició és immediata. □

El cas D > 0 és una mica més complicat; en efecte, en aquest cas les dues immersions
de K són reals, de manera que r1 = 2, r2 = 0 i el rang del grup de les unitats de K és
r = 1. Com que les úniques arrels de la unitat de R són ±1, el grup de les arrels de la
unitat de K ésW = {1,−1}. Això significa que existeix una unitat u ∈ U tal que totes les
unitats de A són els nombres ±um, amb m ∈ Z. A més a més, podem triar u de manera
que sigui u > 1. En efecte, com que −1 ∈ W , podem suposar que u > 0 i després, com
que u ∈ U equival a u−1 ∈ U i exactament un dels dos elements és > 1, llevat que u = 1,
podem canviar, si convé, el generador u per u−1. En definitiva, hem provat el resultat
següent.

Proposició 4.7.2. Suposem que D > 0. Aleshores, el grup W de les arrels de la unitat
de Q(

√
D) és el grup {1,−1}. Existeix una unitat u > 1 de l’anell dels enters de Q(

√
D)

tal que totes les altres unitats s’escriuen de manera única en la forma ±um amb m ∈ Z.
□

Aquesta unitat u > 1 és una unitat fonamental de Q(
√
D); s’anomena la unitat fo-

namental; és la més petita de totes les unitats v > 1 de l’anell dels enters de Q(
√
D).

Existeixen algoritmes per a calcular aquesta unitat de manera expĺıcita.

Proposició 4.7.3. Sigui D > 0 un nombre enter lliure de quadrats. La unitat fonamental

de Q(
√
D) és el nombre u :=

a+ b
√
D

2
on b és el menor nombre enter positiu tal que

un dels dos nombres Db2 ± 4 és un quadrat i a > 0 és el nombre enter positiu tal que
a2 = Db2 ± 4 on es pren el signe menys si les dues equacions tenen solució. A més a
més, la norma de la unitat fonamental u és exactament el signe que fa que l’equació tingui
solució, i −1 si totes dues en tenen.
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Demostració: Posem K := Q(
√
D) i sigui u > 1 una unitat de A; podem escriure u

en la forma u =
a+ b

√
D

2
on a, b són nombres enters de la mateixa paritat i tots dos

parells si D ̸≡ 1 (mod 4). Com que D > 1, si a, b > 0, aleshores u > 1; si a, b < 0,
aleshores u < −1; i si ab < 0, aleshores |u| < 1. Per tant, les unitats u > 1 de K

s’escriuen en la forma u =
a+ b

√
D

2
amb a, b > 0 nombres enters de la mateixa paritat,

tots dos parells si D ̸≡ 1 (mod 4). En particular, el càlcul de la norma de u dóna

N(u) =
a+ b

√
D

2

a− b
√
D

2
=
a2 −Db2

4
= ±1, de manera que l’equació a2−Db2 = ±4 té

solució, amb el signe igual a la norma de la unitat u. A més a més, la menor unitat u > 1
ha de ser la unitat fonamental. Resta veure, doncs, que la menor unitat u > 1 s’obté en
prendre els menors nombres enters a, b > 0 que satisfan l’equació a2 −Db2 = ±4.

Observem que podem escriure l’equació en la forma a2 ∓ 4 = Db2, de manera que en
fer b més petit i mantenir el signe també a és més petit; a més a més, si per algun valor
de b les dues equacions tenen solució, el menor valor de a correspon a l’equació amb signe
+1 i hi ha una unitat de norma −1; en aquest cas, la unitat fonamental és de norma
−1, ja que la norma és multiplicativa. Finalment, un senzill càlcul demostra que si tenim
nombres enters a, b, a′, b′ > 0 tals que b′ < b i que a2 +4 = Db2 i a′2− 4 = Db′2, aleshores
també ha de ser a′ < a. Aix́ı, el resultat queda demostrat completament, ja que a valors
menors de b corresponen valors menors de a. □

4.8 Exemples

L’objectiu d’aquesta secció és donar alguns exemples d’aplicació de tècniques d’aquest
caṕıtol i dels anteriors al càlcul expĺıcit d’alguns invariants dels anells dels enters d’alguns
cossos de nombres.

Exemple 4.8.1. Considerem, en primer lloc, el cos K := Q(
√
−23).

Com que −23 ≡ 1 (mod 4), l’anell dels enters és l’anell A := Z[ω] on 2ω = 1 +
√
−23

i el discriminant absolut és ∆ = −23. En particular, l’únic primer que ramifica és 23.
D’altra banda, com que K és un cos quadràtic imaginari, obtenim immediatament el
valor de les constants r1 = 0 i r2 = 1; en particular, el grup de les unitats de A és el grup
{1,−1}. Anem a estudiar el grup de classes d’ideals, H := Cl(A).

Per a la fita de Minkowski,

(
4

π

)r2 n!

nn
|∆|1/2, tenim que

(
4

π

)r2 n!

nn
|∆|1/2 =

(
4

π

)
2!

22

√
23 <

(
2

π

)√
25 =

10

π
< 4,

de manera que cada classe d’ideals té un representant de norma ≤ 3. En conseqüència,
el grup de classes d’ideals, H, està generat per tots els ideals primers de A de norma 2
i de norma 3, si n’hi ha; aquests ideals han de dividir els ideals 2A i 3A. Però les lleis
de descomposició dels primers en els cossos quadràtics ens permeten assegurar de seguida
que 2A = p2p

′
2 i que 3A = p3p

′
3, on p2, p

′
2, p3, i p

′
3 són ideals primers diferents de A

de grau residual 1, ja que −23 ≡ 1 (mod 8) i

(
−23
3

)
= 1. A més a més, com que els
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productes p2p
′
2 i p3p

′
3 són ideals principals, el grup de classes d’ideals de A està generat

per les classes dels ideals p2 i p3.

D’altra banda, N

(
1 +
√
−23

2

)
= 6, de manera que l’ideal generat per aquest element

és producte d’un ideal de norma 2 i un de norma 3; en conseqüència, o bé el producte
p2p3 és principal, o bé ho és el producte p2p

′
3, de manera que el grup de classes d’ideals

de A està generat per la classe de l’ideal p2. Aquest ideal no pot ser principal, ja que per

a tot element α :=
a+ b

√
−23

2
∈ A és N(α) =

a2 + 23b2

4
̸= 2; a més a més, l’element

α :=
3 +
√
−23

2
és de norma N(α) = 8, de manera que l’ideal αA és el producte de tres

ideals primers de norma 2; això dóna les possibilitats αA = p32, o bé αA = 2p2. La darrera

és impossible, ja que això ens diria que p2 és l’ideal generat per l’element enter
3 +
√
−23

4
,

que no és enter algebraic. Per tant, el cub de l’ideal p2 és un ideal principal i, per tant,
el grup de classes d’ideals de A és un grup ćıclic de 3 elements.

Exemple 4.8.2. El cos K := Q(θ), on θ és una arrel del polinomi f(X) := X3 +X + 1.

En primer lloc, el polinomi f(X) és irreductible, ja que ho és mòdul 2; d’altra banda,
com que tots els coeficients no nuls són positius, f(X) no té cap arrel real positiva, i la
regla de Descartes ens permet assegurar que en té exactament una de negativa; per tant,
f(X) només té una arrel real. En conseqüència, r1 = r2 = r = 1. El discriminant de les
potències de θ és exactameent −31. En efecte, de θ3 + θ + 1 = 0 s’obté successivament
que

θ(θ2 + 1) = −1, θ =
−1

θ2 + 1
, θ2 =

1

θ4 + 2θ2 + 1
, (θ2)3 + 2(θ2)2 + (θ2)− 1 = 0

que, juntament amb les fórmules

θ3 = −θ − 1, i θ4 = −θ2 − θ,

permet obtenir les traces

T(θ) = 0, T(θ2) = −2, T(θ3) = −3, T(θ4) = 2,

de manera que el discriminant de les potències de θ és el determinant∣∣∣∣∣∣
3 0 −2
0 −2 −3
−2 −3 2

∣∣∣∣∣∣ = −31.
D’aqúı ja podem deduir dues coses importants; d’una banda, que el discriminant de
l’extensió és −31, ja que −31 és lliure de quadrats; de l’altra, com que el discriminant de
les potències de θ coincideix amb el discriminant del cos, les potències de θ han de formar
una Z-base de l’anell dels enters de K. En particular, l’anell dels enters és A := Z[θ].

D’altra banda, podem fitar la constant de Minkowski per
4

π

3!

33
√
31 < 2, de manera que

l’anell A és principal.

Les arrels de la unitat de K són exactament 1 i −1, ja que podem pensar que θ és real,
de manera que K ⊆ R. Resta calcular una unitat fonamental. Ja hem vist més amunt
que η := 1 + θ2 és una unitat de A; i és clar que és η > 1. Veurem que η és una unitat
fonamental de A. Per a això, demostrarem un resultat previ.
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Lema 4.8.3. Sigui K ⊆ R un cos cúbic tal que r1 = r2 = 1. Aleshores, tota unitat
positiva u ∈ A és de norma 1 i, si u > 1 i ∆ designa el discriminant absolut de l’extensió
A|Z, se satisfà la desigualtat |∆| < 4u3 + 24.

Demostració: La norma d’una unitat i la norma de la seva inversa coincideixen, de
manera que podem suposar que u > 1; com que u ̸= ±1, u és un element primitiu de
l’extensió K|Q, i el seu polinomi irreductible és de la forma (X − u)(X − α)(X − α), on
α ∈ C, α /∈ R, i α designa el complex conjugat de α; això és degut al fet que r2 = 1. La
norma de u és, doncs, el producte dels conjugats de u, de manera que és N(u) = uαα > 0;
per tant, ha de ser N(u) = 1.

Com que el discriminant de les potències de u és un múltiple del discriminant de
l’extensió A|Z, és suficient demostrar que |D(1, u, u2)| ≤ 4u3+24. Podem escriure u = r2,
α = r−1eix, α = r−1e−ix, amb r, x ∈ R, r > 0, de manera que el discriminant de les
potències de u es pot calcular per la fórmula

D(1, u, u2) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
r2 r−1eix r−1e−ix

r4 r−2e2ix r−2e−2ix

∣∣∣∣∣∣
2

=
(
e2ix − e−2ix − (eix − e−ix)(r3 + r−3)

)2
=
(
2i sin(2x)− 2i(r3 + r−3) sin(x)

)2
= −4sin2(x)

(
2 cos(x)− (r3 + r−3)

)2
.

Considerem la funció g : R −→ R definida per la fórmula

g(x) := 4sin(x) (cos(x)− a) ,

on 2a := r3 + r−3. Com que el valor absolut del discriminant D(1, u, u2) és el quadrat del
valor en x de la funció g, és suficient demostrar que |g(x)|2 < 4u3 + 24 per a tot nombre
real x. Com que la funció g és cont́ınua i periòdica, té màxim i mı́nim i el màxim de
|g(x)|2 és el quadrat d’un dels extrems de g; per tant, és suficient provar que el quadrat
d’aquests extrems és menor que 4u3+24. Sigui x0 ∈ R un punt on g(x) tingui un extrem;
aleshores, la derivada de g s’ha d’anul·lar en x0, de manera que cos(x0) ha de ser una
arrel del polinomi 2t2 − at − 1; posem t0 := cos(x0). La igualtat at0 = 2t20 − 1 aplicada
successivament dóna la cadena d’igualtats

|g(x0)|2 = 16 sin2(x0) (cos(x0)− a)2

= 16(1− t20)
(
t20 − 2at0 + a2

)
= 16(1− t20)

(
a2 + 2− 3t20

)
= 16

(
a2 − t40 − t20 + 1

)
= 4r6 + 4r−6 + 8− 16t40 − 16t20 + 16

= 4u3 + 24 + 4
(
r−6 − 4t40 − 4t20

)
,

de manera que és suficient veure que r−6 < 4t20. Ara bé, si t0 ≥ 0, aleshores 4t20 =
2 + 2at0 ≥ 2 i, com que r−6 = u−3 < 1, la desigualtat queda provada. Finalment, si

t0 < 0, alsehores t0 <
−1
2r3

< 0, ja que el valor del polinomi 2t2 − at − 1 en
−1
2r3

és

3(1− r6)
4r6

< 0 i el valor en t0 és zero; en elevar al quadrat obtenim la desigualtat que

desitjàvem. □
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Amb aquest resultat a la nostra disposició, podem procedir a demostrar que η és la
menor de les unitats de A que és > 1 i, per tant, una unitat fonamental.

En primer lloc, se satisfà la igualtat η3 = η2 + 1 (comprovació immediata), que s’obté
en calcular el polinomi Irr(η,Q)(X). Si apliquem el lema, com que el discriminant absolut
de K és −31, per a tota unitat u > 1 de A i, en particular, per a la unitat fonamental
u > 1 de A, se satisfà la desigualtat 31 < 4u3 + 24; és a dir, u3 > 7/4. Ara bé, si fos
η ≥ 7/4, obtindŕıem la desigualtat contradictòria

7

4
≤ η =

η3

η2
= 1 +

1

η2
≤ 1 +

16

49
=

65

49
<

70

49
<

70

40
=

7

4
.

Per tant, η no pot ser divisible pel cub de u. Però η és una potència de u; si veiem que
η no és el quadrat d’una unitat positiva, haurem obtingut η = u i, en conseqüència, η és
una unitat fonamental de A.

Com que η = −θ−1, obtenim que A = Z[η], de manera que si η fos un quadrat, l’equació
η = (a + bη + cη2)2 hauria de tenir solucions enteres a, b, c. Però els nombres 1, η, η2 són
Q-linealment independents i l’equació anterior es pot escriure en la forma

η = (a2 + c2 + 2bc) + (c2 + 2ab)η + (c2 + 2bc+ 2ac+ b2)η2,

si tenim en compte l’expressió de les potències de η que s’obtenen a partir de la igualtat
η3 = η2 + 1; per tant, s’han de satisfer les igualtats

a2 + c2 + 2bc = 0

c2 + 2ab = 1

c2 + 2bc+ 2ac+ b2 = 0.

Això ens ensenya que c és senar i, després, que a i b també són senars; aleshores, la reducció
mòdul 4 de l’equació c2 +2ab = 1 duu a contradicció. Per tant, η no és el quadrat de cap
element de A i això acaba la prova.



Caṕıtol 5

Ramificació superior

Aquest caṕıtol es dedica a fer l’estudi dels grups de ramificació superior; abans, però,
fem l’estudi del diferent i de la seva relació amb el discriminant i la ramificació. L’estudi
d’aquests conceptes serà bàsic per a la prova del teorema de Kronecker-Weber.

5.1 El diferent

Hem vist en el caṕıtol 3, secció 6, que el discriminant és un invariant associat a una
extensió entera finita i separable d’anells de Dedekind i que determina els ideals primers
de l’anell base que ramifiquen a l’extensió (cf. la proposició 3.7.1). En aquesta secció es
tracta de definir un invariant de l’anell extensió que ens doni la informació de manera més
precisa: concretament, el diferent de l’extensió dóna compte dels ideals de l’anell extensió
que són ramificats sobre la seva base.

De manera similar al cas del discriminant, considerem un domini ı́ntegrament tancat
A, el seu cos de fraccions K, i una extensió finita i separable L|K; ara, però, en comptes
de considerar la clausura entera de A en L considerarem, de manera més general, un
subanell B de L tal que l’extensió B|A sigui entera i que L sigui el cos de fraccions de B.

Definició 5.1.1. El codiferent C(B|A) és el subconjunt de L format per tots els elements
b ∈ L tals que TL|K(bB) ⊆ A.

Com que l’extensió B|A és entera i A és ı́ntegrament tancat, la traça dels elements
de B està en A, de manera que se satisfà la inclusió B ⊆ C(B|A); d’altra banda, és
immediat de la definició que C(B|A) és un B-submòdul de L; encara més, és el més gran
dels B-submòduls M ⊆ L tals que TL|K(M) ⊆ A.

Proposició 5.1.2. Amb les notacions i les hipòtesis precedents, el codiferent C(B|A) és
un ideal fraccionari de B.

Demostració: Si demostrem que C(B|A) està inclòs en un B-submòdul finitament
generat de L, en prendre un denominador comú b ∈ B d’un conjunt finit de generadors
obtindrem la inclusió bC(B|A) ⊆ B i haurem acabat. Per tant, només cal veure que
C(B|A) està inclòs en un B-submòdul finitament generat de L i és suficient demostrar
que C(B|A) està inclòs en un A-submòdul finitament generat de L.
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El càlcul que segueix ja ha estat usat anteriorment. Considerem una K-base de L,
{e1, . . . , en}, formada per elements ei ∈ B. Per a tot element b ∈ C(B|A) podem escriure
una igualtat b = a1e1 + · · ·+ anen amb els elements ai en K; si D denota el discriminant
D := D(e1, . . . , en) ∈ A, com que la traça dels elements bej està en A per definició de

C(B|A), obtenim les relacions Dai ∈ A, de manera que C(B|A) ⊆
n⊕

i=1

D−1Aei, que és un

A-submòdul finitament generat de L. □

Observació 5.1.3. En el cas que B és la clausura entera de A en L, disposem d’una altra
caracterització de l’ideal codiferent. Com que la forma bilineal traça TL|K : L×L −→ K
és no degenerada (recordem que l’extensió L|K és separable, per definició), l’aplicació

L
φ−→ HomK(L,K), b 7→ TL|K(b · ∗),

és un isomorfisme de K-espais vectorials. Per definició del codiferent, la imatge d’un
element b ∈ C(B|A) defineix, per restricció, una aplicació A-lineal de B en A. D’aquesta

manera, obtenim una aplicació A-lineal injectiva C(B|A) φ−→ HomA(B,A). D’altra banda,
com que B és la clausura entera de A en L i A és ı́ntegrament tancat, tot element de L
es pot escriure en la forma b/s, on b ∈ B i s ∈ A, s ̸= 0. Això permet estendre de manera

única tota aplicació A-lineal B
f−→ A a una aplicació K-lineal L

f−→ K; l’isomorfisme
L

φ−→ HomK(L,K) ens proporciona un element b ∈ L tal que f = TL|K(b · ∗); i aquest
element b pertany a C(B|A) per definició del codiferent. Per tant, resulta que l’aplicació

C(B|A) φ−→ HomA(B,A) és un isomorfisme. En definitiva, hem provat el resultat següent.

Proposició 5.1.4. Suposem que B és la clausura entera de A en L. Aleshores, l’aplicació

C(B|A) φ−→ HomA(B,A), b 7→ TL|K(b · ∗),

és un isomorfisme de A-mòduls. □

Definició 5.1.5. S’anomena diferent de l’extensió B|A l’ideal fraccionari invers de l’ideal
codiferent; és a dir, l’ideal (B : C(B|A)). Es designa sovint amb el śımbol D(B|A), encara
que també es fan servir els DB|A, o D(L|K) o DL|K quan no hi ha perill de confusió sobre
quins són els anells que es tracten.

El diferent és un ideal enter no nul de B, ja que B ⊆ C(B|A). En el cas que B
sigui un anell de Dedekind, se satisfà la igualtat C(B|A)D(B|A) = B, i l’ideal diferent

admet una factorització en ideals primers D(B|A) =
∏
P

Pd(P), on els exponents d(P)

són enters no negatius, nuls per a tots els ideals primers no nuls de B llevat, potser, dels
d’un conjunt finit. L’exponent d(P) s’anomena l’exponent diferencial de P sobre A. Una
caracterització útil del diferent (i del codiferent) és la següent.

Proposició 5.1.6. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensió finita i separable, B la clausura entera de A en L, i a ⊆ K, b ⊆ L, ideals
fraccionaris no nuls. Les propietats següents són equivalents:

(a) TL|K(b) ⊆ a; (b) a−1b ⊆ C(B|A); (c) b ⊆ aC(B|A); (d) D(B|A)b ⊆ aB.
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Demostració: La propietat (a) és equivalent a la propietat a−1TL|K(b) ⊆ A, que ho és
a TL|K(a

−1b) ⊆ A, en virtut de la linealitat de la traça; però aquesta és (b) per definició
de codiferent. Les altres dues s’obtenen per multiplicació. □

Igual que en el cas del discriminant, i per a anells de Dedekind, l’ideal diferent es
comporta bé per localització.

Proposició 5.1.7. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensió finita i separable, B la clausura entera de A en L i S un subconjunt multiplica-
tivament tancat de A. Aleshores,

D(S−1B|S−1A) = S−1D(B|A).

Demostració: Clarament, és suficient demostrar la propietat per als ideals codiferent
i invertir. Sigui b ∈ C(B|A); aleshores, TL|K(bB) ⊆ A i, per la K-linealitat de l’aplicació
TL|K , també TL|K(bS

−1B) ⊆ S−1A; per tant, b ∈ C(S−1B|S−1A) i com que C(S−1B|S−1A)
és un S−1B-submòdul de L, també S−1C(B|A) ⊆ C(S−1B|S−1A). Resta veure l’altra
inclusió.

Sigui b ∈ C(S−1B|S−1A); això és dir que TL|K(bS
−1B) ⊆ S−1A i, per tant, que

TL|K(bB) ⊆ S−1A. Com que l’extensió L|K és separable, A és noetherià i ı́ntegrament tan-
cat, i B és la clausura entera de A en L, ja sabem que B és un A-mòdul finitament generat;
d’aqúı es dedueix que podem elegir un element s ∈ S tal que TL|K(sbB) = sTL|K(bB) ⊆ A,
de manera que sb ∈ C(B|A) i, per tant, b ∈ S−1C(B|A). Això acaba la prova. □

Igual que pel cas dels ı́ndexs de ramificació, els graus residuals, o les traces i les normes,
una de les fórmules més útils per als diferents és la fórmula de la transitivitat sobre cadenes
d’extensions.

Proposició 5.1.8. Suposem que A és un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions,
K ′|K i L|K ′ extensions finites i separables, i A′ i B les clausures enteres de A en K ′ i
L, respectivament. Aleshores, se satisfà la igualtat d’ideals de B

D(B|A) = D(B|A′) · D(A′|A)B.

Demostració: A partir de la definició i si fem servir la transitivitat de les traces, per a
tot ideal fraccionari no nul b ⊆ L podem escriure la successió de propietats equivalents:

b ⊆ C(B|A′)⇐⇒ TL|K′(b) ⊆ A′

⇐⇒ C(A′|A)TL|K′(b) ⊆ C(A′|A)
⇐⇒ TK′|K(C(A′|A)TL|K′(b)) ⊆ A

⇐⇒ TK′|K(TL|K′(C(A′|A)b)) ⊆ A

⇐⇒ TL|K(C(A′|A)b) ⊆ A

⇐⇒ C(A′|A)b ⊆ C(B|A)
⇐⇒ b ⊆ D(A′|A)C(B|A),

de manera que C(B|A′) = D(A′|A)C(B|A); només resta passar els codiferents a l’altre
costat de la igualtat. □
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5.2 Relació entre el diferent i el discriminant

De la mateixa manera que l’ideal discriminant es pot calcular a partir de fórmules més o
menys senzilles, també el diferent es pot calcular efectivament; com a mı́nim, en alguns
casos senzills.

Definició 5.2.1. Sigui A′ un domini d’integritat i sigui B la clausura entera de A′ en el
seu cos de fraccions. S’anomena conductor de B en A′ el conjunt dels elements b ∈ A′

tals que bB ⊆ A′; és un ideal alhora de A′ i de B; de fet, és el més gran dels ideals de A′

que és un ideal de B. En particular, condició necessària i suficient perquè sigui A′ = B
és que el conductor sigui A′.

Proposició 5.2.2. Siguin A un domini noetherià ı́ntegrament tancat, K el seu cos de
fraccions, L|K una extensió finita i separable, B la clausura entera de A en L, b ∈ B
un element primitiu de l’extensió L|K, A′ := A[b], i f(X) := Irr(b,K)(X) el polinomi
minimal de b sobre K. Aleshores:

(a) f(X) ∈ A[X].

(b) El codiferent C(A′|A) és l’ideal fraccionari de A′ generat per
1

f ′(b)
.

(c) Si A és un anell de Dedekind i C(B|A′) denota el conductor de B en A′, se satisfà la
igualtat d’ideals f ′(b)B = C(B|A′)D(B|A).

Demostració: El primer apartat és immediat, ja que A és ı́ntegrament tancat i b és
enter sobre A.

Per a la segona part, observem que, donat un element qualsevol y ∈ L, podem escriure
y = g(b) per a un cert polinomi g(X) ∈ K[X] de grau ≤ n− 1, ja que {1, b, b2, . . . , bn−1}
és una K-base de L; si b = b1, b2, . . . , bn són els diferents conjugats de b sobre K, aleshores
podem escriure

g(X) =
n∑

i=1

g(bi)
f(X)

f ′(bi)(X − bi)
, (5.2.1)

ja que tots dos són polinomis de grau ≤ n− 1 que prenen el mateix valor en tots els bi; i,
si definim la traça d’un polinomi coeficient a coeficient, l’expressió anterior es pot escriure
en la forma

g(X) = TL|K

(
yf(X)

f ′(b)(X − b)

)
.

Això ens permet demostrar de seguida la inclusió C(A′|A) ⊆ f ′(b)−1A′. En efecte; si

x ∈ C(A′|A), per a y := xf ′(b) se satisfà que g(X) ∈ A[X], ja que els polinomis
f(X)

X − b
són de coeficients en A′ i x ∈ C(A′|A); per tant, xf ′(b) = g(b) ∈ A′, com voĺıem veure.

Per a provar l’altra inclusió és suficient demostrar que TL|K(b
n−1/f ′(b)) = 1 i que, per

a 0 ≤ j ≤ n − 2, se satisfan les igualtats TL|K(b
j/f ′(b)) = 0, ja que aquests elements

formen una A-base del A′-mòdul f ′(b)−1A′. Però si apliquem la fórmula (5.2.1) de més
amunt a l’element y := bj+1, 0 ≤ j ≤ n− 2, obtenim la identitat

Xj+1 =
n∑

i=1

bj+1
i

f(X)

f ′(bi)(X − bi)
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que, en fer X = 0 i tenir en compte que f(0) ̸= 0, dóna les fórmules volgudes per a
0 ≤ j ≤ n− 2; d’altra banda, si y = bn, tenim que

Xn − f(X) =
n∑

i=1

bni
f(X)

f ′(bi)(X − bi)
.

Si fem X = 0 i canviem el signe, obtenim les identitats

f(0) = f(0)
n∑

i=1

bn−1
i

f ′(bi)
= f(0)TL|K

(
bn−1

f ′(b)

)
,

de manera que, en dividir per f(0), obtenim la igualtat que faltava. Això acaba la
demostració de l’apartat (b).

Per a veure la darrera afirmació, observem que C(B|A) ⊆ C(A′|A) ⊆ f ′(b)−1A′, en
virtut de (b) i de la definició del codiferent; per tant, tenim la inclusió f ′(b)C(B|A) ⊆ A′

i que f ′(b)C(B|A) és un ideal de B, de manera que, en virtut de la definició de conductor,
f ′(b)C(B|A) ⊆ C(B|A′); és a dir, la inclusió f ′(b)B ⊆ C(B|A′)D(B|A).

Resta veure l’altra inclusió. Donats elements arbitraris x ∈ C(B|A′) i y ∈ B, el
producte xy és un element de A′; per tant, podem aplicar l’apartat (b) i obtenim que
T(xy/f ′(b)) ∈ A, en virtut de la definició de codiferent. Per tant, x/f ′(b) ∈ C(B|A), de
manera que xD(B|A) ⊆ f ′(b)B; això acaba la prova, ja que x és arbitrari. □

Corol.lari 5.2.3. Amb les mateixes notacions, si A és un anell de Dedekind, aleshores
condició necessària i suficient perquè D(B|A) = f ′(b)B és que sigui B = A[b]. □

El resultat següent ens ensenya la relació entre el diferent i la ramificació; en particular,
ens ensenya que, per a la situació que ens ocupa, el diferent és un invariant més fi que el
discriminant.

Proposició 5.2.4. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensió finita i separable, B la clausura entera de A en L, P ⊆ B un ideal primer no
nul de B, p := P∩A la seva contracció a A, d(P) l’exponent diferencial de P sobre A, i
e(P|p) l’́ındex de ramificació de P sobre p. Aleshores, d(P) ≥ e(P|p)− 1. A més a més,
perquè se satisfaci la igualtat és condició necessària i suficient que

(a) l’́ındex de ramificació e(P|p) no sigui divisible per la caracteŕıstica residual de A/p; i

(b) l’extensió residual A/p ⊆ B/P sigui separable.

Demostració: Sigui S := A − p; la proposició 5.1.7 ens ensenya que l’exponent di-
ferencial de P coincideix amb l’exponent diferencial de l’ideal primer S−1P ⊆ S−1B
sobre la seva contracció S−1p ⊆ S−1A; però ara tenim l’avantatge que S−1A és local
principal, que S−1B és principal, i que els únics ideals primers no nuls de S−1B són
els ideals primers que contrauen a l’únic ideal primer no nul de S−1A. A més a més,
tenim igualtats e(S−1Pi|S−1p) = e(Pi|p) entre els ı́ndexs de ramificació. Per tant, po-
dem suposar d’entrada que A és local principal; siguin π un generador d’aquest ideal,
P = P1,P2, . . . ,Pg els ideals primers de B que contrauen a p, ei := e(Pi|p) els ı́ndexs de
ramificació, i di := d(Pi) els exponents diferencials. Com que el codiferent de l’extensió
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B|A és l’ideal fraccionari C(B|A) =
g∏

i=1

P−di
i , la desigualtat quedarà provada si veiem que

g∏
i=1

P1−ei
i ⊆ C(B|A).

Sigui b ∈
g∏

i=1

P1−ei
i ; aleshores, bπ ∈

g∏
i=1

Pi, ja que πB =

g∏
i=1

Pei
i ; en conseqüència, per

a tot ı́ndex i se satisfà la relació bπ ∈ Pi. D’aqúı podem concloure que TL|K(bπ) ∈ p; en
efecte, el fet que bπ sigui un element de tots els ideals primers que divideixen p es manté
si canviem L per la seva clausura normal sobre K, de manera que tots els conjugats de
bπ també estan a tots els ideals primers que divideixen p; per tant, la seva traça, que
és un element de A, pertany a tots els ideals primers que divideixen p; és a dir, per
a tot ı́ndex i, se satisfà la relació TL|K(bπ) ∈ A ∩ Pi = p = πA. En conseqüència,

πTL|K(b) = TL|K(bπ) ∈ πA o, equivalentment, TL|K(b) ∈ A; per tant, i com que

g∏
i=1

P1−ei
i

és un B-submòdul de L, obtenim que b ∈ C(B|A), com voĺıem provar.

A continuació, es tracta de caracteritzar la igualtat. Per a això, suposem que se satisfan
les propietats (a) i (b). Com que l’extensió residual A/p ⊆ B/P és separable, existeix
un element b ∈ B/P tal que la seva traça és no nul·la en A/p; se tenim en compte que
els ideals Pei

i , i ≥ 2, són comaximals, podem prendre un representant b ∈ B de b de
manera que per a tot ı́ndex i ≥ 2 sigui b ∈ Pei

i . La classe residual mòdul p de la traça
TL|K(b) és e1T(B/P)|(A/p)(b) (recordem que la matriu de la multiplicació per b en el quocient

B/pB ∼=
g∏

i=1

B/Pei
i es pot prendre formada per caixes a la diagonal, ei vegades la caixa

de la multiplicació per la classe residual de b en B/Pi per a cada ı́ndex i). L’elecció de b
i la hipòtesi (a) ens permeten assegurar que aquesta classe residual és no nul·la; per tant,
TL|K(b) /∈ p = πA, de manera que TL|K(b/π) = π−1TL|K(b) /∈ A; en canvi, b/π ∈ P−e1

1 ,
ja que π ∈ Pe1

1 i b ∈ B. Això diu que b/π /∈ C(B|A), de manera que hem constrüıt un
element de P−e1

1 que no és de C(B|A); dit d’una altra manera, l’exponent de P en C(B|A)
ha de ser estrictament menor que e1; per tant, d1 = e1 − 1.

Rećıprocament, cal demostrar que si alguna de les hipòtesis (a) o (b) no se satisfà,
aleshores per a l’exponent de P en el diferent de l’extensió se satisfà la desigualtat estricta

d1 > e1−1. Per a això, prenem un element qualsevol b de l’ideal fraccionariP−e1
1

∏
i ̸=1

P1−ei
i ;

aleshores, bπ ∈ Pi per a tot ı́ndex i ̸= 1 i la classe residual mòdul p de la traça TL|K(bπ)

és l’element e1T(B/P)|(A/p)(bπ), que és zero trivialment si e1 és múltiple de la caracteŕıstica
residual, i també si l’extensió residual no és separable, ja que, en aquest cas, la traça és
nul·la. Per tant, πTL|K(b) = TL|K(bπ) ∈ p = πA i TL|K(b) ∈ A; per tant, i com que

P−e1
1

∏
i ̸=1

P1−ei
i és un B-submòdul de L, és b ∈ C(B|A), de manera que P−e1

1

∏
i ̸=1

P1−ei
i ⊆

C(B|A) i d1 ≥ e1. □
Corol.lari 5.2.5. Els ideals primers de B que ramifiquen són exactament els que dividei-
xen el diferent D(B|A). □

Es tracta de demostrar, finalment, que el discriminant és la norma del diferent i d’ob-
tenir, en conseqüència, una fórmula de transitivitat per al discriminant.
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Proposició 5.2.6. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensió finita i separable i B la clausura entera de A en L. Aleshores, ∆(B|A) =
NL|K(D(B|A)).

Demostració: Exercici. □

Corol.lari 5.2.7. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, K ′|K i L|K ′

extensions finites i separables, A′ la clausura entera de A en K ′ i B la clausura entera de
A (i de A′) en L. Aleshores,

∆(B|A) = ∆(A′|A)[L:K′]NK′|K(∆(B|A′)).

Demostració: Només cal prendre normes en la fórmula de transitivitat del diferent i
tenir en compte la transitivitat de la norma. □

5.3 Grups de descomposició i d’inèrcia

Ja hem definit en el caṕıtol 3 els grups de descomposició i d’inèrcia. En aquesta secció es
tracta de fer-ne un estudi sistemàtic; en particular, de les seves propietats generals i de
les dels cossos de descomposició i d’inèrcia, que també introduirem. Això servirà de base
per a la definició i l’estudi dels grups de ramificació superior.

Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una extensió finita,
B la clausura entera de A en L, P ⊆ B un ideal primer no nul de B, i p := P ∩ A la
seva contracció a A. Suposem que l’extensió L|K és de Galois i sigui G := Gal (L|K).
Recordem que el grup de descomposició de l’ideal primerP és el grupG−1(P|p) := D(P|p)
format per tots els automorfismes σ ∈ G tals que σ(P) = P, i que el grup d’inèrcia de
P és el grup G0(P|p) := I(P|p) format pels automorfismes σ ∈ G−1(P|p) que actuen
trivialment en el quocient B/P; a més a més, disposem d’una successió exacta de grups

1 −→ G0(P|p) −→ G−1(P|p) −→ Gal ((B/P)|(A/p)) −→ 1.

Comencem per estudiar el comportament d’aquests grups en cadenes d’extensions de
Galois.

Proposició 5.3.1. Amb les mateixes notacions i hipòtesis anteriors, suposem que K ′ ⊆ L
és un subcòs de L que conté K i siguin A′ la clausura entera de A en K ′ i P′ := P ∩ A′

la contracció de P a A′. Aleshores, els grups de descomposició i d’inèrcia de P sobre la
seva contracció P′ s’obtenen tallant els grups sobre p amb el grup de Galois Gal (L|K ′);
és a dir, Gi(P|P′) = Gi(P|p) ∩Gal (L|K ′), per a i = −1, 0.

Demostració: És immediata a partir de les definicions. □
Si, a més a més, la subextensió K ′|K també és de Galois, aleshores té sentit considerar

els grups Gi(P
′|p), i = −1, 0.
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Proposició 5.3.2. Suposem que l’extensió K ′|K també és de Galois. Aleshores, hi ha un
diagrama commutatiu

1

��

1

��

1

��
1 // G0(P|P′) //

��

G0(P|p) //

��

G0(P
′|p) //

��

1

1 // G−1(P|P′) //

��

G−1(P|p) //

��

G−1(P
′|p) //

��

1

1 // Gal
(
L|K ′

)
//

��

Gal
(
L|K

)
//

��

Gal
(
K

′|K
)

//

��

1

1 1 1

que té les files i les columnes exactes i on L, K, K
′
, designen els cossos residuals B/P,

A/p, i A′/P′, respectivament.

Demostració: L’exactitud de les columnes és simultània a la definició dels grups
d’inèrcia (cf. la definició 3.5.5), i l’exactitud de la tercera fila és la teoria de Galois aplica-
da a la cadena d’extensions residuals. D’altra banda, la comprovació de la commutativitat
del diagrama és immediata. Si demostrem l’exactitud de la segona fila, la de la primera és
un exercici trivial de fer quadrar diagrames. I per a veure aquesta exactitud, és suficient
demostrar l’exhaustivitat del morfisme G−1(P|p) −→ G−1(P

′|p), ja que les altres parts
de la demostració també són immediates a partir de la successió exacta

1 −→ Gal (L|K ′) −→ Gal (L|K) −→ Gal (K ′|K) −→ 1

que proporciona la teoria de Galois. A més a més, donat σ′ ∈ D(P′|p), aquesta ma-
teixa successió ens proporciona una antiimatge σ ∈ Gal (L|K) de σ′; l’element σ pot
no pertànyer a D(P|p), però transforma P en un ideal primer σ(P) de B. Com que
la imatge de σ en Gal (K ′|K) deixa P′ invariant, la restricció de σ(P) a A′ també és
P′, de manera que P i σ(P) són conjugats per Gal (L|K ′); és a dir, existeix un element
τ ∈ Gal (L|K ′) tal que τσ(P) = P; en particular, obtenim que τσ ∈ G−1(P|p) i la seva
imatge en Gal (K ′|K) coincideix amb la imatge de σ, perquè τ ∈ Gal (L|K ′). Per tant,
hem trobat una antiimatge de σ en G−1(P|p), com voĺıem. □

Observació 5.3.3. Sovint es demostra aquest resultat amb la hipòtesi addicional que
l’extensió residual L|K és separable, de manera que, aleshores, és de Galois; de fet, aquesta
hipòtesi només l’hem feta servir en la demostració de la proposició quan hem parlat de
l’exactitud de la tercera fila del diagrama. Ara bé, aquesta successió és exacta sense
necessitat de la hipòtesi de separabilitat. Per a veure aquest fet, observem el fets següents:
en primer lloc, per a la definició de la successió només cal que l’extensióK

′|K sigui normal;
en segon lloc, l’exhaustivitat del segon morfisme només utilitza la normalitat de l’extensió
L|K, quan assegurem que unaK-immersió de L que estengui unK-automorfisme donat de

K
′
és automàticament unK-automorfisme de L; i, finalment, el nucli d’aquest morfisme és

exactament el grup de Galois Gal
(
L|K ′

)
, sense necessitat de cap propietat de normalitat

ni de separabilitat.
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5.4 Cossos de descomposició i d’inèrcia

Mantinguem les notacions i les hipòtesis de la secció anterior. EscriuremD, I, per designar
els grups de descomposició i d’inèrcia, respectivament, de l’idealP sobre la seva contracció.

Definició 5.4.1. Els cossos fixos de L pels subgrups D := G−1(P|p), I := G0(P|p), LD,
LI , s’anomenen, respectivament, el cos de descomposició i el cos d’inèrcia en P.

Aix́ı, tenim una successió de cossos K ⊆ LD ⊆ LI ⊆ L tal que les extensions
L|LI , L|LD, i LI |LD són extensions de Galois amb grups respectius Gal

(
L|LI

)
= I,

Gal
(
L|LD

)
= D, i Gal

(
LI |LD

) ∼= Gal
(
L|K

)
, el grup de Galois de l’extensió residual.

En particular, obtenim els graus de les extensions: d’una banda, si posem e := e(P|p)
i f := f(P|p), aleshores [L : LD] = ef = n/g, ja que g := g(p) és l’́ındex del grup
d’isotropia de l’acció de Gal (L/K) en el conjunt dels ideals primers de B que divideixen
p; és a dir, l’́ındex del grup de descomposició D; en conseqüència, [LD : K] = g. D’altra
banda, el grau [LI : LD] és el grau de separabilitat de l’extensió residual L/K, ja que és
una extensió normal i, per tant, l’ordre del seu grup de Galois és el grau de separabilitat;
en particular, si l’extensió residual L/K és de caracteŕıstica p > 0, i escrivim el grau
de separabilitat en la forma fs = fs(P/p), obtenim que el quocient f/fs és una certa
potència pi de p: el grau d’inseparabilitat; amb aquestes notacions, podem escriure els
graus [LI : LD] = fs, i, en conseqüència, [L : LI ] = epi. Aquests graus fan pensar en si el
primer P serà totalment ramificat en l’extensió L|LI , i si la contracció de P al cos LD és
un ideal primer que no descompon en l’extensió L|LD. Això és, efectivament, d’aquesta
manera.

Proposició 5.4.2. Siguin PI i PD les contraccions de P a les clausures enteres BI , BD,
de A en LI , LD, respectivament. Aleshores:

(a) P és l’unic ideal primer de B que divideix PI i PD;

(b) l’extensió de PI a B és l’ideal Pe, on e := e(P|p) és l’́ındex de ramificació de P sobre
p, i el grau residual f(P|PI) és el grau d’inseparabilitat, pi, de l’extensió residual
(B/P)|(A/p); i

(c) l’extensió de PD a BI és l’ideal PI , i el grau residual f(PI |PD) és el grau de sepa-
rabilitat, fs, de l’extensió residual (B/P)|(A/p).

Demostració: El grup de descomposició D(P|PD) coincideix amb el grup D(P|p)
perquè l’extensió L|LD és de Galois de grup de Galois D(P|p); per tant, la primera
afirmació és immediata. En particular, les altres dues propietats són equivalents. Si ara
apliquem les dues proposicions anteriors al càlcul dels grups de descomposició i d’inèrcia
del primer PI en l’extensió de Galois LI |LD, podem mirar el diagrama commutatiu de
més avall i obtenim immediatament les igualtats:

D(P|PD) = D(P|p) = Gal
(
L|LD

)
,

I(P|PD) = I(P|p) = Gal
(
L|LI

)
,

D(P|PI) = I(P|p) = Gal
(
L|LI

)
,

I(P|PI) = I(P|p) = Gal
(
L|LI

)
,
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de manera que el grup d’inèrcia I(PI |PD) és trivial i el grup de Galois de l’extensió
residual (BI/PI)|(BD/PD) és isomorf al grup de Galois Gal

(
LI |LD

)
; en particular, el

grau residual f(PI |PD) coincideix amb el grau de l’extensió; és a dir, aquest grau és
fs i PI és no ramificat sobre PD. D’aqúı es dedueix immediatament la validesa de les
propietats (b) i (c).

1

��

1

��

1

��
1 // I(P|PI) //

��

I(P|PD) //

��

I(PI |PD) //

��

1

1 // D(P|PI) //

��

D(P|PD) //

��

D(PI |PD) //

��

1

1 // Gal
(
L|LI

)
//

��

Gal
(
L|LD

)
//

��

Gal
(
L
I |LD

)
//

��

1

1 1 1

□

Observació 5.4.3. En general, el grup de descomposició no és un subgrup normal del
grup de Galois; però si ho és, la descomposició de p en BD és donada per la fórmula

pBD = PD,1 · · ·PD,g,

on PD,i, són ideals primers diferents de BD de grau residual f(PD,i|p) = 1 i g = g(p) és
el nombre d’ideals primers de B que divideixen p.

Demostració: En aquest cas, l’extensió LD|K és de Galois i, per tant, tots els ideals
primers de BD que divideixen p tenen el mateix ı́ndex de ramificació i el mateix grau
residual; però si ens fixem en l’ideal de BD contracció de P, obtenim que l’́ındex de
ramificació i el grau residual de P sobre p són els de P sobre la seva contracció P ∩BD;
per tant, l’́ındex de ramificació i el grau residual de P ∩BD sobre p són tots dos trivials,
és a dir, iguals a 1, i el nombre d’ideals primers de B que divideixen P ∩ BD també és
1, de manera que el nombre d’ideals primers de BD que divideixen p coincideix amb el
nombre d’ideals primers de B que divideixen p. □

Podem resumir aquests fets en el resultat següent.

Corol.lari 5.4.4. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensió finita, B la clausura entera de A en L, P ⊆ B un ideal primer no nul de B,
i p := P ∩ A la seva contracció a A. Suposem que l’extensió L|K és de Galois i siguin
D := G−1(P|p), I := G0(P|p), els grups de descomposició i d’inèrcia de P sobre p.
Aleshores, l’extensió L|K “trenca” en una extensió L|LI que és totalment ramificada en
P de manera que LI |K és no ramificada en PI := P∩BI . A més a més, l’extensió LI |K
també “trenca” en una extensió LI |LD que és no ramificada en PI i tal que PD := PI∩BD

no descompon en BI . Si l’extensió L
D|K és de Galois (és a dir, si el grup de descomposició

és normal en Gal (L|K)), aleshores, el primer p descompon completament en l’extensió
LD|K. □
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5.5 Automorfisme de Frobenius

L’estudi de les extensions de Galois finites de cossos de nombres que són no ramificades en
un ideal primer duu de manera natural a la introducció de l’automorfisme de Frobenius.
Aquesta secció es dedica a la seva introducció i a l’estudi de les seves propietats.

Efectivament, en el cas dels cossos de nombres, els cossos residuals de les extensions
són cossos finits; per tant, són extensions ćıcliques i, en particular, separables. Més
generalment, siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una extensió
finita i de Galois, G := Gal (L|K) el seu grup de Galois, B la clausura entera de A en
L, P ⊆ B un ideal primer no nul, i p := P ∩ A la seva contracció a A, i suposem que
l’extensió B|A és no ramificada en P i que el cos residual A/p és un cos finit de q elements
i caracteŕıstica p.

En aquestes condicions, el grup d’inèrcia G0(P|p) és trivial i el grup de descomposició
G−1(P|p) és isomorf de manera natural al grup de Galois de l’extensió residual; per tant,
G−1(P|p) és un grup ćıclic d’ordre f := f(P|p). Podem considerar, doncs, l’automorfisme
FP ∈ G−1(P|p) que pensat en el grup de Galois de l’extensió residual sigui l’automorfisme
de Frobenius; això és dir que FP és definit uńıvocament per la condició

FP(b)− bq ∈ P

per a tot element b ∈ B.

Definició 5.5.1. L’automorfisme FP ∈ G−1(P|p) s’anomena l’automorfisme de Frobenius
associat a P; és un generador del grup de descomposició G−1(P|p) i és d’ordre f(P|p).

S’acostuma a designar per (P, B|A) o per
(
B|A
P

)
; quan no hi ha dubte dels anells, també

se sol escriure (P, L|K) i

(
L|K
P

)
.

Observem que si P és no ramificat sobre p, aleshores σ(P) també és no ramificat sobre
p per a tot element σ ∈ Gal (L|K); com que l’extensió L|K és de Galois, això significa
que l’automorfisme de Frobenius està definit per a tot ideal primer de B que divideix p.

Proposició 5.5.2. Suposem que B|A és no ramificada en P, sigui P′ ⊆ B un altre ideal
primer no nul de B que divideixi p i sigui σ ∈ Gal (L|K) un automorfisme qualsevol tal
que P′ = σ(P). Aleshores, se satisfà la igualtat(

B|A
σ(P)

)
= σ

(
B|A
P

)
σ−1

en el grup de Galois Gal (L|K).

Demostració: En efecte, ja sabem que els grups de descomposició són conjugats, ja que
són els grups d’isotropia de l’acció del grup de Galois sobre el conjunt dels ideals primers
de B que divideixen p. Ara, la demostració és una simple comprovació: els elements(
B|A
σ(P)

)
i σ

(
B|A
P

)
σ−1 estan tots dos en el grup de descomposició G−1(σ(P)|p) i satisfan

la condició de congruència; per la unicitat de l’automorfisme de Frobenius, coincideixen.
□

Seguidament, es tracta de fer l’estudi del comportament de l’automorfisme de Frobenius
per a cadenes d’extensions de Galois no ramificades.
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Proposició 5.5.3. Siguin K ′ un subcòs de L que conté K, A′ la clausura entera de A
en K ′, i P′ := P ∩ A′ la contracció de P a A′. L’extensió L|K ′ és una extensió de

Galois i també és no ramificada en P. Aleshores, l’automorfisme de Frobenius

(
B|A′

P

)
és la potència f ′-èsima de l’automorfisme de Frobenius

(
B|A
P

)
, on f ′ és el grau residual

f ′ := f(P′|p). Si, a més a més, l’extensió K ′|K és de Galois, aleshores l’extensió A′|A és

no ramificada en P′ i l’automorfisme de Frobenius

(
K ′|K
P′

)
és la restricció a Gal (K ′|K)

de l’automorfisme de Frobenius

(
L|K
P

)
.

Demostració: Tots els automorfismes que intervenen en l’enunciat estan definits i
només cal comprovar que se satisfan les congruències que defineixen els automorfismes
de Frobenius. I per a això, només cal tenir en compte quins són els cossos residuals
(finits). □

Observació 5.5.4. Suposem, ara, que tenim dues extensions de Galois Li|K tals que el
cos L és el cos composició dels Li; siguin Pi := P∩Bi, les restriccions de P a la clausura
entera Bi de A en Li, i = 1, 2. Aleshores, les extensions Bi|A són no ramificades en Pi

i els automorfismes de Frobenius

(
B|A
P

) (
Bi|A
Pi

)
estan definits. D’altra banda, com

que el grup de Galois de l’extensió L|K s’injecta, per restricció en cada component, en
el producte cartesià dels grups de Galois Gal (Li|K), podem identificar Gal (L|K) amb
un subgrup de Gal (L1|K) × Gal (L2|K). Amb aquesta identificació, l’automorfisme de

Frobenius

(
B|A
P

)
és la parella

((
Bi|A
Pi

)
,

(
Bi|A
Pi

))
.

L’automorfisme de Frobenius dóna una caracterització molt senzilla dels ideals primers
de l’anell base que descomponen completament. Recordem que es diu que un ideal primer
p ⊆ A descompon completament en un cos L extensió de K quan l’extensió de p a la
clausura entera de A en L és el producte de tants ideals primers diferents com el grau
[L : K] de l’extensió.

Corol.lari 5.5.5. Suposem que l’extensió L|K és de Galois i no ramificada en p. Condició
necessària i suficient perquè p descompongui completament en B és que per a qualsevol

ideal primer P ⊆ B que divideixi p en B, l’automorfisme de Frobenius

(
B|A
P

)
sigui

trivial.

Demostració: En efecte, l’automorfisme de Frobenius és un generador del grup de
descomposició i condició necessària i suficient perquè aquest grup sigui trivial és que
l’́ındex de ramificació i el grau residual de qualsevol ideal primer p siguin tots dos iguals a 1.
Aquesta condició, però, és equivalent a dir que l’ideal primer p descompon completament.
□

Corol.lari 5.5.6. Suposem que el cos L és el cos composició de dos subcossos Li ⊆ L,
i = 1, 2, que contenen K, com a l’observació anterior. Aleshores, condició necessària i
suficient perquè p descompongui completament en L és que descompongui completament
en cada una de les extensions Li|K.
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Observació 5.5.7. En el cas que l’extensió L|K sigui abeliana, l’automorfisme de Frobe-

nius

(
L|K
P

)
no depèn de l’ideal primer P de B que divideix p; en aquest cas, s’acostuma

a designar per

(
L|K
p

)
i s’anomena l’automorfisme de Frobenius de p.

5.6 Grups de ramificació superior

L’eina bàsica de la demostració que farem del teorema de Kronecker-Weber és el concepte
i les propietats dels grups de ramificació superior. Aquests grups són una generalització
natural del grup d’inèrcia, del qual són subgrups i n’hereten algunes propietats.

Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una extensió finita i de
Galois, G := Gal (L|K) el grup de Galois, i B la clausura entera de A en L. Recordem
que G actua de manera natural en B i que actua transitivament en el conjunt dels ideals
primers P ⊆ B que divideixen un ideal primer donat p ⊆ A. A més a més, hem definit
el grup de descomposició G−1(P|p) d’un ideal primer fix P ⊆ B sobre la seva contracció
p := P∩A, com el subgrup de G format pels elements σ ∈ G que deixen P invariant; és a
dir, pels elements σ ∈ G que actuen en l’anell quocient B/P; anàlogament, hem definit el
grup d’inèrcia G0(P|p) com el conjunt dels elements σ ∈ G que actuen en l’anell quocient
B/P com la identitat; equivalentment, els elements σ ∈ G−1 tals que per a tot element
b ∈ B se satisfà que σ(b)− b ∈ P.

Definició 5.6.1. Sigui k ≥ −1 un nombre enter. El conjunt

Gk(P|p) := {σ ∈ G−1(P|p) : σ(b)− b ∈ Pk+1, per a tot b ∈ B},

format pels elements σ ∈ G−1(P|p) que actuen trivialment en l’anell quocient B/Pk+1,
és un subgrup normal de G−1(P|p); s’anomena el k-èsim grup de ramificació de P sobre
p. En efecte, és el nucli del morfisme natural de grups

G−1(P|p) −→ Aut(B/Pk+1).

Per comoditat de notació, escriurem Gk en lloc de Gk(P|p).
Observació 5.6.2. Notem que el sub́ındex k associat al grup és una unitat inferior a
l’exponent de P que utilitzem en l’anell quocient B/Pk+1 sobre el qual demanem que
l’acció sigui trivial. D’altra banda, la definició coincideix amb la donada prèviament per
als grups de descomposició i d’inèrcia i generalitza aquesta darrera. A més a més, per a
tot k ≥ −1, el grup Gk+1 és un subgrup de Gk, de manera que disposem d’una successió
de subgrups de G−1

G−1 ⊇ G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gk ⊇ Gk+1 ⊇ . . .

Com que l’anell B és noetherià, se satisfà la propietat
∩

k≥−1

Pk = (0), de manera que, com

que G−1 és finit, existeix n0 ∈ Z tal que per a k ≥ n0 és Gk = (1). Per tant, els subgrups
Gk formen una cadena normal de G−1.

Dels grups de ramificació ens interessen els quocients Gk/Gk+1, que podem formar en
virtut de la definició. Ja sabem que el grup quocient G−1/G0 és isomorf al grup de Galois
de l’extensió residual (B/P)|(A/p). Per a estudiar l’estructura dels quocients per a k ≥ 0,
comencem per establir el resultat següent.
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Proposició 5.6.3. Per a tot nombre enter k ≥ 1, el grup quocient Gk/Gk+1 és abelià.

Demostració: La demostració és una conseqüència elemental de l’estudi dels commu-
tadors [σ, τ ] := στσ−1τ−1, per a σ ∈ Gk, τ ∈ Gn, k, n ≥ 0. Se satisfà el resultat següent.

Lema 5.6.4. Amb les notacions anteriors, [σ, τ ] ∈ Gk+n.

Demostració: Comencem per veure que per a tot b ∈ Pn+1 és σb− b ∈ Pk+n+1. Per a
això, és suficient considerar elements b de la forma b := b1 · b2 · · · bn+1 tals que bj ∈ P, ja
que aquests elements generen Pn+1 com a grup abelià additiu. Podem escriure la identitat

σ(b)− b =
n+1∑
j=1

σ(b1) · · ·σ(bj−1)(σ(bj)− bj)bj+1 · · · bn+1,

que mostra que l’element σ(b) − b pertany a Pk+n+1, ja que σ(bj) − bj ∈ Pk+1 perquè
bj ∈ B i σ ∈ Gk. Anàlogament, per a tot c ∈ Pk+1 és τ(c)− c ∈ Pk+n+1.

Prenem, ara, un element qualsevol x ∈ B i posem y := σ−1τ−1(x), b := τ(y) − y, i
c := σ(y) − y. Per l’elecció de σ i τ , se satisfan les propietats b ∈ Pn+1, c ∈ Pk+1, de
manera que σ(b)− b, τ(c)− c ∈ Pk+n+1; en restar, obtenim que

σ(b)− b− τ(c) + c = σ(τ(y)− y)− (τ(y)− y)− τ(σ(y)− y) + (σ(y)− y)
= στ(y)− τσ(y) ∈ Pk+n+1;

és a dir, [σ, τ ](x)− x ∈ Pk+n+1. Per tant, [σ, τ ] ∈ Gk+n. □
Ara podem acabar fàcilment la prova de la proposició; només cal prendre n = k i

obtenim que [σ, τ ] ∈ G2k; com que k ≥ 1, és 2k ≥ k + 1 i el grup quocient Gk/Gk+1 és
abelià. □

El resultat que proporciona aquesta proposició no és tan general com és possible. En
el cas dels cossos de nombres, però, els cossos residuals són finits i, en conseqüència,
les extensions residuals són separables. A causa d’aquest fet, i que només tractarem el
cas dels cossos de nombres, ens situarem en la hipòtesi restrictiva que l’extensió residual
A/p ⊆ B/P sigui separable. En aquest cas, podem demostrar el resultat següent, que no
és vàlid en general.

Proposició 5.6.5. Suposem que l’extensió residual en P és separable. Aleshores:

(a) El quocient G0/G1 és isomorf a un subgrup (finit) del grup multiplicatiu (B/P)∗;
en particular, és ćıclic d’ordre primer amb la caracteŕıstica residual (si aquesta és
positiva).

(b) Per a k ≥ 1, els quocients Gk/Gk+1 són isomorfs a subgrups (finits) del grup addi-
tiu del cos residual B/P; en particular, si B/P és un cos de caracteŕıstica p > 0,
els quocients són p-grups abelians elementals; i si la caracteŕıstica residual és 0, els
quocients són trivials i G1 = (0).

Demostració: Si localitzem en S := A − p, ni els grups de ramificació ni els cossos
residuals no canvien, de manera que podem suposar que A i B són anells principals.
Sigui π ∈ P un generador de l’ideal P. Anem a definir morfismes de grups abelians
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G0 −→ (B/P)∗ i Gk −→ B/P. Donat σ ∈ G0, l’element σ(π) també pertany a P, ja
que σ deixa invariant P; però no pot ser que σ(π) ∈ P2 ja que, en aplicar σ−1, també
seria π ∈ P2; per tant, existeix uσ ∈ B, uσ /∈ P, tal que σ(π) = uσπ. Aquest element
està uńıvocament determinat per σ, per exemple, per ser B un domini d’integritat. Si
ara prenem τ ∈ G0, la igualtat σ(π) = uσπ es transforma en uτσπ = τσ(π) = τ(uσ)uτπ,
de manera que uτσ = τ(uσ)uτ . Si redüım mòdul P, com que τ ∈ G0, és τ(uσ) ≡ uσ
(mod P), i, per tant, uτσ ≡ uσuτ (mod P). D’aquesta manera definim una aplicació
multiplicativa G0 −→ B/P; com que uσ ∈ B i uσ /∈ P, la imatge està inclosa en (B/P)∗,
de manera que s’obté un morfisme de grups. El nucli d’aquest morfisme està format pels
elements σ ∈ G0 tals que uσ ≡ 1 (mod P); és a dir, tals que σ(π) ≡ π (mod P2). Ara
bé, dir que σ(π) ≡ π (mod P2) equival a dir que per a tot element b ∈ B és σ(b) ≡ b
(mod P2). En efecte, en el cas separable, el cos residual en P coincideix amb el cos
residual de BI en PI := P ∩ BI , i, per tant, podem escriure b en la forma b = c+ d, per
a alguns elements c ∈ BI i d ∈ P; com que c ∈ BI i σ ∈ G0, és σ(c) = c, de manera
que només cal veure que σ(d) ≡ d (mod P2). Però si escrivim d = aπ, a ∈ B, aleshores,
σ(d) − d = σ(aπ) − aπ = σ(a)(σ(π) − π) + π(σ(a) − a) ∈ P2, ja que σ(π) − π ∈ P2,
σ(a) ∈ B, i σ(a) − a ∈ P per ser σ ∈ G0. Dit d’una altra manera, el nucli del morfisme
G0 −→ (B/P)∗ és exactament G1. Això demostra la primera part.

La segona part es demostra anàlogament. Donat σ ∈ Gk, k ≥ 1, σ(π)− π ∈ Pk+1, de
manera que existeix uσ ∈ B, uńıvocament determinat per σ, tal que σ(π)− π = uσπ

k+1.
Si ara prenem τ ∈ Gk, la igualtat σ(π)− π = uσπ

k+1 es transforma en

uτσπ
k+1 = τσ(π)− π

= τ(σ(π)− π) + (τ(π)− π)
= τ(uσπ

k+1) + uτπ
k+1

= τ(uσ)τ(π)
k+1 + uτπ

k+1

= τ(uσ)(π + uτπ
k+1)k+1 + uτπ

k+1

= πk+1(τ(uσ)(1 + uτπ
k)k+1 + uτ );

si dividim per πk+1, obtenim que uτσ ≡ τ(uσ) + uτ (mod P), ja que k ≥ 1; i com
que τ(uσ) ≡ uσ (mod P), perquè τ ∈ G0, obtenim que uτσ ≡ uσ + uτ (mod P). Si
redüım mòdul P, obtenim un morfisme additiu de grups Gk −→ B/P. El nucli d’aquest
morfisme està format pels elements σ ∈ Gk tals que uσ ≡ 0 (mod P); és a dir, tals que
σ(π) − π ∈ Pk+2. Ara bé, dir que σ(π) − π ∈ Pk+2 equival a dir que per a tot element
b ∈ B és σ(b)−b ∈ Pk+2. En efecte; com abans, podem escriure b en la forma b = c+d, per
a alguns elements c ∈ BI i d ∈ P; com que c ∈ BI i σ ∈ Gk ⊆ G0, és σ(c) = c, de manera
que només cal veure que σ(d) − d ∈ Pk+2. Però si escrivim d = aπ, a ∈ B, aleshores,
σ(d)− d = σ(aπ)− aπ = σ(a)(σ(π)− π) + π(σ(a)− a) ∈ Pk+2, ja que σ(π)− π ∈ Pk+2,
per hipòtesi, σ(a) ∈ B, i σ(a)−a ∈ Pk+1 per ser σ ∈ Gk. Dit d’una altra manera, el nucli
del morfisme Gk −→ B/P és exactament Gk+1, com es volia demostrar. □

Corol.lari 5.6.6. Suposem que el cos residual és de caracteŕıstica positiva p; aleshores,
G1 és un p-grup abelià i el quocient G0/G1 és un grup abelià d’ordre no divisible per p. □

Definició 5.6.7. Es diu que una extensió B|A d’anells de Dedekind és moderadament
ramificada en un ideal primer no nul P ⊆ B, o que P és moderadament ramificat sobre
p, quan l’extensió residual en P és separable i, a més a més, l’́ındex de ramificació e(P|p)
no és divisible per la caracteŕıstica residual en P; en cas contrari, l’extensió s’anomena
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salvatgement ramificada, i es diu que el primer P és salvatgement ramificat sobre p. En el
cas Galoisià, dir moderadament ramificada en P equival a dir que el grup de ramificació
G1(P|p) és trivial.

Corol.lari 5.6.8. Suposem que els cossos residuals són finits. Aleshores, el grup de des-
composició és un grup resoluble.

Demostració: En efecte, acabem de provar que si l’extensió residual és separable,
aleshores el grup d’inèrcia és resoluble, ja que la cadena dels grups de ramificació Gk,
k ≥ 0, és abeliana; d’altra banda, si l’extensió residual és resoluble, com que el grup
quocient G−1/G0 és isomorf al grup de Galois de l’extensió residual, la cadena Gk, k ≥ −1,
és abeliana; i aquest és el cas si els cossos residuals són finits. □

5.7 El grup d’inèrcia moderada

En el cas d’extensions de Galois de cossos de nombres o, més generalment, en què l’extensió
residual (B/P)|(A/p) és separable, podem considerar el cos LG1 fix pel grup G1; aleshores,
l’extensió totalment ramificada en P, L|LI , “trenca” en una extensió moderadament
ramificada LG1 |LI i una extensió, L|LG1 , totalment ramificada de grau potència de la
caracteŕıstica residual. En particular, la ramificació total encara es pot estudiar per
etapes: una moderadament ramificada i una salvatgement ramificada.

Definició 5.7.1. El grup G0/G1 s’anomena el grup d’inèrcia moderada en P; és un grup
d’ordre la part lliure de p de l’́ındex de ramificació e(P|p), on p denota la caracteŕıstica
residual.

Per a un ús posterior, convé establir el resultat següent.

Proposició 5.7.2. Suposem que el cos residual A/p és de cardinal finit q i de carac-
teŕıstica positiva p. El grup d’inèrcia moderada de l’extensió B|A en P, G0/G1, és un
grup ćıclic d’ordre divisor de qf − 1, on f := f(P|p) denota el grau residual en P de l’ex-
tensió. Si suposem que el grup G−1/G1 és abelià, aleshores, l’ordre de G0/G1 és divisor
de q − 1.

Demostració: La primera part és immediata, ja que el quocient G0/G1 s’identifica a
un subgrup del grup multiplicatiu (B/P)∗; veiem la segona.

Igual que a la demostració de la proposició de més amunt, podem suposar que A és
local i, per tant, que P és un ideal principal; sigui, doncs, π ∈ P un generador de P.
Observem que si σ ∈ G−1, aleshores σ(π) = uσπ per a un cert element enter uσ ∈ B; en
particular, ja hem vist que si σ ∈ G0, aleshores uσ /∈ P i l’assignació de la classe residual
de uσ a σ, defineix el morfisme injectiu de grups G0/G1 −→ (B/P)∗.

Com que el grup quocient G0/G1 és ćıclic, podem considerar un element σ ∈ G0 que
generi el quocient G0/G1; es tracta de demostrar que l’ordre de σ com a automorfisme de
G0/G1 és un divisor de q − 1. Per a això, podem considerar un element φ ∈ G−1 tal que
la reducció mòdul P de l’automorfisme φ : B −→ B sigui l’automorfisme de Frobenius
del cos finit B/P sobre A/p; recordem que l’automorfisme de Frobenius de B/P és donat
per l’assignació b 7→ bq. En particular, podem escriure σ(π) = uσπ, φ(π) = uφπ, i
φσφ−1(π) = vπ, per a certs elements uσ, uφ, v ∈ B.
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Amb aquestes notacions, podem observar que se satisfan les igualtats següents: d’una
banda, de la segona es dedueix immediatament que φ−1(π) = φ−1(uφ)

−1π; d’altra banda,
la hipòtesi que el quocient G−1/G1 és abelià ens ensenya que uσ−v ∈ P, ja que l’acció dels
dos automorfismes φσφ−1 i σ coincideix mòdul P2, de manera que φσφ−1(π)−σ(π) ∈ P2;
i podem dividir per π. Finalment, podem escriure:

φσφ−1(π) = φσ(φ−1(uφ)
−1π) = φ(σφ−1(uφ)

−1uσπ) = φσφ−1(uφ)
−1φ(uσ)uφπ;

és a dir, v = φσφ−1(uφ)
−1φ(uσ)uφ. Si tenim en compte que σ ∈ G0, obtenim que σ és la

identitat en B/P, de manera que

v ≡ φφ−1(uφ)
−1φ(uσ)uφ = φ(uσ) = uqσ (mod P),

per definició de φ. D’aqúı es dedueix immediatament que uq−1
σ ≡ 1 (mod P), ja que

uσ /∈ P; d’aquesta manera, σ és d’ordre divisor de q − 1, com voĺıem demostrar. □

5.8 Grups de ramificació i diferent

L’objectiu d’aquesta secció és proporcionar una fórmula expĺıcita per al càlcul del diferent
d’una extensió en alguns casos particulars importants. Convé, però, establir algunes
propietats dels grups de ramificació respecte de cadenes d’extensions.

Proposició 5.8.1. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una
extensió finita i de Galois, B la clausura entera de A en L, P ⊆ B un ideal primer no
nul de B, p := P ∩A la seva contracció en A, G := Gal (L|K) el grup de Galois, H ⊆ G
un subgrup qualsevol de G, K ′ := LH el cos fix, A′ := B ∩K ′ la clausura entera de A en
K ′ i P′ := P∩A′ la contracció de P a A′. Aleshores, els grups de ramificació de P sobre
P′ es poden calcular per la fórmula

Gk(P|P′) = Gk(P|p) ∩H.

Demostració: Immediata a partir de la definició dels grups de ramificació, ja que
H = Gal (L|K ′). □

Corol.lari 5.8.2. Si, a més a més, el grup H és un dels grups de ramificació, posem
Gk(P|p), aleshores, els grups de ramificació Gi(P|P′) són exactament el grup Gk(P|p)
per a 0 ≤ i ≤ k, i Gi(P|P′) = Gi(P|p), per a i > k. □

Seguidament es tracta de fer el càlcul dels exponents del diferent en funció dels ordres
dels grups de ramificació. Per a això, ens situarem en el cas local, cosa que podem fer
sempre ja que el diferent i els grups de ramificació es conserven per localització, i totalment
ramificat, cosa que podem fer si ens restringim a l’extensió donada pel grup d’inèrcia.

Proposició 5.8.3. Amb les mateixes notacions que a la proposició anterior, suposem que
A és un anell de Dedekind local, que l’extensió residual (B/P)|(A/p) és separable, i que
l’extensió B|A és totalment ramificada en P. Aleshores, l’exponent de P en el diferent
D(B|A) és donat per la suma finita∑

k≥0

(#Gk(P|p)− 1).
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Demostració: Com que l’extensió és totalment ramificada, P és l’únic ideal primer
de B que divideix p, i com que A és local, els anells A i B són principals. Triem un
generador π de P i sigui f(X) := Irr(π,K)(X) el polinomi mònic irreductible de A[X]
que té π com a arrel. Assegurem que en aquest cas π és un element primitiu de l’extensió
L|K i B = A[π].

En efecte, això és una conseqüència del resultat més general que segueix.

Lema 5.8.4. En aquesta situació, és B = A[π] i el polinomi f(X) := Irr(π,K)(X) és un
polinomi d’Eisenstein respecte del generador de l’ideal maximal p de A.

Demostració: Sigui e := e(P|p) = [L : K] l’́ındex de ramificació, que coincideix amb el
grau perquè l’extensió és totalment ramificada i l’extensió residual és separable. Comen-
cem per demostrar que els elements 1, π, π2, . . . , πe−1 són K-linealment independents.
De manera més general, suposem que tenim una igualtat de la forma

b = a0 + a1π + · · ·+ ae−1π
e−1,

amb els elements ai ∈ K i b ∈ L. Per a tot ı́ndex i, 1 ≤ i ≤ e − 1, tal que ai sigui no
nul, sigui vi ∈ Z l’exponent de la potència exacta de p que conté l’element ai; aquesta
potència només és no negativa quan ai ∈ A i, en cas contrari, l’ideal pvi només és un
ideal fraccionari. Com que l’extensió de p a l’anell B és l’ideal Pe, i com que π és un
generador de P, els elements aiπ

i tals que ai ̸= 0 pertanyen exactament a l’ideal Pi+evi .
Els exponents són tots diferents, ja que ho són mòdul e. D’aqúı resulta que la suma
a0+a1π+ · · ·+ae−1π

e−1 pertany a l’ideal Pt i no a Pt+1, on t és el mı́nim dels exponents
i+ evi tals que ai ̸= 0. En particular, si b = 0, ha de ser ai = 0 per a tot ı́ndex i, ja que 0
pertany a totes les potències positives de P; això ens diu que els elements 1, π, . . . , πe−1

són K-linealment independents.

Però encara ens diu més; si b ∈ A, aleshores t ha de ser un múltiple no negatiu de e,
ja que la potència exacta de P que conté b és e vegades la potència exacta de p que conté
b en A. En particular, si b ∈ A, aleshores t ≥ 0 i t és divisible per e; per tant, tots els vi
han de ser no negatius, i b ∈ A[π]; això demostra la igualtat B = A[π].

Finalment, ja hem fet notar que el polinomi f(X) és de coeficients en A; a més a
més, com que les potències 1, π, π2, . . . , πe−1 són K-linealment independents, f(X) és un
polinomi de grau e, ja que el grau no pot sobrepassar el de l’extensió i ha de ser més gran
o igual que e. Si posem f(X) = Xe − (a0 + a1X + · · · + ae−1X

e−1), obtenim la igualtat
πe = a0 + a1π + · · ·+ ae−1π

e−1 amb ai ∈ A; com que πe pertany exactament a l’ideal Pe,
resulta que t = e, i això només s’aconsegueix quan t = ev0, ja que, en cas contrari, t no
és divisible per e. Dit d’una altra manera, v0 = 1, i vi ≥ 1 per a tot ı́ndex i ≥ 1 tal que
ai ̸= 0; com que p és principal, resulta que a0 ∈ p − p2 és un generador de p i tots els
altres coeficients ai pertanyen a p; és a dir, f(X) és un polinomi d’Eisenstein respecte de
p. □

En conseqüència, el conductor de B en A[π] és trivial i, per tant, el diferent de l’extensió
és l’ideal, potència de P, generat per f ′(π). Calculem aquest ideal. Si considerem la

derivada en π del polinomi f(X), podem escriure f(X) =
∏
σ∈G

(X − σ(π)), de manera que

f ′(π) és el producte f ′(π) =
∏
σ ̸=1

(π−σ(π)) =
∏
k≥0

∏
σ∈Gk−Gk+1

(π−σ(π)), ja queG0 = G−1 = G

perquè l’extensió és totalment ramificada. Ara, per a σ ∈ Gk, σ /∈ Gk+1, ha de ser
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b− σ(b) ∈ Pk+1 per a tot element b ∈ B; en particular, π − σ(π) ∈ Pk+1; d’altra banda,
π − σ(π) /∈ Pk+2, ja que en aquest cas, obtindŕıem que σ ∈ Gk+1 com a la demostració
de la proposició 5.6.5. Aix́ı, l’exponent de P en el diferent D(B|A) = f ′(π)B és la suma∑

k≥0

∑
σ∈Gk−Gk+1

(k + 1) =
∑
k≥0

(k + 1)(#Gk −#Gk+1)

=
∑
k≥0

(k + 1)[(#Gk − 1)− (#Gk+1 − 1)]

=
∑
k≥0

(#Gk − 1),

ja que Gk és trivial a partir d’un lloc endavant. Això acaba la prova. □





Caṕıtol 6

El teorema de Kronecker-Weber

Aquest caṕıtol es dedica a fer la demostració del teorema de Kronecker-Weber, que ja ha
estat enunciat en el primer caṕıtol. De fet, és un dels punts culminants del curs i l’excusa
que hem utilitzat per a fer la introducció dels mètodes generals de ramificació i geometria
dels nombres que se solen utilitzar en la teoria algebraica de nombres. Recordem-ne
l’enunciat.

Teorema 6.0.5 (Kronecker-Weber). Sigui K|Q una extensió abeliana. Aleshores, existeix
una arrel de la unitat, ζ, tal que K ⊆ Q(ζ).

6.1 El cas moderadament ramificat

Notem que ja hem demostrat aquest teorema en el cas que l’extensióK|Q sigui quadràtica.
Ara convé fer la reducció de la prova al cas de les extensions ćıcliques de grau potència
d’un nombre primer. Concretament, podem començar per establir el resultat següent.

Proposició 6.1.1. Si el teorema de Kronecker-Weber se satisfà per a totes les extensi-
ons ćıcliques de grau potència de primer, aleshores se satisfà per a totes les extensions
abelianes.

Demostració: Només cal considerar que tota extensió abeliana descompon com a pro-
ducte linealment disjunt d’extensions ćıcliques de grau potència de primer. Això és dedu-
eix del fet que tot grup abelià descompon com a producte directe de p-subgrups i aquests
com a producte directe de subgrups ćıclics; concretament, suposem que G := Gal (K|Q)

descompon com a producte G :=
r∏

i=1

Gi, on pi és un nombre primer qualsevol i Gi és un

pi-grup ćıclic. Sigui Ki el subcòs de K fix pel subgrup
∏
j ̸=i

Gj de G; aleshores, Ki|Q és

una extensió ćıclica de grau potència d’un nombre primer pi; per hipòtesi, per a cada
ı́ndex i existeix una arrel de la unitat ζi tal que Ki ⊆ Q(ζi). Siguin ni ∈ Z, 1 ≤ i ≤ r,
tals que ζi és una arrel primitiva ni-èsima de la unitat, n := mcm{ni}1≤i≤r i ζ una arrel
primitiva n-èsima de la unitat. Com que K és el cos composició dels cossos Ki, obtenim
que K ⊆ Q(ζ), com es volia provar. □

Recordem que tota extensió de Q és ramificada en algun nombre primer (cf.4.5.1).
Ara, es tracta de fer la reducció de la prova del teorema de Kronecker-Weber al cas en
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què el conjunt dels nombres primers que ramifiquen consisteix només en el primer que
divideix el grau; dit d’una altra manera, per a la prova del teorema podrem suposar que
l’extensió és ćıclica de grau potència d’un nombre primer p i no ramificada a tot nombre
primer ℓ diferent de p.

Efectivament. Suposem que K|Q és ćıclica de grau potència d’un nombre primer p i
que ℓ ̸= p és un nombre primer que ramifica. Sigui L un ideal primer de l’anell dels enters
del cos K que divideix ℓ; en particular, l’extensió K|Q és moderadament ramificada en L;
és a dir, el grup de ramificació G1(L|ℓ) és trivial. Com que l’ordre del grup d’inèrcia en L
és un divisor del grau, ha de ser una potència de p, posem pm; i com que el cos residual
de Z en ℓ és el cos Fℓ, el fet que el quocient G−1(L|ℓ)/G1(L|ℓ) sigui abelià ens permet
assegurar que l’ordre del grup d’inèrcia divideix ℓ − 1 (cf. la proposició 5.7.2); per tant,
ℓ ≡ 1 (mod pm). Ara bé, l’extensió Q(ζℓ)|Q és ćıclica, no ramificada fora de ℓ i totalment
ramificada en ℓ; en conseqüència, existeix un únic subcòs L ⊆ Q(ζℓ) tal que l’extensió
L|Q és ćıclica, totalment ramificada en ℓ, no ramificada fora de ℓ i de grau pm.

Considerem el cos composició KL. Com que les extensions K|Q i L|Q són abelianes de
grau potència de p, també la composició KL|Q és una extensió abeliana de grau potència
de p, posem pn+t, on t ≤ m i pn := [K : Q]. Siguin L′ un ideal primer de l’anell dels
enters de KL que divideixi L, I ′ := G0(L

′|ℓ) el grup d’inèrcia de L′ sobre el primer ℓ, i
H := Gal (L|Q) ∼= Z/pmZ el grup de Galois.

El morfisme de restricció Gal (KL|Q) −→ Gal (K|Q) aplica el grup d’inèrcia I ′ en el
grup d’inèrcia G0(L|ℓ), de manera que s’obté una inclusió I ′ ⊆ G0(L|ℓ)×H, per via de la
identificació de Gal (KL|Q) amb un subgrup del producte Gal (K|Q)×Gal (L|Q). D’altra
banda, l’ordre del grup d’inèrcia I ′ és múltiple de pm, ja que l’́ındex de ramificació de L′

sobre ℓ és divisible per l’́ındex de ramificació de L sobre ℓ; i, com abans, els grups de
ramificació superiors Gi(L

′|ℓ), i ≥ 1, són trivials, ja que l’extensió és de grau potència
de p i p no divideix la caracteŕıstica residual ℓ; per tant, el grup d’inèrcia I ′ és ćıclic.
A més a més, l’ordre dels elements del grup producte G0(L|ℓ) × H és un divisor de pm,
ja que tot dos grups són ćıclics d’ordre pm; com que l’ordre de I ′ és com a mı́nim pm i
I ′ és ćıclic, l’ordre de I ′ és exactament pm. Aix́ı, si designem per K ′ el subcòs de KL
fix pel subgrup I ′, l’extensió K ′|Q és no ramificada en ℓ; i com que L|Q és totalment
ramificada en ℓ, ha de ser K ′ ∩ L = Q; per tant, el subcòs K ′L ⊆ KL és de grau
[K ′L : Q] = [K ′ : Q][L : Q] = [KL : Q], ja que el grau de l’extensió K ′|Q és el grau
de l’extensió KL|Q dividit per l’́ındex de ramificació de L′ sobre ℓ, que és exactament
el mateix que el grau de l’extensió L|Q; en conseqüència, obtenim la igualtat de cossos
K ′L = KL.

D’aquesta manera, si demostrem que el cos K ′ és ciclotòmic, com que L també ho
és, ho és la seva composició K ′L = KL, de manera que el cos K, essent subcòs d’un
cos ciclotòmic, també és un cos ciclotòmic. Ara, però, el cos K ′ no ramifica en ℓ, per
construcció, i els seus primers de ramificació formen un subconjunt del conjunt dels primers
de ramificació de l’extensióK|Q; com que el conjunt de primers de ramificació de l’extensió
K|Q és finit, podem repetir l’argument i suposar que l’extensió K|Q és no ramificada fora
dels ideals primers que divideixen p.

En aquests moments ja podem demostrar el teorema de Kronecker-Weber per al cas
moderadament ramificat. Però podem dir encara més.

Proposició 6.1.2. Sigui K|Q una extensió abeliana de grau potència d’un nombre primer
p, [K : Q] = pm, que només ramifica en un primer ℓ ̸= p. Aleshores, ℓ ≡ 1 (mod pm),
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l’extensió K|Q és totalment ramificada en ℓ, i K és l’únic subcòs de Q(ζℓ) de grau pm.
En conseqüència, també, l’extensió K|Q és ćıclica.

Demostració: Per a la primera part, podem suposar que l’extensió K|Q és ćıclica de
grau potència d’un nombre primer p. Sigui ℓ un primer diferent de p que ramifica; acabem
de provar que ℓ ≡ 1 (mod pm). A més a més, les extensions K|Q i L|Q de la discussió
anterior només ramifiquen en el primer ℓ; per tant, l’extensió K ′|Q és no ramificada
arreu; com que tot cos de nombres K ′ ̸= Q ramifica en algun primer, ha de ser K ′ = Q;
en conseqüència, K ⊆ KL = K ′L = L i L és l’únic subcòs de grau pm de Q(ζℓ). El final és
clar; si no suposem que l’extensió K|Q és ćıclica, podem considerar K com la composició
d’extensions ćıcliques; cada una d’elles és un subcòs de Q(ζℓ) de manera que K també.
Com que l’extensió Q(ζℓ)|Q és ćıclica, hem acabat. □
Corol.lari 6.1.3. Sigui K|Q una extensió abeliana i moderadament ramificada a tots els
ideals primers. Aleshores, existeix una arrel de la unitat ζ i K ⊆ Q(ζ).

Demostració: En virtut de la proposició 6.1.1, podem suposar que l’extensió K|Q és
ćıclica. D’altra banda, la reducció successiva de K a K ′ en la discussió precedent a la
proposició anterior permet suposar que el cos K només ramifica en un ideal primer; i, en
aquest cas, la proposició anterior acaba la prova. □
Observació 6.1.4. En particular, si K|Q és una extensió abeliana, ℓ1, . . . , ℓk els primers
que ramifiquen, i si el grau de l’extensió no és divisible per cap dels primers ℓi, aleshores
el cos K és un subcòs del cos ciclotòmic Q(ζ), on ζ és una arrel n-èsima de la unitat per
a n = ℓ1 · · · ℓk.

6.2 El cas ćıclic de grau potència d’un primer senar

Hem vist que per a establir el teorema de Kronecker-Weber és suficient demostrar-lo per
al cas de les extencions ćıcliques de grau potència d’un nombre primer p i que només
ramifiquen en p. Es tracta de veure’l en el cas en què p és un primer senar. Necessitarem,
però, el resultat següent, amb hipòtesis més generals.

Proposició 6.2.1. Siguin p un nombre primer senar i K|Q una extensió abeliana de grau
pm que només ramifiqui en el primer p. Aleshores, K|Q és totalment ramificada en p i
ćıclica.

Demostració: Siguin P un ideal primer de l’anell dels enters de K que divideix p i
I := G0(P|p) el grup d’inèrcia. El cos fix per I és un cos extensió de Q que no ramifica a
cap ideal primer; per tant, en virtut del teorema d’Hermite-MinkowskiKI = Q i l’extensió
K|Q és totalment ramificada en p; dit d’una altra manera, el grup d’inèrcia és tot el grup
de Galois de l’extensió. En particular, l’extensió residual és trivial i el cos residual de
K en P és Fp. Com que coneixem l’estructura dels quocients successius dels grups de
ramificació, podem assegurar que el grup d’inèrcia coincideix amb el grup de ramificació
G1, i que per a tot nombre enter k ≥ 1 el grup quocient Gk/Gk+1 és un grup abelià trivial
o ćıclic d’ordre p. Per tant, l’extensió és totalment ramificada en p. Per a veure que
l’extensió és ćıclica es tracta d’aplicar el resultat següent.

Lema 6.2.2. Suposem que K|Q és una extensió abeliana de grau p que només ramifica
en p; aleshores, el grup de ramificació G2(P|p) és trivial.
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Demostració: Si localitzem en S := Z−pZ podem suposar que P és un ideal principal,
i podem elegir un generador π de P. Sigui f(X) := Irr(π,Q)(X) el polinomi mònic
irreductible de Q[X] que té π per arrel; de fet, com que π és enter sobre S−1Z, tenim
que f(X) ∈ S−1Z[X]. Com que la cadena dels grups de ramificació esdevé trivial a partir
d’un lloc endavant, podem considerar un enter k tal que Gk ̸= (1) però Gk+1 = (1); i com
que G0 = G1

∼= Z/pZ, ha de ser k ≥ 1. Es tracta de veure que k = 1.

Si considerem el valor en π del polinomi derivat del polinomi f(X), obtenim les re-
lacions f ′(π) ∈ P(k+1)(p−1) i f ′(π) /∈ P(k+1)(p−1)+1. En efecte, com que podem escriure

f(X) =
∏
σ∈Gk

(X−σ(π)), resulta que f ′(π) és el producte f ′(π) =
∏
σ ̸=1

(π−σ(π)); però com

que σ ∈ Gk i σ /∈ Gk+1, ha de ser b − σ(b) ∈ Pk+1 per a tot element b enter de K sobre
S−1Z; en particular, π − σ(π) ∈ Pk+1; d’altra banda, π − σ(π) /∈ Pk+2, ja que en aquest
cas, obtindŕıem que σ ∈ Gk+1 com a la demostració de la proposició 5.6.5. Ara només cal
multiplicar per a tots els automorfismes σ ∈ Gk, σ ̸= 1. D’altra banda, podem escriure
una igualtat de la forma

f ′(π) = pπp−1 + (p− 1)ap−1π
p−2 + · · ·+ 2a2π + a1,

on els coeficients aj són elements de S−1Z; és a dir, són nombres racionals que tenen
denominadors enters no divisibles per p. Com que l’extensió K|Q és totalment ramificada
i de grau p, l’extensió de p és l’ideal Pp, de manera que cada un dels coeficients aj que
siguin no nuls és un element d’una potència Ppnj amb nj ≥ 0. En particular, si vj denota
l’exponent de P que conté el sumand jajπ

j−1 però tal que jajπ
j−1 /∈ Pvj+1, obtenim que

vj ≡ j−1 (mod p); en conseqüència, tots els sumands no nuls estan en potències diferents
de P i la suma està en la potència que té l’exponent vj més petit. En particular, obtenim
la desigualtat (k + 1)(p − 1) ≤ vp−1 = 2p − 1; com que k ≥ 1 i p > 2, això implica que
k = 1, de manera que G2 = (1), com voĺıem provar. □

Per a fer la demostració de la proposició, sabem que G = G0 = G1; sigui k ≥ 2 tal que
G = Gk però Gk+1 ⊊ Gk; el grup quocient Gk/Gk+1 és un grup abelià ćıclic d’ordre p.
Com que G és un p-grup abelià finit, si no fos ćıclic hauria de tenir més de dos subgrups
d’́ındex p (de fet, com a mı́nim n’hauria de tenir p+ 1); per tant, és suficient provar que
Gk+1 és l’únic subgrup de G d’́ındex p.

Suposem que H fos un subgrup d’́ındex p de G, i diferent de Gk+1; es tracta d’arribar
a contradicció. Per a això, considerem els cossos fixos KH i KGk+1 i siguin PH i Pk+1 les
contraccions a aquests cossos de l’ideal primer P de l’anell dels enters de K. El càlcul
dels grups de ramificació de P per a aquestes extensions es pot fer de manera senzilla.
Com que Gal

(
K|KGk+1

)
= Gk+1, obtenim les igualtats

Gi(P|Pk+1) =

{
Gi ∩Gk+1 = Gk+1, si 0 ≤ i ≤ k + 1,

Gi ∩Gk+1 = Gi, si i > k + 1;

Gi(P|PH) =

{
Gi ∩H = H, si 0 ≤ i ≤ k,

Gi ∩H ⊊ Gk+1, si i ≥ k + 1,

aquesta darrera igualtat perquèH ̸= Gk+1 i tots dos són subgrups d’́ındex p de G. Aquests
càlculs ens permeten comparar els exponents de P en els diferents de les extensions K|KH

i K|KGk+1 de la manera següent:∑
i≥0

(#Gi ∩H − 1) <
∑
i≥0

(#Gi ∩Gk+1 − 1),



6.3. El cas ćıclic de grau potència de 2 99

ja que els k primers sumands són iguals, el k + 1-èsim satisfà la desigualtat estricta, i els
següents satisfan la desigualtat ≤.

D’altra banda, el lema ens permet assegurar que l’exponent del diferent de les exten-
sions KH |Q i KGk+1|Q és el mateix, ja que els grups G0 i G1 de les dues extensions són
ćıclics d’ordre p i els grups G2 són trivials. Si ara considerem el diferent de l’extensió K|Q
i calculem l’exponent de P en aquesta extensió a partir de la fórmula de la transitivitat
del diferent per a cadenes d’extensions, obtenim una contradicció, ja que l’extensió a K
dels ideals PH i Pk+1 és exactament el mateix ideal, Ppm−1

, perquè les extensions són
totalment ramificades de grau pm−1. En conseqüència, ha de ser H = Gk+1 i G és ćıclic.
□

Proposició 6.2.3. Siguin p un nombre primer senar i K|Q una extensió ćıclica de grau
pm que només ramifiqui en p. Aleshores, K és l’únic subcòs de Q(ζ) de grau pm, on ζ és
una arrel primitiva pm+1-èsima de la unitat.

Demostració: En efecte, sigui K ′ l’únic subcòs de Q(ζ) de grau pm; aleshores, les dues
extensions K|Q i K ′|Q satisfan les condicions de l’enunciat; és a dir, són ćıcliques de grau
pm i només ramifiquen en p; per tant, el cos composició KK ′ és un cos extensió abeliana
de Q que només ramifica en p i de grau potència de p; en virtut de la proposició anterior,
ha de ser ćıclica i de grau potència de p; com que conté dos cossos K i K ′ que tenen el
mateix grau sobre Q, ha de ser K = K ′, com voĺıem veure. □

6.3 El cas ćıclic de grau potència de 2

Hem redüıt la demostració del teorema de Kronecker-Weber al cas de les extensions
ćıcliques de grau potència de 2 que només ramifiquen en 2. Per a acabar la prova, comen-
cem per demostrar el resultat següent.

Proposició 6.3.1. Sigui K|Q una extensió abeliana de grau 2m que només ramifica en
2 i suposem que K ⊆ R. Aleshores, K és exactament el subcòs real maximal Q(ζ + ζ−1)
del cos Q(ζ), on ζ és una arrel primitiva 2m+2-èsima de la unitat.

Demostració: Sabem que tota extensió quadràtica de Q és ciclotòmica i que si només
ramifica en 2 és un dels tres cossos Q(i), Q(

√
2), o Q(

√
−2), que són els tres únics

subcossos quadràtics de Q(ζ), on ζ és una arrel primitiva 8 = 23-èsima de la unitat; per
tant, el resultat és clar en el cas m = 1, ja que Q(

√
2) és l’únic d’aquests cossos que és

real.

Suposem, doncs, quem ≥ 2. Com que K|Q és abeliana de grau divisible per 2, K conté
un subcòs quadràtic; el fet que el cos K sigui real i que l’extensió K|Q només ramifica en
2 imposa les mateixes restriccions a aquest subcòs quadràtic; per tant, K conté l’únic cos
quadràtic real que només ramifica en 2. Això implica que el grup de Galois de l’extensió
K|Q només té un subgrup d’́ındex 2 i, en conseqüència, és ćıclic.

Comparem el cos K amb el cos L := Q(ζ + ζ−1). El cos composició KL és un cos real
i l’extensió KL|Q és abeliana, no ramificada fora de 2 i de grau potència de 2; acabem
de provar que l’extensió KL|Q és ćıclica; com que conté K i L, que són del mateix grau
sobre Q, ha de ser K = L, com voĺıem demostrar. □

Ara podem acabar la demostració del teorema de Kronecker-Weber.
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Proposició 6.3.2. Sigui K|Q una extensió abeliana de grau 2m i no ramificada fora de
2. Aleshores, K és un dels tres subcossos Q(ζ2), Q(ζ+ζ−1), Q(ζ−ζ−1) del cos ciclotòmic
Q(ζ), on ζ és una arrel primitiva 2m+2-èsima de la unitat. Aquests cossos són els únics
subcossos de Q(ζ) de grau 2m sobre Q.

Demostració: En efecte, el cos composició de K i Q(i), K(i), és un cos extensió
abeliana de Q, no ramificada fora de 2, i de grau potència de 2, 2n, amb n ≤ m+1. Sigui
K(i)+ := K(i)∩R, el subcòs real maximal de K(i); és un cos real, no ramificat fora de 2,
i de grau 2s, s ≤ n− 1 ≤ m, ja que i /∈ K(i)+; per tant, K(i)+ és subcòs de Q(ζ + ζ−1),
que és l’únic cos real que satisfà aquestes condicions. Per a acabar, és suficient demostrar
que K(i) és el cos K(i)+(i) que, clarament, és un subcòs de Q(ζ + ζ−1)(i) = Q(ζ). Però
K(i)+(i) ⊆ K(i) i els dos cossos són de grau 2 sobre K(i)+; per tant, coincideixen. □

6.4 Conductor d’una extensió abeliana de Q

Sigui K|Q una extensió abeliana. El teorema de Kronecker-Weber ens permet assegurar
l’existència d’una arrel de la unitat ζ tal que K ⊆ Q(ζ).

Definició 6.4.1. S’anomena conductor d’una extensió abeliana K|Q el menor nombre
enter positiu n tal que K ⊆ Q(ζn), on ζn és una arrel primitiva n-èsima de la unitat.

Observació 6.4.2. Si n és senar, aleshores Q(ζ2n) = Q(ζn), de manera que el conductor
d’una extensió abeliana de Q és un natural n ̸≡ 2 (mod 4).

El teorema de Kronecker-Weber admet una formulació més precisa, en la qual es té en
compte el conductor. En efecte, podem establir fàcilment el resultat següent.

Teorema 6.4.3 (Kronecker-Weber). Siguin K|Q una extensió abeliana, p1, p2, . . . , pk els
primers de Z que ramifiquen en K i posem ei := prii e

′
i, amb e′i no divisible per pi, l’́ındex

de ramificació de pi, 1 ≤ i ≤ k, en l’extensió K|Q. Aleshores, el conductor n de K és
donat per

n =

{
pr1+1
1 pr2+1

2 · · · prk+1
k , si pi ̸= 2 per a tot ı́ndex i,

2εpr1+1
1 pr2+1

2 · · · prk+1
k , si p1 = 2,

on ε ∈ {0, 1}.

Demostració: De fet, aquest resultat està inclòs en la successió de reduccions que hem
fet de la prova del teorema. En efecte, la reducció al cas d’extensions ćıcliques de grau
potència d’un primer s’ha fet prenent com a conductor de K el mı́nim múltiple comú dels
conductors dels factors ćıclics; d’altra banda, la reducció al cas salvatgement ramificat
només afegeix una arrel p1p2 · · · pk-èsima de la unitat, com a màxim. Finalment, en el cas
K|Q ćıclica, de grau potència de p, i no ramificada fora de p, hem pres una arrel primitiva
pr+1-èsima de la unitat, si p ̸= 2, i 2r+2 = 2 · 2r+1-èsima, si p = 2. Per tant, el valor n
donat a l’enunciat és un múltiple del conductor.

D’altra banda, si m = pr11 p
r2+1
2 · · · prk+1

k , l’́ındex de ramificació de p1 en l’extensió
Q(ζm)|Q no és divisible per pr11 , de manera que el conductor de K ha de ser divisible per
pri+1
i per a tot primer pi que ramifica en K. □
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El valor de ε es pot determinar en cada cas a partir de la successió de subcossos K ′ que
s’obtenen pel procediment descrit just després de la proposició 6.1.1. Només cal notar
que si ζ és una arrel primitiva 2m+2-èsima de la unitat, i si K = Q(ζ2), aleshores ε = 0,
mentre que si K = Q(ζ + ζ−1) o K = Q(ζ − ζ−1), aleshores ε = 1.

Corol.lari 6.4.4. Siguin K|Q una extensió abeliana, n el seu conductor, i ζ una arrel
primitiva n-èsima de la unitat. Aleshores, l’extensió Q(ζ)|K és moderadament ramificada
a tots els ideals primers de l’anell dels enters de K.

Demostració: La potència d’un nombre primer p que divideix l’́ındex de ramificació
ep(Q(ζ)|Q) és exactament la mateixa que divideix ep(K|Q); per tant, si p és un ideal
primer de l’anell dels enters de K que divideix p, l’́ındex de ramificació de p en Q(ζ)|K
no és divisible per p. □

Observació 6.4.5. Si K és un cos de nombres i L|K és una extensió abeliana, no és cert
en general que L ⊆ K(ζ) per a cap arrel de la unitat ζ.

Per exemple, considerem el cos Q(α), on α3 − α + 1 = 0 i sigui K := Q(
√
−23).

L’extensió K(α)|K és ćıclica de grau 3 i no ramifica a cap ideal primer de K; però
K(α) no pot estar inclòs en cap cos K(ζ) per a arrels de la unitat ζ, ja que per ser
K ⊆ Q(ζ23), obtindŕıem que Q(α) seria un subcòs de Q(ζ, ζ23), de manera que Q(α)|Q
seria una extensió abeliana; però Q(α)|Q no és ni tan sols de Galois.





Caṕıtol 7

Ramificació en el cas infinit

L’objectiu d’aquest caṕıtol és fer un resum de les propietats de la ramificació i escriure-les
sense la hipòtesi de finitud de les extensions. Per a això, ens hem de situar en el cas
galoisià. Per tant, cal repassar, en primer lloc, la teoria de Galois en el cas general, no
necessàriament finit. Per a exposicions més detallades de la teoria de Galois en el cas
infinit, poden ser útils les referències [Neu 86], [Ri 72], o [Wa 82], entre moltes d’altres.

7.1 Teoria de Galois

Sigui L|K una extensió algebraica, no necessàriament finita, de cossos. Aleshores, el cos
L és el ĺımit inductiu (si es vol, la reunió conjuntista) de tots els subcossos K ′ ⊆ L tals
que K ′|K és una extensió finita.

Definició 7.1.1. Es diu que l’extensió L|K és de Galois quan és normal i separable.

En aquest cas, les extensions finites i de Galois K ′|K tals que K ′ ⊆ L formen un
sistema cofinal del sistema de totes les subextensions finites de L|K; per tant, el cos L
també és el ĺımit inductiu dels subcossos K ′ ⊆ L tals que K ′|K és una subextensió finita
i de Galois de L|K. A més a més, el grup de Galois Gal (L|K) és el ĺımit projectiu dels
grups de Galois Gal (K ′|K) per a les subextensions finites i de Galois K ′|K de L|K. És a
dir, Gal (L|K) és un grup profinit; per tant, un grup topològic que té una base d’entorns
de l’element neutre formada pels grups de Galois Gal (L|K ′) onK ′|K descriu el conjunt de
les subextensions finites i de Galois de L|K. Els grups Gal (L|K ′) són subgrups normals
de Gal (L|K). En particular, Gal (L|K) és un grup topològic Hausdorff i compacte.

Recordem el teorema fonamental de la teoria de Galois.

Teorema 7.1.2. Sigui L|K qualsevol extensió de Galois de cossos. Existeix una aplicació
bijectiva entre el conjunt dels subgrups tancats H de Gal (L|K) i el conjunt dels subcossos
L′ de L que contenen K donada per l’assignació

H 7→ L′ := LH

amb inversa donada per
L′ 7→ Gal (L|L′) .

Els subgrups oberts H es corresponen amb els subcossos L′ tals que l’extensió L′|K és
finita. □
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Exemple 7.1.3 (El grup de Galois absolut d’un cos finit). Considerem com a cos base
un cos finit K := Fq de cardinal q i caracteŕıstica p. És ben conegut que per a tot nombre
enter n ≥ 1 el cos Fq té una i només una extensió de grau n en una clausura algebraica
fixa L := Fp de Fq; és el cos Fqn format per 0 i les arrels (qn − 1)-èsimes de la unitat
de Fq. En particular, l’extensió Fqn |Fq és una extensió ćıclica de grau n, generada per
l’automorfisme de Frobenius, x 7→ xq, de Fqn .

D’altra banda, aquesta mateixa assignació, per a x ∈ Fq, defineix un element Frobq

de Gal
(
Fq|Fq

)
; s’anomena l’automorfisme de Frobenius de l’extensió Fq|Fq. La restricció

de Frobq a Fqn és l’automorfisme de Frobenius de l’extensió Fqn |Fq. El cos fix pel sub-
grup de Gal

(
Fq|Fq

)
generat per Frobq és el cos Fq, de manera que l’adherència d’aquest

subgrup és tot el grup de Galois. Dit d’una altra manera, el grup Gal
(
Fq|Fq

)
és generat

topològicament per un sol element, Frobq.

Això ens diu que el grup de Galois Gal
(
Fq|Fq

)
és (isomorf a) el ĺımit projectiu dels

grups Z/nZ; és a dir, Gal
(
Fq|Fq

) ∼= Ẑ, la compleció profinita de Z.

Exemple 7.1.4. Fixem un nombre primer senar p i, per a tot nombre enter n ≥ 1,
considerem una arrel primitiva pn-èsima de la unitat, ηn := ζpn . Sigui Kn := Q(ηn) i
posem L := K∞ el cos reunió dels cossos Kn. El grup de Galois de cada una de les
extensions Kn|Q és un grup ćıclic d’ordre (p − 1)pn−1 generat per un automorfisme de
Kn determinat uńıvocament per la seva acció sobre ηn. A més a més, ηpn+1 és un element
primitiu de l’extensió Kn|Q, de manera que el morfisme natural donat per restricció,

Gal (Kn+1|Q) −→ Gal (Kn|Q) ,

aplica un generador en un generador. En conseqüència, el grup de Galois de l’extensió
K∞|Q és isomorf al ĺımit projectiu dels grups abelians (Z/pn+1Z)∗ ∼= Z/pnZ×Z/(p−1)Z;
és a dir, és isomorf al grup abelià Zp

∗ format pels elements invertibles de l’anell Zp, ĺımit
projectiu dels anells Z/pn+1Z. Dit d’una altra manera, Gal (K∞|Q) és isomorf al producte
cartesià Zp × Z/(p− 1)Z. En farem un estudi més detallat en el caṕıtol 9.

En aquests exemples s’observa que el cos L és el ĺımit inductiu d’una famı́lia numerable
de subcossos K ′ ⊆ L tals que K ′|K és una extensió finita. Encara més, en aquests exem-
ples es pot demostrar que L és la reunió d’una successió numerable de tals subcossos. Però
això no és cert en general; per exemple, podem considerar una quantitat no numerable
d’elements algebraicament independents Xi sobre un cos k i formar el cos de fraccions K
de l’anell de polinomis en aquestes indeterminades i coeficients en k. Es tracta de veure
que si L és una clausura algebraica de K, aleshores no existeix cap famı́lia numerable de
subcossos Kn ⊆ L tals que Kn|K sigui una extensió finita i L sigui el ĺımit inductiu de la
famı́lia de cossos Kn. Per exemple, aquest és el cas si prenem k = Q i L = C.

En efecte, el ĺımit inductiu d’una famı́lia numerable d’extensions finitament generades
d’un cos K és un cos numerablement generat sobre K, mentre que l’extensió L|K no pot
ser numerablement generada ja que ha de contenir totes les arrels m-èsimes de totes les
indeterminades Xi per a tots els enters m ≥ 2, i aquestes generen una subextensió de L
que no és numerablement generada sobre K.

Aquesta observació farà que, a partir d’ara, restringim l’estudi a situacions més plane-
res.
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7.2 Grups de descomposició i d’inèrcia

Siguin A un domini ı́ntegrament tancat de dimensió 1, K el seu cos de fraccions, L|K
una extensió de Galois, no necessàriament finita, i B la clausura entera de A en L. En
particular, B és un domini d’integritat ı́ntegrament tancat i de dimensió 1, ja que és una
extensió entera d’un anell de dimensió 1. En general, però, i encara que A sigui un anell
de Dedekind, B pot no ser un anell de Dedekind. Per a veure això, donem-ne un exemple
concret.

Fixem un nombre primer p i considerem, per a tot nombre enter n ≥ 1, una arrel
primitiva pn-èsima de la unitat, ηn, la successió de cossos Kn := Q(ηn), i posem K∞ la
reunió d’aquesta cadena de cossos. L’anell dels enters de cada un dels cossos Q(ηn) és
l’anell An := Z[ηn] i la clausura entera de Z en K∞ és l’anell A∞, reunió dels anells An.
D’altra banda, sigui Pn l’ideal de An generat per l’element 1− ηn; és l’únic ideal primer
de An que divideix p. L’ideal P∞ de A∞ generat per tots els elements 1− ηn és, doncs, la
reunió de tots els ideals Pn; en conseqüència, P∞ no és l’ideal total de A∞ i és un ideal
maximal amb cos residual Fp, que és el cos residual de Pn en An per a tot n. Ara bé,
l’ideal primer P∞ coincideix amb la seva potència p-èsima, ja que l’ideal generat per 1−ηn
és la potència p-èsima de l’ideal generat per 1 − ηn+1 en l’anell An+1. En conseqüència,
en A∞ no hi ha descomposició única dels ideals com a producte d’ideals primers no nuls
i A∞ no pot ser un anell de Dedekind.

Tornem a la situació general. Malgrat que els anells A i B no siguin anells de Dedekind,
donat un ideal primer no nul P ⊆ B, si posem p := P ∩ A la seva contracció a A, l’ideal
p és un ideal primer no nul de A i podem, encara, definir els grups de descomposició i
d’inèrcia de P sobre p per les fórmules

G−1(P|p) := {σ ∈ Gal (L|K) : σ(P) = P},

G0(P|p) := {σ ∈ G−1(P|p) : σ actua trivialment en el quocient B/P}.
En particular, aquesta definició s’aplica en el cas que l’anell A és la clausura entera de
Z en un cos extensió algebraica de Q, no necessàriament finita, i també en el cas d’un
anell simetritzat d’aquest anell respecte de qualsevol sistema multiplicativament tancat.
Aquestes són les situacions que ens interessen.

A partir d’ara, i pel que resta d’aquest caṕıtol, donada una extensió de Galois L|K
de manera que K és el cos de fraccions d’un domini ı́ntegrament tancat de dimensió 1,
suposarem que l’extensió L|K es pot escriure com el ĺımit inductiu d’una famı́lia nume-
rable de subextensions finites K ′|K de L|K. En aquest cas, podem elegir una successió
(numerable) de subextensions de Galois finites Kn|K de L|K tals que per a tot nombre
natural n és Kn ⊆ Kn+1 i el cos L és la reunió de la cadena de cossos Kn; en particular,
això ho podrem fer sempre que el cos L sigui numerable; per exemple, un cos de nombres
algebraics, no necessàriament finit sobre Q.

Igual que en el cas finit, podem escriure el resultat següent.

Lema 7.2.1. Sigui p un ideal primer qualsevol de l’anell A. Aleshores, el grup de Galois
Gal (L|K) actua transitivament en el conjunt dels ideals primers P de B que divideixen
p; és a dir, tals que P ∩ A = p.

Demostració: Siguin P,P′ ⊆ B dos ideals primers de B que tinguin la mateixa con-
tracció a A, p := P∩A = P′ ∩A. Triem una successió de subextensions de Galois finites
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Kn|K de L|K tals que K0 = K, Kn ⊆ Kn+1 per a tot n ≥ 0, i L =
∪
n≥0

Kn; per a tot

enter n ≥ 0 denotem per An la clausura entera de A en Kn i siguin Pn := P ∩ An i
P′

n := P′∩An les contraccions de P i P′ a l’anell An. Com que l’extensió Kn|K és finita i
de Galois, existeix σn ∈ Gal (Kn|K) tal que σn(Pn) = P′

n; això s’ha enunciat en el caṕıtol
3 amb la hipòtesi suplementària que l’anell A és de Dedekind, però aquesta hipòtesi no
s’ha fet servir; de fet, només s’ha utilitzat que l’anell A és un domini ı́ntegrament tancat.
Si demostrem que podem elegir aquesta successió de manera que cada σn sigui la restricció
de σn+1 al cos Kn ja haurem acabat; en efecte, en aquest cas, existeix un automorfisme
σ ∈ Gal (L|K) tal que la restricció de σ a cada un dels cossos Kn és l’automorfisme σn,
ja que Gal (L|K) és el ĺımit projectiu dels grups de Galois Gal (Kn|K); aleshores, l’ideal
primer de B, σ(P), és la reunió dels ideals P′

n = σn(Pn); per tant, σ(P) = P′, com calia
demostrar.

Veiem, doncs, que podem elegir els automorfismes σn de manera que la restricció de
σn+1 al cos Kn sigui l’automorfisme σn i que σn+1(Pn+1) = P′

n+1. Per a això, donat
σn, sigui τn+1 ∈ Gal (Kn+1|K) una extensió qualsevol de σn al cos Kn+1; aleshores, τn+1

transforma l’ideal primer Pn+1 en un cert ideal primer τn+1(Pn+1) de An+1; com que
τn+1(Pn+1) i P

′
n+1 són ideals primers de An+1 que contrauen a l’ideal primer P′

n de An i
l’extensió Kn+1|Kn és finita i de Galois, existeix un element ρn+1 ∈ Gal (Kn+1|Kn) tal que
ρn+1(τn+1(Pn+1)) = P′

n+1; aleshores, podem prendre σn+1 := ρn+1◦τn+1 ∈ Gal (Kn+1|Kn)
i aquest automorfisme estén σn, ja que τn+1 l’estén i ρn+1 és la identitat en Kn, i envia
l’ideal Pn+1 a l’ideal P′

n+1; això és el que calia demostrar. □

Proposició 7.2.2. Siguin A un domini ı́ntegrament tancat de dimensió 1, K el seu cos
de fraccions, K = K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn ⊆ Kn+1 ⊆ . . . una cadena d’extensions de Galois

Kn|K, L :=
∪
n≥0

Kn la reunió de la cadena, B la clausura entera de A en L, P ⊆ B un

ideal primer no nul de B, i p := P ∩ A la seva contracció a A. Aleshores:

(a) l’extensió residual (B/P)|(A/p) és una extensió algebraica normal de cossos;

(b) els grups de descomposició i d’inèrcia G−1(P|p) i G0(P|p) són subgrups tancats de
Gal (L|K); i

(c) la successió natural de morfismes de grups topològics

1 −→ G0(P|p) −→ G−1(P|p) −→ Gal ((B/P)|(A/p)) −→ 1

és exacta.

Demostració: Siguin An := B ∩ Kn i Pn := P ∩ An, per a tot n ≥ 0. Aleshores,

B =
∪
n≥0

An, P =
∪
n≥0

Pn, i B/P =
∪
n≥0

(An/Pn); en conseqüència, l’extensió residu-

al (B/P)|(A/p) és algebraica i normal, el grup de descomposició G−1(P|p) és el ĺımit
projectiu dels grups de descomposició G−1(Pn|p) i el grup d’inèrcia G0(P|p) és el ĺımit
projectiu dels grups d’inèrcia G0(Pn|p); en particular, tots dos són subgrups tancats de
Gal (L|K).

Finalment, la successió exacta de grups profinits

1 −→ G0(P|p) −→ G−1(P|p) −→ Gal ((B/P)|(A/p)) −→ 1
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s’obté per pas al ĺımit projectiu de les successions

1 −→ G0(Pn|p) −→ G−1(Pn|p) −→ Gal

(
An

Pn

∣∣∣∣Ap
)
−→ 1,

per a n ≥ 1, perquè hi ha diagrames commutatius de morfismes continus de grups amb
les files exactes

1 // G0(Pn+1|p) //

��

G−1(Pn+1|p) //

��

Gal

(
An+1

Pn+1

∣∣∣∣Ap
)

//

��

1

1 // G0(Pn|p) // G−1(Pn|p) // Gal

(
An

Pn

∣∣∣∣Ap
)

// 1

on els morfismes verticals són donats per restricció. □

Definició 7.2.3. Direm que l’ideal primer P és no ramificat sobre la seva contracció p
quan el grup d’inèrcia G0(P|p) és trivial; això equival a dir que tots els ideals Pn són
no ramificats sobre p. Anàlogament, direm que P és totalment ramificat quan el grup
d’inèrcia G0(P|p) és tot el grup de Galois Gal (L|K); això equival a dir que els ideals
primers Pn són totalment ramificats sobre p.

7.3 Extensions abelianes no finites de Q

En aquesta secció ens situarem en el cas en què el cos base és el cos Q dels nombres
racionals. Es tracta de resumir les propietats de les extensions abelianes de Q.

Sigui p un nombre primer i sigui µ(p∞) el grup de totes les arrels de la unitat d’una
clausura algebraica fixa de Q que són d’ordre potència de p. El cos Q(µ(p∞)) és un cos
extensió abeliana de Q amb grup de Galois isomorf al grup abelià{

Z/(p− 1)Z× Zp
∼= Z/(p− 1)Z× lim←−Z/p

nZ, si p ̸= 2,

Z/2Z× Z2
∼= Z/2Z× lim←−Z/2

nZ, si p = 2.

És una extensió totalment ramificada en p i no ramificada fora de p. De fet, és el cos
extensió abeliana maximal de Q que és no ramificada fora de p.

De manera més general, si S és un conjunt qualsevol de nombres primers, el cos com-

posició QS
ab :=

∏
p∈S

Q(µ(p∞)) és l’extensió abeliana maximal de Q no ramificada en tot

primer ℓ /∈ S; el seu grup de Galois és isomorf al producte dels grups de Galois de les
extensions Q(µ(p∞))|Q per a p ∈ S; és a dir,

Gal
(
QS

ab|Q
) ∼=


∏
p∈S

Z/(p− 1)Z×
∏
p∈S

Zp, si 2 /∈ S,

Z/2Z×
∏
p∈S

Z/(p− 1)Z×
∏
p∈S

Zp, si 2 ∈ S.

En general, doncs, el grup de Galois de l’extensió abeliana maximal de Q no ramificada
fora d’un conjunt fixat de primers no és un grup finitament generat, ja que els grups Zp
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no són grups numerables; però, en canvi, si S és finit, el grup de Galois de l’extensió
QS

ab|Q és un grup topològic finitament generat; en efecte, el producte dels grups Zp per a
p ∈ S és un grup proćıclic (és a dir, ĺımit projectiu de grups ćıclics) i, en conseqüència,
és generat topològicament per un sol element; en conseqüència, el nombre de generadors
topològics de Gal

(
QS

ab|Q
)
és ≤ #S + 1.

En general, donats un cos de nombres K, extensió finita de Q, i un conjunt finit S
d’ideals primers de l’anell dels enters de K, es pot parlar de l’extensió maximal de K no
ramificada fora de S, KS|K, i de l’extensió abeliana maximal de K no ramificada fora de
S, KS

ab|K; són extensions de Galois del cos K; ens podem preguntar sobre la generació
finita o no del grup de Galois d’aquestes extensions. En general, no es coneix encara la
resposta a aquesta pregunta. De fet, el grup Gab

S := Gal
(
KS

ab|K
)
és l’abelianitzat del

grup GS := Gal
(
KS|K

)
, de manera que el fet de tenir informació sobre aquest darrer pot

donar llum sobre què succeeix per a GS. I en el cas en què el grup GS sigui finitament
generat com a grup topològic, encara sorgeix la qüestió de donar fites bones per al nombre
de generadors; i millor si aquestes fites només depenen del cos K i del cardinal del conjunt
S. Aquesta pregunta és la que hem respost en el cas abelià sobre Q per a tot conjunt finit
S de nombres primers.



Caṕıtol 8

Equacions diofantines

La segona part del curs es dedica a fer un estudi, d’una banda, d’algunes equacions
diofantines, i de l’altra, d’alguns mètodes locals i d’alguns mètodes anaĺıtics importants
en Teoria algebraica de Nombres. L’objectiu d’aquest caṕıtol és fer-ne una introducció.
Concretament, per a aquesta part del curs utilitzarem com a fil conductor l’estudi de
l’equació de Fermat i la classificació de les formes quadràtiques racionals. Aquest caṕıtol
conté motivacions per a aquest estudi.

8.1 Còniques racionals

Per a començar de manera planera, podem preguntar-nos pel conjunt dels punts racionals
d’una cònica projectiva, i ens situarem en el cas d’un cos de caracteŕıstica diferent de 2.

Exercici 8.1.1. Sigui K un cos qualsevol de caracteŕıstica diferent de 2. Aleshores
tota forma quadràtica q(Y1, Y2, . . . , Yn) de coeficients en K és diagonalitzable; és a dir,
existeixen a1, a2, . . . , an ∈ K i un canvi lineal de les indeterminades (invertible), també
de coeficients en K, de manera que la forma quadràtica q es pot escriure en la forma
a1X

2
1 + a2X

2
2 + · · ·+ anX

2
n.

En particular, tota cònica projectiva C definida sobre K té un model donat per una
equació aX2 + bY 2 + cZ2 = 0, de coeficients a, b, c ∈ K. El problema que ens interessa és
fer la descripció del conjunt C(K) format per tots els punts P := (x, y, z) de coordenades
projectives x, y, z ∈ K tals que ax2 + by2 + cz2 = 0.

Notem que, per exemple, la cònica donada per l’equació X2+Y 2+Z2 = 0 no té punts
racionals (ni tampoc punts reals); en aquest cas, tenim que C(R) = C(Q) = ∅. Aix́ı, un
primer problema que seria bo de tractar és esbrinar si el conjunt C(K) és no buit.

Definició 8.1.2. Una cònica C s’anomena (absolutament) irreductible quan una forma
quadràtica aX2 + bY 2 + cZ2 que la defineix no és el producte de dues formes lineals de
coeficients en Ka, una clausura algebraica de K.

Exercici 8.1.3. En particular, això equival a dir que els coeficients a, b, c són tots tres
no nuls. I això equival a dir que cap forma quadràtica que defineix C no descompon en
producte de dues formes lineals de coeficients en Ka.

109
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Considerem, doncs, una cònica irreductible, C, definida per una forma quadràtica
aX2+ bY 2+ cZ2 de coeficients a, b, c en el cos K, i suposem que P0 := (x0, y0, z0) ∈ C(K)
és un punt K-racional de la cònica C. Sigui r una recta K-racional que no passi per P0;
equivalentment, r és definida per una forma lineal en X,Y, Z de coeficients en K, algun
d’ells no nul.

Si ara considerem un punt qualsevol P ∈ C(K), la recta que uneix P0 amb P és
una recta K-racional, ja que és definida per una equació de coeficients en K; per tant,
la intersecció d’aquesta recta amb la recta r és un punt K-racional del pla projectiu.
Rećıprocament, donat un punt K-racional de r, la recta que uneix aquest punt amb P0

és una recta K-racional, de manera que la seva intersecció amb la cònica C consta de dos
punts K-racionals; en efecte, la intersecció de la recta amb la cònica és una parella de
punts del pla projectiu; com que un d’ells és el punt P0, que és K-racional, i com que la
cònica és K-racional, l’altre punt ha de tenir coordenades en K. Dit d’una altra manera,
hem provat el resultat següent:

Proposició 8.1.4. Sigui C una cònica irreductible definida sobre un cos K de carac-
teŕıstica diferent de 2 i tal que C(K) sigui no buit. Aleshores, existeix una bijecció entre
el conjunt C(K) dels punts K-racionals de C i el conjunt dels punts K-racionals d’una
recta arbitrària definida sobre K. □

Definició 8.1.5. S’anomena terna pitagòrica una terna (a, b, c) de nomtres enters per als
quals se satisfà l’equació pitagòrica, X2 + Y 2 = Z2; o sigui, l’equació de Fermat per a
exponent n = 2. Notem que les ternes pitagòriques tals que a, b, c > 0 corresponen a (les
longituds de) els costats dels triangles rectangles de costats racionals.

El resultat següent proporciona una parametrització usual de les ternes pitagòriques
(cf., per exemple, [Tra 1998]).

Exercici 8.1.6. Sigui C la cònica definida per X2 + Y 2 − Z2 = 0 sobre Q. En prendre
com a punt P0 el punt P0 := (1, 0, 1) i com a recta r la recta X = 0, s’obté que els punts
racionals de C són els punts (x, y, z) i els (y, x, z) del pla projectiu que tenen coordenades
enteres de la forma x = λ(u2 − v2), y = 2λuv, z = λ(u2 + v2), tals que λ ∈ Z, λ ̸= 0, i
u, v són enters primers entre si.

Aix́ı, doncs, el problema de la descripció del conjunt C(K) del punts K-racionals de la
cònica (irreductible) C queda redüıt a estudiar en quines condicions el conjunt C(K) és
no buit. I disposem d’una bona descripció de la solució en el cas en què el cos K és el cos
Q dels nombres racionals. Dit d’una altra manera, ens plantegem el problema següent.

Problema 8.1.7. Donada una cònica C definida per una equació aX2 + bY 2 + cZ2 = 0
amb a, b, c ∈ Q, no nuls, determinar una condició necessària i suficient perquè el conjunt
C(Q) sigui no buit.

Per a començar, podem suposar que els coeficients a, b, c són enters primers entre si. En
efecte, si multipliquem els coeficients a, b, c de l’equació per un nombre no nul, el conjunt
de les solucions de l’equació no varia; per tant, si multipliquem per un denominador
comú dels coeficients podem suposar que aquests són enters; un cop els tenim enters, si
els dividim pel seu màxim divisor comú obtindrem coeficients primers entre si; és a dir,
podem suposar que mcd(a, b, c) = 1.
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D’altra banda, podem suposar que els coeficients són lliures de quadrats. En efecte,
suposem que a = d2a′, amb a′ lliure de quadrats. Si canviem X per X/d, (que és un canvi
lineal de les indeterminades), i anàlogament amb els altres dos coeficients, la cònica es
pot descriure per una nova equació de la forma aX2 + bY 2 + cZ2 = 0, amb a, b, c ∈ Z, no
nuls, lliures de quadrats i primers entre si. Una reducció més es resumeix en el resultat
següent.

Lema 8.1.8. Sigui C una cònica absolutament irreductible definida sobre Q. Aleshores,
C és descrita per una equació de la forma aX2 + bY 2 + cZ2 = 0, on a, b, c són enters no
nuls, lliures de quadrats, i coprimers dos a dos. Si, a més a més, el conjunt C(Q) és no
buit, aleshores a, b, c no són tots del mateix signe.

Demostració: Cal veure que podem suposar que els coeficients són coprimers dos a dos.
Per a això, suposem que d és el màxim divisor comú de a i b; aleshores, podem canviar el
coeficient a per a/d, b per b/d, i c per dc, i les indeterminades X per dX, Y per dY , i Z
per Z/d, de manera que la nova equació té els coeficients a i b primers entre si; repetint
el procediment amb les parelles a, c i b, c, obtenim el resultat que desitjàvem.

Per a la segona part, és clar que si tots els coeficients són del mateix signe els podem
suposar positius i si (x, y, z) ∈ P2(Q), aleshores ax2 + by2 + cz2 > 0, ja que no pot ser
x = y = z = 0; però això implica que C(Q) és el conjunt buit. □

Necessitarem, encara, una altra forma equivalent de l’equació; concretament, encara
podem multiplicar tots els coeficients per −c i després treure quadrats, de manera que
podem suposar que l’equació és de la forma aX2 + bY 2 − Z2 = 0, amb a, b enters lliures
de quadrats, però no necessàriament primers entre si. En aquestes condicions, és clar que
tot punt racional de C també és un punt real, de manera que perquè C(Q) sigui no buit
cal que els dos coeficients a, b no siguin negatius alhora.

8.2 El teorema de Legendre

L’objectiu d’aquesta secció és demostrar el resultat següent.

Teorema 8.2.1 (Legendre). Sigui C una cònica plana definida sobre Q, donada per una
equació aX2+ bY 2+ cZ2 = 0 on a, b, c són enters no nuls, lliures de quadrats, no tots tres
del mateix signe, i coprimers dos a dos. Condició necessària i suficient perquè el conjunt
C(Q) dels punts racionals de C sigui no buit és que −ab sigui un residu quadràtic mòdul
c, −bc un residu quadràtic mòdul a, i −ca un residu quadràtic mòdul b.

Demostració: La demostració de la necessitat de la condició és senzilla. En efecte,
suposem que P ∈ C(Q); podem elegir coordenades homogènies de P , (x, y, z), que si-
guin enters primers entre si; és a dir, tals que mcd(x, y, z) = 1. Aleshores, se satisfà la
congruència −abx2 ≡ (by)2 (mod c). Si p és un nombre primer que divid́ıs alhora c i x,
també dividiria by2, de manera que dividiria y, ja que mcd(b, c) = 1; per tant, p2 dividiria
ax2 + by2 = −cz2 i, com que c és lliure de quadrats, p hauria de dividir z; és a dir, p
dividiria x, y, z, contra la suposició que mcd(x, y, z) = 1. Això diu que mcd(c, x) = 1 i,
per tant, que x és invertible mòdul c; en conseqüència, −ab ≡ (by/x)2 (mod c) i −ab és
un quadrat mòdul c. nàlogament, també −bc és un quadrat mòdul a i −ca és un quadrat
mòdul b.

Per a veure la suficiència de les condicions, utilitzarem alguns resultats intermedis.
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Lema 8.2.2. Siguin A, b, c ∈ Z tals que mcd(b, c) = 1, i A és un quadrat mòdul b i mòdul
c. Aleshores, A és un quadrat mòdul bc.

Demostració: La demostració és una aplicació immediata del teorema xinès del residu:
les congruències z2 ≡ A (mod b) i z2 ≡ A (mod b) tenen solució, de manera que també
en té la congruència z2 ≡ A (mod bc). □

Lema 8.2.3. Siguin K un cos qualsevol i a, b elements no nuls de K. Aleshores, les tres
condicions següents són equivalents:

(a) L’equació aX2 + bY 2 − Z2 = 0 té una solució no trivial;

(b) a ∈ N(K(
√
b)∗);

(c) b ∈ N(K(
√
a)∗),

on N(L∗) designa el grup dels elements de K que són norma d’un element no nul de L.

Demostració: Sigui α ∈ K(
√
b)∗ i suposem que [K(

√
b) : K] = 2. Aleshores, podem

escriure α en la forma α = z + y
√
b amb y, z ∈ K, de manera que N(α) = z2 − by2.

Si tenim una solució no trivial (x, y, z) de l’equació aX2 + bY 2 − Z2 = 0, se satisfà que
x ̸= 0, ja que si fos x = 0 seria b = (z/y)2 i [K(

√
b) : K] = 1; per tant, obtenim que

a = N(α/x) = (z/x)2 − b(y/x)2 ∈ N(K(
√
b)∗). I rećıprocament: si a = N(z + y

√
b), és

a = z2 − by2 i (1, y, z) és una solució no trivial de l’equació aX2 + bY 2 − Z2 = 0. D’altra
banda, si [K(

√
b) : K] = 1, aleshores b és el quadrat d’un element no nul de K; però en

aquest cas tot element de K és norma i l’equació aX2 + bY 2 − Z2 = 0 té la solució no
trivial (0, 1,

√
b). L’equivalència amb l’altra propietat es fa anàlogament, en intercanviar

els papers de a i b. □
Per a provar la suficiència de les condicions del teorema de Legendre és suficient de-

mostrar que l’equació −acX2 − bcY 2 − Z2 = 0 té solucions enteres (x, y, z) ̸= (0, 0, 0).
La hipòtesi que −ac és un quadrat mòdul b, afegit al fet trivial que −ac és un quadrat
mòdul c i al fet que mcd(b, c) = 1, fa que −ac sigui un quadrat mòdul bc. Anàlogament,
−bc també és un quadrat mòdul ac. Per tant, el teorema de Legendre quedarà provat si
demostrem la proposició següent.

Proposició 8.2.4. Siguin a, b enters no nuls, lliures de quadrats, no tots dos negatius,
i tals que a és un quadrat mòdul b, b és un quadrat mòdul a, i −ab/d2 és un quadrat
mòdul d, on d := mcd(a, b). Aleshores, l’equació aX2+ bY 2−Z2 = 0 té solucions enteres
(x, y, z) ̸= (0, 0, 0).

Demostració: Podem fer inducció sobre m := |a| + |b|; és clar que sempre m ≥ 2. Si
m = 2, aleshores |a| = |b| = 1 i, com que a i b no són tots dos negatius, les possibilitats
de l’equació són

X2 + Y 2 − Z2 = 0, (1, 0, 1),

X2 − Y 2 − Z2 = 0, que tenen solucions (1, 0, 1),

−X2 + Y 2 − Z2 = 0, (0, 1, 1),

enteres no trivials.
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Suposem, doncs, que m > 2. Per la simetria de l’equació, podem suposar que |a| ≤ |b|,
de manera que |b| ≥ 2. Si a = 1, obtenim una solució no trivial (1, 0, 1) de l’equació;
si no, com que a és un quadrat mòdul b, podem trobar enters t, b′ tals que t2 = a + bb′;
com que a és lliure de quadrats, és b′ ̸= 0 i, a més a més, podem elegir t de manera que
2|t| ≤ |b|. Clarament, bb′ = t2 − a = N(t −

√
a) ∈ N(Q(

√
a)∗) i, per tant, b és norma de

Q(
√
a)∗ si, i només si, ho és b′. Dit d’una altra manera, l’equació aX2 + bY 2 − Z2 = 0

té solucions no trivials si, i només si, en té l’equació aX2 + b′Y 2 − Z2 = 0. Ara bé,

|b′| = |t
2 − a|
|b|

≤ t2 + |a|
|b|

≤ (|b|/2)2 + |a|
|b|

≤ |b|
4

+ 1 < |b|, ja que |b| ≥ 2. Si escrivim

b′ = u2b′′ amb b′′ lliure de quadrats, encara obtenim la desigualtat |b′′| ≤ |b′| < |b|, de
manera que |a| + |b′′| < |a| + |b| = m; per hipòtesi d’inducció, només cal comprovar que
els nous coeficients a, b′′ satisfan les hipòtesis de la proposició. És a dir, cal comprovar
que, si escrivim d′′ := mcd(a, b′′), aleshores a, b′′ són enters lliures de quadrats, cosa que és
clara, no tots dos negatius, i tals que a és un quadrat mòdul b′′, b′′ és un quadrat mòdul
a, i −ab′′/(d′′)2 és un quadrat mòdul d′′.

De la igualtat t2 − a = bb′′u2 es dedueix immediatament, d’una banda, que a és un
quadrat mòdul b′′ i, de l’altra, que si a és negatiu, aleshores b i b′′ tenen el mateix signe;
d’on, per hipòtesi, b, b′′ > 0. Veiem, ara, que b′′ és un quadrat mòdul a. Si p és un nombre
primer que divid́ıs alhora a i u, de la mateixa igualtat t2 − a = bb′′u2 obtindŕıem que
p2 dividiria a; però a és lliure de quadrats. Per tant, mcd(a, u) = 1 i podem escriure
bb′′ ≡ (t/u)2 (mod a); en particular, bb′′ és també un quadrat mòdul a/d i, com que b
ho és i mcd(b, a/d) = 1, també b′′ és un quadrat mòdul a/d. D’altra banda, com que d
divideix a i b, de la igualtat −abb′′u2 = −at2 + a2 resulta que d2 divideix at2 i, com que
a és lliure de quadrats, d divideix t; posem t = dt′ amb t′ ∈ Z. Obtenim la nova igualtat

−ab
d2
b′′u2 = −at′2 +

(a
d

)2
,

d’on

−ab
d2
b′′u2 ≡

(a
d

)2
(mod d).

Com que mcd(a, u) = 1, també mcd(d, u) = 1 i com que, per hipòtesi, −ab/d2 és un
quadrat mòdul d, resulta que b′′ és un quadrat mòdul d. Finalment, com que a és lliure
de quadrats, és mcd(d, a/d) = 1 i, com que b′′ és un quadrat mòdul a/d i mòdul d, també
b′′ és un quadrat mòdul a.

Només resta veure que−ab′′/(d′′)2 és un quadrat mòdul d′′. Anàlogament, de la igualtat
−abb′′u2 = −at2 + a2, podem escriure t = t′′d′′ amb t′′ ∈ Z. Obtenim la igualtat

−ab
′′

d′′2
bu2 = −at′′2 +

( a
d′′

)2
,

d’on

−ab
′′

d′′2
bu2 ≡

( a
d′′

)2
(mod d′′).

Com que mcd(a, u) = 1, també mcd(d′′, u) = 1 i podem escriure

−ab
′′

d′′2
b ≡

( a

d′′u

)2
(mod d′′).

Però si p és un primer que divid́ıs alhora b i d′′, de la igualtat −abb′′u2 = −at′′2d′′2 + a2

resulta que p3 dividiria a2, de manera que a no seria lliure de quadrats. Això ens permet
dir que mcd(b, d′′) = 1 i, aleshores, −ab′′/d′′2 és un quadrat mòdul d′′, ja que b ho és
perquè ho és mòdul a i a és un múltiple de d′′. Això acaba la demostració. □
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8.3 L’equació de Fermat per a exponent 3

En aquesta secció es tracta de provar que l’equació

X3 + Y 3 = Z3

no té solucions enteres no trivials; és a dir, tals que XY Z ̸= 0.

Per a això, utilitzarem el mètode anomenat del descens aix́ı com el coneixement que
tenim de l’aritmètica de l’anell dels enters del cos ciclotòmic de les arrels cúbiques de la
unitat. De fet, provarem un resultat més general. Concretament, provarem el teorema
següent.

Teorema 8.3.1. Siguin ω una arrel cúbica primitiva de la unitat i u ∈ Z[ω] un element
invertible. Aleshores, no existeixen elements x, y, z ∈ Z[ω] tals que xyz ̸= 0 i x3+y3 = uz3.

Demostració: Farem la demostració del teorema en diverses etapes. Posem p l’únic
ideal primer de Z[ω] que ramifica sobre Z; això és, p és l’ideal principal generat per
l’element 1 − ω. En primer lloc, veiem que no hi ha solucions tals que xyz ∈ p (primer
cas).

Però, abans, observem que si x ∈ Z[ω] i si x − 1 ∈ p, aleshores x3 − 1 ∈ p4. En
efecte, si escrivim x − 1 = t(1 − ω) amb t ∈ Z[ω], podem escriure la igualtat x3 − 1 =
(x−1)(x−ω)(x−ω2) = t(1−ω)(1+t)(1−ω)(1+t+ω)(1−ω) = t(1+t)(1+t+ω)(1−ω)3.
Com que Z[ω]/p ∼= Z/3Z, algun dels elements t, t+ 1, t+ 2 és de l’ideal p; si t, t+ 1 /∈ p,
aleshores t+ 2 ∈ p, de manera que t+ 1+ ω = t+ 2− (1− ω) ∈ p; per tant, obtenim que
x3 − 1 = t(1 + t)(1 + t+ ω)(1− ω)3 ∈ p4, com hem afirmat.

Provem ara el primer cas. Si suposem que tenim una solució x, y, z tal que xyz /∈ p,
aleshores ha de ser x3, y3, z3 ≡ ±1 (mod p4), de manera que obtenim una igualtat

±1± 1 ≡ ±u (mod p4);

equivalentment, u ≡ −2, 0, 2 (mod p4). Però això no és veritat per a cap de les unitats de
Z[ω]. En efecte, les unitats de Z[ω] són els nombres ±1,±ω,±ω2 i tots ells són ±1 mòdul
p; a més a més, ω − 2 = (ω − 1) − 1 /∈ p, i ω + 2 = (ω − 1) + 3 /∈ p2, de manera que ni
ω− 2 ni ω+2 no pertanyen a p4. Anàlogament, tampoc ω2− 2, ω2+2 no pertanyen a p4.

Seguidament, suposem que existeix una solució x, y, z tal que z ∈ p i mcd(x, y) = 1
(segon cas); això darrer té sentit ja que l’anell Z[ω] és un anell principal. En aquesta
situació, se satisfà que z ∈ p2.

En efecte, de la igualtat x3+ y3 = uz3 i dels fets que z ∈ p i mcd(x, y) = 1, resulta que
xy /∈ p. Igual que abans, obtenim una congruència

±1± 1 ≡ uz3 (mod p4).

Com que ±2 /∈ p i uz3 ∈ p, ha de ser uz3 ∈ p4, de manera que z ∈ p2.

Seguidament anem a fer el pas de descens.

Lema 8.3.2. Siguin x, y, z, u ∈ Z[ω], i suposem que u és invertible, que x3 + y3 = uz3,
que xy /∈ p, que mcd(x, y) = 1, i que z ∈ pk − pk+1, per a algun k ≥ 2. Aleshores,
existeixen x1, y1, z1, u1 ∈ Z[ω] que satisfan les mateixes condicions que els x, y, z, u, però
z1 ∈ pk−1 − pk.



8.4. L’equació de Fermat per a exponent 4 115

Demostració: Podem escriure la igualtat x3 + y3 = uz3 en la forma més convenient

(x+ y)(x+ ωy)(x+ ω2y) = uz3.

Com que uz3 ∈ p6, algun dels elements x + y, x + ωy, x + ω2y, pertany a p2. Si convé,
podem canviar y per ωy o per ω2y, de manera que puguem assegurar que x + y ∈ p2.
Però, aleshores, x + ωy, x + ω2y ∈ p − p2, ja que x + ωy = x + y − (1 − ω)y, i també
x+ω2y = x+y−(1−ω2)y. Si posem k ≥ 2 l’exponent més gran tal que z ∈ pk, aleshores,
l’exponent més gran v tal que x + y ∈ pv és determinat per la igualtat v + 2 = 3k. Ara,
mcd(x+ y, x+ωy) = mcd(x+ y, x+ω2y) = 1−ω, ja que mcd(x, y) = 1. Per tant, podem
factoritzar x+ y, x+ ωy, x+ ω2y en la forma

x+ y = w1α
3
1(1− ω)v, α1 /∈ p,

x+ ωy = w2α
3
2(1− ω), α2 /∈ p,

x+ ω2y = w3α
3
3(1− ω), α3 /∈ p,

on w1, w2, w3 són unitats de Z[ω]; i se satisfà que, si i ̸= j, aleshores mcd(αi, αj) = 1. Si
ara tenim en compte que 1 + ω + ω2 = 0, obtenim que

0 = (x+ y) + ω(x+ ωy) + ω2(x+ ω2y) = w1α
3
1(1− ω)v + ωw2α

3
2(1− ω) + ω2w3α

3
3(1− ω).

I si dividim per 1− ω, obtenim la nova igualtat

0 = w1z
3
1 + w2ωx

3
1 + w3ω

2y31,

on escrivim z1 := α1(1 − ω)k−1, x1 := α2, i y1 := α3. I en dividir per w2ω, obtenim una
igualtat

x31 + ε1y
3
1 = ε2z

3
1 ,

en la qual εi són unitats de Z[ω]. Si mirem aquesta darrera equació mòdul p2 i tenim
en compte que z1 ∈ p3 observarem que ±1 ± ε1 ∈ p2; però això implica, com abans, que
ε = ±1. D’aquesta manera, i si convé, canviant y1 de signe, obtenim la igualtat

x31 + y31 = u1z
3
1 ,

on u1 := ε2; com que la potència exacta de p que conté z1 és exactament k − 1, hem
acabat. □

Amb aquest resultat la demostració s’acaba fàcilment. En efecte, si tinguéssim una
solució x, y, z tal que xyz ̸= 0, podem suposar que algun dels elements x, y, z no pertany
a l’ideal principal p; si x, y /∈ p, el lema anterior proporciona una contradicció; si x ∈ p
però yz /∈ p, aleshores seria u ≡ ±1 (mod p2); però això implica que u = ±1, ja que
ω + 1, ω2 + 1 /∈ p i ω − 1, ω2 − 1 /∈ p2. En conseqüència, podem reescriure la solució en la
forma (±z)3 + (−y)3 = x3, amb yz /∈ p, i x ∈ p. Ara, podem aplicar el pas de descens i
arribem a contradicció. □

8.4 L’equació de Fermat per a exponent 4

Un dels mètodes que va usar Fermat en les seves recerques aritmètiques es coneix avui
com el mètode del descens, o mètode del descens de Fermat, i ja l’hem fet servir per a la
demostració del cas n = 3 de l’equació de Fermat.
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El mètode consisteix a fer una demostració per reducció a l’absurd, basada en la
construcció d’una successió estrictament decreixent de nombres naturals. Usarem aquest
mètode per a provar el cas n = 4 de l’equació de Fermat (cf. [Tra 1998]).

Proposició 8.4.1. L’equació diofantina X4+Y 4 = Z2 no admet solucions enteres (x, y, z)
tals que xyz ̸= 0.

Demostració: Suposem que (x, y, z) és una solució entera de l’equacióX4+Y 4 = Z2, tal
que xyz ̸= 0. Si convé, canviem els signes, de manera que podem suposar que x > 0, y > 0,
i z > 0. A més a més, si existeixen solucions, podem suposar que z és el menor nombre
natural no nul per al qual existeixen nombres enters x, y tals que x4+y4 = z2. Si és aquest
el cas, se satisfà, a més a més, que mcd(x, y) = mcd(x, z) = mcd(y, z) = mcd(x, y, z) = 1.
En efecte, si d > 1 és un divisor comú de x i de y, aleshores d2 és un divisor de z; dividim
x i y per d i z per d2, i obtenim una nova solució positiva (x′, y′, z′) tal que 0 < z′ < z.
Anàlogament, si p és un divisor primer comú de x i de z (respectivament, de y i de z),
aleshores p també divideix y (respectivament, p també divideix x) i p2 divideix z, de
manera que podem simplificar un factor p de x i de y i p2 de z i obtenir una altra solució
positiva amb un valor positiu i menor de la variable z, contràriament a l’elecció de la
solució (x, y, z) com una de les que fan que z sigui el m¡nim possible entre els nombres
enters estrictament positius.

Ara, observem que els nombres x2, y2 i z formen una terna pitagòrica primitiva i
positiva, i podem suposar que y és parell (si convé, intercanviem els papers de x i de y);
per tant, existeixen nombres enters u > v > 0 tals que mcd(u, v) = 1, que u ̸≡ v (mod 2),
i que x2 = u2 − v2, y2 = 2uv, i z = u2 + v2 (cf. l’exercici 8.1.6).

D’aquesta manera, obtenim que u2 = x2 + v2, amb mcd(u, v) = 1, i els tres nombres
u, v, x són positius; és a dir, (x, v, u) també és una terna pitagòrica positiva i primitiva
amb x senar i, en conseqüència, v és parell i u és senar. Això implica que existeixen
nombres enters a > b > 0, amb mcd(a, b) = 1 i a ̸≡ b (mod 2), i tals que x = a2 − b2,
v = 2ab i u = a2 + b2. Ara, de la igualtat y2 = 2uv = 4uab i del fet que u, a, b són
primers entre si dos a dos, obtenim que u, a, i b són quadrats. Ara bé, de la condició

z = u2+v2 > u2 > u >
√
u, veiem que se satisfà la igualtat

√
u
2
=
√
a
4
+
√
b
4
, de manera

que obtenim una solució entera de l’equació X4 + Y 4 = Z2 amb un valor menor de z.
Aquesta contradicció acaba la prova del resultat. □

Corol.lari 8.4.2. L’equació X4 + Y 4 = Z4 no té solucions enteres amb XY Z ̸= 0. □

8.5 El primer cas de l’equació de Fermat per a expo-

nents regulars

La conjectura de Fermat, problema que encara era obert en la primera versió d’aquest
curs, i que va ésser tancat per A.Wiles (cf. [Wi 1995]), consisteix a demostrar que donat
un enter n ≥ 3, l’equació

Xn + Y n = Zn

no té solucions enteres tals que XY Z ̸= 0.

Hem provat aquesta conjectura per als casos n = 3 i n = 4; i és senzill demostrar que
si la conjectura de Fermat se satisfà per a tot exponent primer senar p ≥ 5, aleshores se
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satisfà per a tot exponent n ≥ 3. A més a més, donada una possible solució (x, y, z) amb
xyz ̸= 0, podem suposar que els nombres enters x, y, z són primers dos a dos.

Definició 8.5.1. S’anomena “primer cas del teorema de Fermat” l’enunciat següent:

Sigui p ≥ 5 un nombre primer. Aleshores, no existeixen enters x, y, z, no nuls, no divisi-
bles per p, primers dos a dos, i tals que xp + yp = zp.

Per contra, si algun dels enters x, y, z és divisible per p, aleshores es pot suposar,
canviant si convé algun signe, que p divideix z; i, en conseqüència, p no divideix ni x ni
y. Aquest és el que se sol anomenar el “segon cas”.

En aquesta secció es tracta de provar el primer cas del teorema de Fermat per a tot
primer regular p ≥ 5.

Definició 8.5.2. Siguin p un nombre primer senar i ζ una arrel primitiva p-èsima de la
unitat. Es diu que p és un primer regular quan p no divideix hp, el nombre de classes
d’ideals de l’anell dels enters del cos ciclotòmic Q(ζ) de les arrels p-èsimes de la unitat.

Amb aquesta definició, l’enunciat prećıs del resultat que volem provar és el següent.

Teorema 8.5.3 (Kummer). Sigui p un primer regular. Aleshores, l’equació

Xp + Y p = Zp

no té solucions enteres (x, y, z) amb x, y, z no nuls, primers dos a dos, i tals que p no
divideix el producte xyz.

Abans de procedir a la seva demostració convé establir, però, alguns resultats. Co-
mencem per un resultat de Kummer relatiu a unitats del cos ciclotòmic K := Q(ζ), on ζ
és una arrel primitiva p-èsima de la unitat.

Lema 8.5.4 (Kummer). Siguin K+ := Q(ζ+ζ−1) el subcòs real maximal de K, A := Z[ζ]
l’anell dels enters de K, i A+ l’anell dels enters de K+. Aleshores, tota unitat de A és el
producte d’una unitat de A+ per una arrel p-èsima de la unitat.

Demostració: Considerem K com a subcòs de C i suposem que u és un element inver-
tible de A. Com que la conjugació complexa és un automorfisme de A, el nombre complex
v := u/u, on u designa el complex conjugat de u, és un nombre complex de mòdul 1; a
més a més, com que el grup de Galois Gal (K|Q) és commutatiu, per a tot automorfisme
σ de K l’element σ(v) també és un nombre complex de mòdul 1. D’altra banda, com que
u és invertible, també u és un element invertible de A, de manera que v ∈ A. Aix́ı, l’enter
algebraic v té tots els seus conjugats de mòdul 1; això ens permet assegurar que v és una
arrel de la unitat; com que les úniques arrels de la unitat de K són les arrels 2p-èsimes,
v és una arrel 2p-èsima de la unitat i, en conseqüència, de la forma ±ζk, amb k enter; i
com que l’ordre p de ζ és senar, podem suposar que k = 2r és un enter parell. Es tracta
de veure que v = ζk; és a dir, que val el signe positiu. Per a veure això, podem escriure
u en la forma

u = a0 + a1ζ + a2ζ
2 + · · ·+ ap−2ζ

p−2,

amb ai ∈ Z; aleshores, u ≡ u ≡ a0+a1+ · · ·+ap−2 (mod (1−ζ)), l’únic ideal primer de A
que divideix p. Si fos v = −ζk, aleshores obtindŕıem la congruència u ≡ −u (mod (1−ζ));
com que 2 /∈ (1− ζ)A, això contradiria el fet que u és unitat.
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Per tant, u = ζ2ru; si posem u+ := ζ−ru, aleshores és u+ = ζru = u+, de manera que
u+ ∈ A ∩ R = A+. Aix́ı, u és el producte d’una arrel de la unitat, ζr, per una unitat u+

de A+, i això acaba la demostració. □

Lema 8.5.5 (Kummer). Siguin p un nombre primer senar, ζ una arrel primitiva p-èsima
de la unitat, i A := Z[ζ] l’anell dels enters del cos ciclotòmic Q(ζ). Suposem que x, y, z
són enters no nuls, no divisibles per p, coprimers dos a dos, i tals que xp + yp = zp.
Aleshores, per a tota parella (i, j) d’enters diferents mòdul p els ideals principals (x+ ζ iy)
i (x+ ζjy) de l’anell A són primers entre si.

Demostració: Posem p := (1 − ζ), l’únic ideal primer de A que divideix p, i suposem
que q ⊆ A és un ideal primer de A que divideix alhora els ideals (x + ζ iy) i (x + ζjy).
Aleshores, q divideix l’ideal ((ζ i−ζj)y), de manera que q divideix yA o bé q divideix l’ideal
(ζ i−ζj) = (1−ζ) = p, ja que i ̸≡ j (mod p). Anàlogament, com que (x+ζ iy) = (y+ζ−ix)
i (x + ζjy) = (y + ζ−jx), q divideix xA o bé q divideix p. Com que els enters x, y són
primers entre si, els ideals xA, yA també són primers entre si en A; això implica que
q = p. En conseqüència, de la congruència x+y ≡ x+ζ iy (mod p) i del fet que x+y ∈ Z
s’obté que x+y és divisible pel primer de Z que p divideix; és a dir, p divideix x+y. Ara,
de la igualtat xp + yp = zp i del fet que x + y divideix xp + yp es dedueix que p divideix
z, contra la hipòtesi. Per tant, els ideals (x+ ζ iy), (x+ ζjy) són primers entre si. □

Anem a procedir, ara, a la demostració del teorema. Com que el cas p = 3 ja ha estat
provat, i no només el primer cas, podem suposar que p ≥ 5. Suposem, doncs, que p ≥ 5
és un primer regular i que x, y, z són enters no divisibles per p, primers dos a dos, i tals
que xp + yp = zp.

Si suposem que x ≡ y ≡ −z (mod p), aleshores obtenim que zp = xp + yp ≡ −2zp, de
manera que p divideix 3z, absurd; per tant, dos dels tres nombres x, y,−z no són congrus
mòdul p; intercanviant, si convé, −z amb x o y, podem suposar que x ̸≡ y (mod p).
Aquesta hipòtesi serà important en el que segueix.

De la igualtat xp + yp = zp, obtenim, en A, la igualtat

p−1∏
i=0

(x+ ζ iy) = zp;

per tant, la igualtat d’ideals de A

(zA)p =

p−1∏
i=0

(x+ ζ iy).

Ara bé, com que els ideals (x+ ζ iy) són primers entre si, cadascun d’aquests ideals és una
potència p-èsima; és a dir, existeixen ideals a0, a1, . . . , ap−1 de A tals que (x + ζ iy) = api ,
0 ≤ i ≤ p− 1.

Ara utilitzarem la hipòtesi que el primer p és regular. Per a tot ı́ndex i l’ideal api és
principal; és a dir, ai és un element d’ordre divisor de p en el grup de classes d’ideals
de A; com que p no divideix l’ordre d’aquest grup, ai ha de ser un ideal principal. Per
tant, podem trobar un element αi ∈ A tal que ai = αiA; i aleshores, obtenim la igualtat
(x+ζ iy) = (αp

i ); dit d’una altra manera, existeix una unitat εi ∈ A∗ tal que x+ζ iy = εiα
p
i .

Fixem-nos en l’́ındex i = 1: com que tota unitat de A és el producte d’una unitat real per
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una arrel p-èsima de la unitat, podem escriure una igualtat de la forma x + ζy = ζruαp,
amb u ∈ A+, invertible, α ∈ A, i r enter.

Ara convé observar el fet que, donat un element α ∈ A, arbitrari, existeix un enter
a ∈ Z tal que αp−a ∈ pA; en efecte, si escrivim α = a0+a1ζ+ · · ·+ap−2ζ

p−2, amb ai ∈ Z,

i després elevem a la potència p-èsima, obtenim que αp −
p−2∑
i=0

api ∈ pA, ja que ζp = 1. A

més a més, si α és el complex conjugat de α, també αp − a ∈ pA, ja que α =

p−2∑
i=0

aiζ
−i.

D’aquesta manera, obtenim congruències de la forma

x+ ζy = ζruαp ≡ ζrua (mod pA)

x+ ζ−1y = ζ−ruαp ≡ ζ−rua (mod pA),

amb a ∈ Z, ja que u ∈ A+. Si multipliquem la primera per ζ−r i la segona per ζr, obtenim
la congruència ζ−r(x + ζy) ≡ ua ≡ ζr(x + ζ−1y) (mod pA), que es pot escriure, després
de multiplicar per ζr, en la forma x + ζy − ζ2rx − ζ2r−1y ∈ pA. Es tracta de veure que
aquesta condició duu a contradicció.

Per a això, notem que tot subconjunt de p− 1 elements del conjunt {1, ζ, ζ2, . . . , ζp−1}
és una Z-base de l’anell dels enters A de Q(ζ). Per tant, si un element de pA és combinació
lineal de coeficients enters de p − 1 d’aquests elements, aleshores tots els coeficients són
divisibles per p en Z.

Si apliquem aquesta observació al nostre cas, com que p ≥ 5 i com que x, y són enters
no divisibles per p, dues de les arrels de la unitat 1, ζ, ζ2r, ζ2r−1 han de coincidir. Distingim
casos: com que ζ ̸= 1, queden les possibilitats ζ2r = 1, ζ2r−1 = 1, ζ2r−2 = 1.

Primer cas: ζ2r = 1. Aleshores, y(ζ − ζ−1) ∈ pA, absurd.
Segon cas: ζ2r−1 = 1. En aquest cas, (x− y)(1− ζ) ∈ pA = pp−1; per tant, x− y ∈ pp−2;
com que x− y ∈ Z, ha de ser x− y ∈ p ∩ Z = pZ, contra la hipòtesi que x ̸≡ y (mod p).

Tercer cas: ζ2r−2 = 1. Aleshores, x(1 − ζ2) ∈ pA, de manera que x ∈ pp−3 ∩ Z = pZ,
contra la hipòtesi que p no divideix xyz.

Això acaba la demostració del primer cas del teorema de Fermat per a primers regulars
p ≥ 5. □





Caṕıtol 9

Anàlisi p-àdica

Per a fer anàlisi, molt sovint és més còmode situar-se en el cos C que en el cos R. Això és
conseqüència del fet que encara que R és complet, no és algebraicament tancat; en canvi,
C, a més a més de ser complet, és algebraicament tancat.

En aquesta segona part del curs, ens interessarà fer anàlisi no només real; sinó, a més a
més, anàlisi p-àdica. Cal, doncs, introduir aquesta anàlisi. Després de construir els cossos
dels nombres p-àdics, i de provar que són complets, resultarà que no són algebraicament
tancats; i, aleshores, podrem considerar la seva clausura algebraica. Però, ai las!, aquesta
clausura algebraica no és un cos complet. I ara, un cop considerem la seva compleció, en
resulta un cos complet i també algebraicament tancat. I és en aquest cos on serà còmode
estudiar funcions i fer anàlisi.

En la primera part del curs, doncs, s’ha evitat parlar dels nombres p-àdics, enters o
racionals, d’anells de valoració discreta, d’anells complets, de valoracions, o de complecions
de cossos valorats; L’estudi d’aquests objectes i d’aquestes nocions és el que ens ocuparà
en aquest caṕıtol.

9.1 Valoracions

Aquesta secció es dedica a la introducció i l’estudi bàsic de les nocions de valoració i
d’anell de valoració per a un cos arbitrari.

Definició 9.1.1. Siguin K un cos i Γ un grup abelià totalment ordenat per una relació
que denotem per ≤. Una aplicació v : K∗ −→ Γ s’anomena una valoració de K en Γ
quan per a tota parella d’elements x, y ∈ K∗ tals que x+ y ̸= 0 se satisfan les propietats
següents:

(a) v(xy) = v(x) + v(y); i

(b) v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y)).

Sovint convé pensar l’aplicació estesa a tot el cos K escrivint v(0) := +∞; aquesta
extensió és compatible amb els axiomes (a), (b) i les regles habituals de treball amb un
element +∞: per a tot element γ ∈ Γ,

+∞+ (+∞) = +∞, γ + (+∞) = +∞, +∞ ≥ γ.

121
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La imatge de l’aplicació v és un subgrup totalment ordenat de Γ; s’anomena el grup
de valors de la valoració v. A fi de posar de manifest el grup de valors en la definició,
s’acostuma a demanar que l’aplicació v sigui exhaustiva; en aquest cas, es diu que v és
una valoració de K de grup de valors Γ.

Exemple 9.1.2. Donat un cos qualsevol, K, la valoració trivial és la valoració v definida
per v(x) = 0, per a tot element x ̸= 0 de K i v(0) = +∞.

Proposició 9.1.3. Siguin K un cos i v : K −→ Γ ∪ {+∞} una valoració qualsevol de
K. El conjunt Av := {x ∈ K : v(x) ≥ 0} és un subanell de K, local, i amb ideal maximal
Pv := {x ∈ K : v(x) > 0}; a més a més, K és el cos de fraccions de Av.

Demostració: És clar que Av és un anell i que Pv és un ideal de Av. Per a veure que Av

és local i que Pv és el seu ideal maximal és suficient veure que el complementari Av−Pv,
el conjunt dels elements x ∈ Av tals que v(x) = 0, és exactament el grup multiplicatiu
dels elements invertibles de Av. Ara bé, si u ∈ Av és un element invertible, aleshores se
satisfà la igualtat v(1) = v(u) + v(u−1); però v(1) = v(1) + v(1), de manera que v(1) = 0
i, com que v(u), v(u−1) ≥ 0 per hipòtesi, ha de ser v(u) = v(u−1) = 0. Rećıprocament,
si u ∈ K és tal que v(u) = 0, aleshores, de 0 = v(1) = v(u) + v(u−1) és v(u−1) = 0, de
manera que u−1 ∈ Av i u és invertible en Av. Finalment, suposem que x ∈ K i x /∈ Av;
això ens permet dir que v(x) < 0, de manera que v(x−1) > 0 i, en conseqüència, x−1 ∈ Av;

aleshores, x =
1

x−1
pertany al cos de fraccions de Av. □

Definició 9.1.4. L’anell Av s’anomena l’anell de la valoració. L’ideal Pv ⊆ Av s’anomena
l’ideal de la valoració.

La caracterització següent dels anells de valoració serà útil.

Proposició 9.1.5. Sigui A un domini d’integritat. Condició necessària i suficient perquè
A sigui un anell de valoració és que per a tot element no nul x del cos de fraccions K de
A sigui x ∈ A o bé x−1 ∈ A.

Demostració: Si A és l’anell de valoració associat a una valoració v del seu cos de
fraccions, de la igualtat v(x) + v(x−1) = v(1) = 0 es dedueix que x ∈ A o x−1 ∈ A, ja que
alguna de les dues valoracions és no negativa.

Rećıprocament, suposem que A satisfà la propietat de l’enunciat i considerem la pro-
jecció natural v : K∗ −→ K∗/A∗, on A∗ designa el grup dels elements invertibles de A.
Clarament se satisfà la propietat multiplicativa v(xy) = v(x)v(y), per a x, y ∈ K∗. D’altra
banda, podem definir en el quocient Γ := K∗/A∗ una estructura de grup totalment ordenat
per la fórmula v(x) ≤ v(y) ⇐⇒ yx−1 ∈ A. En efecte, la definició no depèn dels repre-
sentants elegits, ja que dos representants d’un mateix element del quocient coincideixen
mòdul el producte per un element invertible de A; a més a més, la relació és trivialment
reflexiva i transitiva; també és antisimètrica, ja que de yx−1, xy−1 ∈ A es dedueix que
yx−1 és invertible en A i, per tant, v(y) = v(x); i, finalment, donats elements x, y ∈ K∗,
és xy−1 ∈ A o bé yx−1 = (xy−1)−1 ∈ A, de manera que v(y) ≤ v(x) o bé v(x) ≤ v(y).
Per tant, ≤ és una relació d’ordre total en Γ. Resta veure que la relació ≤ és compatible
amb l’estructura de grup de Γ i que l’aplicació v satisfà el segon axioma de valoració. La
primera d’aquestes dues propietats és trivial, ja que (yz)(xz)−1 = yx−1, de manera que
v(x) ≤ v(y) equival a v(xz) ≤ v(yz). Finalment, si suposem que x, y, x + y ∈ K∗ i que
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v(x) ≤ v(y), cal veure que v(x+ y) ≥ v(x) = min(v(x), v(y)); però dir que v(x) ≤ v(y) és
dir que yx−1 ∈ A, de manera que (x+ y)x−1 = 1+ yx−1 ∈ A i, per tant, v(x) ≤ v(x+ y),
com voĺıem veure. □

Definició 9.1.6. Una valoració v s’anomena real quan el grup de valors és isomorf, com a
grup ordenat, a un subgrup del grup additiu dels nombres reals; s’anomena discreta quan
el grup de valors és un grup isomorf, com a grup ordenat, al grup additiu Z. Si v és una
valoració discreta es diu que Av és un anell de valoració discreta.

Exemple 9.1.7. Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions i p ⊆ A un
ideal primer no nul. Donat un element no nul x ∈ K l’ideal fraccionari xA admet una
descomposició única com a producte d’ideals primers; sigui vp(x) l’exponent amb què
apareix l’ideal p en aquesta descomposició. D’aquesta manera es defineix una valoració
vp de K que té grup de valors el grup additiu Z dels nombres enters. És, per tant, una
valoració discreta; s’anomena la valoració p-àdica de K.

En particular, per a cada nombre primer p disposem d’una valoració de Q; la valoració
p-àdica. Anàlogament, si K és un cos de nombres i p és un ideal primer no nul del seu
anell d’enters, disposem en K de la valoració p-àdica. Són valoracions discretes.

Ens interessa, doncs, estudiar els anells de valoració discreta.

Proposició 9.1.8. Sigui A l’anell de valoració associat a una valoració discreta del seu
cos de fraccions, v : K −→ Z ∪ {+∞}. Aleshores, A és un domini local principal.

Demostració: Només cal veure que A és principal. Però si a ⊆ A és un ideal no nul
qualsevol, podem elegir un element no nul a ∈ a de valoració mı́nima, ja que el conjunt
dels valors dels elements de A és un subconjunt de N∪{+∞}; aleshores, per a tot element
b ∈ a, ba−1 és un element de valoració no negativa de K, de manera que ba−1 ∈ A; per
tant, b = a(ba−1) ∈ aA; és a dir, a = aA. □

Corol.lari 9.1.9. Els anells de valoració discreta són anells de Dedekind locals.

Demostració: En efecte, tot anell principal és un anell de Dedekind. □

Proposició 9.1.10. Rećıprocament, siguin A un anell de Dedekind local, p el seu ideal
maximal, i v la valoració p-àdica del seu cos de fraccions, definida més amunt. Aleshores,
A = Av; és a dir, A és un anell de valoració discreta.

Demostració: Siguin K el cos de fraccions de A i x ∈ K un element no nul qualsevol.
Com que els únics ideals fraccionaris no nuls de A són les potències de p, dir que x ∈ A
equival a dir que l’ideal fraccionari xA és enter; és a dir, que xA és una potència no
negativa de p; i això és el mateix que dir que v(x) ≥ 0 o, equivalentment, que x ∈ Av. □

9.2 Valor absoluts

Una eina que ja s’ha demostrat útil en la primera part del curs és la noció de valor absolut;
per exemple, per a tota la part de geometria dels nombres.
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En efecte, en aquell context, només hem utilitzat el valor absolut usual de R i de C, el
fet que R i C són complets per a la topologia definida pel seu valor absolut, i hem utilitzat
eines de l’anàlisi matemàtica sobre R i sobre C.

Ara convé fer-ne un estudi més sistemàtic i estendre les nocions a fi de poder fer anàlisi
p-àdica.

Definició 9.2.1. Sigui K un cos. Una aplicació | | : K −→ R s’anomena un valor absolut
de K si per a tota parella d’elements x, y ∈ K se satisfan les propietas següents:

(a) |x| ≥ 0;

(b) |x| = 0⇐⇒ x = 0;

(c) |xy| = |x||y|; i

(d) (Desigualtat triangular) |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

Si, a més a més, se satisfà la propietat, més forta que (d),

(d’) (Desigualtat ultramètrica) |x+ y| ≤ max(|x|, |y|),
es diu que el valor absolut és no arquimedià o ultramètric; en cas contrari, el valor
absolut s’anomena arquimedià o no ultramètric.

Observació 9.2.2. Com que |1| = |1 · 1| = |1||1| i 1 ̸= 0, és |1| ̸= 0, de manera que
|1| = 1.

Exemple 9.2.3. El valor absolut trivial es defineix en qualsevol cos K per les fórmules
|0| = 0 i |x| = 1 per a tot x ̸= 0. És un valor absolut ultramètric.

Exemple 9.2.4. Si K ⊆ C és un subcòs qualsevol, la restricció a K del valor absolut de
C és un valor absolut arquimedià de K.

En particular, si K és un cos de nombres i σ : K −→ C és una immersió complexa de
K, obtenim un valor absolut arquimedià de K per la fórmula |x|σ := |σ(x)|. Si designem
com és habitual el nombre complex conjugat d’un nombre complex α amb el śımbol α,
podem escriure |x|2σ = σ(x)σ(x); en particular, si σ és la immersió complexa conjugada
de σ, se satisfà la igualtat de valors absoluts | |σ = | |σ.

El resultat següent és un criteri per a decidir quan un valor absolut és o no arquimedià.

Lema 9.2.5. Condició necessària i suficient perquè un valor absolut d’un cos K sigui no
arquimedià és que el conjunt format pels valors absoluts |n|, n ∈ Z, sigui fitat.

Demostració: En efecte, si | | és un valor absolut no arquimedià d’un cos K, aleshores,
per a tot enter n, se satisfà |n| = |1+ · · ·+1| ≤ |1|, de manera que |1| és la fita desitjada.

Rećıprocament, per a tot enter k ≥ 1, i per a tota parella d’elements x, y ∈ K, la
fórmula del binomi i la desigualtat triangular ens permeten escriure que

|x+ y|k ≤
k∑

j=0

∣∣∣∣(kj
)∣∣∣∣ |x|j|y|k−j.
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Ara, |x|j|y|k−j ≤ max(|x|, |y|)k; com que els nombres combinatoris són enters, obtenim
una desigualtat

|x+ y|k ≤ C(k + 1)max(|x|, |y|)k,
on C és una fita dels valors absoluts dels enters; aquesta desigualtat la podem escriure en
la forma

|x+ y| ≤ C1/k(k + 1)1/k max(|x|, |y|);
com que la desigualtat és vàlida per a tot enter k ≥ 1, podem passar al ĺımit i, com que
limC1/k(k + 1)1/k = 1, obtenim la desigualtat que voĺıem

|x+ y| ≤ max(|x|, |y|). □

Una manera natural d’obtenir valors absoluts en un cos és a partir de valoracions reals.
Siguin K un cos i v : K∗ −→ R ∪ {+∞} una valoració real de K. Per a tot nombre real
c > 1 podem considerar l’aplicació | |v : K −→ R definida per |x|v := c−v(x). Aleshores,
| |v és un valor absolut del cos K. S’anomena un valor absolut associat a la valoració v.
Clarament, l’anell de la valoració Av coincideix amb el conjunt dels elements x ∈ K tals
que |x|v ≤ 1 i l’ideal de la valoració amb el conjunt dels elements x ∈ K tals que |x|v < 1.

Exemple 9.2.6. Si considerem el cos Q dels nombres racionals, disposem, doncs, d’una
gran quantitat de valors absoluts: d’una banda, el valor absolut usual |x| := max(x,−x),
que denotarem sovint per |x|∞; de l’altra, d’una famı́lia doblement infinita de valors
absoluts | |p, associats a cada nombre primer p i a cada nombre real c > 1: els valors
absoluts |x|p := c−vp(x) associats a la valoració p-àdica vp de Q.

Anàlogament, si K és un cos extensió finita de Q, disposem de tots els valors absoluts
p-àdics, associats als ideals primers no nuls, p, de l’anell dels enters de K, i dels valors
absoluts arquimedians, | |σ, associats a les diferents immersions complexes, σ, de K.

Ens proposem veure que aquests són, essencialment, tots els valors absoluts dels cossos
de nombres. Caldrà, però, treballar una mica. En particular, cal donar un significat prećıs
a l’adverbi essencialment.

Lema 9.2.7. Siguin | | un valor absolut d’un cos K i r un nombre real, 0 < r < 1.
Aleshores, l’aplicació definida en K per l’assignació x 7→ |x|r també és un valor absolut
de K.

Demostració: Fixat un nombre real positiu x, considerem la funció g definida per a
tot nombre real positiu r per la fórmula g(r) := (1+ xr)1/r. La derivada d’aquesta funció
admet l’expressió

r2g′(r) = (1 + xr)
1−r
r (xr log xr − (1 + xr) log(1 + xr)) .

D’altra banda, la funció h definida per la fórmula h(x) := x log x, per a tot nombre real
x > 1, és estrictament creixent; i per a tota parella de nombres reals positius x, r se satisfà
la desigualtat xr log xr − (1+ xr) log(1+ xr) < 0. En conseqüència, per a tot nombre real
positiu x, la derivada de g és estrictament negativa en tot punt r i la funció g és decreixent.
Per tant, per a tot nombre real positiu x i tot nombre real r tal que 0 < r < 1 se satisfà
la desigualtat (1 + xr)1/r > (1 + x); o equivalentment, (1 + xr) > (1 + x)r.

Siguin, ara, β, γ ∈ K, β, γ ̸= 0, i posem b := |β|, c := |γ|. Si fem x := c/b, substitüım a
la desigualtat anterior, i multipliquem per br, obtenim la desigualtat br + cr > (b+ c)r; és
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a dir, |β + γ|r ≤ (|β|+ |γ|)r < |β|r + |γ|r. Això és suficient per a demostrar la desigualtat
triangular per a la funció | |r. Les altres tres propietats de valor absolut són immediates.
□

Aquest resultat suggereix la definició següent.

Definició 9.2.8. Dos valors absoluts d’un mateix cos K, | |1, | |2, s’anomenen equivalents
quan per a tot element x ∈ K les condicions |x|1 < 1 i |x|2 < 1 són equivalents.

En particular, per a tot nombre real positiu r ≤ 1, els valors absoluts | | i | |r són
equivalents.

Exercici 9.2.9. L’únic valor absolut equivalent al valor absolut trivial és el trivial.

Exemple 9.2.10. Siguin p un nombre primer i c1, c2 nombres reals c1, c2 > 1; aleshores,

els valors absoluts p-àdics definits per a tot nombre racional x per les fórmules c
−vp(x)
i ,

i = 1, 2, són equivalents.

Proposició 9.2.11. Siguin | |1, | |2, dos valors absoluts equivalents i no trivials d’un cos
K. Aleshores, existeix un nombre real r > 0 tal que per a tot x ∈ K és |x|2 = |x|r1

Demostració: Com que els valors absoluts són no trivials, podem trobar un element
x0 ∈ K tal que |x0|1 > 1. Sigui r el nombre real definit per la igualtat |x0|2 = |x0|r1; com
que |x0|2 > 1, ja que | |2 és equivalent a | |1, obtenim que r > 0. Es tracta de veure que
per a tot element x ∈ K se satisfà la igualtat |x|2 = |x|r1. Sigui, doncs, x ∈ K un element
no nul; podem escriure |x|1 = |x0|s1 per a un cert nombre real s i elegir dues successions
de nombres enters, {mi}i, {ni}i, amb ni > 0, tals que s = limmi/ni i mi/ni > s per

a tot ı́ndex i. Aleshores, podem escriure que |x|1 = |x0|s1 < |x0|
mi/ni

1 , ja que |x0|1 > 1;
d’aqúı, en elevar a ni, es dedueix que |xni/xmi

0 |1 < 1. Com que tots dos valors absoluts són

equivalents, obtenim la desigualtat |xni/xmi
0 |2 < 1, que implica la relació |x|2 < |x0|mi/ni

2 ;
i, en passar al ĺımit, tenim que |x|2 ≤ |x0|s2.

Si repetim l’argument amb successions {mi}i, {ni}i, amb ni > 0, tals que s = limmi/ni

però mi/ni < s per a tot ı́ndex i, obtenim la desigualtat contrària |x|2 ≥ |x0|s2; per tant,
la igualtat |x|2 = |x0|s2. En conseqüència, |x|2 = |x0|s2 = |x0|rs1 = |x|r1, per a tot element
no nul x ∈ K, com voĺıem demostrar. □

Observem que tot valor absolut | | d’un cos K ens permet definir una distància en K
per la fórmula d(x, y) := |y − x|; en conseqüència, una topologia en K compatible amb
l’estructura de cos. És a dir, K té una estructura de cos topològic associada de manera
natural a cada valor absolut. La proposició anterior ens ensenya que dos valors absoluts
són equivalents quan defineixen la mateixa topologia. En efecte, els subconjunts de K
formats pels elements x tals que |x| < ε formen una base d’entorns oberts de zero; i la
proposició anterior ens permet assegurar que aquesta base d’entorns ho és tant per a un
valor absolut com per a l’altre.

9.3 Valors absoluts de Q. Fórmula del producte

En aquesta secció es tracta de determinar tots els valors absoluts no equivalents de Q.
Recordem que disposem del valor absolut trivial, del valor absolut arquimedià usual,
|x|∞ := max(x,−x), i, per a tot nombre natural primer p, d’un valor absolut no arquime-
dià que podem definir, llevat d’equivalència, per la fórmula |x|p := p−vp(x).
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Lema 9.3.1. Els valors absoluts | |∞, | |p, p primer, són no equivalents dos a dos.

Demostració: Com que | |∞ és arquimedià i | |p és no arquimedià per a tot nombre
primer p, només cal veure que si p ̸= ℓ són nombres primers diferents, aleshores, | |p i | |ℓ
són no equivalents. Però això és clar, ja que |p|p = 1/p < 1 i, en canvi, |p|ℓ = 1 ≥ 1. □

Teorema 9.3.2. Tot valor absolut arquimedià de Q és equivalent a | |∞. Tot valor absolut
no trivial i no arquimedià de Q és equivalent a un dels valors absoluts p-àdics | |p, p primer.

Demostració: Sigui | | un valor absolut no trivial de Q. Donats m,n ∈ Z, m,n > 1,
podem escriure m en base n; és a dir, si r és el nombre natural tal que nr ≤ m < nr+1,
aleshores existeixen nombres enters ai ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, 0 ≤ i ≤ r, ar ̸= 0, únics tals
que

m =
r∑

i=0

ain
i.

En aquesta situació, la desigualtat triangular ens permet escriure que

|m| ≤
r∑

i=0

|ai||n|i ≤
r∑

i=0

|ai|max(1, |n|)i ≤
r∑

i=0

|ai|max(1, |n|)r

i també que |ai| = |1 + · · ·+ 1| ≤ ai|1| < n|1| = n, ja que |1| = 1; per tant,

|m| ≤
(
1 +

logm

log n

)
nmax(1, |n|)logm/ logn,

ja que hi ha r + 1 sumands i se satisfà la desigualtat r ≤ logm/ log n. En canviar m per
mk per a qualsevol enter k > 0, i elevar a 1/k, obtenim la desigualtat

|m| ≤
(
1 + k

logm

log n

)1/k

n1/k max(1, |n|)logm/ logn

i, en prendre ĺımit,
|m| ≤ max(1, |n|)logm/ logn, (9.3.1)

per a tota parella de nombres enters m,n > 1. Ara distingirem dos casos.

Primer cas: per a tot nombre enter n > 1 és |n| > 1.

La desigualtat (9.3.1) es pot llegir en la forma |m|1/ logm ≤ |n|1/ logn. En intercanviar n
i m, obtenim la desigualtat contrària i, per tant, el nombre c := |m|1/ logm no depèn de m.
Aix́ı, se satisfà la igualtat |n| = clogn per a tot nombre natural n > 0. En conseqüència,
per a tot nombre racional positiu n/m és |n/m| = clog(n/m). Si escrivim c = ea per a un
cert nombre real positiu a, obtenim la igualtat |x| = |x|a∞, la potència a-èsima del valor
absolut usual de x, per a tot nombre racional x, de manera que el valor absolut | | és
equivalent a | |∞.

Segon cas: existeix un nombre enter n > 1 tal que |n| ≤ 1.

En aquest cas, max(1, |n|) = 1 i de la desigualtat (9.3.1) obtenim que |m| ≤ 1 per a
tot nombre enter positiu m. En particular, el valor absolut és no arquimedià. El conjunt
A := {x ∈ Q : |x| ≤ 1} és un anell local, amb ideal maximal P := {x ∈ Q : |x| < 1}, i
conté Z. Sigui pZ := P ∩ Z; és un ideal primer no nul de Z, ja que si per a tot nombre
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primer p se satisfés la igualtat |p| = 1, aleshores seria |x| = 1 per a tot nombre racional
no nul x i el valor absolut seria trivial. Per tant, p és un nombre primer. Si m ∈ Z− pZ,
aleshores m /∈ P i |m| = 1, de manera que

∣∣∣m
n
pr
∣∣∣ = |pr| = |p|r, sempre que r ∈ Z i

m,n ∈ Z − pZ; i això ens permet assegurar que | | és equivalent al valor absolut p-àdic
| |p. □

Observació 9.3.3. Sigui P (Q) el conjunt format per∞ i tots els nombres primers ℓ > 1.
Convé normalitzar els valors absoluts de Q de la manera següent:

|x|∞ := max(x,−x),
|p|p := 1/p.

D’aquesta manera, |p|∞ = p, |p|p = 1/p, i |p|ℓ = 1, per a tota parella de nombres primers

ℓ ̸= p, de forma que per a tot nombre primer p se satisfà la fórmula
∏

ℓ∈P(Q)

|p|ℓ = 1. Per

multiplicativitat, obtenim el resultat següent.

Teorema 9.3.4 (Fórmula del producte). Sigui x ∈ Q, x ̸= 0. Aleshores, el conjunt dels
elements ℓ ∈ P (Q) tals que |x|ℓ ̸= 1 és finit i se satisfà la igualtat∏

ℓ∈P(Q)

|x|ℓ = 1. □

9.4 Complecions

Per a procedir a demostrar un resultat anàleg per a tot cos de nombres K és convenient
disposar de les complecions dels cossos dotats d’un valor absolut. Ja hem fet notar més
amunt que si K és un cos amb un valor absolut | |, aleshores K és també un espai mètric
amb la distància definida per la fórmula d(x, y) := |y− x|. En particular, tenen sentit les
definicions de successió de Cauchy i de successió convergent d’elements de K respecte de
la distància definida pel valor absolut.

Recordem que es diu ue una successió {an}n≥0 d’elements an ∈ K és de Cauchy quan
per a tot ε ∈ R, ε > 0, existeix un nombre natural n0 tal que per a tota parella de nombres
naturals m ≥ n ≥ n0 se satisfà la desigualtat |am − an| < ε; i es diu que és convergent de
ĺımit a ∈ K, quan per a tot ε ∈ R, ε > 0, existeix un nombre natural n0 tal que per a tot
nombre natural n ≥ n0 se satisfà la desigualtat |an − a| < ε.

És immediat comprovar que tota successió convergent és de Cauchy, que tota successió
de Cauchy és fitada (en el sentit que existeix una constant C ∈ R tal que per a tot n ≥ 0
és |an| < C), aix́ı com les altres propietats usuals de les successions de Cauchy d’elements
d’un espai mètric.

Definició 9.4.1. Un cos K dotat d’un valor absolut | | es diu que és complet quan tota
successió de Cauchy d’elements de K és convergent a un element de K.

El primer objectiu d’aquesta secció és recordar el resultat següent.

Proposició 9.4.2. Sigui K un cos dotat d’un valor absolut | |. Existeixen un cos K̂ i un

valor absolut | | en K̂ tals que:
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(a) K̂ és un cos complet per al valor absolut | |;

(b) K̂ conté K com a subcòs i la restricció a K del valor absolut de K̂ és el valor absolut
de partida de K;

(c) K és dens en K̂; i

(d) si (K̂1, | |1) i (K̂2, | |2) són cossos qualssevol per als quals se satisfan (a) (b), i (c),

aleshores existeix un únic isomorfisme de cossos φ : K̂1 → K̂2 que és la identitat
sobre K i que és compatible amb les estructures d’espai mètric; és a dir, tal que
|φ(x)|2 = |x|1.

Demostració: Considerem l’anell C(K) de les successions de Cauchy d’elements de K;
l’ideal I0(K) format per les successions que tenen ĺımit zero és un ideal maximal d’aquest
anell i podem identificar K amb un subcòs de C(K) si enviem cada element x ∈ K a la

successió constant de valor x. L’anell quocient K̂ := C(K)/I0(K) és, doncs, un cos que
conté de manera natural K com a subcòs.

Si {an}n, {bn}n són dos elements de C(K) que difereixen en un element de I0(K),
aleshores, els ĺımits lim |an| i lim |bn| existeixen i coincideixen en R, de manera que podem

definir un valor absolut en K̂ per la fórmula |{an}n| := lim |an|. Això defineix un valor

absolut en K̂ que estén el de K i que satisfà les propietats requerides. Els detalls de la
demostració es deixen com a exercici: només cal copiar el que es fa per a veure el resultat
en el cas de Q i R amb el valor absolut usual. Més detalls es poden trobar, per exemple,
en [B-S 66], [Ja 73], [La 70], o [Ri 72]. □

Observació 9.4.3. Notem que la demostració pressuposa que ja s’ha constrüıt el cos
dels nombres reals com a cos compleció de Q per al valor absolut usual. En efecte, ja la
definició que hem donat de valor absolut com a aplicació en R pressuposa que coneixem
R. De fet, inicialment caldria definir el valor absolut arquimedià de Q com a aplicació en
Q, i, un cop constrüıt R, estendre la definició de valor absolut al cas general. i acabar la
construcció de R de manera molt semblant a com hem fet. No ens hi entretindrem.

Observació 9.4.4. De fet, es demostra un resultat una mica més general que (d): si
(K1, | |1), (K2, | |2) són dos cossos amb valors absoluts i σ : K1 → K2 és un morfisme

tal que per a tot element x ∈ K1 és |σ(x)|2 = |x|1, i si (K̂1, | |1) i (K̂2, | |2) són cossos
amb valors absoluts per als quals se satisfan (a), (b) i (c) per a (K1, | |1) i (K2, | |2),
respectivament, aleshores existeix una extensió única σ̂ : K̂1 → K̂2 de σ, tal que per a tot
element x ∈ K̂1 és |σ̂(x)|2 = |x|1.

Definició 9.4.5. Una parella (K̂, | |) que satisfà les condicions de la proposició s’anomena
una compleció de (K, | |). Acabem de veure que és única llevat d’un únic isomorfisme de
cossos que respecta el valor absolut; és a dir, llevat d’una única isometria de cossos.

L’objectiu més immediat és provar el teorema d’Ostrowski, que ens proporciona tots
els cossos complets respecte d’un valor absolut arquimedià. Abans, però, convé establir
un resultat previ.

Lema 9.4.6. Sigui | | un valor absolut de C que estén el valor absolut usual de R. Ales-
hores, per a tota parella de nombres reals a, b se satisfà la igualtat |a + bi|2 = a2 + b2; és
a dir, | | és el valor absolut usual de C.
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Demostració: Escrivim ||a + bi|| := (a2 + b2)1/2, a, b ∈ R, el valor absolut usual de C.
Com que per a tota parella de nombres reals a, b se satisfà la desigualtat (|a|−|b|)2 ≥ 0, és
2|a||b| ≤ |a|2+ |b|2 = a2+b2, de manera que obtenim la desigualtat (|a|+ |b|)2 ≤ 2(a2+b2)
i, en conseqüència, |a + bi| ≤ |a| + |b||i| = |a| + |b| ≤

√
2(a2 + b2)1/2 =

√
2||a + bi||, ja

que |i| = 1 perquè i és una arrel de la unitat. Això ens permet assegurar que la funció
f(α) := |α|/||α||, definida en C− {0}, és fitada per

√
2. Si per a algun nombre complex

no nul α fos f(α) > 1, com que f és una funció multiplicativa, obtindŕıem la contradicció
que +∞ = lim f(αn) ≤

√
2; per tant, f(α) ≤ 1 per a tot α ∈ C − {0}. En canviar α

per α−1, obtindŕıem que f(α) ≥ 1 per a tot α ∈ C− {0}, de manera que f(α) = 1, com
voĺıem demostrar. □

Teorema 9.4.7 (Ostrowski). Sigui K un cos complet respecte d’un valor absolut arquime-
dià, | |. Aleshores, K és isomorf al cos R o bé al cos C i el valor absolut | | és equivalent
al valor absolut usual.

Demostració: Com que el valor absolut és arquimedià el cos K ha de ser de carac-
teŕıstica zero, ja que en cas contrari els valors absoluts dels nombres n1, n ∈ Z, serien en
nombre finit i, en conseqüència, el conjunt {|n| : n ∈ Z} seria fitat. Doncs, la restricció
del valor absolut a Q és un valor absolut arquimedià i, per tant, equivalent al valor absolut
usual de Q. Aix́ı, podem canviar el valor absolut de K per un d’equivalent, elevant a una
potència, per tal que la seva restricció a Q sigui el valor absolut usual; i això no canvia el
resultat que volem provar.

Ara, com que K és complet i conté Q, conté la compleció de Q respecte del valor
absolut usual de Q; és a dir, el cos K conté R com a cos i la restricció del valor absolut
de K a R coincideix amb el valor absolut usual de R. El següent pas de la demostració
consisteix a veure que podem suposar que K conté C com a cos i que la restricció a C del
valor absolut de K és el valor absolut usual de C.

Si K no conté un element i tal que i2 = −1, canviem K per K(i) i considerem el
valor absolut de K(i) definit per la fórmula |a+ bi|2 := |a|2 + |b|2, a, b ∈ K; efectivament,
aquesta definició proporciona un valor absolut en K(i) que estén el de K i tal que K(i)
és complet respecte d’aquest valor absolut. Com que K conté R, obtenim que K(i) conté
C i, en virtut del lema anterior, la restricció del valor absolut de K(i) a C és el valor
absolut usual de C. Si demostrem que K(i) = C haurem acabat, ja que K és un subcòs
de K(i) = C que conté R, de manera que K = C o bé K = R, que és el que volem
demostrar.

En resum, podem suposar que C ⊆ K i cal veure que K = C. Suposem que C ⊊ K i
considerem un element z ∈ K tal que z /∈ C. Es tracta d’arribar a contradicció.

Sigui m := inf{|z − α| : α ∈ C}. Es tracta de provar, en primer lloc, que existeix
un nombre complex α0 tal que m = |z − α0|; però això és senzill: donat un nombre real
positiu ε, el conjunt dels nombres complexos α per als quals |z−α| ≤ m+ε està inclòs en
la bola tancada de radi m+ ε+ |z| i centre a l’origen; la funció f(α) := |z − α|, definida
en aquest compacte, és una funció real i cont́ınua de manera que pren el seu mı́nim en un
cert punt α0 del disc; i això implica que m = |z − α0| per a un cert element α0 ∈ C.

En particular, podem canviar z per z−α0 de manera que obtenim un element z ∈ K−C
tal que |z| ≤ |z − α| per a tot α ∈ C. Observem que |z| > 0, ja que z /∈ C. Ara es tracta
de provar que per a tot nombre complex β tal que |β| < |z| és |z − β| = |z|. Per a això,
sigui n ∈ N i sigui ζ una arrel primitiva n-èsima de la unitat en C. A partir de la igualtat
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zn−βn = (z−β)(z−ζβ) · · · (z−ζn−1β), tenim que |z−β||z−ζβ| · · · |z−ζn−1β| ≤ |z|n+|β|n;
com que ζ iβ ∈ C, per a cada un dels factors se satisfà la desigualtat |z − ζ iβ| ≥ |z| i

obtenim la desigualtat |z|n−1|z − β| ≤ |z|n + |β|n = |z|n
(
1 +
|β|n

|z|n

)
, de manera que

|z − β| ≤ |z|
(
1 +
|β|n

|z|n

)
. Com que això se satisfà per a tot nombre natural n, podem

prendre ĺımit i obtenim la desigualtat |z − β| ≤ |z| per a tot nombre complex β tal que
|β| < |z|. I per l’elecció de z, és |z−β| = |z| per a tot nombre complex β tal que |β| < |z|.

En resum, hem provat que si C ⊊ K, aleshores podem trobar un element z ∈ K − C
per al qual se satisfan les dues condicions següents:

(a) per a tot β ∈ C és |z| ≤ |z − β|; i,

(b) per a tot β ∈ C tal que |β| < |z| és |z − β| = |z|.

Com que z /∈ C, la propietat (a) ens permet assegurar que |z| > 0 i podem considerar
qualsevol nombre complex β0 tal que |β0| < |z|. L’element z1 := z − β0 no pertany a
C i satisfà les mateixes condicions (a) i (b) que z, ja que la segona propietat es dedueix
de la primera, com hem vist més amunt. En conseqüència, se satisfan les condicions
z2 := z1 − β0 = z − 2β0 /∈ C, |z2| = |z| i |z2| ≤ |z2 − β| per a tot nombre complex β; per
inducció, per a tot enter k ≥ 1 obtenim que zk := z − kβ0 /∈ C, |zk| = |z| i |zk| ≤ |zk − β|
per a tot nombre complex β ∈ C.

Ara bé, tot nombre complex α es pot escriure en la forma kβ0 per a algun nombre
natural k ≥ 0 i algun nombre complex β0 tal que |β0| < |z|; en conseqüència, |z−α| = |z|
per a tot nombre complex α. I això és contradictori. En efecte, si això fos aix́ı, per a tota
parella de nombres complexos α, β obtindŕıem una desigualtat de la forma

|α− β| ≤ |α− z|+ |z − β| = 2|z|;

però si prenem α = 3|z| i β = 0, aleshores |α − β| = | 3|z| | = 3|z| > 2|z|, ja que z ̸= 0 i
| 3|z| | = 3|z| perquè 3|z| és real positiu i, en conseqüència, el seu valor absolut és l’usual.

La contradicció és conseqüència de la suposició que C ⊊ K, de manera que K = C,
que és allò que voĺıem provar. □

9.5 Cossos complets no arquimedians

El teorema d’Ostrowski caracteritza els cossos complets respecte d’un valor absolut ar-
quimedià. Però aquests no són els únics cossos complets que ens interessen. Entre els
cossos complets respecte de la topologia definida per un valor absolut n’hi ha una classe
especialment important des del punt de vista de l’Aritmètica: les complecions dels cossos
de nombres respecte dels valors absoluts p-àdics per als ideals primers no nuls p dels seus
anells d’enters. En aquesta secció es tracta d’estudiar-los. Per a això ens situarem en un
cas una mica més general.

Proposició 9.5.1. Siguin K un cos, v una valoració real de K i K̂ la compleció de
K respecte d’un valor absolut associat a la valoració v. Aleshores, existeix una única
valoració v̂ : K̂ −→ R ∪ {+∞} que estén la valoració v i tal que el valor absolut de K̂
com a cos compleció de K és associat a aquesta valoració. A més a més, el grup de valors
de v̂ coincideix amb el grup de valors de v.
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Demostració: Si convé, podem canviar el valor absolut de K per un d’equivalent
i, aix́ı, podem suposar que és definit per la fórmula |x| = e−v(x), per a tot element
x ∈ K; equivalentment, podem pensar que la valoració de K és definida per la fórmula
v(x) = − log |x|. Aquesta observació ens servirà per a definir una valoració real de K̂.

En efecte, donat α ∈ K̂, posem v̂(α) := − log |α|; aquesta fórmula defineix una aplicació

v̂ : K̂ −→ R ∪ {+∞} que estén la valoració v i, com que el valor absolut de K és no

arquimedià, el mateix succeeix amb el valor absolut de K̂, de manera que per a v̂ se safisfan
les propietats formals de valoració. Resta veure que el grup de valors de v̂ coincideix amb
el grup de valors, Γ, de v.

Per a això, donat α ∈ K̂, α ̸= 0, existeix una successió {an}n d’elements an ∈ K
tal que α = lim an, de manera que |α| = lim |an| ≠ 0, per definició del valor absolut

de K̂. En particular, {|an|}n és una successió convergent de nombres reals no negatius;
per tant, admet una parcial monòtona. En canviar, doncs, la successió {an}n per una
parcial adequada, podem suposar que {|an|}n és monòtona. I com que v̂(α) ∈ Γ equival
a v̂(α−1) ∈ Γ, canviem, si convé, α per α−1, i podem suposar que {|an|}n és decreixent.
Veiem que la successió {|an|}n és constant d’un lloc endavant. Si no fos aix́ı, prenem una
parcial de la successió {an}n de manera que podem suposar que la successió {|an|}n és
estrictament decreixent; és a dir, que per a tot nombre natural n és |an+1| < |an|. En
aquestes condicions, com que el valor absolut de K és no arquimedià, per a tot nombre
natural n se satisfà la igualtat |an−an+1| = |an|. Ara bé, la successió {an}n és de Cauchy
i, per tant, lim |an+1 − an| = 0; és a dir, |α| = lim |an| = 0. Però això contradiu el
fet que α ̸= 0. En conseqüència, la successió {|an|}n és constant d’un lloc endavant, de
manera que el seu ĺımit és aquesta constant; és a dir, existeix n ∈ N tal que |α| = |an| o,
equivalentment, v̂(α) = v(an) ∈ Γ i ja hem acabat. □

Observació 9.5.2. Hem provat que tot element no nul de K̂ es pot escriure com a ĺımit
d’una successió de Cauchy d’elements de K tal que el valor absolut dels seus termes és
constant. En particular, les unitats de l’anell Â són els ĺımits de successions de Cauchy
d’elements de K de valor absolut 1.

Corol.lari 9.5.3. Si la valoració v és discreta, aleshores la valoració v̂ és discreta. □

En el cas dels valors absoluts associats a valoracions discretes podem dir encara més.

Proposició 9.5.4. Siguin A un anell de valoració discreta, p = πA el seu ideal maximal,
K el seu cos de fraccions i K̂ la compleció de K respecte del valor absolut p-àdic. Siguin
Â := {x ∈ K̂ : |x| ≤ 1} i p̂ := {x ∈ K̂ : |x| < 1}. Aleshores,

(a) Â és un anell de valoració discreta amb ideal maximal p̂;

(b) per a tot nombre enter no negatiu n se satisfà la igualtat d’ideals p̂n = πnÂ;

(c) per a tot nombre enter n ≥ 1 hi ha un isomorfisme natural A/pn ∼= Â/p̂n; i

(d) Â és el ĺımit projectiu del sistema A/pn, és a dir, la compleció de A respecte de la
seva topologia p-àdica.

Demostració: La propietat (a) és immediata a partir de la proposició anterior, ja que Â
és l’anell de la valoració v̂ extensió de la valoració p-àdica de K i p̂ el seu ideal maximal.
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Per a veure (b) només cal observar que v̂(πn) = v(πn), de manera que πn genera la

potència n-èsima de l’ideal maximal p̂ de Â.

Veiem (c). Donat un element α ∈ Â− p̂ podem elegir una successió d’elements an ∈ Ap

de ĺımit α i de valor absolut |an| = 1. D’un lloc endavant, per als elements an se satisfan
relacions de la forma an+1 − an ∈ πA, ja que la successió {an}n és de Cauchy i, per tant,
d’un lloc endavant, |an+1 − an| és tan petit com vulguem. Això ens permet assegurar
que podem escriure la successió {an}n com la suma d’una successió constant formada per
un element de A de valor absolut 1 i una successió de Cauchy d’elements de p; per tant,
l’aplicació natural A/p −→ Â/p̂, que s’obté en factoritzar l’aplicació

A −→ Â −→ Â/p̂,

és exhaustiva. Com que p és, clarament, el nucli d’aquesta última aplicació, obtenim un
isomorfisme A/p ∼= Â/p̂. Això demostra el cas n = 1.

Per al cas n > 1, podem multiplicar la igualtat Â = A + p̂ per π; obtenim la igualtat
p̂ = πÂ = πA+πp̂ = πA+ p̂2; en substituir en l’anterior i tenir en compte que A+πA = A
obtenim la igualtat Â = A+ p̂2. I, recursivament, per a tot nombre natural n ≥ 1 obtenim
la igualtat Â = A + p̂n. A més a més, en tenir en compte les valoracions dels elements,
p̂n ∩ A = pn, de manera que el morfisme A/pn −→ Â/p̂n és un isomosfisme.

Resta demostrar (d). L’anell Â és un subanell topològic tancat de K̂, que és un anell
(cos) topològic complet; per tant, és un anell complet; de fet, com que A és un subanell

dens de Â, Â és la compleció de A respecte de la topologia p-àdica i, en conseqüència, és
el ĺımit projectiu dels anells quocient A/pn. □

Observació 9.5.5. En el cas dels anells d’enters dels cossos de nombres, o més general-
ment, en el cas que el cos residual de A és un cos finit, els anells residuals A/pn són anells
finits; per tant, són anells topològics discrets, compactes i Hausdorff. En conseqüència,
l’anell Â és un anell topològic compacte i Hausdorff per a la topologia p-àdica.

Per a acabar aquesta primera descripció dels cossos complets respecte d’un valor abso-
lut associat a una valoració discreta, el resultat següent ens proporciona una manera de
representar els seus elements. En efecte, considerem un sistema de representants R ⊆ A
del cos residual A/p.

Proposició 9.5.6. Si la valoració és discreta, tot element no nul x ∈ K̂ es pot escriure
de manera única com la suma d’una sèrie de Laurent

x =
∑
n≥n0

anπ
n,

on n0 és un nombre enter no necessàriament positiu, an ∈ R, i an0 ̸= 0.

Demostració: L’anell Â és el ĺımit projectiu dels anells quocient A/pn; per tant, si n0

denota la valoració p-àdica de x, l’element π−n0x ∈ Â es pot escriure com una successió
coherent (b0, b0 + b1π, . . . , b0 + b1π + · · ·+ bnπ

n, . . . ) d’elements de A/πnA, i els elements
bn es poden elegir en un sistema de representants de A/p. Dit d’una altra manera,
π−n0x és el ĺımit de la successió de sumes parcials de la sèrie, evidentment convergent,
b0 + b1π + · · ·+ bnπ

n + . . . ; només cal escriure an := bn+n0 . □
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Definició 9.5.7. Siguin K un cos de nombres i p un ideal primer de l’anell dels enters
de K. Escriurem Kp per denotar el cos compleció de K respecte del valor absolut discret
associat a la valoració p-àdica. En particular, Qp denota el cos dels nombres racionals
p-àdics; és a dir, la compleció de Q per a la valoració p-àdica. De la mateixa manera, Zp

designa l’anell dels enters de Qp; és a dir, l’anell de la valoració p-àdica de Qp o, si es vol,
la compleció de l’anell Z per a la topologia p-àdica.

9.6 Extensions finites de cossos complets no arqui-

medians

L’objectiu d’aquesta secció és l’estudi de les extensions del valor absolut d’un cos complet
no arquimedià a un cos extensió finita.

Sigui, doncs, K un cos complet respecte de la topologia definida per un valor absolut
no arquimedià, que denotarem per | |. Ens interessa parlar d’espais vectorials normats.

Definició 9.6.1. Sigui E un K-espai vectorial de dimensió finita, n. Una norma en E
(respecte del valor absolut de K) és una aplicació || || : E −→ R per a la qual se satisfan
les propietats següents:

(a) ||x|| ≥ 0;

(b) ||x|| = 0⇐⇒ x = 0;

(c) ||λx|| = |λ| ||x||; i

(d) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||,

per a qualsevol elecció d’elements x, y ∈ E i λ ∈ K.

En particular, l’aplicació d : E × E −→ R definida per la igualtat d(x, y) := ||y − x||
és una distància en E, invariant per translació, de manera que E és un K-espai vectorial
topològic.

Definició 9.6.2. Dues normes || ||1, || ||2 de E s’anomenen equivalents quan existeixen
constants reals positives C1, C2 tals que per a tot element x ∈ E se satisfan les desigualtats
C1||x||1 ≤ ||x||2 ≤ C2||x||1. Això és equivalent a dir que totes dues normes defineixen
distàncies equivalents.

Proposició 9.6.3. Sigui E un K-espai vectorial de dimensió finita, posem n. Totes les
normes de E sobre K són equivalents; en particular, totes són equivalents a la norma del

suprem: elegida una K-base {e1, . . . , en} de E, posem

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

xiei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ := max{|x1|, . . . , |xn|}.

Demostració: Exercici. □
Corol.lari 9.6.4. Sigui L|K una extensió finita de cossos, tal que K és complet respecte
de la topologia definida per un valor absolut no arquimedià. Aleshores, existeix un únic
valor absolut de L, llevat d’equivalència, que estén el valor absolut de K.

Demostració: Exercici. □
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9.7 Valors absoluts arquimedians d’un cos de nom-

bres

L’objectiu d’aquesta secció és la determinació d’un sistema de representants, mòdul equi-
valència, del conjunt de tots els valors absoluts arquimedians d’un cos de nombres K.

Sigui, doncs, K un cos de nombres. Si pensem K com a cos abstracte, i si denotem
per n := [K : Q] el seu grau absolut, com que l’extensió K|Q és separable i C és un cos
algebraicament tancat que conté Q, hi ha exactament n maneres diferents d’incloure K
en C. D’aquestes, n’hi ha unes quantes, diem r1, que tenen imatge dins R; s’anomenen les
immersions reals de K; les altres n−r1 són sempre en nombre parell i es poden agrupar en
r2 parelles, cada parella formada per una immersió σ i la immersió complexa conjugada
de σ, c ◦ σ, on c : C −→ C denota la conjugació complexa; s’anomenen les immersions
imaginàries deK. Amb aquesta definició de r1 i r2, podem escriure la igualtat n = r1+2r2;
a partir d’ara, indicarem les immersions de K en C de la manera següent: σ1, σ2, . . . , σr1
denotaran les immersions reals, σr1+1, σr1+2, . . . , σr1+r2 , un sistema de representants de les
parelles d’immersions no reals (σ, c ◦ σ), i σr1+r2+j = c ◦ σr1+j, per a 1 ≤ j ≤ r2, les altres
immersions imaginàries (cf. la secció 4.3).

Cada una de les immersions σ : K −→ C dóna lloc a un valor absolut arquimedià de
K, | |σ, de la manera següent: per a tot element x ∈ K, es defineix |x|σ := |σ(x)|, on
|z| := (zz)1/2 denota el valor absolut usual del nombre complex z. La comprovació dels
axiomes de valor absolut és immediata. Com que, per a tot nombre complex z és |z| = |z|,
una immersió σ i la immersió complexa conjugada de σ, c ◦ σ, defineixen el mateix valor
absolut. Es tracta de provar el resultat següent.

Proposició 9.7.1. Sigui K un cos de nombres. Per a cada nombre i, 1 ≤ i ≤ r1 + r2,
denotem per | |i := | |σi

, el valor absolut de K definit per la immersió σi. Aleshores, per
a i ̸= j els valors absoluts | |i i | |j no són equivalents i tot valor absolut arquimedià de K
és equivalent a un dels valors absoluts | |i.

Demostració: Sigui | | un valor absolut arquimedià de K. La restricció a Q d’aquest
valor absolut és un valor absolut arquimedià de Q; per tant, equivalent al valor absolut
usual. Canviant-lo, si convé, per una potència, podem suposar que | | és una extensió a
K del valor absolut usual de Q. En virtut del teorema d’Ostrowski, la compleció de K
respecte d’aquest valor absolut és un cos isomorf a R o bé a C. És a dir, si K̂ designa
aquesta compleció, hi ha un isomorfisme de cossos σ : K̂ −→ σ(K̂) ⊆ C que respecta el

valor absolut; és a dir, tal que per a tot element x ∈ K̂ és |x|2 = σ(x)σ(x). Com que K
és subcòs de la seva compleció, la restricció a K de σ és una immersió complexa de K i
se satisfà la igualtat |x| = |x|σ per a tot element x ∈ K. Resta demostrar que els valors
absoluts | |i, 1 ≤ i ≤ r1 + r2, són no equivalents.

La demostració d’aquest resultat està inclosa en la demostració del teorema de Dirichlet
d’estructura del grup de les unitats de l’anell dels enters d’un cos de nombres (cf. el teorema
4.6.1). En efecte, allà es prova que existeixen unitats u1, . . . , ur, on r := r1 + r2, tals que
|σi(uj)| ≤ 1 si i ̸= j i |σi(ui)| > 1, per a 1 ≤ i, j ≤ r1 + r2. Per tant, els valors absoluts
de K definits per aquestes immersions són no equivalents. □
Observació 9.7.2. De fet, per a aquesta darrera part, es prova un resultat que implica
aquest que s’acaba d’enunciar; es deixa com a exercici la comprovació dels detalls de la
implicació.
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Més generalment, suposem que K és un cos amb un valor absolut arquimedià | |;
canviant-lo, si convé, per un valor absolut equivalent, podem suposar que la restricció a
Q del valor absolut | | és el valor absolut usual de Q. En virtut del teorema d’Ostrowski,
la compleció de K respecte d’aquest valor absolut ha de ser un cos isomorf, com a cos
amb un valor absolut, al cos R o bé al cos C. Per tant, i com que K és subcòs de la seva
compleció, podem suposar que K és un subcòs de C i que el valor absolut | | de K és la
restricció del valor absolut usual de C.

Sigui L|K una extensió finita i denotem per n el seu grau; com que K és de carac-
teŕıstica zero i C és un cos algebraicament tancat que conté K, hi ha exactament n
maneres diferents d’incloure L en C. Cada una de les n K-immersions σ : L −→ C ens
permet definir un valor absolut arquimedià de L que estén el valor absolut | | de K; això
es pot fer per la fórmula |x|σ := |σ(x)|. I el cos L no té cap altre valor absolut arquimedià
que estengui el valor absolut | | de K que els definits d’aquesta manera. En efecte, si || ||
és un valor absolut de L que estén | |, hi ha un isomorfisme σ : L̂ −→ σ(L̂) ⊆ C de la

compleció de L respecte del valor absolut || || de manera que per a tot element x ∈ L̂ és
||x|| = |σ(x)|, on | | designa, aqúı, el valor absolut usual de C. La restricció de σ al cos L
ens proporciona una K-immersió de L en C i el valor absolut de L, com a restricció que
és del de L̂, és donat per la fórmula ||x|| = |σ(x)|, per a tot element x ∈ L.

En resum, hem demostrat el resultat següent.

Proposició 9.7.3. Siguin K un cos, | | un valor absolut arquimedià de K, i L|K una
extensió finita. Aleshores, existeix una immersió de K en C i tot valor absolut || || de L
que estén el de K és donat per una fórmula ||x|| = |σ(x)|, per a tot x ∈ L, on | | denota
una extensió a C fixa del valor absolut de K i σ una qualsevol de les K-immersions de L
en C. □

9.8 Extensió de valors absoluts discrets

Siguin K un cos de nombres i | | un valor absolut de K. La restricció a Q de | | és
equivalent a un dels valors absoluts de Q; per tant, o bé és el trivial, o bé és l’usual, o
bé és un valor absolut p-àdic per a un cert nombre primer p. Dit d’una altra manera, el
valor absolut de K és l’extensió d’algun dels valors absoluts de Q. Ja hem estudiat el cas
dels valors absoluts arquimedians; ara es tracta d’estudiar els altres. Comencem pel valor
absolut trivial.

Proposició 9.8.1. Sigui L|K una extensió algebraica qualsevol de cossos. L’únic valor
absolut de L que estén el valor absolut trivial de K és el trivial.

Demostració: Cal veure que per a tot element no nul x ∈ L és |x| = 1. Si xn ∈ K
per a algun enter n > 0, de la igualtat |x|n = |xn| = 1 es dedueix que |x| = 1; per
tant, podem suposar que xn /∈ K per a cap natural n ≥ 1. En aquest cas, però, x
satisfà una equació de la forma xn = g(x) per a algun polinomi g ∈ K[T ] de grau
menor que n. Suposem que |x| ̸= 1. La desigualtat triangular ens permet escriure

|x|n ≤ |a0|+ |a1||x|+ · · ·+ |an−1||x|n−1 ≤ 1+ |x|+ |x|2+ · · ·+ |x|n−1 =
|x|n − 1

|x| − 1
. Si |x| > 1,

obtenim la desigualtat |x|n(|x| − 1) ≤ |x|n − 1, d’on dedüım que |x|n(|x| − 2) ≤ −1 < 0 i,
per tant, |x| < 2. Com que, per a tot enter k ≥ 1 se satisfà la desigualtat |xk| = |x|k > 1,
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repetint l’argument obtenim que |x|k < 2; en conseqüència, i per pas al ĺımit, ha de ser
|x| ≤ 1; això contradiu el fet que |x| > 1. Si |x| < 1, canviem x per x−1 i arribem a la
mateixa contradicció. Per tant, ha de ser |x| = 1, com voĺıem demostrar. □

En conseqüència, si K és un cos de nombres i | | és un valor absolut no trivial i no
arquimedià de K, aleshores | | és l’extensió d’un dels valors absoluts p-àdics de Q. Per
tant, ens cal estudiar l’extensió dels valors absoluts discrets a cossos extensió finita.

Suposem, doncs, que A és un anell de valoració discreta, p el seu ideal maximal, i K
el seu cos de fraccions, i siguin L|K una extensió finita i B la clausura entera de A en L.
Podem descriure fàcilment algunes extensions del valor absolut p-àdic de K a L.

Per a començar, observem que B és un anell de Dedekind, de manera que podem
escriure pB = Pe1

1 Pe2
2 · · ·P

eg
g la descomposició de l’ideal p en B. Els anells localitzats de

B en els ideals Pi són anells de valoració discreta que dominen A, i la valoració Pi-àdica

de L, normalitzada de manera que el grup de valors sigui
1

ei
Z, és una extensió de la

valoració p-àdica de K. Per tant, per a cada ideal primer de B que divideix p obtenim un
valor absolut en L que estén el valor absolut p-àdic de K. Es tracta de veure que, llevat
d’equivalència, aquests són els únics valors absoluts de L que estenen el valor absolut
p-àdic de K. Concretament, se satisfà el resultat següent.

Proposició 9.8.2. Sigui L|K una extensió finita de cossos i suposem que K és el cos
de fraccions d’un anell de valoració discreta A amb ideal maximal p. Aleshores, tot valor
absolut de L que estén el valor absolut p-àdic de K és un dels valors absoluts Pi-àdics,
on Pi són tots els ideals maximals de la clausura entera de A en L. A més a més, per a
Pi ̸= Pj els valors absoluts Pi-àdic i Pj-àdic de L no són equivalents.

Demostració: Suposem que | | és un valor absolut de L que estén el valor absolut p-àdic
de K. Aleshores | | és no arquimedià i podem considerar l’anell A′ := {x ∈ L : |x| ≤ 1},
que és un anell de valoració amb ideal maximal P′ := {x ∈ L : |x| < 1}. Clarament,
l’anell A′ domina l’anell local A, que és l’anell de la valoració p-àdica de K. En particular,
A′ conté la clausura entera de A en L; és a dir, A′ conté B. En efecte, si x ∈ B no fos de
A′, aleshores x−1 ∈ P′ i a partir d’una relació de dependència entera de x de coeficients
en A, obtindŕıem una igualtat de la forma

1 =
n−1∑
i=0

ai(x
−1)n−i, ai ∈ A,

de manera que 1 ∈ P′, contradicció. Si demostrem que A′ és el localitzat de B en un dels
ideals primers Pi, obtindrem que A′ és l’anell de la valoració Pi-àdica i, en conseqüència,
que el valor absolut de L és equivalent al valor absolut Pi-àdic. Sigui Pi la contracció
de P′ a B. L’anell localitzat de B en Pi, posem Bi, també és un subanell de A′, ja que
els elements de B que no estan en Pi són invertibles en A′. Això ens permet dir que A′

és un anell de valoració que domina l’anell de valoració discreta Bi; Per tant, A
′ = Bi, ja

que els anells de valoració discreta són els subanells maximals del seu cos de fraccions; en
efecte, si π és un generador de l’ideal maximal de Bi, aleshores L = B[π−1], i qualsevol
subanell de L que conté estrictament Bi conté π

−1.

Per últim, els valors absoluts Pi-àdics de L són no equivalents dos a dos, ja que
valoracions equivalents d’un cos L tenen associat el mateix anell de valoració. □
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Corol.lari 9.8.3. Sigui K un cos de nombres. Els valors absoluts no equivalents de K
són el trivial, els valors absoluts arquimedians associats a les r1 immersions reals de K,
els valors absoluts arquimedians associats a les r2 parelles d’immersions imaginàries de
K, i els valors absoluts p-àdics associats als diferents ideals primers no nuls p de l’anell
dels enters de K. □

Convé normalitzar els valors absoluts d’un cos de nombres K de la manera següent.
El valor absolut arquimedià donat per una immersió real σ : K −→ R, es normalitza
per |x|σ := |σ(x)|, on | | és el valor absolut usual de R, i el valor absolut arquimedià
donat per una immersió imaginària σ : K −→ C, es normalitza per |x|σ := |σ(x)|2, on | |
és el valor absolut usual de C, encara que, de fet, | |2 no és un valor absolut perquè no
satisfà la desigualtat triangular. D’altra banda, el valor absolut no arquimedià associat a
un ideal primer no nul p de l’anell dels enters de K, es normalitza per |p|p = p−1/ef , on
e := e(p|p) i f := f(p|p) són l’́ındex de ramificació i el grau residual absoluts de l’ideal
primer p sobre la seva contracció pZ a Z. Això s’aconsegueix si definim |π|p := p−1/f , per
a un generador π de l’ideal maximal de l’anell de la valoració p-àdica de K. Amb aquestes
normalitzacions se satisfà una fórmula del producte anàloga a la del cas K = Q.

Teorema 9.8.4 (Fórmula del producte). Sigui P (K) el conjunt format per tots els valors
absoluts de K normalitzats com més amunt. Aleshores, per a tot element no nul x ∈ K
el conjunt dels elements p ∈ P (K) tals que els valors absoluts |x|p són diferents de 1 és
un conjunt finit i se satisfà la igualtat∏

p∈P(K)

|x|p = 1.

Demostració: Per a la primera part no hi ha res a provar, ja que la factorització de
l’ideal fraccionari principal engendrat per x només conté una quantitat finita d’ideals
primers p de l’anell d’enters A de K. Per a la segona part, és a dir, per a la fórmula del
producte, sigui πp un generador de l’ideal primer extensió de p a l’anell localitzat de A en
p. Observem, en primer lloc, que podem escriure la igualtat∏

p∈P(K)

|x|p =
∏

p∈P(Q)

∏
p|p

|x|p,

on la divisibilitat d’elements de P (Q) per elements de P (K) cal entendre-la com a extensió
de valors absoluts. Fixem-nos en els valors absoluts arquimedians de K i de Q. Se satisfà
la igualtat∏

σ|∞

|x|σ =
∏
σ real

|σ(x)|
∏

σ imaginària

|σ(x)|2 =
∏
σ real

|σ(x)|
∏

σ imaginària

|σ(x)||σ(x)| = |N(x)|∞,

on N denota la norma de l’extensió K|Q i | |∞ el valor absolut usual en C. A més a més,

per a tot ideal primer p de l’anell d’enters de K se satisfà la igualtat |x|p = |πvp(x)
p |p, de

manera que |x|p = |πp|vp(x)p = p−f(p|p)vp(x) = |pf(p|p)|vp(x)p = |N(p)|vp(x)p . D’altra banda, si
prescindim del signe, la norma de x es pot escriure en la forma

N(x) = N

 ∏
p primer

∏
p|p

pvp(x)

 =
∏

p primer

∏
p|p

N(p)vp(x);
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però el valor absolut p-àdic del producte
∏
p|ℓ

N(p)vp(x) quan ℓ ̸= p és 1, ja que aquest

producte només és divisible per potències de ℓ. Per tant, |N(x)|p =

∣∣∣∣∣∣
∏
p|p

N(p)vp(x)

∣∣∣∣∣∣
p

. Això

ens permet escriure, finalment, la cadena d’igualtats

∏
p primer

∏
p|p

|x|p =
∏

p primer

∏
p|p

|N(p)|vp(x)p =
∏

p primer

∣∣∣∣∣∣
∏
p|p

N(p)vp(x)

∣∣∣∣∣∣
p

=
∏

p primer

|N(x)|p .

En conseqüència, si afegim el producte per als valors absoluts arquimedians i tenim en
compte la fórmula del producte per a Q, i que N(x) ∈ Q, obtenim la fórmula desitjada.
□

9.9 Ramificació i compleció

Siguin L|K una extensió de cossos de nombres, B|A l’extensió corresponent dels seus
anells d’enters, P un ideal primer no nul de B, i escrivim p := P ∩ A la seva contracció
a A. Hem definit anteriorment l’́ındex de ramificació e(P|p) i el grau residual f(P|p), i
hem vist que aquests invariants es poden calcular a partir de la localització dels anells en
l’ideal p. És a dir, que els invariants de ramificació es poden calcular localment.

D’altra banda, acabem d’aprendre a considerar les complecions dels cossos de nombres
en els ideals primers no nuls dels seus anells d’enters. En particular, hem après a construir
cossos LP, compleció de L respecte del valor absolut P-àdic de L i Kp, compleció de K
respecte del valor absolut p-àdic de K. A més a més, els cossos LP i Kp, són els cossos de
fraccions de les complecions dels anells de valoració discreta localitzats de B en P i de A
en p, respectivament. Ens podem preguntar si hi ha alguna relació natural, i quina, entre
els nombres de ramificació dels ideals P i p i les complecions dels anells.

Lema 9.9.1. Existeix una única immersió de Kp en LP, de manera que LP és un cos
extensió de Kp. A més a més, l’extensió LP|Kp és una extensió finita.

Demostració: Comencem per adonar-nos del fet que LP és un cos complet que conté
K, ja que conté L, i que la restricció a K del valor absolut de LP és el valor absolut de
K; per tant, LP conté la compleció de K respecte del seu valor absolut; és a dir, LP conté
Kp.

D’altra banda, podem considerar α ∈ L un element primitiu de l’extensió L|K. Ales-
hores, obtenim la cadena d’inclusions de cossos Kp ⊆ Kp(α) ⊆ LP; i Kp(α) és un Kp-espai
vectorial de dimensió finita menor o igual que el grau de l’extensió L|K generat per les
potències de α. Per tant, Kp(α), amb la restricció del valor absolut de LP, és un Kp-espai
vectorial normat de dimensió finita; en particular, Kp(α) és complet per a la topologia
definida pel valor absolut de LP. Ara bé, tot espai mètric complet és tancat, de manera
que Kp(α) és un tancat que conté L, i que està inclòs en LP; com que LP és la compleció
de L, L és dens en LP, de manera que LP = Kp(α); en conseqüència, l’extensió LP|Kp és
finita de grau menor o igual que el grau de l’extensió L|K. □
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Observació 9.9.2. No cal pensar, però, que el grau és el mateix per a tots els valors
absolutsP-àdics per als primersP que divideixen p. De fet, això depèn de com descompon
el polinomi Irr(α,K)(X) en el cos Kp i de quin factor prenem com a Irr(α,Kp)(X).

En particular, l’anell B̂P, compleció de B en P, és un anell de valoració discreta

complet que domina Âp; no només això, sinó que B̂P és la clausura entera de Âp en LP.
Per a veure-ho, només cal demostrar que hi ha una única extensió a LP del valor absolut
p-àdic de Kp. En efecte, ara disposem d’una extensió finita de cossos de fraccions d’anells
de valoració discreta de manera que l’anell de LP domina l’anell de Kp; en particular, la

clausura entera de Âp en LP és un subanell de B̂P, i aquest darrer anell n’és un localitzat.
Però l’únic ideal primer de la clausura entera que divideix p̂ és l’ideal p̂, ja que per ser Kp

complet, hi ha una única extensió del seu valor absolut; per tant, la clausura entera és un
anell local i, en conseqüència, coincideix amb el seu localitzat B̂P.

D’altra banda, ja hem vist que els cossos residuals es conserven per compleció; en
particular, el grau residual es conserva per compleció; és a dir, f(P|p) = f(P̂|p̂). A més a
més, hem vist que la valoracióP-àdica de L, normalitzada de manera que el grup de valors

sigui
1

e
Z, on e := e(P|p), és l’extensió a L de la valoració p-àdica de K, normalitzada

de manera que el seu grup de valors és Z; per tant, l’́ındex de ramificació es pot veure
com l’́ındex del grup de valors de la valoració p-àdica en el grup de valors de la valoració
P-àdica; o equivalentment, com l’́ındex del grup de valors del valor absolut p-àdic en el
grup de valors del valor absolut P-àdic; com que aquests grups no canvien per compleció,
obtenim que l’́ındex de ramificació es pot calcular com l’́ındex de ramificació en els anells
compleció.

D’altra banda, en el cas dels cossos complets també se satisfà la fórmula

g∑
i=1

eifi = n,

ja que les extensions residuals coincideixen. Per tant, i com que ara només hi ha un
ideal primer que divideix l’ideal primer de l’anell base, obtenim la fórmula [LP : Kp] =
e(P|p)f(P|p).

Proposició 9.9.3. Si l’extensió L|K és de Galois de grup de Galois G, aleshores l’extensió
LP|Kp també és de Galois i el grup de Galois és el grup de descomposició G−1(P|p).

Demostració: Sigui σ ∈ G−1 := G−1(P|p). Com que LP és la compleció de L en
P, σ s’estén per continüıtat a un automorfisme de LP, de manera única. A més a més,
la seva restricció a Kp és la identitat, ja que és l’extensió a Kp de la identitat de K.
Dit d’una altra manera, tot element de G−1 dóna lloc a un element de Gal (LP|Kp); i
dos elements diferents de G−1 donen lloc a elements diferents del grup de Galois, ja que
actuen diferent en L ⊆ LP. Però acabem de veure que el grau de l’extensió LP|Kp és
exactament el producte e(P|p)f(P|p), que és l’ordre del grup de descomposisió G−1; per
tant, G−1(P|p) ∼= Gal (LP|Kp), com voĺıem demostrar. □

Observació 9.9.4. No és cert, en general, que tot element de G s’estengui per continüıtat
a un automorfisme de LP; de fet, s’estén per continüıtat a un isomorfisme de LP en Lσ(P),
ja que la topologia P-àdica es transforma en la σ(P)-àdica.

Corol.lari 9.9.5. En la mateixa situació de la proposició anterior, els grups de ramificació
superior coincideixen amb els de l’extensió B|A.
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Demostració: Només cal tenir en compte que els anells quocient BP/P
n es conserven

per compleció i aplicar la definició. □
Ens interessa, ara, mirar-nos més de prop les complecions dels cossos de nombres en

els ideals primers dels seus anells d’enters. Per a això és còmode disposar del resultat
següent, que es pot entendre com una versió del Lema de Hensel.

Proposició 9.9.6 (Lema d’aixecament d’idempotents). Siguin A un anell de valoració
discreta, K el seu cos de fraccions, i p = πA el seu ideal maximal, i suposem que K és
complet per a la topologia p-àdica. Sigui B una A-àlgebra (anell commutatiu) completa
per a la topologia p-àdica; és a dir, suposem que per a tota successió {an}n d’elements
de B tal que per a tot nombre natural n sigui an+1 − an ∈ πnB, existeix un element
a ∈ B de manera que a − an ∈ πnB, també per a tot nombre natural n. Suposem que
e1 ∈ B/πB és un element idempotent. Aleshores, existeix un element idempotent E1 ∈ B
tal que e1 = E1 + πB. Si e1, e2 ∈ B/πB són idempotents ortogonals, aleshores existeixen
idempotents ortogonals E1, E2 ∈ B tals que ei = Ei + πB.

Demostració: Observem la identitat polinòmica següent, vàlida a tot anell B, no ne-
cessàriament commutatiu, i per a tot nombre natural n:

1 =
(
X + (1−X)

)2n
=

2n∑
i=0

(
2n

i

)
X2n−i(1−X)i;

i considerem el polinomi de coeficients enters

fn(X) :=
n∑

i=0

(
2n

i

)
X2n−i(1−X)i

(atenció al ĺımit superior del sumatori!). Se satisfan les congruències

fn(X) ≡ 0 (mod Xn),

fn(X) ≡ 1 (mod (1−X)n),

de manera que, també,

fn+1(X) ≡ 0 ≡ fn(X) (mod Xn),

fn+1(X) ≡ 1 ≡ fn(X) (mod (1−X)n);

i, per tant,
fn+1(X) ≡ fn(X) (mod Xn(1−X)n). (9.9.1)

D’altra banda,
fn(X) ≡ 0 ≡ fn(X)2 (mod Xn),

fn(X) ≡ 1 ≡ fn(X)2 (mod (1−X)n),

d’on es dedueix que
fn(X) ≡ fn(X)2 (mod Xn(1−X)n). (9.9.2)

Apliquem aquestes identitats al nostre problema. Donat l’idempotent e1 ∈ B/πB,
considerem un element qualsevol b ∈ B tal que e1 = b + πB. Com que e1 = e21, se
satisfà que b(1 − b) = b − b2 ∈ πB i, en elevar a n, que bn(1 − b)n ∈ πnB. La propietat
(9.9.1) ens permet assegurar que la successió d’elements de B, {fn(b)}n, és de Cauchy i,
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en conseqüència, convergent en B. Sigui E1 ∈ B un ĺımit d’aquesta successió; aleshores,
la propietat (9.9.2) ens permet assegurar que l’element E1 és un idempotent de B; i com
que fn(X) ≡ f1(X) ≡ X (mod X(1 − X)), també fn(b) ≡ b (mod πB), de manera que
e1 = E1 + πB.

Per a la segona part, considerem els idempotents e1, e2, e1+e2 de B/πB; podem trobar
un idempotent E ∈ B tal que E + πB = e1 + e2 i elegir un element qualsevol a ∈ B de
manera que a+πB = e1; sigui b := EaE. Aleshores, b+πB = (e1+e2)e1(e1+e2) = e1, per
l’ortogonalitat de e1 i e2; en conseqüència, b2 − b ∈ πB i, en repetir l’argument anterior,
E1 := lim fn(b) és un idempotent de B tal que E1 + πB = e1. Com que E és idempotent,
i per definició de b, obtenim les igualtats bE = b = Eb, d’on dedüım que, per a tot
nombre natural n ≥ 1, se satisfan les igualtats fn(b)E = fn(b) = Efn(b). Per tant, en el
ĺımit, E1E = E1 = EE1. Sigui E2 := E − E1; aquesta propietat i el fet que E i E1 són
idempotents, ens permeten assegurar que també ho és E2, que, a més a més, és ortogonal
amb E1, i se satisfà E2 + πB = e2, com voĺıem provar. □
Corol.lari 9.9.7 (Lema de Hensel). Siguin A un anell de valoració discreta, K el seu
cos de fraccions, p ⊆ A l’ideal maximal, K := A/p el cos residual, i suposem que K
és complet per a la topologia p-àdica. Sigui F (X) ∈ A[X] un polinomi mònic i sigui
f(X) = g(X)h(X) una factorització de F (X) en K[X] amb g(X), h(X) primers entre
si. Aleshores, existeixen polinomis G(X), H(X) ∈ A[X] tals que g(X), h(X) són les
reduccions mòdul p dels polinomis G(X), H(X), respectivament, i F (X) = G(X)H(X).

Demostració: Sigui B := A[X]/(F (X)); com que F és mònic, B és una A-àlgebra lliure
de rang n := gr(F (X)). A més a més, B és una A-àlgebra completa per a la topologia
p-àdica, ja que aquesta topologia coincideix amb la topologia producte de An; per tant,
podem aplicar la proposició. L’àlgebra B/pB es pot calcular en la forma següent:

B/pB ∼= A[X]/(p, F (X)) ∼= K[X]/(f(X)) ∼= K[X]/(g(X))×K[X]/(h(X)),

i podem considerar els elements idempotents e1 := (1, 0), e2 := (0, 1) que corresponen a
aquesta descomposició de B/pB. Siguin E1, E2 ∈ B idempotents ortogonals de B tals que
E1+E2 = 1; l’existència la garanteix la demostració de la proposició, ja que podem triar E
com qualsevol idempotent de B que redueixi a la suma e1+ e2. Aleshores B, com a anell,
és la suma directa B = BE1⊕BE2. Sigui α ∈ B la imatge de X. El polinomi caracteŕıstic
de α en B és F (X), ja que B = A[X]/(F (X)); d’altra banda, és el producte dels polinomis
caracteŕıstics de α en cada un dels factors BEi. Aquests polinomis, posem G′(X), H ′(X),
són mònics i, llevat del producte per una unitat del quocient B/p, redueixen als polinomis
g(X), h(X); per tant, si multipliquem G′(X) per una unitat convenient de A i H ′(X) per
la seva inversa, obtenim els polinomis G(X), H(X) que voĺıem. □
Corol.lari 9.9.8. En la mateixa situació del lema de Hensel, si F (X) té una arrel simple
mòdul p, aleshores té una arrel simple en A.

Demostració: És suficient prendre g(X) := X − b, on b és una arrel simple de F (X)
mòdul p. □
Corol.lari 9.9.9. Per a tot nombre priner p, el cos dels nombres racionals p-àdics, Qp,
conté les arrels (p− 1)-èsimes de la unitat.

Demostració: En efecte, el cos residual és exactament Fp, el cos de les arrels (p − 1)-
èsimes de la unitat. Per tant, el polinomi Xp−1−1 ∈ Zp[X] té p−1 arrels simples diferents
mòdul p. □
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9.10 Lema de Krasner

Com que Fp només conté les arrel (p − 1)-èsimes de la unitat, el cos Qp no pot contenir
totes les arrels de la unitat; de fet, només conté les arrels (p − 1)-èsimes de la unitat, si
p ̸= 2, i les arrels quadrades, 1,−1, si p = 2. En conseqüència, un cos complet respecte
d’un valor absolut no arquimedià no ha de ser necessàriament algebraicament tancat. En
aquesta secció es tracta d’estudiar la clausura algebraica d’un cos complet respecte d’un
valor absolut no arquimedià.

Sigui K un cos complet respecte d’un valor absolut no arquimedià. Ja hem fet notar
abans que si L|K és una extensió finita, aleshores hi ha una única extensió a L del valor
absolut de K i que L és complet respecte d’aquest valor absolut. Aquest resultat té una
conseqüència immediata.

Corol.lari 9.10.1. Sigui K una clausura algebraica fixa de K. Aleshores, existeix una
única extensió del valor absolut de K a un valor absolut de K.

Demostració: Siguin L1|K, L2|K subextensions finites de K|K; la restricció a L1 ∩L2

dels valors absoluts de Li extensió del valor absolut de K és la mateixa, en virtut de la
unicitat de l’extensió del valor absolut de K a una extensió finita. Per tant, podem definir
en K un valor absolut prenent com a valor absolut d’un element x ∈ K el valor absolut
|x|, on | | denota l’extensió a K(x) del valor absolut de K. La comprovació dels axiomes
de valor absolut és immediata. Per a la unicitat, només cal tenir en compte que aquest
valor absolut està determinat pel valor absolut en les subextensions finites, i aquest és
únic. □

Corol.lari 9.10.2. Sigui α un element algebraic sobre K. Per a tota K-immersió σ de
K(α) en K és |σ(α)| = |α|. En particular, si n := [K(α) : K], és |α| = |N(α)|1/n, on
|N(α)| és el valor absolut original de K.

Demostració: Sigui L|K una clausura normal de K(α)|K; si σ és un K-automorfisme
de L, podem definir un valor absolut en L que estén el valor absolut de K per la fórmula
|x|σ := |σ(x)|, per a tot element x ∈ L; la unicitat del valor absolut de L ens permet
assegurar que |σ(α)| = |α|. Això demostra la primera part i, en conseqüència, de la
igualtat

|N(α)| =
∏
σ

|σ(α)|,

obtenim la segona. □
En general, donat un cos K i una extensió monògena finita, K(α)|K, no hi ha criteris

per a obtenir altres elements primitius per a l’extensió K(α)|K. El lema de Krasner
proporciona un d’aquests criteris en el cas que K és complet respecte d’un valor absolut
no arquimedià.

Proposició 9.10.3 (Lema de Krasner). Siguin α, β ∈ K tals que α és separable sobre
K(β). Suposem que per a tots els conjugats, σ(α) ̸= α, de α sobre K, se satisfà que
|β − α| < |σ(α)− α|. Aleshores, α ∈ K(β).

Demostració: Sigui τ unaK(β)-immersió deK(α, β) enK. Per la unicitat de l’extensió
del valor absolut de K, se satisfà la igualtat |β−τ(α)| = |τ(β−α)| = |β−α|; per tant, per
a totaK-immersió σ deK(α) enK, σ ̸= id, se satisfà la desigualtat |β−τ(α)| < |σ(α)−α|.
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En conseqüència, |τ(α)−α| ≤ max(|τ(α)−β|, |β−α|) < |σ(α)−α|. Però això ens permet
assegurar que τ(α) = α, de manera que τ és la identitat en K(α, β). Això és dir que
K(α, β) ⊆ K(β), de manera que α ∈ K(β), com voĺıem provar. □

Observació 9.10.4. En particular, quan per a β ∈ K(α) se satisfan les desigualtats
|β − α| < |σ(α)− α|, aleshores K(β) = K(α).

El lema de Krasner admet una formulació més útil a la pràctica. Abans, però, esta-
blirem alguns resultats previs. Si f := a0 + a1X + · · · + anX

n ∈ K[X] és un polinomi
qualsevol, posarem |f | := max(|a0|, . . . , |an|). El resultat següent generlitza el correspo-
nent, ben conegut, del cas complex per al valor absolut arquimedià.

Lema 9.10.5. Sigui g := b0 + b1X + · · ·+ bnX
n ∈ K[X], amb bn ̸= 0, i sigui β ∈ K una

arrel de g. Aleshores, |β| ≤ max(|b0b−1
n |, . . . , |bn−1b

−1
n |, 1).

Demostració: Si β = 0, no hi ha res a provar. Si |β| < 1, ja hem acabat; en cas
contrari, |β−1| < 1 i podem escriure la igualtat

|β| = |b−1
n ||b0β1−n + b1β

2−n + · · ·+ bn−2β
−1 + bn−1|,

d’on es dedueix que |β| ≤ max(|bi||bn|−1|βi+1−n| : 0 ≤ i ≤ n− 1), d’on la desigualtat que
voĺıem, ja que |β−1| < 1. □

Observació 9.10.6. En particular, si g és mònic, aleshores |β| ≤ |g|.

Siguin α1, . . . , αn totes les arrels de f , i suposem que f, g són mònics. Suposem que
|f − g| < ε < 1; aleshores, |g| = |f +(g− f)| ≤ max(|f |, ε) = |f |, ja que 1 és un coeficient
de f i, per tant, |f | ≥ 1; en virtut del lema, les arrels de g estan fitades per |f |. En
conseqüència, si β és una arrel de g, les potències 1, β, . . . , βn−1, estan fitades per |f |n−1;
per tant, |f(β)| = |f(β)− g(β)| < |f |n−1ε. És a dir, si g és a prop de f , el valor de f en
una arrel β de g és a prop de zero; per tant, la continüıtat de les funcions polinòmiques
ens permet assegurar que β és a prop d’una arrel de f , diem α := α1. En particular, la
distància de β a les altres arrels (diferents de α) de f és fitada inferiorment.

Entre els polinomis g tals que |f − g| < ε, sempre n’hi ha de separables, ja que la
condició d’inseparabilitat d’un polinomi g és donada per l’anul·lació del resultant de g
(cf. [Tra 2020]) i el seu derivat, g′, que és una condició polinòmica en els coeficients de
g i, per tant, aquest resultant no pot ser idènticament nul en un entorn obert de f .
En efecte, podem identificar el conjunt dels polinomis mònics de K[X] i de grau n amb
l’espai vectorial normat Kn amb la norma del suprem; aleshores, els polinomis g tals que
|g− f | < ε formen la bola oberta de radi ε d’aquest espai normat, mentre que la condició
d’anul·lació del resultant defineix una hipersuperf́ıcie en Kn; per tant, un subespai de
dimensió estrictament inferior. Cal tenir en compte que K no pot ser finit, ja que l’únic
valor absolut possible en un cos finit és el valor absolut trivial perquè està format per
arrels de la unitat.

Aquesta propietat ens permet assegurar que si r és la multiplicitat de α com a arrel
de f , aleshores hi ha exactament r arrels de g que s’apropen a α i mantenen distància
fitada inferiorment amb les altres arrels de f ; en efecte, en cas contrari podŕıem construir
una successió de polinomis separables g amb tantes arrels que s’apropen a α com les del
polinomi g de partida i de ĺımit f ; per pas al ĺımit, α no podria ser de multiplicitat r.



9.10. Lema de Krasner 145

En resum, si g és un polinomi proper a f , el nombre d’arrels de g properes a α coincideix
amb la multiplicitat de α com a arrel de f .

Una conseqüència d’això és la següent formulació del lema de Krasner.

Proposició 9.10.7. Siguin f(X), g(X) ∈ K[X] polinomis mònics i del mateix grau, i
suposem que f(X) és irreductible i separable i que |f − g| és petit. Aleshores, g també és
irreductible. A més a més, per a tota arrel α de f en K existeix una arrel β de g tal que
K(β) = K(α).

Demostració: Com que f és separable, si g és prou a prop de f aleshores g és separable
i les seves arrels s’apropen a les de f . Ara, si β és una arrel de g prou a prop de l’arrel α de
f , el lema de Krasner ens permet assegurar que K(α) ⊆ K(β); com que [K(α) : K] = n i
g és mònic de grau n, se satisfà la igualtat i, en conseqüència, g també és irreductible. □

Una aplicació senzilla i, alhora, interessant, és el resultat següent.

Corol.lari 9.10.8. Sigui L un cos extensió finita de Qp. Aleshores, existeix un cos de
nombres K, inclòs en L, de grau [K : Q] = [L : Qp], i dens en L. En particular, L = KQp.

Demostració: Siguin α un element primitiu de l’extensió L|Qp i f(X) := Irr(α,Qp)(X).
Qualsevol polinomi g prou proper a f té una arrel β que defineix la mateixa extensió
L|Qp; i per ser Q dens en Qp, podem prendre g de coeficients racionals. Aleshores, podem
prendre K := Q(β) i, clarament, és L = Qp(β) = KQp. La densitat de K en L es dedueix
del fet que la compleció de K en l’ideal contracció al seu anell d’enters de l’ideal primer
de L conté K i Qp, de manera que conté L = Qp(β); però essent L complet, L ha de
contenir aquesta compleció; per tant, L és la compleció de K en un cert ideal del seu anell
d’enters, de manera que K és dens en L. □

Observació 9.10.9. En particular, tot cos L extensió finita de Qp és la compleció d’un
cos de nombres K respecte de la topologia definida per la valoració p-àdica associada a
un ideal primer no nul p de l’anell d’enters de K; i com que L conté la compleció de Q
respecte de la topologia p-àdica, aquest ideal primer ha de dividir pZ.

Com a aplicació del lema de Krasner podem establir l’existència, per a cada n donat,
de només un nombre finit d’extensions d’un cos p-àdic de grau n. Per a centrar una mica
més la qüestió, observem que els cossos algebraicament tancats no tenen extensions finites
no trivials, que els cossos finits tenen exactament una extensió de grau n per a cada enter
n ≥ 1, i que els cossos de nombres tenen un conjunt infinit d’extensions de cada grau
n > 1. Els cossos extensió finita de Qp ocupen un lloc intermedi, des d’aquest punt de
vista, entre els cossos finits i els cossos de nombres.

Proposició 9.10.10. Sigui K|Qp una extensió finita. Donat un enter n > 1, el conjunt
de les extensions de K de grau n incloses en una clausura algebraica fixa de Qp és finit.

Demostració: Si L|K és una extensió finita, i si A i B són els anells dels enters de
K, L, respectivament, podem elegir un element primitiu β de L|K tal que β ∈ B. A
més a més, si [L : K] = n, el polinomi irreductible Irr(β,K)(X) pertany a A[X]. Podem
identificar, però, el conjunt dels polinomis mònics de A[X] de grau n amb l’espai topològic
An. Ara, el lema de Krasner ens permet obtenir un recobriment obert de An assignant
a cada punt de An un entorn de manera que tots els polinomis de l’entorn defineixin la
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mateixa extensió de K; com que A és un anell compacte, aquest recobriment admet un
subrecobriment finit, de manera que tota extensió de K de grau n és determinada per
un polinomi elegit entre un conjunt finit de possibilitats (per exemple, els centres de les
boles obertes determinades pel subrecobriment finit). És a dir, hi ha només un nombre
finit d’extensions finites L|K de grau donat n. □

Observació 9.10.11. Notem que, en el cas dels cossos de nombres, els teoremes de finitud
són basats en l’estudi de la geometria dels nombres; més concretament, en el teorema de
Minkowski (cf.4.2.4) que, alhora, es basa en propietats de compacitat. En aquest cas
dels cossos p-àdics, la finitud també es basa en propietats de compacitat.

9.11 El cos Cp

Hem constrüıt un cos compleció de Q per al valor absolut p-àdic; per tant, ja estem en
disposició de fer-hi anàlisi amb prou solvència. Però el cos no és algebraicament tancat.
I la clausura algebraica de Qp no és pas complet (cf.més avall). Ara ja podem construir
l’anàleg del cos C dels nombres complexos per a la topologia p-àdica. Recordem que
busquem construir un cos complet i algebraicament tancat.

Notem, en primer lloc, que Qp no és algebraicament tancat. En efecte, les úniques
arrels de la unitat de Qp d’ordre primer amb p són les arrels (p− 1)-èsimes de la unitat,
en virtut del lema de Hensel; per tant, Qp no pot ser algebraicament tancat.

D’altra banda, si considerem una clausura algebraica de Qp, Qp, i estenem el valor

absolut p-àdic a aquest cos de l’única manera que podem fer-ho, obtenim que Qp no és
complet. En efecte, això es dedueix immediatament del resultat següent.

Lema 9.11.1. Per a tot enter n ≥ 1 sigui an ∈ Qp l’element definit de la manera següent:

an :=

{
ζn, si p no divideix n,

1, si p divideix n,

on ζn designa una arrel primitiva n-èsima de la unitat en Qp. Aleshores, la sèrie
∑
n≥1

anp
n

no és convergent en Qp, però, en canvi, satisfà la condició de Cauchy.

Demostració: Com que els coeficients an són arrels de la unitat, se satisfà immedia-
tament que |an| = 1 per a tot n ≥ 1; per tant, anp

n tendeix a zero per al valor absolut
p-àdic; és a dir, la successió de sumes parcials de la sèrie satisfà la condició de Cauchy,
ja que el valor absolut és no arquimedià. Suposem que la sèrie és convergent en Qp; es
tracta d’arribar a contradicció. Sigui α la suma de la sèrie; aleshores, α és algebraic sobre
Qp i, en conseqüència, existeix un cos K, extensió finita de Qp, tal que α ∈ K. Anem a
veure, per inducció, que K conté tots els coeficients an de la sèrie. En efecte, suposem
que K conté els coeficients a1, . . . , an−1. Si n és divisible per p, aleshores an = 1 ∈ K i ja
hem acabat; en cas contrari, podem considerar l’element β ∈ K definit per la igualtat

pnβ = α−
n−1∑
m=0

amp
m.
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Clarament, β ≡ an = ζn (mod p). Apliquem el lema de Hensel: el polinomi Xn − 1 és
separable en una clausura algebraica del cos residual de K, ja que aquest cos residual és
una extensió finita de Fp, el cos residual de Qp; en conseqüència, les arrels n-èsimes de la
unitat són totes diferents en Fp. D’altra banda, la reducció de β és una arrel de Xn−1 en
el cos residual de K; per tant, l’anell de la valoració de K conté una arrel de Xn − 1 que
coincideix mòdul p amb β; en conseqüència, K conté una arrel primitiva n-èsima de la
unitat i, per tant, an ∈ K. Però això és contradictori; en efecte, si an ∈ K per a tot enter
n ≥ 1, aleshores K contindria una infinitat d’arrels de la unitat d’ordre no divisible per
p; com que aquestes arrels són diferents en Fp, el cos residual de K hauria de ser infinit
i, en canvi, és una extensió finita de Fp. □

Definició 9.11.2. Denotarem per Cp la compleció de Qp respecte del valor absolut p-àdic.

Ara obtenim un cos complet; però, algebraicament tancat? La resposta és afirmativa.

Proposició 9.11.3. El cos Cp, compleció de Qp respecte del valor absolut p-àdic, és
algebraicament tancat.

Demostració: Es tracta de veure que tot element algebraic sobre Cp ja pertany a
Cp. Siguin, doncs, α un element algebraic sobre Cp i f(X) := Irr(α,Cp)(X) ∈ Cp[X] el
polinomi mònic irreductible que té α com a arrel. Com que Qp és dens en Cp, podem

elegir un polinomi g(X) ∈ Qp[X] tal que |f − g| sigui tan petit com vulguem. Aleshores,
|g(α)| = |g(α)−f(α)| és tan petit com vulguem: en particular, g té una arrel més propera
a α que els conjugats de α (diferents de α); si la designem per β ∈ Qp, el lema de Krasner

ens permet assegurar que α ∈ Cp(β); però com que β ∈ Qp ⊆ Cp, és Cp(β) = Cp, de
manera que α ∈ Cp, com voĺıem demostrar. □

Aix́ı, disposem d’un cos algebraicament tancat i complet per a la topologia p-àdica.
De vegades se l’anomena el cos dels nombres complexos p-àdics.

Observació 9.11.4. Si es repassa la construcció de la compleció d’un cos dotat d’un
valor absolut i se suposa que aquest cos és numerable o bé té cardinal menor o igual que
la potència del continu, hom s’adona que el cos compleció és de cardinal potència del
continu. D’altra banda, el pas d’un cos no finit a una clausura algebraica no modifica el
cardinal. En conseqüència, el cos Cp és de cardinal la potència del continu. En particular,
és la clausura algebraica d’un cos extensió transcendent pura de Q amb una base de
transcendència de cardinal la potència del continu, igual que C. Per tant, Cp és isomorf
a C com a cos; però només com a cos!, no com a espai topològic!

Anàlogament, també Qp és algebraicament tancat i de cardinal la potència del continu;
per tant, també! és isomorf a C i a Cp com a cos; però no com a espai topològic: en un
cas, perquè la topologia no és arquimediana; en l’altre cas, perquè no és complet.

9.12 Funcions p-àdiques

Aquesta secció es dedica a la introducció i l’estudi d’algunes funcions p-àdiques. Con-
cretament, de les funcions exponencial i logaŕıtmica. Començarem per estudiar la funció
exponencial.
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Definició 9.12.1. Anomenarem exponencial la sèrie de potències

exp(X) :=
∑
n≥0

1

n!
Xn ∈ Q[[X]].

Si pensem en C amb la topologia usual, la sèrie exponencial té radi de convergència
+∞, de manera que defineix una funció a tot C. En el cas de Cp això no és pas d’aquesta

manera. De fet, ni tan sols és convergent en la bola unitat. En efecte, notem que p
−1
p−1 < 1

i que se satisfà el resultat següent.

Lema 9.12.2. El radi de convergència de la sèrie exponencial en Cp és p
−1
p−1 .

Demostració: Fixat un nombre natural n, la valoració p-àdica de n! és donada per la
fórmula

vp(n!) =
∑
i≥1

[
n

pi

]
.

En efecte, la quantitat de nombres enters entre 1 i n que són divisibles per pi és exactament

la part entera del quocient n/pi; per tant, el sumand

[
n

pi

]
afegeix una unitat per a cada un

d’aquests nombres enters; però les altres i−1 unitats ja han estat afegides en els sumands[
n

pj

]
per a j < i. Ara, les desigualtats

[
n

pi

]
≤ n

pi
, permeten escriure immediatament que

vp(n!) ≤
∑
i≥1

n

pi
<

n

p− 1
.

D’altra banda, per a pi ≤ n < pi+1 i per a 1 ≤ j ≤ i podem escriure que
n

pj
− 1 ≤

[
n

pj

]
,

de manera que, per a tot nombre natural i ≥ 1, és
n

p
+ · · · + n

pi
− i ≤ vp(n!); però se

satisfà la desigualtat

n

p
+ · · ·+ n

pi
− i = n

p− 1
− np−i

p− 1
− i > n− p

p− 1
− log n

log p
,

on log indica aqúı el logaritme real usual (en qualsevol base). Per tant, obtenim les
desigualtats

n− p
p− 1

− log n

log p
< vp(n!) <

n

p− 1

que, en termes de valor absolut p-àdic normalitzat de manera que |p| = p−1, podem

escriure en la forma p−
1

p−1 < |n!|1/n < p−
1− p

n
p−1

+ logn
n log p . En prendre ĺımit, obtenim la igualtat

p−
1

p−1 = lim |n!|1/n, ja que lim p−
1− p

n
p−1

+ logn
n log p = p−

1
p−1 ; i la fórmula d’Hadamard per al

càlcul del radi de convergència d’una sèrie de potències ens permet assegurar que el radi

de convergència de la sèrie exp(X) en Cp és p
−1
p−1 . □

En conseqüència, podem definir la funció exponencial p-àdica en el disc obert de radi

p
−1
p−1 de Cp; és una funció que pren valors en Cp i que satisfà les propietats usuals de

l’exponencial

exp(x+ y) = exp(x) exp(y), exp(−x) = exp(x)−1,
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sempre que x, y estan en el disc de convergència. En efecte, això es dedueix immediata-
ment del fet que la sèrie exponencial, com a tal sèrie formal, satisfà les dues propietats
enunciades.

Observació 9.12.3. En particular, té sentit parlar de exp(p), si p ̸= 2 i de exp(4) quan
p = 2, però no en té parlar de exp(1), per exemple. Encara que podŕıem definir exp(1)
com una arrel p2-èsima de exp(p2), això no donaria una definició uńıvoca de exp(1), sinó
només mòdul el producte per una arrel primitiva p-èsima de la unitat.

Definició 9.12.4. Anomenarem sèrie logaritme la sèrie de potències

log(1 +X) :=
∑
n≥1

(−1)n+1

n
Xn ∈ Q[[X]].

Anàlogament, se satisfà la propietat formal

log(1 +X) + log(1 + Y ) = log(1 +X + Y +XY ) = log((1 +X)(1 + Y )),

aix́ı com els fets que exp(log(1 + X)) = 1 + X i log(exp(X)) = X; aquestes propietats
tenen sentit a nivell formal ja que podem substituir les sèries que no tenen terme constant.
Recordem que el radi de convergència de la sèrie logaritme en C és 1. Això succeeix també
en el cas de Cp.

Proposició 9.12.5. El radi de convergència en Cp de la sèrie logaritme és 1.

Demostració: Per a tot nombre enter n ≥ 1 i per a la valoració p-àdica de n se satisfan

les desigualtats 0 ≤ vp(n) ≤
log n

log p
, de manera que la fórmula d’Hadamard ens permet

concloure com abans. □
En conseqüència, podem definir una funció en el disc obert de Cp de radi 1 per la

fórmula

logp(1 + x) :=
∑
n≥1

(−1)n+1

n
xn.

Anomenarem a aquesta funció el logaritme p-àdic. Se satisfan les propietats formals del
logaritme que hem indicat més amunt, sempre que x, y pertanyin al disc de convergència.
De totes maneres, podem estendre el logaritme a una funció definida en tot Cp

∗. Però,
per a això, convé estudiar, prèviament, l’estructura del grup multiplicatiu Cp

∗.

Proposició 9.12.6. Siguin W el grup de les arrels de la unitat d’ordre no divisible per
p, i U1 := {x ∈ Cp : |x− 1| < 1}, la bola oberta de radi 1 i centre en 1 de Cp. Aleshores,
U1 és un subgrup multiplicatiu de Cp

∗ i Cp
∗ admet una descomposició en producte directe

de la forma
Cp

∗ = pQ ×W × U1,

on pQ indica un subgrup de Cp
∗ isomorf al grup additiu dels nombres racionals i format

per les potències racionals de p.

Demostració: Cal definir precisament el subgrup pQ. De fet, per a cada nombre racional
r, podem prendre el nombre real positiu pr, que és un nombre algebraic; si ara prenem
una immersió de Q en Cp, obtenim un subgrup de Cp

∗, pQ, ja que en R∩Q se satisfan les
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igualtats prps = pr+s per a tota parella de nombres racionals r, s. Observem, però, que el
subgrup pQ no està definit de manera canònica: depèn de la immersió de Q en Cp.

Sigui α ∈ Cp
∗. Com que Qp és dens en Cp, podem prendre a ∈ Qp de manera que

|a| = |α|; com que el grup de valors de la valoració real de Qp extensió de la valoració
p-àdica de Qp és exactament Q, el valor absolut de a és una potència racional de p. Dit
d’una altra manera, existeix r ∈ Q tal que |α| = pr; però, com que pr ∈ Cp té valor
absolut p−r, obtenim que |αpr| = 1; és a dir, podem escriure tot element de Cp com el
producte d’un element de pQ per un element de valor absolut 1 de manera única, ja que pr

és determinat de manera única en pQ pel valor absolut de α. Resta veure que el subgrup
de Cp

∗ format pels elements de valor absolut 1 és el producte directe de W i U1.

Sigui, doncs, α ∈ Cp
∗ un element de valor absolut 1; igual que abans, podem prendre

un element a ∈ Qp tal que |α − a| < 1, de manera que |a| = |α| = 1. En particular, a és

un element invertible de l’anell de valoració Zp de Qp; per tant, a és congru a una arrel de
la unitat d’ordre no divisible per p mòdul l’ideal de la valoració, ja que aquest cos residual
és, clarament, un subcòs de Fp (de fet és tot Fp), per ser la reunió (ĺımit inductiu) dels

cossos residuals de les extensions finites de Qp. És a dir, existeix un element ω ∈ W tal
que |a−ω| < 1; en conseqüència, també |α−ω| < 1 i, per tant, |αω−1−1| < 1. Dit d’una
altra manera, podem trobar una arrel de la unitat d’ordre no divisible per p tal que α és
el producte d’aquesta arrel de la unitat per un element de U1; i l’arrel de la unitat està
determinada uńıvocament per la seva reducció mòdul l’ideal de la valoració; per tant, la
descomposició és única i el resultat desitjat queda provat. □

Corol.lari 9.12.7. Existeix una única funció logp definida en Cp
∗ que satisfà les propietats

següents:

(a) logp(p) = 0;

(b) per a tota parella d’elements α, β ∈ Cp
∗, és logp(αβ) = logp(α) + logp(β); i

(c) per a tot element α ∈ Cp tal que |α| < 1, logp(1 +α) és donat per la suma de la sèrie
de potències log(1 +X) en X = α.

Demostració: Com que, en subsituir X per 0 a la sèrie, tenim que logp(1) = 0, la
propietat (b) obliga que logp(ω) = 0 per a tota arrel de la unitat, ω. Per tant, les
condicions (a) i (b) obliguen que el logaritme sigui nul en el subgrup pQ×W . Aix́ı, en tenir
en compte l’estructura de Cp

∗ que acabem de provar, només cal definir logp en U1; però
això ja està fet per la sèrie de potències, que determina el valor logp(x) = logp(1+(x−1))
per a |x− 1| < 1; és a dir, per a x ∈ U1. □

Tot i que se satisfan les propietats formals exp(log(1+X)) = 1+X i log(exp(X)) = X,
no podem afirmar que això sigui aix́ı per a les funcions p-àdiques corresponents; de fet,

això només succeeix en el disc obert |x| < p
−1
p−1 . Observem que aquest és el domini de

convergència de la funció exp. Per a veure aquest fet necessitarem estudiar una mica més
les funcions exp i logp.

Lema 9.12.8. Si |x| < p
−1
p−1 , aleshores | logp(1 + x)| = |x|. Si |x| = p

−1
p−1 , aleshores

| logp(1 + x)| ≤ |x|.

Demostració: Per a tot nombre enter n ≥ 1 se satisfà la desigualtat |n| ≥ 1/n, ja que
n|n| = np−vp(n) ∈ N − {0}. A més a més, si 1 ≤ n < p, aleshores |n| = 1. Per tant, per
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a |x| < p
−1
p−1 és |x| < 1 i

∣∣∣∣xnn
∣∣∣∣
{
= |x|n−1|x| < |x|, si 2 ≤ n < p,

< np
1−n
p−1 |x| ≤ |x|, si n ≥ p,

ja que la successió de

terme general np
1−n
p−1 és decreixent per a n ≥ p i val 1 per a n = p. En conseqüència, i

com que el valor absolut és no arquimedià, totes les sumes parcials
k∑

n=1

(−1)n+1

n
xn són de

valor absolut igual a |x|, que és el del primer sumand; és a dir, logp(1+x) és el ĺımit d’una
successió de Cauchy d’elements del tancat definit per la condició |x′| = |x|. Com que Cp

és un espai mètric complet, tot subconjunt tancat és complet i el ĺımit de la successió

pertany a aquest tancat. Això demostra que | logp(1 + x)| = |x|, en el cas que |x| < p
−1
p−1 .

En el cas que la hipòtesi sigui |x| ≤ p
−1
p−1 , les desigualtats estrictes de més amunt es

converteixen en ≤, de manera que l’argument continua essent vàlid en la bola tancada de
radi |x|; per tant, obtenim el resultat enunciat. □
Corol.lari 9.12.9. Per a |x| < p

−1
p−1 és logp(exp(x)) = x i exp(logp(1 + x)) = 1 + x.

Demostració: Ja sabem que les igualtats se satisfan a nivell de sèries formals de
potències; per tant, només cal comprovar la convergència. Ara, com que per a tot natural

n és vp(n!) <
n

p− 1
, la hipòtesi ens permet assegurar que

∣∣∣∣xnn!
∣∣∣∣ < 1 per a tot n ≥ 1, de

manera que

exp(x)− 1 =
∑
n≥1

1

n!
xn

convergeix a un element de valor absolut menor estricte que 1. En efecte, la bola oberta de
radi 1 és un subgrup topològic additiu obert, de manera que és tancat. En conseqüència,
exp(x) i logp(exp(x)) són convergents, de manera que se satisfà la propietat desitjada
logp(exp(x)) = x.

D’altra banda, el lema anterior ens permet assegurar on la sèrie exp(logp(1 + x)) és

convergent, ja que |x| < p
−1
p−1 implica que | logp(1 + x)| = |x|; per tant, l’altra igualtat. □

Observació 9.12.10. Sempre que l’exponencial és convergent, se satisfà la igualtat
logp(exp(x)) = x; però això no és cert per a l’altra igualtat. En efecte, si prenem ζ
una arrel p-èsima primitiva de la unitat i fem x := ζ − 1, aleshores |ζ − 1| < 1, de manera
que logp(ζ) és convergent; ara bé, logp(ζ) = 0, ja que ζ és una arrel de la unitat, de
manera que exp(logp(ζ)) = exp(0) = 1, però 1 ̸= ζ.

Com a corol·lari del lema, podem obtenir de manera senzilla els zeros de la funció
logaritme.

Corol.lari 9.12.11. Sigui x ∈ Cp
∗ qualsevol. Condició necessària i suficient perquè sigui

logp(x) = 0 és que x sigui el producte d’una arrel de la unitat per una potència racional
de p.

Demostració: La suficiència ja està vista en l’extensió de la funció logaritme a tot Cp
∗.

Per a la necessitat, i tenint en compte l’estructura de Cp
∗, podem suposar que x = 1 + y

amb |y| < 1. Aleshores, existeix un nombre natural n0 tal que per a tot nombre natural

n ≥ n0 és |y|pn < p
−1
p−1 . Podem escriure la igualtat

xp
n − 1 = (1 + y)p

n − 1 =

pn−1∑
i=1

(
pn

i

)
yi + yp

n

;
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com que tots els coeficients binòmics del sumatori són divisibles per p, i com que |y| < 1,
tots aquests sumands tenen valor absolut menor o igual que |py|; però |py| < |p| = p−1 ≤
p

−1
p−1 , de manera que, per l’elecció de n, |xpn−1| < p

−1
p−1 . Apliquem el lema de més amunt:

| logp(xp
n
)| = |xpn − 1|, que és nul per la hipòtesi que logp(x) = 0; per tant, xp

n
= 1; és a

dir, x és una arrel de la unitat. □



Caṕıtol 10

Formes quadràtiques p-àdiques

Un dels temes habituals d’estudi dels cursos bàsics de geometries lineal o projectiva és el
tractament de les còniques i les quàdriques; és a dir, de les formes quadràtiques, sobre els
cossos R o C, de les quals se n’acostuma a fer una classificació. A la pràctica, però, sovint
es tenen equacions sobre el cos dels nombres racionals. I una pregunta natural a fer-se en
aquest context és: per què no es fa la classificació sobre el cos dels nombres racionals?

Aquest caṕıtol posa les bases per a què, en el següent, poguem fer aquesta classificació.
De fet, un dels ingredients principals de la classificació sobre Q és el teorema de Hasse-
Minkowski (cf.11.3.1), que permet fer ús de la classificació sobre R i sobre tots els cossos
p-àdics, Qp, per a obtenir la classificació sobre Q.

Aix́ı, doncs, dediquem aquest caṕıtol a la classificació de les formes quadràtiques sobre
els cossos p-àdics.

10.1 Espais quadràtics

L’objectiu d’aquesta secció és recordar el concepte i les propietats més elementals de les
formes quadràtiques sobre un cos de caracteŕıstica diferent de 2. Siguin, doncs, K un cos
de caracteŕıstica diferent de 2, i V un espai vectorial de dimensió finita, n, sobre K.

Definició 10.1.1. Una forma quadràtica en V és una aplicació q : V −→ K tal que

(a) per a tot element λ ∈ K i tot vector v ∈ V és q(λv) = λ2q(v); i

(b) l’aplicació B : V ×V −→ K definida per B(v1, v2) := q(v1+ v2)− q(v1)− q(v2) és una
forma bilineal.

La parella (V, q) s’anomena un espai quadràtic de dimensió n sobre K.

Com que car(K) ̸= 2, té sentit considerar l’aplicació bilineal simètrica definida per la

fórmula β(v1, v2) = v1 · v2 :=
1

2
B(v1, v2). Se satisfà la igualtat v · v = q(v), de manera

que hi ha una bijecció entre el conjunt de les formes quadràtiques sobre V i el conjunt de
les formes bilineals simètriques sobre V ; l’aplicació inversa assigna a cada forma bilineal
simètrica β la forma quadràtica q(v) := β(v, v). De fet, tant un conjunt com l’altre són
espais vectorials de manera natural i aquesta aplicació és un isomorfisme entre aquests
espais vectorials.

153
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Definició 10.1.2. Si (V1, q1), (V2, q2) són dos espais quadràtics de dimensió finita sobre
K, un morfisme d’espais quadràtics, o morfisme mètric, de (V1, q1) en (V2, q2) és una
aplicació K-lineal φ : V1 −→ V2 tal que per a tot vector v1 ∈ V1 és q2(φ(v1)) = q1(v1).

En aquest cas, se satisfà la igualtat φ(v1) · φ(v′1) = v1 · v′1, per a tota parella (v1, v
′
1)

d’elements de V1.

Definició 10.1.3. Siguin q1, q2 formes quadràtiques. Direm que q1 i q2 són equivalents,
i escriurem q1 ∼ q2, quan els espais quadràtics (V1, q1) i (V2, q2) són isomorfs; és a dir,
quan existeix un isomorfisme φ : V 1 −→ V2 tal que q2(φ(v1)) = q1(v1) per a tot element
v1 ∈ V1.

En particular, la dimensió de l’espai quadràtic (V, q) és un invariant de la classe d’e-
quivalència de la forma quadràtica q.

Definició 10.1.4. Sigui {e1, . . . , en} una K-base arbitrària de V . S’anomena matriu de
q en la base {e1, . . . , en} la matriu de la forma bilineal β associada a la forma quadràtica
q en aquesta base; és a dir, és la matriu quadrada de n files que té coeficients els elements
de K, ai,j := ei · ej. S’anomena també la matriu de la mètrica.

Donat un vector x := x1e1 + · · ·+ xnen, amb x1, . . . , xn ∈ K, podem escriure

q(x) =
n∑

i=1

ai,ix
2
i + 2

∑
i<j

ai,jxixj;

o, en forma matricial, q(x) = (x)t(ai,j)(x), on (x) és la matriu columna formada per les
coordenades de x en la base {ei} i (x)t = (x1, . . . , xn) la matriu transposada de la matriu
(x). Aix́ı, si {e′1, · · · , e′n} és una altra base i P ∈ GL(n,K) és la matriu del canvi de base
(és a dir, la matriu dels vectors e′i expressats en la base {ei}), aleshores la matriu de q en
aquesta base és la matriu (a′i,j) = P t(ai,j)P . En particular, el determinant de la matriu
(ai,j), pensat com a element de K, no és pas un invariant de la forma quadràtica ni de la
seva classe d’equivalència; però śı que ho és si el pensem mòdul el quadrat d’un element
no nul de K; en efecte, se satisfà la igualtat det(a′i,j) = det(ai,j) detP

2.

Definició 10.1.5. S’anomena discriminant de q el determinant de la matriu (ai,j) pensat

com a element de {0} ∪K∗/K∗2. El denotarem per disc(q). És un invariant de la classe
d’equivalència de la forma quadràtica.

La dimensió i el discriminant no són, però, suficients per a descriure les classes d’e-
quivalència de formes quadràtiques. En efecte, les dues formes quadràtiques de K3, X2

i X2 + Y 2 tenen discriminant nul, però no són pas equivalents; per exemple, perquè un
canvi de base no modifica el rang de la matriu de la mètrica i totes dues matrius tenen
rang diferent. Per tant, cal afegir encara més invariants per a determinar completament
el conjunt de classes d’equivalència de formes quadràtiques sobre un cos K. Veurem més
endavant que aquests tres invariants, dimensió, discriminant i rang, són suficients per a
classificar les formes quadràtiques sobre un cos algebraicament tancat. Ara ens interessa
aprofundir una mica en l’estudi del rang.

Definició 10.1.6. Sigui (V, q) un espai quadràtic. Dos vectors v, w ∈ V s’anomenen
ortogonals, i s’escriu v ⊥ w, quan v ·w = 0; un vector s’anomena isòtrop quan és ortogonal
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a si mateix; un vector s’anomena totalment isòtrop quan és ortogonal a tot altre vector
de V . Un subespai vectorial W ⊆ V s’anomena isòtrop quan tots els seus elements són
isòtrops. S’anomena radical de (V, q), o bé nucli de (V, q), el subconjunt de V format pels
vectors totalment isòtrops.

En general, donat un subconjunt arbitrari S ⊆ V , el conjunt

S⊥ := {v ∈ V : v ⊥ w, per a tot w ∈ S}

és un subespai vectorial de V que s’anomena l’ortogonal de S; en conseqüència, el radical
és l’ortogonal de tot l’espai vectorial V . Donat un subespai vectorial arbitrari W ⊆ V ,
podem considerar el seu dual W ∗ i l’aplicació lineal fW : V −→ W ∗ que associa a cada
element v ∈ V la forma lineal de W definida per w 7→ v · w; el nucli d’aquesta forma
lineal és l’ortogonal de W . El cas particular W = V dóna el radical de (V, q). Si tenim
en compte l’expressió matricial de la forma bilineal associada a q, ens adonem de seguida
que la matriu de fV en una base de V i la seva dual en V ∗ és exactament la mateixa que
la matriu de la mètrica; per tant, el rang de la matriu de la mètrica és la codimensió del
radical. En particular, condició necessària i suficient perquè el radical de V sigui nul és
que disc(q) ̸= 0.

Definició 10.1.7. Una forma quadràtica q, i també l’espai quadràtic (V, q), s’anomena
no degenerada o no singular quan disc(q) ̸= 0.

Observació 10.1.8. En general no és cert que la restricció a un subespai vectorial d’una
forma quadràtica no degenerada sigui una forma quadràtica no degenerada. Per exemple,
la forma quadràtica de K2 de matriu

S :=

[
1 0
0 −1

]
és clarament no degenerada, però la seva restricció al subespai generat pel vector (1, 1) és
la forma nul·la.

Observació 10.1.9. D’altra banda, una forma quadràtica no degenerada pot tenir una
base formada per vectors isòtrops; per exemple, la forma de K2 donada per la matriu S
de més amunt admet la matriu

H :=

[
0 1
1 0

]
en la base {(1, 1), 1

2
(1,−1)}.

Definició 10.1.10. Un espai quadràtic s’anomena un pla hiperbòlic quan admet una base
formada per dos elements isòtrops e1, e2 tals que e1 · e2 ̸= 0.

Observació 10.1.11. En particular, en la base e1,
1

(e1 · e2)
e2, la matriu de la forma

quadràtica és la matriu H de més amunt; per tant, un pla hiperbòlic és de dimensió 2, és
no degenerat, i té discriminant −1.

Proposició 10.1.12. Sigui (V, q) un espai quadràtic no degenerat i suposem que V conté
un element isòtrop no nul, v. Aleshores, V conté un pla hiperbòlic que conté v.
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Demostració: Com que V és no degenerat, existeix un element x ∈ V tal que v · x ̸= 0

(en cas contrari, v seria del radical de V ). Posem w := x − (x · x)
2(v · x)

v; aleshores, w és

isòtrop i v · w = v · x ̸= 0; per tant, W := ⟨v, w⟩ és un pla hiperbòlic que conté v. □

Notació 10.1.13. Una forma quadràtica en un espai de dimensió 1 sempre és de la forma
q(v) = ax2, per a un cert element a ∈ K. En efecte, elegida una base de V , si x designa
la coordenada de v en aquesta base, podem escriure q(v) = ax2 per a un cert element
a ∈ K; i un canvi de base modifica a multiplicant-lo pel quadrat d’un element no nul de
K; aquest element a, doncs, està definit mòdul quadrats de K∗; escriurem q = ⟨a⟩.

10.2 Diagonalització

En aquesta secció es tracta d’estudiar la reducció de les formes quadràtiques amb els ulls
posats en la seva classificació; especialment, en el càlcul del rang. Considerem, doncs, un
espai quadràtic (V, q) de dimensió finita, n, sobre un cos K de caracteŕıstica diferent de 2.

Definició 10.2.1. Es diu que una base {e1, e2, . . . , en} de (V, q) és ortogonal quan se
satisfan les igualtats ei · ej = 0, si i ̸= j.

Si {e1, e2, . . . , en} és una base ortogonal de (V, q), aleshores la matriu de la mètrica
en aquesta base és una matriu diagonal. Rećıprocament, si la matriu de la mètrica en
una base és diagonal, aleshores la base és ortogonal. En particular, el nombre de zeros
que apareixen a la diagonal és la dimensió del radical, ja que els vectors de la base
que corresponen a aquests zeros són vectors totalment isòtrops i en nombre igual a la
dimensió del radical, que és la codimensió d’aquesta matriu. Es tracta de veure que
sempre existeixen bases ortogonals. Per a això comencem per la definició següent.

Definició 10.2.2. S’anomena suma ortogonal dels dos espais quadràtics (V1, q1) i (V2, q2)
l’espai quadràtic (V1 ⊕ V2, q) on q és la forma quadràtica definida, per a v1 ∈ V1, v2 ∈ V2,
arbitraris, per la igualtat q(v1 + v2) := q(v1) + q(v2). Escriurem V1 ⊥ V2 per a indicar la
suma ortogonal i, anàlogament, q1 ⊥ q2.

Si (V, q) és un espai quadràtic i W és un subespai qualsevol, aleshores W és ortogonal
al radical de (V, q); per tant, qualsevol suplementari de rad(V ) com a subespai vectorial és
ortogonal a rad(V ). En conseqüència, (V, q) descompon en suma ortogonal de rad(V ) i un
suplementari qualsevol. A més a més, és clar a partir de la definició que el rang de la suma
ortogonal és la suma de rangs, de manera que el rang del suplementari sempre és màxim;
és a dir, la restricció de la forma quadràtica q a un suplementari qualsevol de rad(V ) és una
forma quadràtica no degenerada. No només això, sinó que dos suplementaris qualssevol
de rad(V ) són isomètrics. En efecte, si V = V1 ⊥ rad(V ) = V2 ⊥ rad(V ), donat v1 ∈ V1
podem escriure v1 de manera única en la forma v1 = v2 + v′ amb v2 ∈ V2 i v′ ∈ rad(V );
aleshores, q(v1) = q(v2) i l’assignació v1 7→ v2 defineix una isometria de V1 en V2.

Definició 10.2.3. Sigui a ∈ K. Direm que la forma quadràtica q representa a, i escriurem
q → a, quan existeix un vector no nul v ∈ V tal que q(v) = a.

Corol.lari 10.2.4. Siguin q una forma quadràtica i a ∈ K∗ un element no nul de K.
Condició necessària i suficient perquè q representi a és que q representi ab2, per a tot
element b ∈ K∗. □
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El pas clau de la diagonalització de formes quadràtiques el proporciona el resultat
següent.

Proposició 10.2.5. Siguin (V, q) un espai quadràtic i a ∈ K∗ un element no nul de K.
Condició necessària i suficient perquè q representi a és que q descompongui com a suma
ortogonal de la forma quadràtica ⟨a⟩ i una certa forma quadràtica q′.

Demostració: Clarament, la forma quadràtica ⟨a⟩ ⊥ q′ representa a; vegem el rećıproc.
Sigui V1 un suplementari de rad(V ); aleshores la restricció a V1 de q, posem q1, és no
degenerada; com que a ̸= 0, la condició q → a és equivalent a q1 → a; per tant, podem
suposar que q és no degenerada.

Suposem, doncs, que q → a i que q és no degenerada. Sigui v ∈ V tal que q(v) = a.
Aleshores, la restricció de q a Kv és la forma quadràtica ⟨a⟩ i Kv ∩Kv⊥ = (0), ja que v
no és un vector isòtrop. A més a més, com que q és no singular, la dimensió de Kv⊥ és la
codimensió de Kv, de manera que Kv+Kv⊥ = V ; i com que Kv és ortogonal a Kv⊥, és
Kv ⊥ Kv⊥ = V , de manera que la restricció q′ de q a Kv⊥ és la forma que necessitàvem.
□

Corol.lari 10.2.6. Tota espai quadràtic admet una base ortogonal; és a dir, tota forma
quadràtica (sobre un cos de caracteŕıstica diferent de 2) és diagonalitzable.

Demostració: Per inducció sobre el rang de la forma; si rang(q) = 1, el resultat és
trivial. Si el suposem cert fins a dimensió n− 1, podem prendre un element no nul a ∈ K
tal que q → a, de manera que q = ⟨a⟩ ⊥ q′, per a una certa forma de rang rang(q) − 1.
Per hipòtesi d’inducció, la forma q′ és diagonalitzable, i clarament ⟨a⟩ ho és. Per tant, la
seva suma ortogonal és diagonalitzable, ja que el vector v que representa a és ortogonal
al subespai suplementari de ⟨v⟩. □

És a dir, si escrivim ⟨a1, . . . , an⟩ per a designar la forma quadràtica suma ortogonal
de les formes quadràtiques de rang 1, ⟨ai⟩, tota forma quadràtica q és equivalent a una
forma quadràtica del tipus ⟨a1, . . . , an⟩, on els elements ai ∈ K poden ser repetits o nuls.

Observació 10.2.7. Hom podria haver demostrat aquest resultat d’una manera molt més
senzilla. En efecte, podŕıem haver ensenyat el mètode de Gauss de completar quadrats
per a la reducció d’una forma quadràtica a una suma de quadrats. Hem fet aquesta
demostració a fi de posar de manifest fets que ens seran d’utilitat més endavant.

10.3 Teorema de Witt

Acabem de provar que tota forma quadràtica sobre un cos de caracteŕıstica diferent de 2
és equivalent a una forma quadràtica diagonal; és a dir, a una forma quadràtica del tipus
⟨a1, . . . , an⟩. En conseqüència, per a fer la classificació de les formes quadràtiques podem
limitar-nos a classificar les formes quadràtiques diagonals. El teorema de simplificació de
Witt proporcionarà el pas inductiu per a aquesta classificació.

D’altra banda, ja hem vist que la dimensió i el rang són invariants associats a cada classe
d’equivalència de formes quadràtiques; per tant, podem suposar fixats aquests invariants;
igualment, si convé, podem suposar fixat el discriminant com a element de {0}∪K∗/K∗2,
ja que el discriminant també és un invariant de la classe d’equivalència.
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El fet que dos suplementaris qualssevol del radical siguin isomètrics fa que puguem
reduir-nos a classificar espais quadràtics no singulars. En efecte, si (V, q) i (V ′, q′) són es-
pais quadràtics isomètrics, els seus radicals són isomorfs i, en conseqüència, suplementaris
de rad(V ) i rad(V ′) són isomètrics. El rećıproc és clar; si suplementaris dels radicals són
isomètrics i els radicals són isomorfs (i.e., tenen la mateixa dimensió), aleshores (V, q) i
(V ′, q′) són isomètrics, ja que són suma ortogonal d’espais isomètrics.

Per tant, a partir d’ara suposarem que els espais quadràtics són no singulars. El primer
que cal fer és estudiar de quina manera es poden estendre morfismes mètrics de subespais.

Proposició 10.3.1. Siguin (V, q), (V ′, q′), espais quadràtics no singulars de dimensió
finita, U ⊆ V un subespai vectorial qualsevol, i σ : U −→ V ′ un morfisme mètric injectiu.
Suposem que U és degenerat. Aleshores, existeix un subespai vectorial U ⊆ V tal que U
és un hiperplà de U , i existeix un morfisme mètric injectiu σ : U −→ V ′ que estén σ.

Dit d’una altra manera, tot morfisme mètric injectiu d’un subespai singular U de V
es pot prolongar a un morfisme mètric injectiu d’un subespai de V que conté U com a
hiperplà.

Demostració: Com que U és singular, rad(U) ̸= (0) i podem elegir un element no nul
u0 ∈ rad(U) i una forma lineal ω : U −→ K tal que ω(u0) = 1. Ara, com que V és no
singular, l’aplicació V −→ V ∗ donada per v 7→ (u 7→ v · u) és un isomorfisme canònic
i, per tant, component amb l’aplicació dual de la inclusió U ⊆ V , l’aplicació V −→ U∗

donada per v 7→ (u 7→ v · u) és exhaustiva. En conseqüència, existeix un element v ∈ V
tal que ω(u) = v · u per a tot element u ∈ U . A més a més, canviant si convé v per

v − 1

2
(v · v)u0, podem suposar que v · v = 0. En particular, com que ω(u0) = 1 ̸= 0 i

u0 ∈ rad(U), el vector v no és pas de U , i podem elegir U := U ⊕Kv; aix́ı, obtenim un
subespai vectorial de V que conté U com a hiperplà.

Posem, ara, U ′ := σ(U), u′0 := σ(u0), i ω
′ := ω ◦ σ−1. Com que σ és un morfisme

mètric injectiu, U ′ és un subespai singular de V ′, u′0 és un element de rad(U ′), i ω′ és una
forma lineal de U ′ tal que ω′(u′0) = 1; repetint la construcció de més amunt, obtenim un

subespai vectorial U
′ ⊆ V ′ que conté σ(U) com a hiperplà en la forma U

′
= U ′ ⊕ Kv′.

Sigui σ : U −→ U
′ ⊆ V ′ l’extensió de σ a U definida per σ(v) := v′. Aleshores, σ és

un morfisme mètric injectiu de U en V ′ que estén σ, com voĺıem demostrar. En efecte,
només cal comprovar que es respecta la mètrica i sobre U no hi ha res a dir; sobre Kv
tampoc, ja que v és un vector isòtrop, igual que v′; i per últim, el producte u · v d’un
element u ∈ U per v és donat per la forma lineal ω, mentre que el producte de σ(u) per
v′ és donat per la forma lineal ω′ = ω ◦ σ−1. □

Teorema 10.3.2 (Witt). Siguin (V, q), (V ′, q′), espais quadràtics no singulars de dimen-
sió finita, U ⊆ V un subespai qualsevol, i σ : U −→ V ′ un morfisme mètric injectiu. Su-
posem que (V, q) i (V ′, q′) són isomètrics. Aleshores, existeix una isometria σ : V −→ V ′

que estén σ.

Demostració: Encara que no podem suposar que q = q′, com que (V, q) i (V ′, q′)
són isomètrics, podem suposar que V = V ′. I si apliquem successivament la proposició
anterior, i com que V és de dimensió finita, podem suposar que U no és singular. Ara
podem fer la prova per inducció sobre la dimensió de U . Si U és de dimensió 1, aleshores
qualsevol element no nul u ∈ U és no isòtrop i un dels dos elements de V , u ± σ(u) és
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no isòtrop; en efecte, en cas contrari es tindrien igualtats 2u · u± 2u · σ(u) = u · u± 2u ·
σ(u) + σ(u) · σ(u) = 0, ja que σ és una isometria amb la imatge, i en sumar-les i tenir
en compte que car(K) ̸= 2, obtindŕıem que u és isòtrop. Posem u := u+ εσ(u), ε = ±1,
un dels u ± σ(u) que no sigui isòtrop i sigui U

⊥
l’ortogonal de u. Aleshores, U

⊥
és un

hiperplà, ja que u és no isòtrop, i V = Ku ⊥ U
⊥
. Siguin σ′ l’automorfisme de V que és

la identitat sobre U
⊥
i que canvia u de signe, i σ := −εσ′. Aleshores, σ és una isometria

de V i, com que u − εσ(u) ∈ U
⊥
, se satisfan les igualtats σ′(u − εσ(u)) = u − εσ(u) i

σ′(u+ εσ(u)) = −(u+ εσ(u)), de manera que, en suman i dividir per 2, σ′(u) = −εσ(u);
és a dir, σ(u) = σ(u), i σ prolonga σ, com voĺıem demostrar.

Suposem, ara, que U és de dimensió més gran que 1. Podem elegir una descomposició
de U com a suma ortogonal de dos subespais no trivials, U1 i U2 de U . En particular,
U2 està inclòs en l’ortogonal de U1. Per hipòtesi d’inducció, la restricció σ1 de σ a U1

es prolonga a una isometria σ1 de V ; i si canviem σ per σ−1
1 ◦ σ, podem suposar que la

restricció σ1 de σ a U1 és la identitat en U1. Aleshores, σ aplica U2 en U⊥
1 . De nou per

hipòtesi d’inducció, la restricció de σ a U2 es prolonga en un automorfisme σ2 de U⊥
1 .

Aleshores, podem posar σ l’automorfisme de V que és la identitat en U1 i σ2 en U⊥
1 : i

aleshores, σ és una isometria que prolonga σ, ja que V és la suma ortogonal de U1 i U⊥
1 ,

per ser U1 no singular. □

Corol.lari 10.3.3. Sigui (V, q) un espai quadràtic no singular. Els ortogonals de dos
subespais isomètrics de V són isomètrics.

Demostració: En primer lloc, constrüım una prolongació a V d’una isometria entre els
dos espais; i després la restringim als ortogonals. □

10.4 Classificació de formes quadràtiques sobre cos-

sos finits

El teorema de Witt ens permet donar una primera descripció de les formes quadràtiques
sobre un cos arbitrari de caracteŕıstica diferent de 2. Recordem que hem demostrat més
amunt que podem limitar-nos a classificar formes quadràtiques no singulars.

Proposició 10.4.1. Sigui (V, q) un espai quadràtic no singular de dimensió finita. Exis-
teixen plans hiperbòlics H1, . . . , Hm i un subespai quadràtic W de V sense vectors isòtrops
no nuls tals que V = H1 ⊥ · · · ⊥ Hm ⊥ W .

Demostració: Si V no conté vectors isòtrops no nuls, prenem W = V i m = 0 i ja hem
acabat. En cas contrari, sigui v ∈ V un vector isòtrop no nul; podem considerar (cf. la
proposició 10.1.12) un pla hiperbòlic H1 = H := ⟨v, w⟩ ⊆ V i V descompon en suma
directa ortogonal de H i H⊥, ja que V i H són no singulars. Podem acabar la prova
per inducció sobre la dimensió de V ; per hipòtesi d’inducció, H⊥ és la suma ortogonal
de plans hiperbòlics H2, . . . , Hm amb un subespai quadràtic W sense vectors isòtrops no
nuls; per tant, V = H1 ⊥ · · · ⊥ Hm ⊥ W és la descomposició que cercàvem. □

Teorema 10.4.2. El nombre m de plans hiperbòlics de la proposició anterior no depèn de
la descomposició i coincideix amb el màxim de les dimensions dels subespais isòtrops de V .
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Demostració: La unicitat de la descomposició és conseqüència del teorema de Witt. En
efecte, si tenim dues descomposicions V = H1 ⊥ · · · ⊥ Hm ⊥ W = H ′

1 ⊥ · · · ⊥ H ′
m′ ⊥ W ′

amb Hi, H
′
j plans hiperbòlics i W,W ′ subespais sense vectors isòtrops no nuls, aleshores

m = m′ i W ∼= W ′. En efecte, com que H1
∼= H ′

1, podem estendre aquesta isometria a
tot V , de manera que els suplementaris ortogonals són isomorfs; per inducció sobre m, de
H2 ⊥ · · · ⊥ Hm ⊥ W ∼= H ′

2 ⊥ · · · ⊥ H ′
m′ ⊥ W ′ obtenim m = m′ i W ∼= W ′. Per tant,

només resta demostrar que m és el màxim de les dimensions dels subespais isòtrops.

Clarament, si prenem una base vi, wi de cada Hi de manera que vi, wi siguin isòtrops
i vi · wi = 1, els vectors v1, . . . , vm generen un subespai isòtrop de dimensió m, ja que
vi ⊥ vj per a tota parella d’́ındexs i, j. Aix́ı, m no supera el màxim de les dimensions
dels subespais isòtrops. D’altra banda, suposem que M és un subespai isòtrop i sigui
{v1, . . . , vk} una base de M ; podem elegir un vector no isòtrop w1 ∈ V tal que v1 ·w1 = 1,
de manera que H1 := ⟨v1, w1⟩ és un pla hiperbòlic. En general no és cert que el vector w1

sigui ortogonal a tots els v2, . . . , vk, però si canviem cada vector vi pel vector vi−(vi ·w1)v1
obtenim una nova base de M de manera que ⟨v2, . . . , vk⟩ és ortogonal a H1. Ara podem
considerar la descomposició V = H1 ⊥ H⊥

1 i tenir en compte que ⟨v2, . . . , vk⟩ ⊆ H⊥
1 ; per

inducció, obtenim en H⊥
1 una descomposició amb un mı́nim de k − 1 plans hiperbòlics,

de manera que V admet una descomposició en suma ortogonal amb un mı́nim de k plans
hiperbòlics. Per tant, k ≤ m, i això acaba la prova. □

Observació 10.4.3. Això no és una classificació completa de les formes quadràtiques no
degenerades. Però redueix aquesta classificació a la classificació dels espais quadràtics no
singulars que no tenen vectors isòtrops no nuls. Per als cossos algebraicament tancats
i per als cossos finits, però, podem obtenir fàcilment una classificació completa de les
formes quadràtiques sense fer servir el teorema de Witt.

Proposició 10.4.4. Suposem que K és un cos algebraicament tancat de caracteŕıstica
diferent de 2. Aleshores totes les formes quadràtiques no degenerades del mateix rang són
equivalents; en particular, equivalents a la forma ⟨1, . . . , 1⟩.

Demostració: Sabem que tota forma quadràtica és diagonalitzable; per tant, equivalent
a una suma ortogonal de formes quadràtiques de la forma ⟨ai⟩, amb ai ∈ K; i si la forma
és no singular, tots els elements ai han de ser no nuls. Ara, si K és algebraicament tancat,
ai sempre és un quadrat, de manera que podem dividir el i-èsim element de la base per
una arrel quadrada de ai; això demostra l’equivalència de la forma ⟨ai⟩ amb la forma ⟨1⟩
i acaba la prova. □

Observació 10.4.5. En aquest cas, el discriminant no aporta res a la classificació, ja
que per ser tot element un quadrat, totes les formes quadràtiques no singulars tenen
discriminant 1. Dit d’una altra manera, el rang és un sistema complet d’invariants de les
classes d’isomorfia de formes quadràtiques no degenerades sobre un cos algebraicament
tancat de caracteŕıstica ̸= 2.

Exercici 10.4.6. Si K és algebraicament tancat, aleshores tot pla hiperbòlic admet una
base de manera que la seva matriu en aquesta base és la matriu identitat en dimensió 2.

Per a acabar aquesta secció farem la classificació en el cas en què el cos K és un cos
finit de caracteŕıstica diferent de 2. Per a això cal estudiar, en primer lloc, les sumes de
quadrats en K := Fq, on q és una potència d’un nombre primer senar p.
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Lema 10.4.7. Siguin a, b, c ∈ F∗
q elements no nuls qualssevol. Aleshores, existeixen ele-

ments x, y ∈ Fq tals que ax2 + by2 = c. Dit d’una altra manera, tota forma quadràtica de
rang 2 sobre un cos finit de caracteŕıstica diferent de 2 representa tot element no nul del
cos.

Demostració: Podem fer una demostració molt elemental d’aquest fet. Per exemple, el

conjunt dels quadrats de Fq és de cardinal
q + 1

2
, ja que el morfisme de grups de F∗

q d’elevar

al quadrat té nucli {±1} i a més el zero és un quadrat. Per tant, com que a és no nul,

el conjunt A := {ax2 : x ∈ Fq} també té cardinal
q + 1

2
; i, per homotècia i translació, el

conjunt B := {c− by2 : y ∈ Fq} també té cardinal
q + 1

2
. En conseqüència, la intersecció

de A amb B no pot ser el conjunt buit. Un punt de la intersecció satisfà la igualtat
ax2 + by2 = c, i la prova és completa, perquè x, y no poden ser nuls simultàniament. □

Exercici 10.4.8. Siguin p un nombre natural primer, p ≡ 3 (mod 4), i Fq|Fp una extensió
de grau senar (o sigui, q = pf , amb f senar). Llavors, la forma quadràtica X2 + Y 2 no
representa zero en Fq.

Corol.lari 10.4.9. Tota forma quadràtica de rang ≥ 3 sobre Fq representa tot element de
Fq; en particular, representa zero.

Demostració: Podem suposar que la forma és de rang 3 i escriure-la en una base
ortogonal en la forma aX2 + bY 2 − cZ2 amb a, b, c ∈ F∗q. Si ax2 + by2 = c és una
representació de c per la forma aX2+ bY 2, aleshores, ax2+ by2− c12 és una representació
de zero per la forma aX2 + bY 2 − cZ2. □

Teorema 10.4.10. Sigui g un generador del grup multiplicatiu F∗q. Per a tot enter n ≥ 1
només hi ha dues classes d’equivalència de formes quadràtiques de rang n: admeten per
representants les formes ⟨1, . . . , 1⟩ i ⟨1, . . . , 1, g⟩.

Demostració: Observem, en primer lloc, que g no és un quadrat de F∗q, ja que és un
generador d’aquest grup d’ordre parell. En particular, el discriminant de qualsevol forma
quadràtica no singular, mòdul quadrats, és o bé 1 o bé g. La demostració del teorema es
fa per inducció sobre el rang. El cas de rang 1 és immediat. D’altra banda, si el rang és
més gran que 1, la forma quadràtica representa 1; per tant, admet una descomposició en
suma ortogonal de la forma ⟨1⟩ amb una forma quadràtica de rang una unitat inferior i
podem aplicar la hipòtesi d’inducció. □

Observació 10.4.11. Aix́ı, doncs, una condició necessària i suficient perquè dues formes
quadràtiques no degenerades sobre Fq siguin equivalents és que tinguin el mateix rang i
el mateix discriminant.

10.5 Àlgebres de quaternions

Sigui K un cos de caracteŕıstica diferent de 2. L’estudi de les formes quadràtiques sobre
K conté, en particular, l’estudi de les formes aX2 + bY 2 − Z2 i X2 − aY 2 − bZ2 + abT 2.
I aquestes tenen una interpretació interessant en el context d’àlgebres de quaternions.
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Definició 10.5.1. Siguin K un cos de caracteŕıstica diferent de 2, i a, b elements no

nuls de K. Representem per

(
a, b

K

)
l’espai vectorial de dimensió 4 sobre K amb base

{e0, e1, e2, e3}, dotat del producte determinat per les regles següents:

(a) el producte és bilineal i té element neutre e0 = 1;

(b) el producte és associatiu i e21 = a, e22 = b, e1e2 = −e2e1 = e3.

Amb aquesta definició,

(
a, b

K

)
és una K-àlgebra associativa i amb unitat. Es diu que(

a, b

K

)
és l’àlgebra de quaternions de paràmetres a, b sobre K.

Exercici 10.5.2. La condició (b) de la definició es pot canviar per la condició (b’) següent:

e21 = a, e22 = b, e23 = −ab,
e1e2 = −e2e1 = e3, e2e3 = −e3e2 = −be1, e3e1 = −e1e3 = −ae2.

Definició 10.5.3. Donat un quaternió q = x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3, x0, x1, x2, x3 ∈ K,
el quaternió q := x0 − x1e1 − x2e2 − x3e3 s’anomena el conjugat de q. La norma de q és
l’element N(q) := qq = x20 − ax21 − bx22 + abx23 ∈ K. Es poden verificar sense dificultat les
propietats següents:

(a) q1 + q2 = q1 + q2, (b) q1q2 = q2 q1, i (c) N(q1q2) = N(q1)N(q2).

Proposició 10.5.4. Siguin a, b, c ∈ K elements no nuls qualssevol. Es tenen iomorfismes(
a, b

K

)
∼=
(
b, a

K

)
∼=
(
a,−ab
K

)
∼=
(
a, (1− a)b

K

)
∼=
(
a, bc2

K

)
∼=
(
ac2, b

K

)
, l’iomorfisme

amb

(
a, (1− a)b

K

)
, sempre que a ̸= 1.

Demostració: Els isomorfismes de

(
a, b

K

)
amb les altres àlgebres són immediats si

tenim en compte els canvis de base següents: a partir de la base {e0, e1, e2, e3} la base

{e0, e2, e1,−e3} determina l’isomorfisme amb l’àlgebra

(
b, a

K

)
; la base {e0, e1, e3, ae2} amb

l’àlgebra

(
a,−ab
K

)
; la base {e0, e1, e2+ e3, e3+ae2} amb l’àlgebra

(
a, (1− a)b

K

)
; la base

{e0, e1, ce2, ce3} amb l’àlgebra

(
a, bc2

K

)
; i la base {e0, ce1, e2, ce3} amb

(
ac2, b

K

)
. □

Proposició 10.5.5. Per a elements no nuls a, b ∈ K, són equivalents:

(a) l’àlgebra

(
a, b

K

)
és un cos (no commutatiu);

(b) l’equació x20 − ax21 − bx22 + abx23 = 0 no té solucions no trivials en K;

(c) l’equació ax2 + by2 = z2 no té solucions no trivials en K; i

(d) l’àlgebra

(
a, b

K

)
no és isomorfa a l’àlgebra M(2, K) de les matrius quadrades 2 × 2

de coeficients en K.
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Demostració: Si un quaternió q := x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3, x0, x1, x2, x3 ∈ K, té
invers q′, aleshores és N(q)N(q′) = N(e0) = 1, de manera que N(q) ̸= 0; rećıprocament,

si N(q) ̸= 0, aleshores
q

N(q)
té sentit i és el quaternió invers de q. Per tant, condició

necessària i suficient perquè tot quaternió no nul sigui invertible és que N(q) ̸= 0 sempre
que q ̸= 0. Equivalentment, que l’única solució de l’equació N(q) = 0 sigui q = 0; però
N(q) = x20 − ax21 − bx22 + abx23, de manera que l’equivalència de (a) amb (b) és clara.

D’altra banda, si l’equació (c) té una solució no trivial i fem x0 = z, x1 = x, x2 = y
i x3 = 0, obtenim immediatament que (b) té una solució no trivial; per tant, (b) implica
(c). Rećıprocament, suposem que l’equació (c) només té la solució trivial; en particular,
b no és el quadrat de cap element de K i, en conseqüència, l’extensió K(

√
b)|K és de

grau 2; a més a més, l’equació (b) es pot escriure en la forma NK(
√
b)|K(x0 + x2

√
b) =

aNK(
√
b)|K(x1+x3

√
b), de manera que condició necessària i suficient perquè a sigui norma

d’un element no nul de K(
√
b) és que puguem prendre x1+x3

√
b ̸= 0 que, alhora, equival

a poder prendre una solució no trivial de l’equació (c). Però ja vàrem veure en parlar
del teorema de Legendre (cf. el teorema 8.2.1) que condició necessària i suficient perquè
l’equació (c) tingui solucions no trivials és que a sigui la norma d’un element no nul de
K(
√
b). Això demostra l’equivalència de (b) amb (c).

Com que l’àlgebra de les matrius M(2, K) no és un cos, és clar que (a) implica (d).
Per a veure la implicació que resta demostrarem que si l’equació (d) té una solució no

trivial, aleshores l’àlgebra

(
a, b

K

)
és isomorfa a M(2, K). Suposem que x, y, z ∈ K no

són tots tres nuls i satisfan l’equació ax2 + by2 = z2; si tenim en compte l’isomorfisme(
a, b

K

)
∼=
(
b, a

K

)
, podem suposar que y ̸= 0. Siguin e0, e1, e2, e3, les matrius de M(2, K)

e0 :=

[
1 0
0 1

]
, e1 :=

[
0 y
a/y 0

]
, e2 :=

[
z/y x
−ax/y2 −z/y

]
, e3 := e1e2 =

[
−ax/y −z
az/y2 ax/y

]
.

És immediat comprovar les igualtats e21 = ae0, e
2
2 = be0, i e1e2 = −e2e1 = e3; a més a

més, les matrius e0, e1, e2, e3 són K-linealment independents, fet que es comprova sense
dificultat tenint en compte la relació ax2 + by2 = z2. Per tant, l’àlgebra M(2, K) és
(isomorfa a) l’àlgebra de quaternions de paràmetres a, b. □

Corol.lari 10.5.6. Siguin a, b ∈ K elements no nuls. Aleshores:(
a,−a
K

)
∼=
(
a, 1− a
K

)
∼=
(
a, b2

K

)
∼=
(
a, 1

K

)
∼= M(2, (K).

Demostració: Els primers isomorfismes són casos particulars de la proposició 10.5.4
que s’obtenen en fer b = 1; i el darrer és conseqüència de la proposició anterior, ja que,
clarament, l’equació ax2 + y2 = z2 té solucions no trivials. □

Proposició 10.5.7. Siguin a, b, c ∈ K elements no nuls i suposem que

(
a, b

K

)
és (iso-

morfa a) M(2, K). Aleshores, se satisfà la propietat següent de simplificació:(
ac, b

K

)
∼=
(
c, b

K

)
.
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Demostració: Si b és el quadrat d’un element de K, aleshores les dues àlgebres

(
ac, b

K

)
i

(
c, b

K

)
són isomorfes a M(2, K); per tant, podem suposar que b no és un quadrat en K.

La hipòtesi sobre l’àlgebra

(
a, b

K

)
ens permet assegurar que l’equació ax2 + by2 = z2 té

solució no trivial en K; i, com que b no és un quadrat, ha de ser x ̸= 0. Si dividim per x,
podem suposar que existeixen elements y, z ∈ K no tots dos nuls, tals que a = z2 − by2.

Sigui {e0, e1, e2, e3} una base de

(
c, b

K

)
tal que e0 = 1, e21 = c, e22 = b i e3 = e1e2 =

−e2e1. Aleshores, els vectors e′0 := e0, e
′
1 := ze1+ye3, e

′
2 := e2, i e

′
3 := e′1e

′
2 = bye1+ze3 són

linealment independents, ja que el determinant d’aquests vectors en la base {e0, e1, e2, e3}
és el determinant ∣∣∣∣ z y

by z

∣∣∣∣ = z2 − by2 = a ̸= 0.

A més a més, se satisfan les propietats e′1
2 = z2e21+y

2e23+zy(e1e3+e3e1) = z2c−y2bc = ac,
e′2

2 = e22 = b, i e′2e
′
1 = ze2e1 + ye2e3 = −ze1e2 − ye3e2 = −e′1e′2 = −e′3. Per tant, l’àlgebra(

c, b

K

)
conté com a subàlgebra, de la mateixa dimensió, l’àlgebra

(
ac, b

K

)
, de manera

que coincideixen. □

10.6 Śımbol de Hilbert

L’objectiu d’aquesta secció és donar la definició del śımbol de Hilbert i fer el seu càlcul
en el cas dels cossos R i Qp, per a tot nombre primer p.

Ja hem observat que si K és un cos de caracteŕıstica diferent de 2, i si a, b ∈ K són

elements no nuls, aleshores l’àlgebra de quaternions

(
a, b

K

)
o bé és un cos no commutatiu

o bé és l’àlgebra M(2, K).

Definició 10.6.1. Sigui K un dels cossos R o Qp, p primer, i siguin a, b ∈ K elements

no nuls. Posarem (a, b)K = −1 quan l’àlgebra de quaternions

(
a, b

K

)
sigui un cos (no

commutatiu) i (a, b)K = 1 quan sigui M(2, K). Direm que (a, b)K és el śımbol de Hilbert
sobre K de la parella (a, b). Sovint escriurem (a.b)∞ quan K = R i (a, b)p quan K = Qp.

Corol.lari 10.6.2. Condició necessària i suficient perquè el śımbol de Hilbert (a, b)K sigui
1 és que la forma quadràtica aX2 + bY 2 − Z2 representi zero en K. □

Les propietats de les àlgebres de quaternions de la secció anterior es tradueixen en les
següents per als śımbols de Hilbert.

Corol.lari 10.6.3. Siguin a, b, c ∈ K elements no nuls qualssevol. Es tenen igualtats
(a, b)K = (b, a)K = (a,−ab)K = (a, (1 − a)b)K = (a, bc2)K = (ac2, b)K, la igualtat amb
(a, (1− a)b)K, sempre que a ̸= 1. A més a més:

(a,−a)K = (a, 1− a)K = (a, b2)K = (a, 1)K = 1.

Per últim, si (a, b)K = 1, aleshores (ac, b)K = (c, b)K. □
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Observació 10.6.4. Quan (a, b)K = 1 obtenim la igualtat (ac, b)K = (a, b)K(c, b)K . Més
endavant veurem que se satisfà sense aquesta hipòtesi restrictiva.

El càlcul del śımbol de Hilbert en el cas K = R és gairebé immediat.

Proposició 10.6.5. Siguin a, b ∈ R nombres no nuls. Aleshores:

(a, b)∞ =

{
−1, si a, b < 0,

1, si a > 0 o bé b > 0.

Demostració: Com que tot nombre real positiu és el quadrat d’un nombre real, si un
dels dos nombres a, b és positiu, aleshores (a, b)∞ = 1; d’altra banda, si a < 0, b < 0,
aleshores (a, b)∞ = (−1,−1)∞ = −1, ja que l’equació −x2 − y2 − z2 = 0 només té la
solució trivial. □

La resta de la secció es dedica al càlcul del śımbol de Hilbert en el cas K = Qp.

Lema 10.6.6. Sigui p un nombre primer senar i siguin u, v ∈ Zp
∗. Aleshores, (u, v)p = 1.

Demostració: La reducció mòdul pZp permet pensar u, v com a elements de Fp
∗; ara

bé, hem provat més amunt que la forma quadràtica ux2+ vy2− z2 representa zero en Fp∗,
i que podem prendre y = 1. El lema de Hensel ens permet assegurar que podem trobar
elements x, y, z ∈ Zp, no tots tres nuls, i tals que ux2 + vy2 − z2 = 0 en Zp; per tant,
(u, v)p = 1, com voĺıem veure. □

Lema 10.6.7. Siguin p un nombre primer senar i v ∈ Zp
∗. Aleshores, (p, v)p =

(
v

p

)
, el

śımbol de Legendre de la reducció mòdul p de l’element v.

Demostració: Si v és un quadrat mòdul p, és a dir, si

(
v

p

)
= 1, en virtut del lema de

Hensel v és un quadrat en Zp i la forma quadràtica px2 + vy2 − z2 representa zero en Zp;
per tant, (p, v)p = 1. Rećıprocament, suposem que la forma quadràtica px2 + vy2 − z2
representa zero en Qp; multiplicant els elements x, y, z per una potència adequada de p,
podem suposar que x, y, z ∈ Zp i que y, z no són divisibles per p. Aleshores, la reducció
mòdul p de l’equació ens proporciona una igualtat v = z2y−2 en Fp

∗, de manera que v és

un quadrat en Fp
∗ i

(
v

p

)
= 1. □

Proposició 10.6.8. Sigui p un nombre primer senar i siguin a, b ∈ Qp
∗, escrits en la

forma a := pru, b := psv, amb r, s ∈ Z, i u, v ∈ Zp
∗. Aleshores, (a, b)p = (upr, vps)p =

(−1)rsε(p)
(
u

p

)s(
v

p

)r

, on ε(p) :=
p− 1

2
.

Demostració: Per les propietats del śımbol de Hilbert, podem suposar que r, s ∈ {0, 1},
de manera que només cal considerar tres casos: r = s = 0; r = 1, s = 0; i r = s = 1. El
cas r = s = 0 és el contingut del lema 10.6.6. En el cas r = 1, s = 0, i en virtut del fet, ja
provat, que (u, v)p = 1, obtenim que (up, v)p = (p, v)p, de manera que podem suposar que
u = 1, i el resultat és el contingut del lema 10.6.7. Per últim, podem escriure les igualtats

(up, vp)p = (up,−uvp2)p = (up,−uv)p = (p,−uv)p =

(
−uv
p

)
= (−1)ε(p)

(
u

p

)(
v

p

)
, que

és el que cal demostrar en aquest cas. □
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Resta fer el càlcul en el cas p = 2. Per a això podem usar una versió diferent del
lema de Hensel de la versió que s’ha demostrat més amunt; concretament, es farà ús del
resultat següent que es proposa com a exercici (o bé, cf. [La 70]).

Lema 10.6.9. Siguin K un cos complet respecte de la topologia definida per un valor
absolut discret i A l’anell de la valoració. Sigui f(X) ∈ A[X] un polinomi i α0 ∈ A un
element tals que |f(α0| < |f ′(α0)|2. Aleshores, la successió {αn}n definida recurrentment
per la fórmula

αn+1 := αn −
f(αn)

f ′(αn)

és convergent a un element α ∈ A. Aquest element α és una arrel de f(X) i se satisfà la
desigualtat

|α− α0| ≤
∣∣∣∣ f(α0)

f ′(α0)2

∣∣∣∣ < 1.

□

Corol.lari 10.6.10. Sigui a ∈ Z∗
2. Condició necessària i suficient perquè a sigui el quadrat

d’un element de Z2 és que a ≡ 1 (mod 8).

Demostració: Considerem el polinomi f(X) := X2 − a; si prenem α0 = 1, aleshores
|f(α0)|2 ≤ |8|2 < |2|22 = |f ′(α0)|22, de manera que X2−a té una arrel en Z2. El rećıproc és
clar, ja que si a és el quadrat d’un element de Z∗

2, la seva reducció mòdul 8 és un quadrat
en (Z/8Z)∗, de manera que a ≡ 1 (mod 8). □

Siguin, doncs, a, b ∈ Q∗
2 elements no nuls escrits en la forma a = 2ru, b = 2sv, amb

r, s ∈ Z i u, v ∈ Z∗
2. Per a fer el càlcul del śımbol de Hilbert (a, b)2, podem suposar que

r, s ∈ {0, 1}. Comencem, com abans, pel cas r = s = 0.

Lema 10.6.11. Siguin u, v ∈ Z∗
2. Aleshores, (u, v)2 = (−1)ε(u)ε(v).

Demostració: Cal considerar les classes residuals mòdul 8 de u, v i aplicar el corol·lari
anterior. Si u ≡ 1 (mod 8), aleshores u és un quadrat en Z2, de manera que la forma
quadràtica ux2 + vy2 − z2 representa zero i (u, v)2 = 1. Si u ≡ 5 (mod 8), aleshores
u + 4v ≡ 1 (mod 8), ja que v no és divisible per 2; per tant, u + 4v és un quadrat
i l’equació ux2 + vy2 − z2 = 0 té una solució x = 1, y = 2, z convenient; per tant,
(u, v)2 = 1; però u ≡ 1 (mod 4), de manera que ε(u)ε(v) és parell. Per simetria, resta
considerar el cas u ≡ v ≡ 3 (mod 4). Si l’equació ux2+vy2−z2 tingués una solució en Q2,
en multiplicar x, y, z per una potència adequada de 2 podŕıem suposar que exactament
un dels elements x, y, z és divisible per 2; la reducció mòdul 4 de l’equació donaria una
solució no trivial de ux2 + vy2− z2 ≡ −x2− y2− z2 ≡ 0 (mod 4), fet que no es dóna mai
ja que el quadrat d’un nombre senar de Z/4Z sempre és 1, de manera que la suma de dos
d’ells no pot ser zero. Per tant, (u, v)2 = −1 = (−1)ε(u)ε(v). □

Lema 10.6.12. Siguin u, v ∈ Z∗
2 qualssevol. Aleshores, (2u, v)2 = (−1)ε(u)ε(v)+ω(v), on

ω(v) :=
v2 − 1

8
∈ Z/2Z.

Demostració: Comencem pel cas u ≡ 1 (mod 4). Com que (u, v)2 = 1, aleshores
(2u, v)2 = (2, v)2 i cal veure que (2, v)2 = (−1)ω(v). Ara bé, si (2, v)2 = 1, aleshores
existeixen elements x ∈ Z2, y, z ∈ Z∗

2 tals que 2x2 + vy2 − z2 = 0; en aquest cas, doncs,
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com que y2 ≡ z2 ≡ 1 (mod 8), és 2x2 + v − 1 ≡ 0 (mod 8). Si tenim en compte que
els quadrats mòdul 8 són els elements 0, 1, 4, obtenim que v ≡ 1 (mod 8), en el cas que
x ∈ 2Z2 i que v ≡ −1 (mod 8) en el cas que x ∈ Z∗

2; per tant, (−1)ω(v) = 1 = (2, v)2,
com calia provar. Rećıprocament, si v ≡ 1 (mod 8), aleshores v és un quadrat en Z∗

2 i
(2, v)2 = 1; i si v ≡ −1 (mod 8), aleshores 2+ v ≡ 1 (mod 8) i 2+ v és un quadrat en Z∗

2;
aleshores, l’equació 2x2 + vy2− z2 = 0 té solució x = y = 1, z convenient, i és (2, v)2 = 1.

En segon lloc, si v ≡ 1 (mod 4), aleshores (u, v)2 = 1 i la igualtat (2u, v)2 = (2, v)2
acaba la prova, ja que (2, v)2 = (−1)ω(v) és el cas que hem provat. Encara, en el cas
u ≡ −1 (mod 4), v ≡ −1 (mod 8), hem vist que (2, v)2 = 1, de manera que la igualtat
(2u, v)2 = (u, v)2 també acaba la prova.

Resten, per últim, els casos u ≡ 3 (mod 4), v ≡ 3 (mod 8). Un d’ells és el cas
u ≡ −1 (mod 8), v ≡ 3 (mod 8); aleshores, −u, v/3 són quadrats de Z2 i podem escriure
(2u, v)2 = (−2(−u), 3(v/3))2 = (−2, 3)2 = 1, ja que l’equació −2x2 + 3y2 − z2 = 0
té, evidentment, la solució x = y = z = 1 en Z2. Anàlogament, en l’altre cas podem
escriure (2u, v)2 = (6,−5)2 = 1, ja que l’equació 6x2 − 5y2 − z2 = 0 té, també, la solució
x = y = z = 1. □

Proposició 10.6.13. Siguin a, b ∈ Q∗
2, que escrivim en la forma a := 2ru, b := 2sv, amb

r, s ∈ Z, i u, v ∈ Z∗
2. Aleshores,

(2ru, 2sv)2 = (−1)ε(u)ε(v)+rω(v)+sω(u),

on ω(x) :=
p2 − 1

8
.

Demostració: Immediata a partir dels resultats anteriors. □

Corol.lari 10.6.14. El śımbol de Hilbert és una forma bilineal simètrica no degenerada
sobre el F2-espai vectorial Qp

∗/Qp
∗2.

Demostració: En virtut de les propietats anteriors i del càlcul del valor del śımbol que
s’acaba de fer, només cal veure que és no degenerada. Per a això, donat un element a ∈ Qp

∗

cal trobar-ne un altre, b, tal que (a, b)p = −1. I això és senzill. Si p és senar, prenguem

u ∈ Zp
∗ tal que

(
u

p

)
= −1; aleshores, {1, u, p, up} és un sistema de representants de

Qp
∗/Qp

∗2 i se satisfan les igualtats (p, u)p = (u, p)p = (up, u)p = −1, de manera que per
a cada element x ∈ Qp

∗/Qp
∗2 diferent del neutre la forma lineal (x, ∗)p és no trivial.

Anàlogament, en el cas p = 2 observem que (−5,−1)2 = (5, 2u)2 = −1, on u és una
unitat que no és un quadrat. Això ja és suficient per a provar que la forma quadràtica és
no degenerada, ja que els elements de Q∗

2/Q∗2
2 són els u o bé 2u amb u ∈ {1,−1, 5,−5} i

la forma és simètrica. □

10.7 Invariant de Hasse-Witt

A part de la dimensió, el rang i el discriminant, per a classificar les formes quadràtiques
sobre Qp cal un altre invariant.
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Definició 10.7.1. Donada una forma quadràtica diagonal i no degenerada sobre Qp,

q := ⟨a1, . . . , an⟩, posarem wp(q) :=
n∏

1≤i<j≤n

(ai, aj)p i direm que wp(q) és l’invariant de

Hasse-Witt de la forma quadràtica q.

Notem que wp(q) = ±1; i cal veure que wp(q) no depèn de la base ortogonal en què
haguem diagonalitzat la forma quadràtica.

Proposició 10.7.2. Siguin {e1, . . . , en}, {e′1, . . . , e′n} bases ortogonals (ordenades) per a
la forma quadràtica q. Aleshores,∏

1≤i<j≤n

(ai, aj)p =
∏

1≤i<j≤n

(a′i, a
′
j)p.

Demostració: Si n = 1 no hi ha res a provar, ja que el producte és buit. Si n = 2,
dir que (a1, a2)p = 1 equival a dir que la forma quadràtica a1X

2 + a2Y
2 − Z2 representa

zero o, equivalentment, que la forma quadràtica q representa 1; i això no depèn de la
base considerada. Resta el cas n ≥ 3. En aquest cas, farem la prova en dues etapes:
primerament veurem que si totes dues bases tenen un element en comú, aleshores se
satisfà la igualtat desitjada, i a continuació provarem que existeix una successió de bases
ortogonals, que comença amb la base {ei} i acaba amb la {e′i}, de manera que cada una
té un element en comú amb la següent.

Suposem que les dues bases tenen un element en comú. Com que el śımbol de Hilbert és
simètric, si permutem els elements d’una base, aleshores el valor del producte corresponent
no canvia; per tant, podem suposar que e′1 = e1. Ara, la bilinealitat del śımbol permet
escriure el producte associat a la base {ei} en la forma

(a1, a2 · · · an)p
∏

2≤i<j≤n

(ai, aj)p

i l’altre en la forma
(a′1, a

′
2 · · · a′n)p

∏
2≤i<j≤n

(a′i, a
′
j)p.

Si tenim en compte que el discriminant (mòdul quadrats) és el producte a1 · · · an =
a′1 · · · a′n, obtenim la igualtat (a1, a2 · · · an)p = (a′1, a

′
2 · · · a′n)p. El lema de simplificació

de Witt ens permet acabar la prova per inducció; en efecte, per ser e1 no isòtrop, el seu
ortogonal és no singular, de manera que se satisfà la igualtat∏

2≤i<j≤n

(ai, aj)p =
∏

2≤i<j≤n

(a′i, a
′
j)p

per hipòtesi d’inducció.

Veiem, doncs, l’existència de la successió de bases ortogonals que necessitem. Per a
començar, suposem que existeix una parella d’elements e ∈ {ei} i e′ ∈ {e′i} de manera que
(e · e)(e′ · e′)− (e · e′)2 ̸= 0. Aleshores, e i e′ són linealment independents i el subespai de
dimensió 2 que generen, posem P , és un subespai no singular (observem que la desigualtat
de què partim és el determinant de la matriu de la mètrica associada a aquest subespai).
Podem, doncs, elegir una base ortogonal d’un suplementari ortogonal a P . Aleshores, es
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passa de la base {ei} a la base {e′i} per les dues bases ortogonals que s’obtenen en afegir
a aquesta base sengles bases ortogonals de P , una que contingui e i una que contingui e′.

Suposem, doncs, que per a totes les parelles (e, e′) com abans se satisfà la igualtat
(e · e)(e′ · e′)− (e · e′)2 = 0. Si demostrem que existeix un vector no isòtrop u de la forma
u := e′1 +αe′2, i tal que el subespai P := ⟨e, u⟩ és no degenerat i de dimensió 2, ja haurem
acabat, ja que, d’una banda, podem canviar els dos primers elements de la base {e′i} per u
i un vector de ⟨e′1, e′2⟩ ortogonal a u, i de l’altra, acabarem com abans, si tenim en compte
que P és un subespai no singular de dimensió 2.

El càlcul de u · u dóna u · u = e′1 · e′1 + α2e′2 · e′2; per tant, perquè u sigui no isòtrop
cal elegir α de manera que α2 ̸= −(e′1 · e′1)/(e′2 · e′2) (= −1 si el cos és F3, en virtut de
la hipòtesi); d’altra banda, que l’espai generat per e i u sigui no singular equival a dir,
tenint en compte la hipòtesi, que −2α(e · e′1)(e · e′2) ̸= 0 o, equivalentment, que α ̸= 0.
Aix́ı, només cal excloure (com a màxim) els valors de α que farien falses aquestes dues
hipòtesis; i això es pot fer sempre si el cos té més de tres elements, o prenent α = 1 si el
cos és F3. □

10.8 Representació de nombres per formes

Per a dur a terme la classificació de les formes quadràtiques sobre el cos Qp és convenient
fer l’estudi, en primer lloc, de les condicions d’isotropia i de representació d’un nombre
per una forma quadràtica.

Recordem que hem redüıt la classificació de les formes quadràtiques al cas de formes
quadràtiques no singulars i que, a més a més, podem suposar-les diagonalitzades. D’altra
banda, podem suposar fixats els invariants rang i discriminant, aix́ı com l’invariant de
Hasse-Witt.

Lema 10.8.1. Sigui (V, q) un espai quadràtic no singular sobre un cos qualsevol K de
carateŕıstica diferent de 2. Si la forma q representa zero, aleshores representa tot element
de K.

Demostració: Sigui v ∈ V un vector isòtrop no nul, que existeix per hipòtesi. Aleshores,
podem trobar un pla hiperbòlic de la forma H := ⟨v, w⟩ de manera que V = H ⊥ H⊥; és
suficient, doncs, demostrar que el resultat és cert per a un pla hiperbòlic. Podem prendre
una base v, w de manera que la matriu de la mètrica en aquesta base sigui la matriu[

0 1
1 0

]
i, aleshores, el vector x := v +

α

2
w és tal que q(v) = α, qualsevol que sigui l’element

α ∈ K. □

Proposició 10.8.2. Siguin q una forma quadràtica no singular i α ∈ K un element
no nul. Posem qα := q ⊥ ⟨−α⟩ la suma ortogonal de la forma q amb la forma ⟨−α⟩.
Aleshores, condició necessària i suficient perquè q representi α és que qα representi 0.

Demostració: Clarament, si q representa α, aleshores qα representa 0. Rećıprocament,
si la forma qα representa zero, podem prendre elements x1, . . . , xn, y ∈ K, no tots nuls,
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de manera que q(x1, . . . , xn) = αy2; si y = 0, aleshores q representa zero i, en virtut del
lema anterior, representa tot element no nul de K, en particular, α. Si, en canvi, y ̸= 0,

podem escriure q

(
x1
y
, . . . ,

xn
y

)
= α, que dóna una representació de α per la forma q. □

Ara estem en condicions d’estudiar les condicions d’isotropia d’una forma quadràtica
no singular sobre el cos Qp. De fet, enunciarem simultàniament les condicions d’isotropia
i les condicions que han de satisfer els invariants d’una forma quadràtica definida sobre
Qp a fi que aquesta forma quadràtica representi un elemenet donat α ∈ Qp.

Proposició 10.8.3. Siguin p un nombre primer, q una forma quadràtica no singular de
rang n sobre Qp, ∆(q) el seu discriminant (mòdul quadrats no nuls de Qp), i wp(q) el
seu invariant de Hasse-Witt. La taula següent resumeix les condicions que han de satisfer
el rang, el discriminant i l’invariant de Hasse-Witt perquè la forma quadràtica q sigui
isòtropa; és a dir, perquè representi 0.

rang(q) ∆(q) wp(q)

2 −1 ∗
3 ∗ (−1,−∆(q))p

4 ̸= 1 ∗
4 1 (−1,−1)p
≥ 5 ∗ ∗

Anàlogament, donat un element qualsevol α ∈ Qp
∗, la taula següent ens ensenya les

condicions que han de satisfer els invariants perquè la forma quadràtica q representi α.

rang(q) ∆(q) wp(q)

1 α ∗
2 ∗ (α,−∆(q))p

3 ̸= −α ∗
3 −α (−1,−∆(q))p

≥ 4 ∗ ∗

Demostració: La demostració de la proposició es fa alhora per a les dues taules. Comen-
cem per veure que de les condicions d’isotropia per a rang n es dedueixen les condicions de
representació d’un element α per a rang n−1. En efecte, donat α ∈ Qp

∗, posem qα la suma
ortogonal de les formes q i ⟨−α⟩. Aleshores, rang(qα) = 1 + rang(q), ∆(qα) = −α∆(q),
wp(qα) = (∆(q),−α)pwp(q), i sabem que q representa α si, i només si, qα representa 0. Per
tant, només cal mirar les dues taules i la demostració és evident. Potser només remarcar
l’invariant de Hasse-Witt de la fila 2 de la segona taula: dir que q representi α equival a
dir que qα representi 0, és a dir, que wp(qα) = (−1,−∆(qα))p = (−1, α∆(q))p; per tant,

wp(q) = wp(qα)(∆(q),−α)p
= (−1, α∆(q))p(∆(q),−α)p
= (−1,−∆(q))p(−1,−α)p(∆(q),−α)p
= (−1,−∆(q))p(−∆(q),−α)p
= (−∆(q), α)p.
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El contingut de la fila 4 es demostra anàlogament tenint en compte que ∆(q) = −α.
Resta, doncs, demostrar la primera taula. Comencem pel cas de rang 2; el fet que la

forma q representi 0 equival a dir que l’espai quadràtic és un pla hiperbòlic; i això és dir
que ∆(q) = −1.

Estudiem el cas de rang 3. Ara podem escriure q en la forma q = a1X
2
1 + a2X

2
2 + a3X

2
3

i dir que q és isòtropa equival a dir que ho és −a3q; però −a3q és equivalent a la forma
⟨−a3a1,−a3a2,−1⟩, de manera que, per definició del śımbol de Hilbert, condició necessària
i suficient perquè q representi 0 és que sigui (−a3a1,−a3a2)p = 1. Però

(−a3a1,−a3a2)p = (a1,−a3a2)p(−a3,−a3a2)p
= (a1, a2)p(a1, a3)p(a1,−1)p(−1,−a2a3)p(a3,−a2a3)p
= (a1, a2)p(a1, a3)p(−1,−a1a2a3)p(a3,−a2a3)p
= (a1, a2)p(a1, a3)p(−1,−a1a2a3)p(a3, a2)p
= (−1,−a1a2a3)pwp(q),

de manera que la condició que sigui 1 és equivalent a dir que wp(q) = (−1,−∆(q))p.

Anem a veure el cas de rang 4. La forma s’escriu com la suma ortogonal de les
dues formes de rang 2 ⟨a1, a2⟩ i ⟨a3, a4⟩, i representa 0 si, i només si, existeix un element
β ∈ Qp

∗/Qp
∗2 tal que les formes ⟨a1, a2⟩ i ⟨−a3,−a4⟩ representen β; però per a això podem

mirar la segona taula per a rang 2, que ja s’ha demostrat. Dir que ⟨a1, a2⟩ representa β
equival a dir que se satisfà la condició wp(⟨a1, a2⟩) = (β,−∆(⟨a1, a2⟩))p; és a dir, que és
(a1, a2)p = (β,−a1a2)p. Anàlogament, dir que ⟨−a3,−a4⟩ representa β equival a dir que
se satisfà la condició (−a3,−a4)p = (β,−a3a4)p. Posem

A := {β ∈ Qp
∗/Qp

∗2 : (β,−a1a2)p = (a1, a2)p},
B := {β ∈ Qp

∗/Qp
∗2 : (β,−a3a4)p = (−a3,−a4)p}.

Amb aquestes notacions hem vist que q representa 0 si, i només si, A∩B és no buit. Ara
bé, les condicions perquè això succeeixi les deduirem del resultat següent.

Lema 10.8.4. Donat α ∈ Qp
∗/Qp

∗2, posem Hw
α := {β ∈ Qp

∗/Qp
∗2 : (β, α)p = w}, per a

w = ±1. Aleshores:

(a)

#Hw
α =



4, si α = 1, w = 1, p ̸= 2,

8, si α = 1, w = 1, p = 2,

0, si α = 1, w = −1,
2, si α ̸= 1, p ̸= 2,

4, si α ̸= 1, p = 2.

(b) Si Hw
α i Hw′

α′ són no buits, aleshores condició necessària i suficient perquè siguin
disjunts és que α = α′ i w = −w′.

Demostrarem el lema més endavant; ara l’aplicarem per a acabar de provar la proposi-
ció. Observem que els conjunts A i B de la proposició són els casos particulars α = −a1a2,
w = (a1, a2)p, i α = −a3a4, w = (−a3,−a4)p, respectivament, dels conjunts Hw

α . Per tant,

cal veure en quines condicions H
(a1,a2)p
−a1a2 ∩H

(−a3,−a4)p
−a3a4 és no buit.
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Observem, en primer lloc, que (a1,−a1a2)p = (a1, a2)p i que, de manera similar,
(−a3,−a3a4)p = (−a3,−a4)p, de manera que a1 ∈ A i −a3 ∈ B i A i B són no buits.
Per tant, aquesta intersecció és buida quan se satisfan simultàniament les condicions
−a1a2 = −a3a4 i (a1, a2)p = −(−a3,−a4)p. Com que el discriminant és ∆(q) = a1a2a3a4,
mòdul quadrats, la primera condició equival a dir que ∆(q) = 1 i, en conseqüència, con-
dició necessària i suficient perquè A∩B = ∅ és que ∆(q) = 1 i (a1, a2)p = −(−a3,−a4)p.
D’altra banda, si calculem l’invariant de Hasse-Witt de la forma q obtenim que

wp(q) = (a1, a2)p(a3, a4)p(a1a2, a3a4)p

= (a1, a2)p(a3, a4)p(a3a4, a3a4)p(∆(q), a3a4)p

= (a1, a2)p(a3, a4)p(−1, a3a4)p(∆(q), a3a4)p

= (a1, a2)p(−1,−1)p(−1,−1)p(a3, a4)p(−1, a3a4)p(∆(q), a3a4)p

= (a1, a2)p(−1,−1)p(a3, a4)p(−1,−a3a4)p(∆(q), a3a4)p

= (a1, a2)p(−1,−1)p(−1, a3)p(−1,−a4)p(a3, a4)p(∆(q), a3a4)p

= (a1, a2)p(−1,−1)p(−1,−a4)p(a3,−a4)p(∆(q), a3a4)p

= (a1, a2)p(−1,−1)p(−a3,−a4)p(∆(q), a3a4)p.

Podem acabar immediatament la prova del cas de rang 4. Condició necessària i suficient
perquè q representi 0 és que la intersecció A ∩ B sigui no buida; és a dir, que ∆(q) ̸= 1
o bé que ∆(q) = 1 i (a1, a2)p = (−a3,−a4)p; i això equival, en el cas ∆(q) = 1, a dir que
wp(q) = (−1,−1)p, ja que wp(q) = (a1, a2)p(−1,−1)p(−a3,−a4)p.

Resta demostrar el cas de rang ≥ 5 de la primera taula i el lema. Per a demostrar
el cas de rang ≥ 5 és suficient, ja que no hi ha condicions, demostrar-lo en el cas de
rang 5. Suposem, doncs, que q := ⟨a1, a2, a3, a4, a5⟩ és de rang 5. Posem d := a1a2,
w := (a1, a2)p; la fila corresponent a rang 2 de la segona taula (que ja ha estat provada)
ens permet assegurar que la forma ⟨a1, a2⟩ representa tots els elements de Hw

−d. En efecte,
donat α ∈ Qp

∗, condició necessària i suficient perquè la forma ⟨a1, a2⟩ representi β és que
(β,−d)p = w; és a dir, que β ∈ Hw

−d. Suposem que Hw
−d = ∅; equivalentment, −d = 1 i

w = −1; això implica que a1 = −a2, de manera que, evidentment, la forma q representa
0. En el cas Hw

−d ̸= ∅, existeix β ∈ Hw
−d tal que β ̸= ∆(q), ja que el conjunt Hw

−d té, com
a mı́nim, dos elements. Això ens permet assegurar que q és la suma ortogonal de la forma
⟨β⟩ amb una forma q′ de rang necessàriament 4 i de determinant β∆(q) ̸= 1; en virtut
del que hem provat més amunt, la forma q′ representa 0 i, en conseqüència, la forma q
també. □

Resta, doncs, demostrar el lema. Si α = 1, aleshores (β, α)p = 1 per a tot element β,
de manera que els tres primers casos del primer apartat són immediats. D’altra banda,
considerem α ∈ Qp

∗/Qp
∗2, α ̸= 1. Com que el śımbol de Hilbert (α, β)p és no degenerat,

l’aplicació Qp
∗/Qp

∗2 wα−→ {±1} donada per l’assignació β 7→ (α, β)p és exhaustiva. En
conseqüència, H1

α = Ker(wα) és un subgrup d’́ındex 2 de Qp
∗/Qp

∗2 i H−1
α és el comple-

mentari, de manera que el cardinal coincideix i és la meitat de l’ordre de Qp
∗/Qp

∗2. Això
demostra la primera part.

Per a la segona, suposem que Hw
α i Hw′

α′ són no buits; això només exclou el conjunt
H−1

1 . Si Hw
α ∩Hw′

α′ = ∅, aleshores Hw
α = H−w′

α′ , de manera que també H−w
α = Hw′

α′ ; i, com
que 1 ∈ H1

α ∩H1
α′ , ha de ser H1

α = H1
α′ . En conseqüència, per a tot element β ∈ Qp

∗/Qp
∗2

és (β, α′)p = (β, α)p i, com que el śımbol de Hilbert és no degenerat, ha de ser α′ = α;
d’aqúı es dedueix, doncs, que w′ = −w. El rećıproc és immediat. □
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10.9 Descripció de les classes d’equivalència

Els resultats de la secció anterior són, de fet, la classificació de les formes quadràtiques
no degenerades sobre Qp. En aquesta, es tracta de fer una descripció de les classes
d’equivalència.

Teorema 10.9.1 (Classificació de les formes quadràtiques no degenerades sobre Qp).
Siguin q1, q2 formes quadràtiques no degenerades sobre Qp. Condició necessària i suficient
perquè q1 i q2 siguin equivalents és que tinguin el mateix rang, el mateix discriminant i el
mateix invariant de Hasse-Witt.

Demostració: Només resta demostrar la suficiència. La proposició anterior ens permet
assegurar que si les formes tenen aquests mateixos tres invariants, aleshores representen
els mateixos elements de Qp; per tant, existeix α ∈ Qp

∗ tal que q1 i q2 representen α.
Si les formes són de rang 1, són necessàriament equivalents a la forma ⟨α⟩ i, per tant,
equivalents entre si. Si el rang és > 1, aleshores existeixen formes q′1, q

′
2 de rang una

unitat inferior tals que q1 = ⟨α⟩ ⊥ q′1 i q2 = ⟨α⟩ ⊥ q′2; per definició de discriminant i
de l’invariant de Hasse-Witt, les formes q′1 i q′2 tenen també el mateix discriminant i el
mateix invariant de Hasse-Witt, de manera que podem acabar la prova per inducció sobre
el rang. □

Corol.lari 10.9.2. Existeix una forma quadràtica de rang 4 sobre Qp, i només una llevat
d’equivalència, que no representa 0. Es pot escriure en la forma X2 − aY 2 − bZ2 + abT 2

per a qualsevol parella d’elements a, b ∈ Qp
∗ tals que (a, b)p = −1.

Demostració: L’existència és clara; si hom pren a, b ∈ Qp
∗ tals que (a, b)p = −1,

fet que és possible perquè el śımbol de Hilbert és no degenerat, la forma de l’enunciat no
representa zero, per definició del śımbol de Hilbert. Cal veure la unicitat. Però això és una
conseqüència immediata de la proposició que caracteritza les condicions d’isotropia d’una
forma. En efecte, perquè una forma de rang 4 no representi 0 és necessari i suficient que el
seu discriminant sigui 1 i el seu invariant de Hasse-Witt sigui −(−1,−1)p. En particular,
això determina els invariants de la forma, de manera que la unicitat és conseqüència del
teorema de classificació anterior. □

Corol.lari 10.9.3. Sobre Qp només hi ha dues classes d’isomorfisme d’àlgebres de quater-
nions: una és l’àlgebra de matrius quadrades M(2,Qp) i l’altra és un cos no commutatiu,
donat per qualsevol parella de paràmetres a, b ∈ Qp

∗ tals que (a, b)p = −1. □

De vegades és convenient saber si hi ha alguna forma quadràtica que tingui invariants
donats. El resultat següent ho caracteritza.

Proposició 10.9.4. Siguin p un nombre primer, n ≥ 1 un nombre enter, w ∈ {±1}, i
∆ ∈ Qp

∗/Qp
∗2. Condició necessària i suficient perquè existeixi una forma quadràtica no

degenerada sobre Qp de rang n, discriminant ∆ i invariant de Hasse-Witt w és que se
satisfacin les restriccions següents:

(a) Si n = 1, aleshores w = 1;

(b) Si n = 2, aleshores ∆ ̸= −1 o bé ∆ = −1 i w = 1.
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Demostració: El cas de rang n = 1 és clar, ja que l’invariant de Hasse-Witt d’una
forma quadràtica no degenerada de rang 1 és 1 i la forma ∆X2 és de discriminant ∆.

El cas n = 2 amb ∆ = −1 també és clar. En efecte, la forma quadràtica aX2 + bY 2 és
de discriminant ∆ := ab i té invariant de Hasse-Witt wp := (a, b)p = (a,−ab)p = (a,−∆)p;
per tant, si ∆ = −1, aleshores wp = 1. Això demostra la necessitat. La suficiència és clara
ja que, d’una banda, un pla hiperbòlic és de discriminant −1 i el valor del seu invariant
de Hasse-Witt és 1; i de l’altra, si ∆ ̸= −1, aleshores podem trobar un element a ∈ Qp

∗

tal que (a,−∆)p = wp, perquè el śımbol de Hilbert és no degenerat; en aquest cas, els
invariants de la forma ⟨a, a∆⟩ són els donats.

Anem al cas n ≥ 3. Si demostrem que en el cas n = 3 sempre podem trobar una forma
amb els invariants donats, el mateix succeirà en els casos n > 3, ja que podem prendre
la forma quadràtica q de la forma q := ⟨1⟩ ⊥ · · · ⊥ ⟨1⟩ ⊥ q′, amb n− 3 formes ⟨1⟩ i una
forma q′ de rang 3, amb discriminant i invariant de Hasse-Witt iguals que els que volem.
Però si prenem a ∈ Qp

∗ diferent de −∆ mòdul quadrats, acabem de veure en el cas n = 2
que existeix una forma quadràtica q′ de rang 2 amb invariants a∆ ̸= −1 i invariant de
Hasse-Witt (a,−∆)pw; la forma q := ⟨a⟩ ⊥ q′ satisfà el que desitgem. □

Corol.lari 10.9.5. El nombre de classes d’equivalència de formes quadràtiques no dege-
nerades de rang n sobre Qp és donat per la taula següent:

rang(q) p nombre

1 ̸= 2 4

1 = 2 8

2 ̸= 2 7

2 = 2 15

≥ 3 ̸= 2 8

≥ 3 = 2 16 □



Caṕıtol 11

Formes quadràtiques racionals

En aquest caṕıtol es procedeix a fer l’estudi i la classificació de les formes quadràtiques
sobre el cos dels nombres racionals.

11.1 Propietats globals del śımbol de Hilbert

Per a començar la classificació de les formes quadràtiques sobre el cos dels nombres racio-
nals cal establir la fórmula del producte per als śımbols de Hilbert associats a una parella
de nombres racionals no nuls.

Donats a, b ∈ Q∗, podem considerar tots els śımbols de Hilbert (a, b)p i (a, b)∞, ja que
Q es pot considerar com a subcòs de cada un dels cossos Qp i R.
Teorema 11.1.1 (Fórmula del producte). Sigui P el conjunt de tots els nombres naturals
primers. Donats a, b ∈ Q∗, el conjunt dels nombres p ∈ P tals que (a, b)p ̸= 1 és finit i se
satisfà la igualtat ∏

p∈P∪{∞}

(a, b)p = 1.

Demostració: Si tenim en compte la bilinealitat dels śımbols de Hilbert (∗, ∗)p per a
p ∈ P ∪ {∞}, és suficient considerar els casos a, b ∈ {−1, ℓ}, per a ℓ ∈ P . Posarem

Π :=
∏

p∈P∪{∞}

(a, b)p i distingirem casos.

Cas a = b = −1. Si p ∈ P i p ̸= 2, el càlcul que hem fet en el caṕıtol an-
terior dels śımbols de Hilbert ens permet assegurar que (−1,−1)p = 1; en particu-
lar, el producte és finit i val Π = (−1,−1)2(−1,−1)∞. Però ja hem vist, també, que
(−1,−1)2 = (−1,−1)∞ = −1, de manera que el resultat queda provat.

Cas a = −1, b = 2. Anàlogament, si p ̸= 2 els elements −1, 2 són invertibles en Zp,
de manera que per a p ∈ P , p ̸= 2, és (−1, 2)p = 1. Però ara se satisfan les igualtats
(−1, 2)2 = (−1, 2)∞ = 1, la primera en virtut del càlcul que hem esmentat més amunt i la
segona perquè 2 > 0 en R, per exemple. En particular, (−1, 2)p = 1 per a tot p ∈ P∪{∞}.

Cas a = −1, b = ℓ ̸= 2. Si p ∈ P és diferent de 2 i de ℓ, i també si p = ∞, és
(−1, ℓ)p = 1; i, d’altra banda, (−1, ℓ)2 = (−1, ℓ)ℓ = (−1)ε(ℓ).

Cas a = b = ℓ ∈ P . La igualtat (ℓ, ℓ)p = (ℓ,−ℓ2)p = (−1, ℓ)p redueix aquest cas als
anteriors.

175
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Cas a = 2; b = ℓ ̸= 2. Si p ∈ P ∪ {∞}, p ̸= 2, ℓ, aleshores (2, ℓ)p = 1; d’altra banda,

(2, ℓ)2 = (−1)ω(ℓ) i (2, ℓ)ℓ =
(
2

ℓ

)
= (−1)ω(ℓ).

Cas a = ℓ, b = ℓ′, ℓ ̸= ℓ′, ℓ, ℓ′ ∈ P . Si p ∈ P ∪ {∞}, p ̸= 2, ℓ, ℓ′, aleshores (ℓ, ℓ′)p = 1; a
més a més, (ℓ, ℓ′)2 = (−1)ε(ℓ)ε(ℓ′), mentre que (ℓ, ℓ′)ℓ′ = (−1)ε(ℓ)ε(ℓ′)(ℓ, ℓ′)ℓ, de manera que
el producte és, certament, 1. □

No perdem de vista que l’objectiu d’aquest caṕıtol és classificar les formes quadràtiques
racionals. Per tant, podem començar per recordar els invariants associats a una forma
quadràtica racional.

Sigui q := ⟨a1, . . . , an⟩ una forma quadràtica diagonalitzada, no singular, amb ai ∈ Q∗,
per a 1 ≤ i ≤ n. Aleshores, podem fer la llista següent dels invariants associats a q.
D’una banda, el rang, n, i el discriminant, ∆(q) := a1 · · · · · an ∈ Q∗/Q∗2; i, de l’altra, per

a cada nombre primer p ∈ P , l’invariant de Hasse-Witt, wp(q) :=
∏

1≤i<j≤n

(ai, aj)p = ±1,

l’invariant de Hasse-Witt w∞(q) :=
∏

1≤i<j≤n

(ai, aj)∞ = ±1, i la signatura de q. Recordem

que la forma quadràtica q és equivalent a una única forma quadràtica real de la forma
X2

1 + · · ·+X2
r − (Y 2

1 + · · ·+ Y 2
s ), amb r+ s = n; la signatura la definim com la parella de

nombres naturals (r, s). En particular, el discriminant es pot considerar de manera única
com un nombre enter lliure de quadrats.

De totes maneres, no és cert que aquests invariants siguin independents. De fet, la
fórmula del producte ens proporciona algunes restriccions importants.

Lema 11.1.2. Amb les notacions precedents, per a tot nombre primer p ̸= 2 tal que p
no divideix el producte a1 · · · · · an és wp(q) = 1. A més a més, se satisfà la igualtat∏
p∈P∪{∞}

wp(q) = 1.

Demostració: La primera propietat es dedueix immediatament del fet que per a tot
nombre primer p ̸= 2 que no divideix el producte aiaj el śımbol de Hilbert (ai, aj)p és
trivial. A més a més, per a cada parella (i, j), el producte dels śımbols de Hilbert (ai, aj)p
sobre tots els elements de P ∪ {∞} és 1; per tant, la segona propietat es dedueix per
multiplicació finita. □

11.2 Lema d’aproximació

A l’hora de fer la classificació de les formes quadràtiques racionals i, sobretot, a l’hora de
descriure les classes d’equivalència, és convenient de saber en quines condicions existeixen
nombres racionals amb śımbols de Hilbert donats. I per a això, convé disposar del lema
d’aproximació.

Teorema 11.2.1 (Lema d’aproximació). Sigui S ⊆ P ∪ {∞} un subconjunt finit. La

imatge del morfisme diagonal Q −→
∏
p∈S

Qp (on Q∞ := R) és densa.

Demostració: A l’hora de fer la prova podem suposar que ∞ ∈ S, ja que si la imatge

de Q en
∏

p∈S∪{∞}

Qp és densa, també ho és la imatge de Q en
∏
p∈S

Qp.
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Donat un element x := (x∞, x1, . . . , xn) ∈ R×Qp1×· · ·×Qpn , cal veure que x pertany
a l’adherència de Q en aquest producte. I si multipliquem x per un enter adequat per a
treure els denominadors, podem suposar que, per a 1 ≤ i ≤ n, és xi ∈ Zpi .

Cal comprovar que per a tot nombre real ε > 0 i per a tot nombre natural N > 0,
existeix un element x ∈ Q tal que |x−x∞| ≤ ε i vp(x−xi) ≥ N , per a tot ı́ndex i. Posem
mi := pNi . El teorema xinès del residu ens permet assegurar que existeix x0 ∈ Z tal que
per a tot ı́ndex i se satisfà la desigualtat vpi(x0 − xi) ≥ N . D’altra banda, és un exercici
elemental veure que, donat un nombre enter q ≥ 2 de manera que mcd(q, p1 · · · pn) = 1,
el subconjunt {a/qm : a ∈ Z,m ≥ 0} és dens en R. Per tant, podem elegir un nombre

enter a i un nomre natural m de manera que

∣∣∣∣ x0 − x∞pN1 · · · pNn
+

a

qm

∣∣∣∣ ≤ ε

pN1 · · · pNn
, desigualtat

que es pot escriure en la forma |x0 − x∞ + upN1 · · · pNn | ≤ ε, on u := aq−m. Si ara prenem
x := x0 + upN1 · · · pNn , se satisfan les desigualtats que voĺıem, ja que, per a tot ı́ndex i, és
vpi(x− xi) ≥ inf(vpi(x− x0), vpi(x0 − xi)) ≥ N . □

Per a la demostració de l’existència de nombres racionals amb śımbols de Hilbert donats
utilitzarem el teorema de Dirichlet de la progressió aritmètica. Aquest teorema, que ara
enunciarem en la forma feble que farem servir, es demostrarà més endavant (cf. el teorema
14.3.1).

Teorema 11.2.2 (Dirichlet). Donats nombres a,m ∈ N primers entre si, a,m ̸= 0, el
conjunt {a+ λm : λ ∈ N} conté una infinitat de nombres primers.

El darrer resultat que provarem en aquesta secció és l’existència de nombres racionals
amb śımbols de Hilbert donats.

Proposició 11.2.3. Considerem un conjunt finit {a1, . . . , an} ⊆ Q∗ fixat i, per a tot
element ℓ ∈ P ∪{∞}, siguin w1,ℓ, . . . , wn,ℓ ∈ {±1}. Condició necessària i suficient perquè
existeixi un nombre racional x ∈ Q∗ tal que (ai, x)ℓ = wi,ℓ, per a tota parella (i, ℓ), és que
se satisfacin les restriccions següents:

(a) per a tota parella (i, ℓ), llevat d’un nombre finit, wi,ℓ = 1;

(b) per a tot i,
∏

ℓ∈P∪{∞}

wi,ℓ = 1; i

(c) per a tot ℓ ∈ P ∪ {∞} existeix xℓ ∈ Qℓ
∗ tal que per a 1 ≤ i ≤ n és (ai, xℓ)ℓ = wi,ℓ.

Demostració: La necessitat és immediata, en virtut de la fórmula del producte per al
śımbol de Hilbert. Es tracta de demostrar la suficiència.

Si cal, multipliquem per quadrats no nuls, i podem suposar que els nombres ai són
enters lliures de quadrats. A més a més, els conjunts

S := {2,∞} ∪ {ℓ : existeix i tal que ℓ divideix ai},

T := {ℓ ∈ P ∪ {∞} : wi,ℓ = −1, per a algun ı́ndex i}
són finits. Farem la demostració en dos casos.

Primer cas: S ∩ T = ∅.
Siguin a :=

∏
{ℓ : ℓ ∈ T −{∞}}, m := 8

∏
{ℓ : ℓ ∈ S−{2,∞}}. Com que S ∩T = ∅,

aleshores mcd(a,m) = 1 i el teorema de Dirichlet de la progressió aritmètica ens permet
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assegurar que existeix un nombre primer p tal que p /∈ S ∪ T i p ≡ a (mod m). Posem
x := ap > 0. Només cal veure que, per a tota parella (i, ℓ), és (ai, x)ℓ = wi,ℓ.

Observem, en primer lloc, que x és un quadrat en R; d’altra banda, x és un quadrat
no nul mòdul 8 i mòdul ℓ per a tot nombre primer ℓ ∈ S; en conseqüència, el lema de
Hensel ens permet assegurar que x és un quadrat en Qℓ per a tot nombre primer ℓ ∈ S;
en particular, (ai, x)ℓ = 1 per a ℓ ∈ S. Però, com que S està inclòs en el complementari
de T , és wi,ℓ = 1, per a tot i i tot ℓ ∈ S.

Podem suposar, doncs, que ℓ /∈ S. Aleshores, ℓ ̸= 2 i, per a tot ı́ndex i, ℓ no divideix
ai. En conseqüència, ai és una unitat en Zℓ i el càlcul del śımbol de Hilbert ens permet

assegurar que, per a tot element no nul b ∈ Qℓ, és (ai, b)ℓ =
(ai
ℓ

)vℓ(b)
. Si ℓ /∈ T ∪ {p},

aleshores wi,ℓ = 1 i ℓ no divideix x, de manera que (ai, x)ℓ = 1, ja que x també és una
unitat en Zℓ. Si ℓ ∈ T , aleshores vℓ(x) = 1. Però, en virtut de la hipòtesi (c), existeix un
element xℓ ∈ Qℓ

∗ tal que per a tot ı́ndex i és (ai, xℓ)ℓ = wi,ℓ; per tant, i com que algun
dels valors wi,ℓ és −1, ha de ser vℓ(xℓ) és senar. En conseqüència, obtenim la igualtat

(ai, x)ℓ =
(ai
ℓ

)
= (ai, xℓ)ℓ = wi,ℓ. Per últim, si ℓ = p la fórmula del producte i la propietat

(b) permeten concloure.

En el cas general, S∩T pot ser no buit. Es tracta de reduir el problema al cas anterior.
Podem considerar els elements xℓ donats per la condició (c).

Per a tot nombre primer ℓ, Qℓ
∗2 és un subgrup obert de Qℓ

∗, ja que és d’́ındex finit.

Aix́ı, xℓQℓ
∗2 és un subconjunt obert de Qℓ

∗; per tant, el conjunt
∏
ℓ∈S

xℓQℓ
∗2 és obert en∏

ℓ∈S

Qℓ
∗. El lema d’aproximació ens permet assegurar que existeix x′ ∈ Q∗ ∩

∏
ℓ∈S

xℓQℓ
∗2; és

a dir, per a tot nombre primer ℓ ∈ S és
x′

xℓ
∈ Qℓ

∗2. Dit d’una altra manera, per a tota

parella (i, ℓ) tal que ℓ ∈ S se satisfà la igualtat (ai, x
′)ℓ = (ai, xℓ)ℓ = wi,ℓ.

Posem, per a tota parella (i, ℓ), w′
i,ℓ := wi,ℓ(ai, x

′)ℓ. Aleshores, la famı́lia formada pels
elements w′

i,ℓ satisfà les condicions de l’enunciat i, a més a més, és w′
i,ℓ = 1 per a tot

ℓ ∈ S. Els conjunts S ′ i T ′ constrüıts per als w′
i,ℓ són disjunts, de manera que podem

aplicar el cas anterior; obtenim un element y ∈ Q∗ tal que per a tota parella (i, ℓ) se
satisfà que (ai, y)ℓ = w′

i,ℓ. Posem x := yx′. Aleshores, per a tota parella (i, ℓ) se satisfà
que (ai, x)ℓ = (ai, y)ℓ(ai, x

′)ℓ = wi,ℓ, com voĺıem veure. □

11.3 El teorema de Hasse-Minkowski

El teorema de Hasse-Minkowski és l’ingredient essencial de la classificació que fem de les
formes quadràtiques no singulars sobre el cos dels nombres racionals.

Teorema 11.3.1 (Hasse-Minkowski). Sigui q una forma quadràtica racional no singular.
Condició necessària i suficient perquè q representi 0 es Q és que q representi 0 en R i en
Qp per a tot nombre primer p.

Demostració: Clarament, i com que Q ⊆ R i Q ⊆ Qp per a tot nombre primer p, la
condició és necessària. Es tracta de provar-ne la suficiència.
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Considerem una diagonalització de la forma quadràtica q; és a dir, considerem nombres
racionals no nuls a1, a2, . . . , an ∈ Q de manera que q = ⟨a1, a2, . . . , an⟩. A fi de caracterit-
zar quan aquesta forma representa zero, podem suposar sense pèrdua de generalitat que
a1 = 1. Farem la prova distingint casos segons el rang, n. El cas de rang 1 és trivial, ja
que la forma X2 no representa 0 sobre cap cos.

Cas n = 2. Podem escriure la forma de la manera q := X2−aY 2 per a un cert nombre
racional no nul a; com que q representa 0 en R, cal que sigui a > 0; podem considerar una

factorització de a, a =
∏
p

pvp(a), amb vp(a) ∈ Z; com que q representa 0 en Qp, obtenim

que a és un quadrat en cada Qp, de manera que, per a tot nombre primer p, vp(a) és
parell. En particular, a és un quadrat en Q i, en conseqüència, q representa a en Q.

Cas n = 3. Si cal, podem multiplicar els coeficients per quadrats de Q∗, i fer la
forma equivalent a una forma quadràtica q = ⟨1,−a,−b⟩, amb a, b ∈ Z, no nuls i lliures
de quadrats; i podem suposar que |a| ≤ |b|. Sigui m := |a| + |b|; es tracta de fer la
demostració per inducció sobre el nombre natural m. Si m = 2, aleshores la forma és
una de les q = ⟨1,±1,±1⟩, la forma ⟨1, 1, 1⟩ exclosa perquè q representa zero en R; i, de
manera trivial, i les altres tres representen zero en Q. Suposem, doncs, que m > 2; en
aquest cas és |b| ≥ 2 i podem considerar una factorització b = ±p1 · · · · · pk de b amb els
pi nombres naturals primers diferents. Es tracta de veure que a és un residu quadràtic
mòdul pi per a tot ı́ndex 1 ≤ i ≤ k. Ens fixarem en un ı́ndex i i escriurem p := pi. Si
p divideix a, aleshores és clar que a és un residu quadràtic mòdul p; en cas contrari, a
és un element invertible de Zp. Per hipòtesi, la forma quadràtica ⟨1,−a,−b⟩ representa
0 en Qp, de manera que existeixen elements x, y, z ∈ Zp, no tots ells divisibles per p, de
manera que 0 = z2− ax2− by2. Com que p divideix b, podem escriure z2 ≡ ax2 (mod p);
si p divid́ıs x, aleshores p també dividiria y i això és contrari a l’elecció que hem fet de
x, y, z; per tant, podem suposar que p no divideix a. Però, en aquest cas, a és un residu
quadràtic mòdul p, com voĺıem veure.

Ara aplicarem aquest resultat parcial. El fet que a sigui un residu quadràtic mòdul
p per a tot nombre enter primer p que divideix l’enter lliure de quadrats b, ens permet
assegurar que a és un residu quadràtic mòdul b. Això ens permet establir l’existència de

nombres enters t, b′ ∈ Z tals que t2 = a + bb′ i podem suposar que |t| ≤ |b|
2
, si prenem

un sistema adequat de representants de les classes laterals mòdul b. Ara, la propietat
bb′ = t2 − a = N(t +

√
a) ens permet dir que una condició necessària i suficient perquè

b ∈ N(K(
√
a)|K) és que b′ ∈ N(K(

√
a)|K), on K = Qp o bé K = Q. En conseqüència,

la forma quadràtica q de partida representa 0 en K si, i només si, la forma quadràtica
q′ := ⟨1,−a,−b′⟩ representa 0 en K (cf. el teorema de Legendre 8.2.1 i el lema 8.2.3).
Per tant, podem suposar que, per a tot nombre primer p, la forma quadràtica ⟨1,−a,−b′⟩
representa 0 en Qp. Ara bé, com que |b| ≥ 2, podem escriure que

|b′| =
∣∣∣∣t2 − ab

∣∣∣∣ ≤ |b|4 + 1 < |b|.

Posem b′ =: b′′u2 amb b′′, u ∈ Z, b′′ lliure de quadrats; se satisfà, doncs, la desigualtat
|b′′| < |b|. D’altra banda, i per construcció, la forma quadràtica racional q′′ := ⟨1,−a,−b′′⟩
és equivalent a la forma q′ i, per hipòtesi d’inducció, ja que |a|+|b′′| < |a|+|b|, q′′ representa
0 en Q. Per tant, la forma quadràtica q′ representa 0 en Q i, en conseqüència, la forma
quadràtica q representa 0 en Q.
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Cas n = 4. Podem escriure q = ⟨a, b,−c,−d⟩ amb a, b, c, d ∈ Z no nuls. Donat un
ı́ndex p ∈ P ∪{∞}, com que q representa 0 en Qp, per hipòtesi, podem trobar un element
xp ∈ Qp (x∞ ∈ R si p =∞) tal que les formes quadràtiques ⟨a, b⟩ i ⟨c, d⟩ representen xp.
Però això ens assegura que se satisfan les igualtats (xp,−ab)p = (a, b)p i (xp,−cd)p = (c, d)p
entre els śımbols de Hilbert. La fórmula del producte ens permet escriure les igualtats∏

p∈P∪{∞}

(a, b)p =
∏

p∈P∪{∞}

(c, d)p = 1,

de manera que podem aplicar l’existència de nombres racionals amb śımbols de Hilbert
donats (cf. la proposició 11.2.3) de la manera següent: posem a1 := −ab, a2 := −cd;
aleshores, existeix un nombre racional x tal que per a tot p ∈ P ∪ {∞} se satisfan les
igualtats (a1, x)p = (a, b)p, (a2, x)p = (c, d)p.

Considerem la forma quadràtica qx := ⟨a, b,−x⟩. Per construcció, i en tenir en compte
les condicions perquè la forma de rang 2 ⟨a, b⟩ representi x sobre Qp, la forma quadràtica
qx representa 0 en Qp per a tot p ∈ P ∪ {∞}; com que és de rang 3 i, en aquest cas, ja
hem demostrat el teorema, podem assegurar que la forma quadràtica qx representa 0 en
Q. Anàlogament, la forma quadràtica ⟨c, d,−x⟩ representa 0 en Q. Però això ens diu que
les formes quadràtiques ⟨a, b⟩ i ⟨c, d⟩ representen x en Q, de manera que q representa 0
en Q.

Cas n ≥ 5. Farem la demostració per inducció sobre n. Per a això considerarem una
descomposició de q com a suma ortogonal de dues formes q1 := ⟨a1, a2⟩ i q2 := ⟨a3, . . . , an⟩
i el conjunt finit S := {2,∞} ∪ {p ∈ P : vp(ai) > 0, per a algun ı́ndex i ≥ 3}. Per
hipòtesi, per a tot p ∈ P ∪ {∞} existeix ap ∈ Qp tal que q1 i −q2 representen ap. A més
a més, podem suposar que ap ∈ Qp

∗, ja que si una forma quadràtica representa 0 en Qp,
aleshores representa tot element de Qp.

Donat p ∈ S, el subgrup Qp
∗2 de Qp

∗ és un subgrup d’́ındex finit; per tant, és un
subgrup obert; en conseqüència, el conjunt apQp

∗2 és un obert de Qp
∗ i, com que Qp

∗ és
un subconjunt obert de Qp, obtenim que apQp

∗2 és un subconjunt obert de Qp. D’aquesta

manera,
∏
p∈S

apQp
∗2 és un subconjunt obert de

∏
p∈S

Qp. D’altra banda, l’aplicació

∏
p∈S

Qp ×
∏
p∈S

Qp −→
∏
p∈S

Qp

donada per la fórmula
({yp,1}p, {yp,2}p) 7→ {q1(yp,1, yp,2)}p

és cont́ınua; per tant, l’antiimatge de l’obert
∏
p∈S

apQp
∗2 en

∏
p∈S

Qp ×
∏
p∈S

Qp és un obert.

Ara, el lema d’aproximació (cf.11.2.1) ens permet assegurar que tot subconjunt obert

de
∏
p∈S

Qp ×
∏
p∈S

Qp talla Q×Q; per tant, existeixen nombres racionals x1, x2 tals que per

a tot p ∈ S és q1(x1, x2) ∈ apQp
∗2. En conseqüència, si a := q1(x1, x2), aleshores a ∈ Q i

per a tot p ∈ S és aa−1
p ∈ Qp

∗2.

Considerem, ara, la forma quadràtica f , suma ortogonal de les formes quadràtiques
⟨a⟩ i q2. Si p ∈ S, com que −q2 representa ap i a ∈ apQp

∗2, també −q2 representa a;
per tant, f representa 0 en Qp per a tot p ∈ S. D’altra banda, si p /∈ S, aleshores
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els coeficients −a3, . . . ,−an de −q2 són invertibles en Zp, de manera que els śımbols de
Hilbert (−ai,−aj)p són trivials si 3 ≤ i < j ≤ n i, en conseqüència, per a p /∈ S és
wp(−q2) = 1, ja que 2 ∈ S. A més a més, el discriminant també és invertible en Zp, de
manera que (−1,∆(−q2))p = 1; podem aplicar les condicions d’isotropia d’una forma de
rang ≥ 3 i obtenim que, per a tot p /∈ S, −q2 representa 0 en Qp i, per tant, f també
representa 0 en Qp. Per hipòtesi d’inducció, podem assegurar que f representa 0 en Q.
Però això ens permet assegurar que la forma quadràtica q2 representa a en Q; i com que
q1 representa a en Q, la forma q representa 0 en Q, com voĺıem demostrar. □

Corol.lari 11.3.2. Siguin q una forma quadràtica no degenerada sobre Q i α ∈ Q un
nombre racional qualsevol. Condició necessària i suficient perquè q representi α en Q és
que q representi α sobre R i sobre Qp per a tot nombre primer p.

Demostració: En efecte, considerem la forma quadràtica q′ := q ⊥ ⟨−α⟩ i apliquem
el teorema tenint en compte que una condició necessària i suficient perquè q representi α
sobre un cos K que conté Q és que q′ representi 0 sobre K. □

Corol.lari 11.3.3. Sigui q una forma quadràtica racional, no degenerada, de rang n ≥ 5
i indefinida sobre R (és a dir, de signatura (r, s) ̸= (n, 0) i (r, s) ̸= (0, n)). Aleshores, q
representa 0 en Q. □

Observació 11.3.4. El teorema de Hasse-Minkowski dóna una altra interpretació del
teorema de Legendre.

Si p és un nombre primer i m ≥ 1 un enter qualsevol, direm que una forma quadràtica
aX2 + bY 2 + cZ2 de coeficients enters a, b, c, representa zero primitivament en Z/pmZ,
quan existeixen enters x, y, z no tots múltiples de p tals que ax2+by2+cz2 ≡ 0 (mod pm).
Amb aquesta noció, la condició que dóna el teorema de Legendre admet algunes formes
equivalents.

Corol.lari 11.3.5. Siguin a, b, c ∈ Z enters no nuls, lliures de quadrats, primers dos a
dos, i no tots del mateix signe. Aleshores, les condicions següents són equivalents.

(a) L’equació aX2 + bY 2 + cZ2 = 0 admet solucions enteres no trivials.

(b) Per a tot nombre primer p i tot enter m ≥ 1, l’equació aX2+bY 2+cZ2 ≡ 0 (mod pm)
admet solucions primitives.

(c) Per a tot nombre primer p que divideix abc, l’equació aX2 + bY 2 + cZ2 ≡ 0 (mod p2)
admet solucions primitives.

(d) Per a tot nombre primer p, la forma quadràtica aX2 + bY 2 + cZ2 representa 0 primi-
tivament en Zp.

(e) Per a tot nombre primer p, la forma quadràtica aX2+ bY 2+ cZ2 representa 0 en Qp.

Demostració: Les implicacions de (b) per (a) i de (c) per (b) són immediates. Veiem
que (c) implica (a). Sigui p un nombre primer i suposem que p divideix a i que (x, y, z)
és una solució primitiva mòdul p2. Veiem que p no divideix el producte yz. Si p divid́ıs
y, aleshores p dividiria ax2 + by2, de manera que p també dividiria cz2. Però com que
a, c són primers entre si, p dividiria z; per tant, p2 dividiria by2 + cz2, d’on p2 dividiria
ax2; com que a és lliure de quadrats, p també dividiria x i (x, y, z) no seria una solució
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primitiva de l’equació mòdul p2. Per tant, p no divideix y i, per simetria, p tampoc no
divideix z.

De la igualtat by2+ cz2 ≡ 0 (mod p) obtenim que −bcy2 ≡ (cz)2 (mod p) i, com que p
no divideix y, obtenim que −bc és un residu quadràtic mòdul p. Com que això se satisfà
per a tot nombre primer p que divideix a i a és lliure de quadrats, −bc és un residu
quadràtic mòdul a.

Anàlogament, −ca és un residu quadràtic mòdul b i −ab és un residu quadràtic mòdul
c; el teorema de Legendre ens permet concloure.

Per últim, l’equivalència de (b) i (d) és la definició de Zp i la de (d) i (e) és immediata
si “treiem denominadors”. □

Això és un cas particular de l’anomenat principi de Hasse: una forma quadràtica
racional q, indefinida com a forma real, representa zero en Q si, i només si, representa
zero primitivament en tots els anells Z/pmZ, on p és un primer i m ≥ 1 un enter qualsevol.

Dit d’una altra manera, una hiperquàdrica projectiva, (absolutament) irreductible,
definida sobre Q té punts racionals si, i només si, té punts reals i a cada un dels anells
Z/pmZ, per a tot nombre primer p i tot enter m ≥ 1.

11.4 Classificació de les formes quadràtiques racio-

nals

El teorema de Hasse-Minkowski permet acabar de manera senzilla la classificació de les
formes quadràtiques no degenerades sobre el cos dels nombres racionals.

Teorema 11.4.1 (Classificació de formes quadràtiques sobre Q). Siguin q, q′ formes
quadràtiques racionals no degenerades. Les condicions següents són equivalents:

(a) q és racionalment equivalent a q′;

(b) per a tot p ∈ P ∪ {∞} q és Qp-equivalent a q
′;

(c) se satisfan les igualtats:
(r, s) = (r′, s′) ∈ Z× Z,
∆(q) = ∆(q′) ∈ Q∗/Q∗2,

wp(q) = wp(q
′), per a tot p ∈ P ∪ {∞},

on (r, s), (r′, s′) denoten la signatura de q i la de q′ com a formes quadràtiques reals,
respectivament.

Demostració: Clarament, (a) implica (b) i, en virtut del teorema de classificació de
formes quadràtiques sobre Qp (cf. el teorema 10.9.1), (b) i (c) són equivalents. Només
resta veure que (b) implica (a). Per a això, observem que de (b) es dedueix immedia-
tament que totes dues formes són del mateix rang i tenen el mateix discriminant no nul
mòdul quadrats. Ara, la demostració s’acaba per inducció sobre el rang, tenint en compte
el teorema de simplificació de Witt. Concretament, si les formes són de rang 1, el sol fet
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que els seus discriminants siguin iguals fa que totes dues formes siguin Q-equivalents. Su-
posem, doncs, que n := rang(q) > 1. Sigui a ∈ Q∗ un nombre racional no nul representat
racionalment per la forma q. Aleshores, q representa a sobre Qp per a tot p ∈ P ∪ {∞} i,
per tant, q′ també representa a sobre Qp per a tot p ∈ P ∪ {∞}. En virtut del corol·lari
anterior, q′ representa a sobre Q. Això ens permet escriure q = ⟨a⟩ ⊥ q1 i q′ = ⟨a⟩ ⊥ q′1
per a certes formes quadràtiques racionals q1, q

′
1, de rang n − 1. Podem fer el càlcul

dels invariants d’aquestes dues formes quadràtiques: el discriminant, mòdul quadrats, és
∆(q1) = a∆(q) = a∆(q′) = ∆(q′1); la signatura de q1 i la de q′1 coincideixen, ja que a és el
mateix per a les dues formes; i, per a tot p ∈ P ∪ {∞}, és wp(q1) = wp(q

′
1), ja que podem

escriure (a,∆(q1))pwp(q1) = wp(q) = wp(q
′) = (a,∆(q′1))wp(q

′
1) = (a,∆(q1))wp(q

′
1). És a

dir, les formes quadràtiques q1 i q
′
1 són Qp-equivalents per a tot p ∈ P ∪{∞}. Per hipòtesi

d’inducció, q1 és Q-equivalent a q′1, de manera que q és Q-equivalent a q′, com calia veure.
□

No es pot considerar acabada la classificació de les formes quadràtiques sense una
descripció de les classes d’equivalència. L’objectiu de la proposició següent és determinar
les condicions que han de satisfer els invariants perquè existeixi una forma quadràtica
racional amb aquests invariants.

Proposició 11.4.2. Siguin ∆ ∈ Q∗, r, s ∈ Z, r, s ≥ 0, i, per a tot p ∈ P ∪ {∞},
wp ∈ {±1}. Perquè existeixi una forma quadràtica racional q amb invariants ∆(q) = ∆,
signatura (r, s) (que, en particular, determina el rang n = r + s), i invariants de Hasse-
Witt wp(q) = wp, per a tot p ∈ P ∪ {∞}, és condició necessària i suficient que per als
nombres ∆, r, s i wp se satisfacin les propietats següents:

(a) per a tot p ∈ P ∪ {∞} llevat, potser, d’un subconjunt finit, és wp = 1 i, a més a més,∏
p∈P∪{∞}

wp = 1;

(b) si r + s = 1, aleshores wp = 1 per a tot p;

(c) per a tot p ∈ P ∪ {∞}, si r + s = 2 i ∆ = −1 ∈ Qp
∗/Qp

∗2, aleshores wp = 1;

(d) (−1)s∆ > 0;

(e) w∞ = (−1)s(s−1)/2.

Demostració: La necessitat de les condicions és immediata, si tenim en compte que
una tal forma quadràtica racional és, automàticament, una forma quadràtica sobre Qp,
per a tot p ∈ P ∪ {∞}, que té els invariants predits. Cal veure’n la suficiència. Ho farem
per inducció sobre n := r + s, essent immediat el cas de rang n = 1.

Suposem que n = 2. Com que el śımbol de Hilbert és no degenerat, la condició (c) ens
permet elegir, per a cada p ∈ P ∪ {∞}, un element xp ∈ Qp

∗ tal que (xp,−∆)p = wp.
Tenint en compte la condició (a), el teorema d’existència de nombres racionals amb śımbols
de Hilbert donats (cf. la proposició 11.2.3) ens permet assegurar que existeix un nombre
racional no nul x ∈ Q∗ tal que per a tot p ∈ P ∪ {∞} és (x,−∆)p = wp. Considerem
la forma quadràtica q := ⟨x, x∆⟩; és immediat comprovar que la forma racional q té els
invariants demanats.

Considerem, ara, el cas n = 3. El conjunt S := {p ∈ P ∪ {∞} : (−1,−∆)p = −wp}
és finit, ja que el śımbol de Hilbert (−1,−∆)p és trivial per a gairebé tot p i, en canvi,
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wp = 1 per a gairebé tot p. Per a qualsevol p ∈ S, podem elegir cp ∈ Qp
∗/Qp

∗2 tal que
cp ̸= −∆ ∈ Qp

∗/Qp
∗2; en virtut del lema d’aproximació, existeix c ∈ Q∗ tal que per a tot

p ∈ S és c = cp ∈ Qp
∗/Qp

∗2. Podem elegir, doncs, una forma quadràtica racional de rang
2, q1, de manera que ∆(q1) = c∆ i, per a tot p ∈ P ∪ {∞}, sigui wp(q1) = (c,−∆)pwp,
ja que se satisfan les condicions de l’enunciat i el cas de rang 2 ja s’ha provat. Posem
q := ⟨c⟩ ⊥ q1; és immediat comprovar que q és una forma quadràtica que té els invariants
predits en l’enunciat.

Cas n ≥ 4. Suposem que r ≥ 1. Per hipòtesi d’inducció, existeix una forma quadràtica
racional q1 de rang n−1, discriminant ∆, invariants de Hasse-Witt wp i signatura (r−1, s).
Aleshores, la forma q := ⟨1⟩ ⊥ q1 satisfà les condicions exigides.

En el cas contrari, és r = 0 i n = s. Però, per hipòtesi d’inducció, podem elegir una
forma quadràtica radional, q1, de rang n − 1, signatura (0, s − 1), discriminant −∆, i
invariants de Hasse-Witt wp(q1) = (−1,−∆)pwp; si posem q := q1 ⊥ ⟨−1⟩, la forma q
satisfà les condicions exigides. □



Caṕıtol 12

Sèries de Dirichlet

En aquest caṕıtol s’inicia, pròpiament, la part de mètodes anaĺıtics del curs. Comença
amb la descripció d’algunes funcions aritmètiques i de la seva relació amb les sèries de
Dirichlet, per a passar de seguida a fer l’estudi d’aquestes sèries i de les funcions que
defineixen.

12.1 La fórmula d’inversió de Möbius

Una funció aritmètica és, per definició, una successió; és a dir, una aplicació definida en
el conjunt dels nombres enters positius. El canvi de nom, però, respon al fet que no es
tracta d’estudiar-ne la convergència, com és habitual, sinó d’estudiar altres propietats
més aritmètiques.

Definició 12.1.1. Siguin A un anell i f : N −→ A una funció aritmètica. Direm que f és
multiplicativa quan per a tota parella de nombres naturals no nuls m,n, primers entre si,
sigui f(mn) = f(m)f(n). Direm que és completament multiplicativa quan la propietat
f(mn) = f(m)f(n) se satisfaci per a tota parella m,n sense restricció.

El conjunt de totes les funcions aritmètiques en un anell A es pot dotar d’una estructura
d’anell diferent de l’estructura estàndard, en què la suma i el producte de funcions són
definits per les fórmules (f + g)(n) := f(n) + g(n) i (f · g)(n) := f(n) · g(n), per a n ∈ N.

Definició 12.1.2. Siguin f, g dues funcions aritmètiques en un anell A. Definim el pro-
ducte de Dirichlet, també anomenat convolució de Dirichlet, de les funcions f, g com la
funció aritmètica definida per la fórmula

(f ∗ g)(n) :=
∑
d|n

f(d)g(n/d).

Proposició 12.1.3. El conjunt de totes les funcions aritmètiques en A amb la suma
habitual i el producte de Dirichlet és un anell commutatiu i unitari. L’element unitat és
la funció aritmètica u definida per

u(n) :=

{
1, si n = 1,

0, si n ̸= 1. □

185



186 Cap. 12. Sèries de Dirichlet

Més interessant és la propietat següent.

Proposició 12.1.4. Si f, g són funcions aritmètiques multiplicatives, aleshores f∗g també
és una funció aritmètica multiplicativa.

Demostració: En efecte, si m,n són primers entre si, tot divisor del producte nm
s’escriu de manera única en la forma dd′ per a un divisor d de n i un divisor d′ de m que,
en conseqüència, són primers entre si; per tant, podem escriure

(f ∗ g)(nm) =
∑
d|n

∑
d′|m

f(dd′)g(nm/dd′)

=
∑
d|n

∑
d′|m

f(d)g(n/d)f(d′)g(m/d′)

= (f ∗ g)(n)(f ∗ g)(m),

ja que n/d i m/d′ també són primers entre si. □
Entre els exemples més importants de funcions aritmètiques multiplicatives hi ha la

funció µ de Möbius, que es defineix de la manera següent:

µ(n) :=


1, si n = 1,

0, si n és divisible pel quadrat d’algun nombre primer,

(−1)k, si n és el producte de k nombres primers diferents.

La seva importància rau en les dues propietats següents.

Proposició 12.1.5. La funció µ de Möbius és una funció aritmètica multiplicativa, in-
vertible per al producte de Dirichlet.

Demostració: En efecte; la multiplicativitat de la funció és una comprovació trivial
a partir de la definició. D’altra banda, considerem la funció constant de valor 1, posem
U(n) := 1. Es tracta de veure que U és la inversa de µ. Com que, trivialment, (µ∗U)(1) =
1, això és veure que, si n > 1, aleshores

∑
d|n

µ(d) = 0. Com que la funció µ és multiplicativa

—i la funció constant de valor 1 també—, podem suposar que n = pr és potència d’un
nombre primer p; en aquest cas, i tenint en compte que si p2|d, aleshores µ(d) = 0, la

suma
∑
d|pr

µ(d) es converteix en µ(1) + µ(p) = 1 + (−1) = 0, com calia demostrar. □

Proposició 12.1.6 (Fórmula d’inversió de Möbius). Siguin f, g funcions aritmètiques
qualssevol. Aleshores, les propietats següents són equivalents:

(a) per a tot n, g(n) :=
∑
d|n

f(d);

(b) per a tot n, f(n) :=
∑
d|n

g(d)µ(n/d).

Demostració: Les igualtats anteriors expressen, respectivament, les igualtats g = f ∗U
i f = g ∗ µ; i com que µ és invertible amb inversa U , la propietat és immediata. □
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Com a aplicació elemental d’aquest resultat, es proposa com a exercici la determinació
del nombre de polinomis irreductibles sobre els cossos finits. Concretament, es demana
provar que, si ψq(n) és el nombre de polinomis mònics irreductibles de grau n sobre el cos
Fq, aleshores se satisfà la igualtat

nψq(n) =
∑
d|n

µ(d)qn/d.

Altres exemples interessants de funcions aritmètiques multiplicatives i la seva relació
amb la funció de Möbius se solen proposar com a exercicis.

12.2 Sèries de Dirichlet

En aquesta secció es tracta d’introduir unes eines que seran bàsiques per a la resta del
curs i d’estudiar les seves propietats generals: les sèries de Dirichlet.

Definició 12.2.1. Una sèrie de Dirichlet (complexa) és una sèrie funcional, en la variable
complexa s, de la forma ∑

n≥1

f(n)n−s,

on f és una funció aritmètica complexa.

Proposició 12.2.2. Sigui F (s) :=
∑
n≥1

f(n)n−s una sèrie de Dirichlet. Suposem que per a

un cert valor complex de s, la sèrie F (s) és absolutament convergent. Aleshores, existeix
σ ∈ R i per a tot nombre complex s′ tal que ℜ(s′) > σ la sèrie F (s′) és absolutament

convergent; és a dir,
∑
n≥1

|f(n)n−s′| és convergent.

Demostració: En efecte, si s, s′ ∈ C són tals que ℜ(s′) > ℜ(s), aleshores se satisfà la
desigualtat |f(n)n−s′| = |f(n)|n−ℜ(s′) ≤ |f(n)|n−ℜ(s) = |f(n)n−s|; per tant, podem aplicar
el criteri de comparació per a la convergència de sèries de nombres reals positius i obtenim
que si F (s) és absolutament convergent i ℜ(s′) > ℜ(s), aleshores F (s′) és absolutament
convergent. El valor de σ que cerquem es pot prendre σ := ℜ(s). □

Corol.lari 12.2.3. Sigui F (s), com abans, una sèrie de Dirichlet. Suposem que F (s)
no és absolutament convergent en tot C ni divergent en tot C. Aleshores, existeix un
nombre real σa tal que per a tot nombre complex s de part real ℜ(s) > σa la sèrie F (s)
és absolutament convergent i per a tot nombre complex s de part real ℜ(s) < σa la sèrie
F (s) no és absolutament convergent.

Demostració: Per hipòtesi, el conjunt de nombres reals r tals que existeix un nombre
complex s de part real r tal que la sèrie F (s) és absolutament convergent és no buit;
d’altra banda, la proposició anterior ens permet assegurar que aquest conjunt és fitat
inferiorment, ja que, en cas contrari, la sèrie F (s) seria absolutament convergent en tot
C. El nombre real σa que cerquem és l’́ınfim d’aquest conjunt. □

Dit d’una altra manera, tota sèrie de Dirichlet (complexa) que sigui absolutament
convergent en algun punt admet un semiplà de convergència absoluta.
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Definició 12.2.4. El nombre σa del corol·lari anterior s’anomena l’abscissa de con-
vergència absoluta de la sèrie de Dirichlet F (s). En el cas que la sèrie sigui absolutament
convergent en tot C, es posa σa = −∞, i en el cas que la sèrie no sigui absolutament
convergent per a cap nombre complex s, es posa σa := +∞.

Exemple 12.2.5. L’exemple clàssic més important de sèrie de Dirichlet el proporciona
la sèrie de Riemann

ζ(s) :=
∑
n≥1

n−s.

És un resultat dels cursos elementals de càlcul que la sèrie ζ(s) és absolutament convergent
per a tot nombre real s > 1, mentre que és divergent per a s = 1. Per tant, l’abscissa de
convergència absoluta de ζ(s) és σa = 1.

Definició 12.2.6. S’anomena funció zeta de Riemann la funció definida en el semiplà

ℜ(s) > 1 per la fórmula ζ(s) :=
∑
n≥1

n−s.

Exemple 12.2.7. Altres exemples importants de sèries de Dirichlet els proporcionen els
caràcters de Dirichlet. En efecte, suposem que χ és un caràcter qualsevol de Dirichlet

i posem L(χ, s) :=
∑
n≥1

χ(n)n−s. Com que la funció aritmètica χ és una funció fitada

—els seus valors no nuls són arrels de la unitat—, podem comparar amb la sèrie de
Riemann: |χ(n)n−s| ≤ |n−s|, de manera que si ℜ(s) > 1, aleshores L(χ, s) és absolutament
convergent; per tant, l’abscissa de convergència absoluta de les sèries L(χ, s) és ≤ 1.

De fet, aquest càlcul demostra que si f és una funció aritmètica complexa fitada,

aleshores l’abscissa de convergència absoluta de la sèrie F (s) :=
∑
n≥1

f(n)n−s és ≤ 1.

Definició 12.2.8. Les funcions L(χ, s) definides per les igualtats L(χ, s) :=
∑
n≥1

χ(n)n−s

en el semiplà de convergència absoluta s’anomenen les funcions L associades als caràcters
de Dirichlet.

Observem que, en particular, la funció zeta de Riemann és la funció L associada al
caràcter trivial de Dirichlet.

Ens podem preguntar per la unicitat del desenvolupament en sèrie de Dirichlet de les
funcions que admeten aquest desenvolupament. El resultat següent respon a la pregunta.

Proposició 12.2.9. Siguin f(n) i g(n) funcions aritmètiques tals que les sèries de Di-
richlet

F (s) :=
∑
n≥1

f(n)n−s, G(s) :=
∑
n≥1

g(n)n−s

són absolutament convergents en algun punt s ∈ C, i suposem que {sk}k≥1 és una suc-
cessió de nombres complexos tal que ℜ(sk) > σa, on σa és el màxim de les abscisses de
convergència absoluta de les dues sèries; limℜ(sk) = +∞; i F (sk) = G(sk), per a tot
k ≥ 1. Aleshores, per a tot n ≥ 1, és f(n) = g(n).

Demostració: Per a tot n ≥ 1, posem h(n) := f(n) − g(n) i per a tot s ∈ C, sigui
H(s) := F (s) − G(s); aleshores, per a tot k ≥ 1, és H(sk) = 0 i es tracta de veure que



12.2. Sèries de Dirichlet 189

h(n) = 0, per a tot n ≥ 1. Suposem, contràriament, que existeix un cert n0 ≥ 1 tal que
h(n0) ̸= 0. Podem suposar que n0 és el menor dels nombres naturals per als quals se
satisfà aquesta condició. Podem escriure la igualtat

H(s) =
∑
n≥1

h(n)n−s = h(n0)n
−s
0 +

∑
n>n0

h(n)n−s,

vàlida per a ℜ(s) > σa. Per tant, obtenim el coeficient h(n0) en la forma

h(n0) = ns
0H(s)− ns

0

∑
n>n0

h(n)n−s,

de manera que, per a tot k ≥ 1,

h(n0) = −nsk
0

∑
n>n0

h(n)n−sk .

Disposem del resultat següent.

Lema 12.2.10. Siguin H(s) :=
∑
n≥1

h(n)n−s una sèrie de Dirichlet absolutament con-

vergent en algun punt s ∈ C, c ∈ R una constant i s ∈ C un nombre complex tals que
ℜ(s) > c > σa, on σa denota l’abscissa de convergència absoluta de H(s). Aleshores, per
a tot nombre n0 ≥ 1, se satisfà la desigualtat∣∣∣∣∣∑

n≥n0

h(n)n−s

∣∣∣∣∣ ≤ n
−ℜ(s−c)
0

∑
n≥n0

|h(n)|n−c.

Demostració: El resultat és gairebé immediat, ja que podem considerar les desigualtats∣∣∣∣∣∑
n≥n0

h(n)n−s

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
n≥n0

|h(n)|n−ℜ(s)

≤
∑
n≥n0

|h(n)|n−cn−ℜ(s−c)

≤ n
−ℜ(s−c)
0

∑
n≥n0

|h(n)|n−c,

la darrera vàlida perquè ℜ(s− c) > 0. □
Apliquem ara el resultat per a n0 i un qualsevol dels punts sk tal que ℜ(sk) > c > σa:

obtenim la fita
|h(n0)| ≤ n

ℜ(sk)
0 (n0 + 1)−ℜ(sk−c)

∑
n>n0

|h(n)|n−c

≤
(

n0

n0 + 1

)ℜ(sk)

C,

on C := (n0 + 1)c
∑
n>n0

|h(n)|n−c és una constant positiva que no depèn del punt sk que

estiguem considerant. Com que podem prendre una infinitat de punts sk en aquestes

condicions, i com que limℜ(sk) = +∞, obtenim que lim

(
n0

n0 + 1

)ℜ(sk)

= 0, de manera

que obtenim la contradicció que |h(n0)| = 0. Això acaba la prova de la proposició. □
En particular, el lema anterior ens permet deduir una conseqüència interessant.
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Corol.lari 12.2.11. Sigui F (s) :=
∑
n≥1

f(n)n−s la funció definida per una sèrie de Di-

richlet absolutament convergent en algun semiplà ℜ(s) > σa. Aleshores, existeix el ĺımit
lim

a→+∞
F (a+ ib) = f(1), i és uniforme per a b ∈ R.

Demostració: Només cal veure que lim
a→+∞

∑
n≥2

f(n)n−a−bi = 0 uniformement per a b ∈ R.

Sigui c > σa, l’abscissa de convergència absoluta. Aleshores, en el semiplà definit per la
condició ℜ(s) ≥ c, podem escriure la desigualtat∣∣∣∣∣∑

n≥2

f(n)n−s

∣∣∣∣∣ ≤ 2−ℜ(s−c)
∑
n≥2

|f(n)|n−c ≤ C2−ℜ(s),

on C := 2c
∑
n≥2

|f(n)|n−c és una constant real positiva que només depèn de c i de la funció,

però no de s tal que ℜ(s) > σa. Com que lim
ℜ(s)→+∞

C2−ℜ(s) = 0, independentment de ℑ(s),

obtenim el resultat que desitjàvem. □

12.3 Producte de sèries de Dirichlet

El producte de Dirichlet de funcions aritmètiques no s’ha definit aix́ı gratüıtament; de
fet, ens permet estudiar el producte de les funcions definides per sèries de Dirichlet en
el semiplà comú de convergència absoluta. De fet, la tècnica és similar a la definició
del producte per a sèries de potències. En aquell cas es defineix el producte a fi que el
producte de sèries es correspongui amb el producte de les funcions que les sèries defineixen
en el disc de convergència absoluta. Aqúı es fa de manera semblant.

Proposició 12.3.1. Siguin F (s) :=
∑
n≥1

f(n)n−s, G(s) :=
∑
n≥1

g(n)n−s, sèries de Dirichlet

absolutament convergents en algun punt. Aleshores, en el semiplà intersecció dels semi-
plans de convergència absoluta corresponents, la funció producte F (s)G(s) s’expressa en

la forma F (s)G(s) =
∑
n≥1

(f ∗ g)(n)n−s, on f ∗ g és el producte de Dirichlet de les funcions

aritmètiques f i g.

Demostració: Si prenem un punt s del semiplà de convergència absoluta comú a les
dues sèries F (s) i G(s), les sèries F (s) i G(s) són absolutament convergents, de manera
que podem permutar els seus termes de qualsevol manera sense alterar la suma. Per tant,
podem escriure les igualtats

F (s)G(s) =
∑
n≥1

∑
m≥1

f(n)g(m)n−sm−s =
∑
k≥1

∑
nm=k

f(n)g(m)k−s

=
∑
k≥1

∑
d|k

f(d)g(k/d)k−s =
∑
k≥1

(f ∗ g)(k)k−s,

com voĺıem demostrar. □
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Observació 12.3.2. Rećıprocament, si suposem que les sèries F (s), G(s) són absoluta-
ment convergents en algun punt s ∈ C, aleshores, en el semiplà de convergència absoluta

comú a F (s) i G(s) la sèrie H(s) :=
∑
n≥1

(f ∗g)(n)n−s és absolutament convergent i defineix

la funció producte F (s)G(s).

D’aquest resultat podem obtenir una propietat important per a la funció zeta de Rie-
mann.

Corol.lari 12.3.3. Per a tot s ∈ C tal que ℜ(s) > 1, se satisfà que ζ(s)
∑
n≥1

µ(n)n−s = 1.

En particular, la funció ζ(s) no s’anul·la en cap punt s tal que ℜ(s) > 1.

Demostració: Observem que la funció µ de Möbius és una funció aritmètica complexa
fitada; per tant, la seva abscissa de convergència absoluta és ≤ 1. A més a més, se satisfà
la igualtat µ ∗ U = u, on U és la funció constant de valor 1 i u la funció que val 1 per
a n = 1 i 0 per a n ̸= 1. Per tant, en el semiplà de C definit per la condició ℜ(s) > 1

se satisfà la igualtat de funcions ζ(s)
∑
n≥1

µ(n)n−s =
∑
n≥1

(µ ∗U)(n)n−s =
∑
n≥1

u(n)n−s = 1,

com voĺıem demostrar. □
Anàlogament, per a tot caràcter de Dirichlet χ podem establir la mateixa propietat.

Corol.lari 12.3.4. Sigui χ un caràcter de Dirichlet. Per a s ∈ C tal que ℜ(s) > 1 és
L(s, χ) ̸= 0; a més a més, se satisfà la igualtat

1

L(s, χ)
=
∑
n≥1

χ(n)µ(n)n−s.

Demostració: La funció aritmètica χ no només és multiplicativa, sinó que és com-
pletament multiplicativa; això fa que la seva inversa de Dirichlet sigui la funció dona-
da per n 7→ χ(n)µ(n). En efecte, el producte de Dirichlet de χ per aquesta funció és

donat per l’expressió
∑
d|n

χ(d)µ(d)χ(n/d); com que χ és completament multiplicativa,

χ(d)χ(n/d) = χ(n) per a tot divisor d de n, de manera que podem treure el factor comú
χ(n) i obtenim l’expressió

χ(n)
∑
d|n

µ(d) =

{
0, si n > 1

1, si n = 1

per al producte. En conseqüència, l’abscissa de convergència absoluta de la sèrie de

Dirichlet
∑
n≥1

χ(n)µ(n)n−s és menor o igual que la de L(s, χ) i en el domini de convergència

absoluta de la sèrie L(s, χ) se satisfà la igualtat

L(s, χ)
∑
n≥1

χ(n)µ(n)n−s = 1,

fet que demostra el resultat que voĺıem veure. □
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12.4 Productes d’Euler

La importància de les sèries de Dirichlet definides per funcions aritmètiques multiplicatives
rau en el fet que es pot obtenir una expressió de les funcions que defineixen com a producte
infinit.

Proposició 12.4.1. Sigui f(n) una funció aritmètica multiplicativa i suposem que la sèrie
de Dirichlet associada,

F (s) :=
∑
n≥1

f(n)n−s,

és absolutament convergent en un punt s. Aleshores:

(a) per a cada nombre primer p, la sèrie Ep(f, s) :=
∑
n≥0

f(pn)p−ns és absolutament con-

vergent;

(b) en el semiplà de convergència absoluta de F (s), el producte
∏
p

Ep(f, s) és absoluta-

ment convergent; i

(c) en el semiplà de convergència absoluta de F (s) se satisfà que F (s) =
∏
p

Ep(f, s).

Demostració: La propietat (a) és de demostració immediata. En efecte, la sèrie Ep(f, s)
és una parcial de la sèrie absolutament convergent F (s), de manera que també és abso-
lutament convergent. D’altra banda, per a tot nombre real x > 1, podem considerar el

producte (finit) de les sèries Ep(f, s),
∏
p≤x

Ep(f, s). Com que les sèries són absolutament

convergents, podem permutar els termes de la manera que ens plagui i el producte no
canvia. En particular, si tenim en compte que la funció f és multiplicativa, obtenim que
els termes d’aquest producte es poden escriure com la suma dels termes de la forma

f(pr11 )p−r1s
1 f(pr22 )p−r2s

2 . . . f(prkk )p−rks
k = f(pr11 p

r2
2 . . . p

rk
k )(pr11 p

r2
2 . . . p

rk
k )−s,

on els pi són els nombres primers ≤ x i els exponents ri ≥ 0. Per tant, el producte∏
p≤x

Ep(f, s) coincideix amb la suma
∑
n∈X

f(n)n−s, on X designa el conjunt dels nombres

enters positius que no són divisibles per primers > x. En conseqüència, obtenim la igualtat∑
n≥1

f(n)n−s −
∏
p≤x

Ep(f, s) =
∑
n/∈X

f(n)n−s,

que ens permet escriure les desigualtats∣∣∣∣∣∑
n≥1

f(n)n−s −
∏
p≤x

Ep(f, s)

∣∣∣∣∣ ≤∑
n/∈X

|f(n)n−s| ≤
∑
n>x

|f(n)n−s|.

Com que la sèrie
∑
n≥1

f(n)n−s és absolutament convergent, se satisfà que

lim
x→+∞

∑
n>x

|f(n)n−s| = 0, de manera que lim
x→+∞

∏
p≤x

Ep(f, s) = F (s).
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D’altra banda, un producte infinit de la forma
∏
n

(1+ an) és absolutament convergent

si, i només si, ho és la sèrie
∑
n

an. En el nostre cas,

∑
p≤x

∣∣∣∣∣∑
n≥1

f(pn)p−ns

∣∣∣∣∣ ≤∑
p≤x

∑
n≥1

|f(pn)p−ns| ≤
∑
n≥2

|f(n)n−s|,

de manera que les sumes parcials de la sèrie de nombres reals positius

∑
p

∣∣∣∣∣∑
n≥1

f(pn)p−ns

∣∣∣∣∣
són fitades; per tant, obtenim la convergència absoluta del producte∏

p

∑
n≥0

f(pn)p−ns.

Això acaba la demostració de (b).

Per últim, només cal observar que, per ser
∏
p

Ep(f, s) un producte infinit absolutament

convergent, el seu valor es pot calcular com el ĺımit

lim
x→+∞

∏
p≤x

Ep(f, s);

i això acaba la prova de (c), ja que aquest ĺımit és F (s). □

Definició 12.4.2. La sèrie Ep(f, s) s’anomena el p-èsim factor d’Euler associat a la funció
F (s).

En el cas que la funció f sigui completament multiplicativa es pot obtenir una fórmula
més compacta. En efecte, en aquest cas podem escriure

Ep(f, s) =
∑
n≥0

f(pn)p−ns =
∑
n≥0

(f(p)p−s)n,

la suma d’una progressió geomètrica de raó f(p)p−s; el fet que la sèrie sigui absolutament
convergent ens permet assegurar que |f(p)p−s| < 1, i la suma de la sèrie és Ep(f, s) =

1

1− f(p)p−s
; per tant, podem escriure la igualtat F (s) =

∏
p

1

1− f(p)p−s
.

Corol.lari 12.4.3. Sigui χ un caràcter de Dirichlet. Aleshores, en el semiplà de C definit
per la condició ℜ(s) > 1 se satisfà la fórmula

L(s, χ) =
∏
p

1

1− χ(p)p−s
.

En particular, per al caràcter trivial obtenim la fórmula

ζ(s) =
∏
p

1

1− p−s
.□
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12.5 Convergència de les sèries de Dirichlet

En aquesta secció ens proposem l’estudi més acurat del conjunt de punts de C on una
sèrie de Dirichlet

F (s) :=
∑
n≥1

f(n)n−s

és convergent. Per a això comencem per establir la següent fórmula de sumació parcial
d’Abel.

Lema 12.5.1 (Fórmula de sumació d’Abel). Donada una funció aritmètica g posem, per

a tot nombre real x, G(x) :=
∑
n≤x

g(n). Siguin x, y ∈ R tals que 0 < x < y i considerem

una funció φ : [x, y] −→ C de classe C1. Aleshores,∑
x<n≤y

g(n)φ(n) = G(y)φ(y)−G(x)φ(x)−
∫ y

x

G(t)φ′(t)dt.

Demostració: La funció G(x) és una funció esglaonada amb salts de valor g(n) en
els enters positius n > 1; per tant, la integral de Riemann-Stieltjes ens proporciona la
igualtat ∑

x<n≤y

g(n)φ(n) =

∫ y

x

φ(t)dG(t).

Si ara integrem per parts, obtenim la igualtat∑
x<n≤y

g(n)φ(n) = G(y)φ(y)−G(x)φ(x)−
∫ y

x

G(t)dφ(t)

= G(y)φ(y)−G(x)φ(x)−
∫ y

x

G(t)φ′(t)dt

que voĺıem demostrar. □

Proposició 12.5.2. Siguin f una funció aritmètica i F (s) :=
∑
n≥1

f(n)n−s la sèrie de

Dirichlet associada. Suposem que la sèrie F (s) és convergent en algun punt s ∈ C.
Aleshores:

(a) Per a tot punt s′ ∈ C tal que ℜ(s′) > ℜ(s), la sèrie F (s′) és convergent.

(b) La convergència de la sèrie F (s′) és uniforme en tot subconjunt compacte del semiplà
definit per la condició ℜ(s′) > ℜ(s).

(c) Per a tot nombre real ε > 0, la convergència de la sèrie F (s′) és absoluta en el semiplà
definit per la condició ℜ(s′) ≥ ℜ(s) + 1 + ε.

Demostració: Com que la sèrie F (s) és convergent, les seves sumes parcials són fitades;
és a dir, existeix un nombre real M > 0 tal que per a tot enter m ≥ 1 se satisfà la

desigualtat

∣∣∣∣∣
m∑

n=1

f(n)n−s

∣∣∣∣∣ ≤M . Ara podem aplicar la fórmula de sumació parcial d’Abel:
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donat un nombre complex s′ tal que ℜ(s′) > ℜ(s), considerem la funció aritmètica g(n) :=
f(n)n−s i la funció φ(x) := xs−s′ . La fórmula de sumació d’Abel ens permet escriure, per
a tot x > 0, la igualtat∑

x<n≤y

f(n)n−s′ =
∑

x<n≤y

g(n)φ(n)

= G(y)ys−s′ −G(x)xs−s′ −
∫ y

x

G(t)(s− s′)ts−s′−1dt,

on G(x) :=
∑
n≤x

g(n). Com que, per a tot nombre real x > 0 és |G(x)| ≤ M , obtenim la

cadena de desigualtats∣∣∣∣∣ ∑
x<n≤y

f(n)n−s′

∣∣∣∣∣ ≤Myℜ(s−s′) +Mxℜ(s−s′) + |s− s′|M
∫ y

x

tℜ(s−s′−1)dt

≤ 2Mxℜ(s−s′) + |s′ − s|M
∣∣∣∣yℜ(s−s′) − xℜ(s−s′)

ℜ(s− s′)

∣∣∣∣
≤ 2Mxℜ(s−s′)

(
1 +

|s− s′|
ℜ(s′ − s)

)
.

Aquesta desigualtat és la clau de la demostració.

En efecte. Per a provar (a) és suficient provar (b), i la prova de (b) és suficient si la
fem per a rectangles de la forma [a, b]× [c, d] inclosos en el semiplà definit per la condició
ℜ(s′) > ℜ(s), és a dir, tals que a > ℜ(s). Per a punts s′ d’aquest rectangle, podem

fitar el parèntesi

(
1 +

|s− s′|
ℜ(s′ − s)

)
independentment de s′, de manera que obtenim una

desigualtat ∣∣∣∣∣ ∑
x<n≤y

f(n)n−s′

∣∣∣∣∣ ≤M ′xℜ(s)−a,

on el nombre M ′ > 0 no depèn del punt s′ del rectangle. Com que lim
x→+∞

xℜ(s)−a = 0,

obtenim la condició de convergència de Cauchy de manera uniforme sobre el rectangle; és
a dir, la convergència uniforme de la sèrie.

Per a veure (c) és suficient provar que la convergència de la sèrie F (s′) és absoluta en el
semiplà definit per la condició ℜ(s′) > 1+ℜ(s). Però podem prendre, ja que la sèrie F (s)
és convergent, una fita C > 0 dels seus termes; això ens permet escriure la desigualtat

|f(n)n−s′| = |f(n)n−s||ns−s′| ≤ Cnℜ(s−s′),

de manera que si ℜ(s′ − s) > 1, aleshores la sèrie
∑
n≥1

|f(n)n−s′ | és convergent, en virtut

del criteri de comparació. □
Com a conseqüència, donada una sèrie de Dirichlet F (s) :=

∑
n≥1

f(n)n−s que no sigui

convergent en tot C ni divergent en tot C, existeix un nombre real σ, que s’anomena
l’abscissa de convergència, tal que per a tot nombre complex s tal que ℜ(s) > σ la sèrie
F (s) és convergent i per a ℜ(s) < σ la sèrie F (s) és divergent. A més a més, se satisfan
les desigualtats σ ≤ σa ≤ σ + 1, entre les abscisses de convergència i de convergència
absoluta de la sèrie F (s).
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12.6 Analiticitat de les funcions de Dirichlet

En aquesta secció es tracta d’estudiar les propietats diferencials de les funcions definides
per sèries de Dirichlet convergents. Concretament, del seu comportament anaĺıtic i de
les seves derivades successives. El caràcter anaĺıtic és conseqüència de la convergència
uniforme.

Proposició 12.6.1. Siguin F (s) :=
∑
n≥1

f(n)n−s una sèrie de Dirichlet convergent per

a algun nombre complex s, i σ ∈ R ∪ {−∞,+∞} l’abscissa de convergència de la sèrie.
Aleshores, la funció F (s) definida en el semiplà donat per la condició ℜ(s) > σ és anaĺıtica
i la seva derivada admet el desenvolupament en sèrie de Dirichlet

D(F, s) = −
∑
n≥1

f(n) log(n)n−s.

Demostració: En efecte, cada una de les funcions s 7→ f(n)n−s és una funció entera i
admet per derivada la funció s 7→ −f(n) log(n)n−s; en conseqüència, i com que la sèrie
F (s) és uniformement convergent en el semiplà definit per la condició ℜ(s) > σ, la funció
F (s) és derivable respecte de la variable complexa s; és a dir, anaĺıtica en ℜ(s) > σ. A
més a més, la seva derivada admet l’expressió

D(F, s) = −
∑
n≥1

f(n) log(n)n−s,

com voĺıem demostrar. □
En el cas que els coeficients f(n) de la sèrie de Dirichlet són nombres reals no negatius,

es pot obtenir l’abscissa de convergència a partir de les propietats de la funció F (s)
que defineix la sèrie; concretament, l’abscissa de convergència és determinada per una
singularitat de la funció F (s) en l’eix real. De manera expĺıcita, podem escriure el resultat
següent.

Proposició 12.6.2. Sigui F (s) una funció que admet un desenvolupament en sèrie de
Dirichlet

F (s) =
∑
n≥1

f(n)n−s, (12.6.1)

convergent en el semiplà definit per la condició ℜ(s) > σ, σ ∈ R, i on f(n) és una
funció aritmètica que només pren valors reals no negatius. Suposem que la funció F (s)
és anaĺıtica en un entorn obert de σ (encara que no suposem que en aquest entorn la
funció admeti un desenvolupament en sèrie de Dirichlet convergent). Aleshores, existeix
un nombre real ε > 0 de manera que la sèrie (12.6.1) és convergent en el semiplà definit
per la condició ℜ(s) > σ− ε i la funció F (s) coincideix amb la suma de la sèrie en aquest
semiplà.

Demostració: Sigui s0 := 1 + σ; com que F (s) és anaĺıtica en s0, podem expressar la
funció F (s) com la suma d’una sèrie de potències

F (s) =
∑
k≥0

Dk(F, s0)

k!
(s− s0)k,
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absolutament convergent en un cert disc obert de centre s0; però com que la funció F (s)
és anaĺıtica en σ, el radi de convergència d’aquesta sèrie de potències és tal que σ és un
punt interior del disc de convergència absoluta; per tant, el radi de convergència de la
sèrie de potències és estrictament més gran que 1. Ara bé, les derivades successives de la
funció F (s) en el semiplà de convergència són donades per l’expressió

Dk(F, s) = (−1)k
∑
n≥1

f(n)(log(n))kn−s,

fórmula que s’aplica al punt s0; si substitüım la nova expressió en l’anterior en sèrie de
potències podem escriure la igualtat

F (s) =
∑
k≥0

∑
n≥1

(s0 − s)k

k!
f(n)(log(n))kn−s0 ,

vàlida en un entorn de s0 que conté el punt σ; en particular, existeix un nombre real ε > 0
tal que l’expressió anterior és vàlida en s = σ − ε. Ara, la sèrie doble té coeficients reals
i positius d’un lloc endavant (per exemple, sempre que log(n) > 0, és a dir, per a n > 1);
per tant, la convergència és automàticament absoluta i podem permutar l’ordre de les
dues sumes. D’aquesta manera obtenim l’expressió

F (σ − ε) =
∑
n≥1

f(n)n−s0
∑
k≥0

((1 + ε) log(n))k

k!

=
∑
n≥1

f(n)n−s0 exp((1 + ε) log(n))

=
∑
n≥1

f(n)n1+ε−s0

=
∑
n≥1

f(n)n−(σ−ε).

Dit d’una altra manera, la sèrie de Dirichlet
∑
n≥1

f(n)n−s és convergent en s = σ − ε i

la seva suma coincideix amb el valor de la funció F (s) en aquest punt; per tant, la sèrie
de Dirichlet és convergent també en el semiplà definit per la condició ℜ(s) > σ − ε, com
voĺıem demostrar. □

Corol.lari 12.6.3. Suposem que F (s) :=
∑
n≥1

f(n)n−s és una sèrie de Dirichlet amb abs-

cissa de convergència σ ∈ R i tal que f(n) és un nombre real no negatiu, per a tot n ≥ 1.
Aleshores, la funció F (s) té una singularitat en el punt σ de l’eix real.

Demostració: Acabem de veure que si la funció definida per la sèrie de Dirichlet és
anaĺıtica en un entorn d’un nombre real, aleshores convergeix en un semiplà que conté
aquest nombre; per tant, el semiplà de convergència ha d’ésser limitat per una singularitat
de la funció en l’eix real. Això és el que calia demostrar. □





Caṕıtol 13

La funció zeta de Hurwitz

Per a un tractament adequat de la funció zeta de Riemann i de les funcions L associades
als caràcters de Dirichlet és molt còmode fer, en primer lloc, l’estudi de la funció zeta de
Hurwitz, ja que aquesta funció permet unificar-ne el tractament. Per això, aquest caṕıtol
es dedica a l’estudi d’aquesta funció.

Molta més informació sobre aquesta funció, i també sobre altres funcions relacionades,
es pot trobar en [W-W 70].

13.1 La funció Gamma d’Euler

La primera secció d’aquest caṕıtol es dedica a l’estudi de la funció Gamma d’Euler. La
finalitat d’aquest estudi és obtenir representacions integrals adequades per a poder fer
l’extensió meromorfa a tot el pla complex de la funció zeta de Hurwitz.

Definició 13.1.1. La integral impròpia

∫ +∞

0

xs−1e−xdx és convergent per a tot nombre

complex s tal que ℜ(s) > 0. El valor de la integral es representa per Γ(s), de manera
que s’obté una funció en el semiplà definit per la condició ℜ(s) > 0; s’anomena la funció
Gamma d’Euler.

Proposició 13.1.2. Se satisfan les propietats següents.

(a) (Equació funcional) Per a tot nombre complex s tal que ℜ(s) > 0, se satisfà la igualtat
Γ(s+ 1) = sΓ(s).

(b) Per a tot n ∈ N, Γ(n+ 1) = n!.

(c) La funció s 7→ Γ(s) és anaĺıtica en el semiplà ℜ(s) > 0. En particular, la seva
derivada admet l’expressió

D(Γ, s) =

∫ +∞

0

xs−1 log(x)e−xdx.

199
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Demostració: La primera propietat es comprova amb una simple integració per parts.
En efecte, podem escriure la igualtat

Γ(s+ 1) =

∫ ∞

0

xse−xdx

= lim
x→+∞

(−xse−x)− lim
x→0

(−xse−x) + s

∫ ∞

0

xs−1e−xdx

= s

∫ ∞

0

xs−1e−xdx

= sΓ(s),

ja que els dos ĺımits valen 0.

La segona propietat es dedueix formalment de la primera a partir del càlcul de la
integral

Γ(1) =

∫ ∞

0

e−xdx = lim
x→+∞

(−e−x)− lim
x→0

(−e−x) = 1.

Per últim, la derivació sota el śımbol integral permet obtenir immediatament que la
funció Γ és derivable respecte de la variable complexa s aix́ı com l’expressió de la seva
derivada, de manera que Γ(s) és una funció anaĺıtica del semiplà definit per la condició
ℜ(s) > 0. □
Proposició 13.1.3. La funció Gamma s’estén a una funció meromorfa de tot el pla
complex amb pols simples en els enters no positius. Per a tot enter n ≥ 0, el residu de la
funció en el punt −n és (−1)n/n!.

Demostració: Com a conseqüència de l’equació funcional, podem estendre la funció
Gamma a una funció de tot el pla complex llevat dels nombres enters no positius; en
efecte, donat un nombre complex s /∈ −N, podem sumar-li un enter n > 0 de manera
que sigui ℜ(s + n) > 0 i alhora que s + n no sigui un enter positiu. Aix́ı, podem definir

Γ(s) per la fórmula Γ(s) :=
Γ(s+ n)

s(s+ 1)(s+ 2) · · · (s+ n− 1)
. Aquesta definició no depèn

del nombre natural n que haguem elegit; aix́ı obtenim una funció Γ : C− (−N) −→ C per
a la qual se satisfà l’equació funcional Γ(s+ 1) = sΓ(s), per a s /∈ −N.

La funció aix́ı estesa és una funció meromorfa de tot el pla complex, ja que, per a cada
punt s /∈ −N hi ha un entorn en el qual Γ(s) és el quocient de dues funcions anaĺıtiques
tals que el denominador no s’anul·la. En particular, podem calcular el residu de la funció
Γ(s) en els enters −n, n ≥ 0, i obtenir la fórmula donada en l’enunciat: en efecte,

lim
s→−n

(s+ n)Γ(s) = lim
s→−n

(s+ n)Γ(s+ n+ 1)

s(1 + s)(2 + s) · · · (n+ s)

= lim
s→−n

Γ(s+ n+ 1)

s(1 + s)(2 + s) · · · (n− 1 + s)

=
Γ(1)

(−n)(1− n)(2− n) · · · (n− 1− n)

=
1

(−1)nn!
. □

La proposició següent llista algunes de les propietats importants de la funció Gamma;
algunes les farem servir.
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Proposició 13.1.4. (a) Per a tot nombre complex s /∈ −N,

Γ(s) = lim
nsn!

s(s+ 1) · · · (s+ n)
.

(b) Per a tot nombre complex s /∈ Z

Γ(s)Γ(1− s) = π

sin(πs)
.

(c) Per a tot nombre complex s i tot enter m ≥ 1 tals que els factors estan definits,

Γ(s)Γ

(
s+

1

m

)
· · ·Γ

(
s+

m− 1

m

)
= (2π)(m−1)/2m(1/2)−msΓ(ms).

(d) En particular, si s, s/2, (s+ 1)/2 /∈ −N, aleshores

Γ
(s
2

)
Γ

(
s+ 1

2

)
=
√
π 21−s Γ(s).

Demostració: La prova es pot trobar en molts llibres d’anàlisi (per exemple, en
[W-W 70]). Només convé notar que la darrera propietat és la tercera aplicada a s/2
amb m = 2. □
Corol.lari 13.1.5. La funció s 7→ Γ(s)−1 és una funció entera amb zeros simples en els
punts s ∈ −N.

Demostració: Només cal tenir en compte l’expressió

Γ(s) = lim
nsn!

s(s+ 1) · · · (s+ n)
,

que expressa Γ(s)−1 com el producte infinit

Γ(s)−1 = s(s+ 1)
∏
n≥2

(
n− 1

n

)s
s+ n

n
.

Aquest producte és absolutament convergent com a producte infinit i, per tant, no nul.
□

13.2 Definició de la funció zeta de Hurwitz

En aquesta secció es tracta de donar la definició i les propietats més elementals de la
funció zeta de Hurwitz.

Lema 13.2.1. Per a tot nombre real a tal que 0 < a ≤ 1, la sèrie

ζ(s, a) :=
∑
n≥0

1

(n+ a)s

és absolutament convergent en el semiplà definit per la condició ℜ(s) > 1. La convergència
és uniforme en els semiplans tancats ℜ(s) ≥ 1 + ε, ε > 0. La funció ζ(s, a) definida per
aquesta sèrie és holomorfa en el semiplà ℜ(s) > 1.
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Demostració: Per a tot nombre real ε > 0 i tot nombre complex s tal que ℜ(s) ≥ 1+ ε
podem escriure la desigualtat∑

n≥0

|(n+ a)−s| =
∑
n≥0

(n+ a)−ℜ(s) ≤
∑
n≥0

(n+ a)−(1+ε).

En virtut del criteri de comparació, obtenim la convergència absoluta de la sèrie; i també
la convergència uniforme, ja que la darrera sèrie és independent de s. Per últim, com que
les funcions s 7→ (n + a)−s són funcions enteres, la funció ζ(s, a) és la suma uniforme de
funcions holomorfes en el semiplà ℜ(s) > 1; per tant, una funció holomorfa en aquest
semiplà. □

Definició 13.2.2. Sigui a ∈ R tal que 0 < a ≤ 1. La funció definida en el semiplà
ℜ(s) > 1 per la sèrie ζ(s, a) s’anomena la funció zeta de Hurwitz de paràmetre a.

Observació 13.2.3. Cal observar que l’́ındex de la suma assoleix el valor 0, contràriament
a la definició de la funció zeta de Riemann. D’altra banda, per a ℜ(s) > 1 se satisfà la
igualtat ζ(s) = ζ(s, 1); és a dir, la funció zeta de Riemann és la funció zeta de Hurwitz
de paràmetre 1.

Convé recordar el resultat següent dels cursos d’anàlisi.

Teorema 13.2.4 (Levi). Sigui {gn}n≥0 una successió de funcions reals definides en un
interval I tals que:

(a) per a tot n ≥ 0, la funció gn és integrable Lebesgue en I;

(b) per a tot n ≥ 0, la funció gn és no negativa en I, llevat d’un conjunt de mesura nul·la;
i

(c) la sèrie
∑
n≥0

∫
I

gn és convergent.

Aleshores, la sèrie

g(x) :=
∑
n≥0

gn(x)

és convergent en I, llevat d’un conjunt de mesura nul·la, g és integrable en el sentit de
Lebesgue en I, i se satisfà la igualtat∫

I

g =
∑
n≥0

∫
I

gn. □

El resultat següent dóna una representació integral de la funció zeta de Hurwitz.

Proposició 13.2.5. Siguin a ∈ R, s ∈ C tals que 0 < a ≤ 1 i ℜ(s) > 1. Aleshores se
satisfà la igualtat

Γ(s)ζ(s, a) =

∫ ∞

0

xs−1e−ax

1− e−x
dx.
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Demostració: Començarem la demostració pel cas s ∈ R, s > 1. Per a tot nombre
enter n ≥ 0 podem fer el canvi de variable x = (n + a)t en la integral que defineix la
funció Γ(s); obtenim l’expressió

Γ(s) = (n+ a)s
∫ ∞

0

e−(n+a)tts−1dt,

de manera que obtenim la igualtat

(n+ a)−sΓ(s) =

∫ ∞

0

e−nte−atts−1dt

i podem sumar la sèrie

Γ(s)ζ(s, a) =
∑
n≥0

∫ ∞

0

e−nte−atts−1dt

=

∫ ∞

0

∑
n≥0

e−nte−atts−1dt

=

∫ ∞

0

e−atts−1
∑
n≥0

e−ntdt

=

∫ ∞

0

e−atts−1

1− e−t
dt,

la segona igualtat en virtut del teorema de Levi, i la darrera perquè 0 < e−t < 1, ja que
s > 1. Això acaba la prova en el cas s ∈ R.

En el cas general, el principi de prolongació anaĺıtica permet que només haguem de
comprovar que la funció definida per la integral∫ ∞

0

xs−1e−ax

1− e−x
dx

és holomorfa en el semiplà ℜ(s) > 1, ja que la funció Γ(s)ζ(s, a) també ho és i totes dues
funcions coincideixen en la semirecta s ∈ R, s > 1. Dit d’una altra manera, és suficient
provar el resultat següent. □

Lema 13.2.6. La integral ∫ ∞

0

xs−1e−ax

1− e−x
dx

és uniformement convergent, com a funció de s, en cadascuna de les bandes verticals de
la forma 1 + ε ≤ ℜ(s) ≤ c, 1 < 1 + ε < c, del semiplà ℜ(s) > 1. Per tant, defineix una
funció holomorfa en el semiplà ℜ(s) > 1.

Demostració: Considerem fixats ε > 0 i c > 1 + ε, i sigui s ∈ C un punt qualsevol tal
que 1 + ε ≤ ℜ(s) ≤ c. Podem escriure∫ ∞

0

∣∣∣∣e−atts−1

1− e−t

∣∣∣∣ dt = ∫ ∞

0

e−attℜ(s)−1

1− e−t
dt

=

∫ 1

0

e−attℜ(s)−1

1− e−t
dt+

∫ ∞

1

e−attℜ(s)−1

1− e−t
dt.
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Considerem la primera integral; com que 0 ≤ t ≤ 1, és tℜ(s)−1 ≤ tε, de manera que∫ 1

0

e−attℜ(s)−1

1− e−t
dt ≤

∫ 1

0

e−attε

1− e−t
dt =

∫ 1

0

e(1−a)ttε

et − 1
dt ≤ e1−a

∫ 1

0

tε−1dt,=
e1−a

ε
,

ja que, per a 0 ≤ t ≤ 1, és e(1−a)t ≤ e1−a i
t

et − 1
≤ 1.

La segona integral es pot fitar de la manera següent; com que t ≥ 1, és tℜ(s)−1 ≤ tc−1,
i podem escriure∫ ∞

1

e−attℜ(s)−1

1− e−t
dt ≤

∫ ∞

1

e−attc−1

1− e−t
dt ≤

∫ ∞

0

e−attc−1

1− e−t
dt = Γ(c)ζ(c, a),

ja que el resultat ja està provat per a c ∈ R, c > 1.

D’aquesta manera, obtenim una fita uniforme de la integral del valor absolut; això ens
permet assegurar que la integral és absolutament convergent i uniformement convergent
en tots els conjunts de l’enunciat i, en conseqüència, defineix una funció holomorfa en el
semiplà ℜ(s) > 1. □

Corol.lari 13.2.7 (Representació integral de la funció zeta de Riemann). Per a tot nombre
complex s tal que ℜ(s) > 1 se satisfà la igualtat

Γ(s)ζ(s) =

∫ ∞

0

xs−1e−x

1− e−x
dx. □

13.3 Extensió meromorfa de la funció zeta de Hur-

witz

Aix́ı com la funció zeta de Riemann es pot estendre a una funció meromorfa de tot C,
també la funció zeta de Hurwitz es pot estendre a una funció meromorfa de C. L’objectiu
d’aquesta secció és dur a terme aquesta prolongació.

Per a aconseguir aquest objectiu, partirem de la fórmula

Γ(s)ζ(s, a) =

∫ +∞

0

xs−1e−ax

1− e−x
dx,

que és vàlida per a ℜ(s) > 1 i 0 < a ≤ 1, i considerarem la funció de dues variables

definida per la fórmula f(s, z) :=
zs−1e−az

1− e−z
per a tots els valors complexos de s, z tals que

z /∈ 2πiZ (en particular, z ̸= 0), i on zs−1 significa e(s−1) log(z) per a la determinació del
logaritme que és real en els nombres reals positius x+0+i, i té part imaginària 2πi en els
nombres reals positius x+ 0−i. Es tracta de fer una integral de ĺınia d’aquesta funció.

Anem, doncs, a definir un camı́ d’integració. Fixem un nombre real positiu arbitrari
0 < ε < 2π i considerem els tres camins del pla complex definits de la manera següent:
γ1 és el semieix real positiu (recorregut en sentit decreixent) parametritzat per la fórmula
z := r, per a r ∈ R, +∞ > r ≥ ε; γ2 és la circumferència de centre a l’origen i radi constant
ε > 0, recorreguda en sentit antihorari (és a dir, en sentit positiu), parametritzada per la
fórmula z := εeiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π; i γ3 és el semieix real positiu (com abans, però recorregut en
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sentit creixent), parametritzat per la fórmula z := re2πi, r ∈ R, ε ≤ r < +∞. Anomenem
γ el camı́ composició dels anteriors, γ := γ3 ◦ γ2 ◦ γ1; és clar que γ, aix́ı com cada un dels
γi, depèn de ε.

Ara, per a tot nombre real a, 0 < a ≤ 1, i tot nombre complex s, podem considerar la
integral de ĺınia

Iε(s, a) :=

∫
γ

zs−1e−az

1− e−z
dz.

Es tracta de provar el resultat següent.

Teorema 13.3.1. Siguin a, ε ∈ R, 0 < a ≤ 1, 0 < ε < 2π. Aleshores:

(a) la integral

Iε(s, a) :=

∫
γ

zs−1e−az

1− e−z
dz

és uniformement convergent en tot disc tancat de la forma |s| ≤M , M ∈ R, M > 0;

(b) la integral Iε(s, a) no depèn del valor de ε elegit en 0 < ε < 2π;

(c) Iε(s, a) defineix una funció entera de s; i

(d) en el semiplà ℜ(s) > 1 se satisfà la igualtat ζ(s, a) = Γ(1− s)I(s, a), on

I(s, a) :=
e−πis

2πi
Iε(s, a) =

e−πis

2πi

∫
γ

zs−1e−az

1− e−z
dz.

Demostració: Per a tot nombre complex s, la funció d’una variable z 7→ zs−1e−az

1− e−z
és

una funció holomorfa de la corona 0 < |z| < 2π privada dels punts del semieix real positiu;
per tant, la forma diferencial f(s, z)dz és tancada en tot obert inclòs en aquest conjunt.
Això ens permet assegurar que les integrals Iε(s, a) no depenen del valor de ε elegit en
0 < ε < 2π; en particular, obtindrem (b) com a conseqüència de (a).

D’altra banda, per a tot element z del camı́ γ, la funció d’una variable s 7→ zs−1e−az

1− e−z

és una funció entera; per tant, si demostrem que la integral Iε(s, a) és uniformement
convergent sobre tots els discs tancats |s| ≤ M , obtindrem que la funció definida per
aquesta integral és una funció entera. Aix́ı, obtindrem (c) a partir de (a). Per tant, cal
provar (a) i (d).

Posem σ := ℜ(s), t := ℑ(z), les parts real i imaginària de s, de manera que s = σ+ it.
Comencem per estudiar la integral ∫

γ2

zs−1e−az

1− e−z
dz

en el disc tancat |s| ≤M . Per a això, posem g(z) :=
e−az

1− e−z
; obtenim la igualtat∫

γ2

zs−1e−az

1− e−z
dz =

∫
γ2

g(z)zs−1dz

=

∫ 2π

0

g(εeiθ)εs−1e(s−1)iθiεeiθdθ

= iεs
∫ 2π

0

eisθg(εeiθ)dθ.
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Observem, ara, que per a |z| < 2π la funció g(z) té un únic pol, i simple, en z = 0; per
tant, existeix un nombre real B > 0 tal que per a |z| ≤ ε és |zg(z)| ≤ B; dit d’una altra

manera, per a 0 < |z| ≤ ε, és |g(z)| ≤ B

|z|
. Això ens permet escriure les desigualtats

∣∣∣∣∫
γ2

zs−1g(z)dz

∣∣∣∣ ≤ |εs|∫ 2π

0

|eisθ||g(εeiθ)|dθ

≤ εσ
∫ 2π

0

e−tθB

ε
dθ

≤ Bεσ−12πeπM

≤ BεM−12πeπM ,

ja que |s| ≤M implica que |σ| ≤M i |t| ≤M .

D’aqúı en resulten dues conseqüències importants. D’una banda, una fita uniforme del
valor absolut de la integral sobre γ2. De l’altra, si ens mantenim en el semiplà ℜ(s) > 1,
aleshores lim

ε→0
2πBeπMεσ−1 = 0, de manera que

lim
ε→0

∫
γ2

zs−1g(z)dz = 0.

Estudiem, ara, la integral sobre γ1 i sobre γ3. Mantinguem s en el disc tancat |s| ≤M
i considerem r ≥ 1. Sobre el camı́ γ1, podem escriure |zs−1| = |rs−1| = rσ−1 ≤ rM−1.
Anàlogament, sobre γ3, i si r ≥ 1, podem escriure que

|zs−1| = |rs−1||e2πi(s−1)| = rσ−1e−2πt ≤ rM−1e2πM ,

ja que −M ≤ −t ≤ M i l’exponencial real és creixent. Aix́ı, sobre γ1 i sobre γ3, i per a
r ≥ 1, podem escriure la desigualtat∣∣∣∣zs−1e−az

1− e−z

∣∣∣∣ ≤ rM−1e2πMe−ar

1− e−r
=
rM−1e2πMe(1−a)r

er − 1
.

D’altra banda, per a r > log(2) podem escriure er−1 > er/2, de manera que, per a r ≥ 1,
i sobre els camins γ1 i γ3, obtenim la desigualtat∣∣∣∣zs−1e−az

1− e−z

∣∣∣∣ ≤ ArM−1e−ar,

on A := 2e2πM no depèn ni de r ≥ 1 ni de s tal que |s| ≤M .

Ara, en γ1, per a |s| ≤M , i com que z = r, podem escriure∣∣∣∣∫
γ1

zs−1e−az

1− e−z
dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ ε

+∞

rs−1e−ar

1− e−r
dr

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ 1

ε

rs−1e−ar

1− e−r
dr

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ +∞

1

rs−1e−ar

1− e−r
dr

∣∣∣∣
≤
∫ 1

ε

rσ−1e−ar

1− e−r
dr + A

∫ +∞

1

rM−1e−ardr,
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que ens permet assegurar que la integral és convergent. En efecte, per a ε > 0 la darrera
integral impròpia és convergent i fitada per un nombre real que només depèn de a i M ;
l’altra integral de la darrera igualtat és la integral d’una funció fitada (per una fita que
només depèn de a i M) en un interval tancat, de manera que és fitada per una constant
que només depèn de a, M i ε.

Per a la integral que correspon a γ3 podem procedir anàlogament a partir de la fita∣∣∣∣∫
γ3

zs−1e−az

1− e−z
dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ +∞

ε

rs−1e2πi(s−1)e−ar

1− e−r
dr

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ 1

ε

rs−1e2πi(s−1)e−ar

1− e−r
dr

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ +∞

1

rs−1e2πi(s−1)e−ar

1− e−r
dr

∣∣∣∣
≤
∫ 1

ε

rσ−1e−2πte−ar

1− e−r
dr + A

∫ +∞

1

rM−1e−ardr.

Per tant, la integral sobre els camins γ1 i γ3 és uniformement convergent en tot disc tancat
|s| ≤ M i, en conseqüència, la integral Iε(s, a) és uniformement convergent en tot disc
tancat de la forma |z| ≤M ; això demostra (a).

Cal calcular I(s, a) en el semiplà ℜ(s) > 1. Per a això, observem que si ℜ(s) > 1,
aleshores podem escriure

Iε(s, a) =

∫
γ1

zs−1g(z)dz +

∫
γ2

zs−1g(z)dz +

∫
γ3

zs−1g(z)dz

=

∫ ε

+∞
rs−1g(r)dr +

∫
γ2

zs−1g(z)dz +

∫ +∞

ε

rs−1e2πisg(r)dr

= (e2πis − 1)

∫ +∞

ε

rs−1g(r)dr +

∫
γ2

zs−1g(z)dz.

Ja hem vist que el ĺımit de la segona integral és zero; per tant, i com que la funció Iε(s, a)
no depèn de ε, només cal calcular el ĺımit de la primera. Ara bé, per definició, tenim que
aquest ĺımit és

(e2πis − 1)

∫ +∞

0

rs−1g(r)dr = (e2πis − 1)Γ(s)ζ(s, a),

en virtut de la representació integral de la funció ζ de Hurwitz en el semiplà ℜ(s) > 1
(cf. la proposició 13.2.5). Per tant, obtenim la igualtat Iε(s, a) = (e2πis − 1)Γ(s)ζ(s, a);

i si tenim en compte les igualtats e2πis − 1 = 2ieπis sin(πs) i Γ(s)Γ(1 − s) =
π

sin(πs)
,

obtenim la igualtat que voĺıem. □
Definició 13.3.2. Per a tot nombre complex s tal que ℜ(s) ≤ 1 i tot nombre real a,
0 < a ≤ 1, podem definir la funció zeta de Hurwitz per la fórmula ζ(s, a) := Γ(1−s)I(s, a).

En virtut de la proposició, la funció ζ(s, a) és una funció meromorfa de C. En efecte, la
funció I(s, a) és una funció holomorfa de tot C, mentre que la funció Γ(1−s) és una funció
meromorfa de C, que només té pols simples en els enters n ≥ 1; per tant, el producte
ζ(s, a) és una funció meromorfa de C i els seus pols són simples i estan entre els enters
n ≥ 1.
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Proposició 13.3.3. Per a tot nombre real a tal que 0 < a ≤ 1, la funció zeta de Hurwitz
té un únic pol, i simple, en s = 1. El residu de la funció en s = 1 és 1.

Demostració: Cal veure que els enters s ≥ 2 no són pols de ζ(s, a), fet que és evident a

partir de l’expressió de ζ(s, a) com a suma de la sèrie
∑
n≥0

(n+a)−s, que defineix una funció

anaĺıtica del semiplà ℜ(s) > 1. Aix́ı, l’única possible singularitat de la funció ζ(s, a) és el
punt s = 1. Cal veure que s = 1 resta com a pol de ζ(s, a) i calcular’n-hi el residu.

Per a això, calculem el valor de la funció I(s, a) en s = 1; si demostrem que I(1, a) ̸= 0,
obtindrem que s = 1 és, efectivament, un pol de ζ(s, a). Si mantenim les notacions
anteriors, per a tot nombre enter n podem fer expĺıcit el valor de la integral de ĺınia

I(n, a) =
e−πin

2πi

∫
γ

zn−1e−az

1− e−z
dz =

(−1)n

2πi

∫
γ

zn−1e−az

1− e−z
dz.

La suma de les integrals sobre els camins γ1 i γ3 s’anul·la, ja que les integrals corresponents
són, respectivament, ∫ ε

+∞

rn−1e−ar

1− e−r
dr = −

∫ +∞

ε

rn−1e−ar

1− e−r
dr,

per al camı́ γ1, i ∫ +∞

ε

rn−1e2πi(n−1)e−ar

1− e−r
dr =

∫ +∞

ε

rn−1e−ar

1− e−r
dr,

per al camı́ γ3. Per tant,

I(n, a) =
(−1)n

2πi

∫
γ2

zn−1e−az

1− e−z
dz = (−1)n Res

z=0

zn−1e−az

1− e−z
.

En particular, per a n = 1 podem escriure la igualtat

I(1, a) = − lim
z→0

ze−az

1− e−z
= −1.

Això demostra que ζ(s, a) té un pol en s = 1. Per últim, el càlcul del residu de la funció
ζ(s, a) en s = 1 és senzill. Podem escriure

lim
s→1

(s− 1)ζ(s, a) = − lim
s→1

(1− s)Γ(1− s)I(s, a) = − lim
s→1

Γ(2− s)I(s, a) = 1,

ja que les funcions I(s, a) i Γ(2− s) són cont́ınues en s = 1 i totes dues valen 1. □
En particular, obtenim la prolongació meromorfa de la funció zeta de Riemann a tot

el pla complex a partir de la fórmula ζ(s) := Γ(1− s)I(s, 1). D’aquesta manera, la funció
zeta de Riemann és una funció meromorfa de C amb un únic pol, i simple, en s = 1 i
residu 1.

13.4 Polinomis de Bernoulli

L’objectiu d’aquesta secció és de fer el càlcul d’alguns valors de la funció zeta de Hurwitz;
concretament, els valors ζ(n, a) per als nombres enters n ≤ −1. Amb aquesta finalitat,
introdüım els polinomis i els nombres de Bernoulli.
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A la representació integral de la funció zeta de Hurwitz intervé de manera decisiva la

funció donada per l’expressió
zs−1e−az

1− e−z
=
zs−1e(1−a)z

ez − 1
. Aquesta expressió pot considerar-se

formalment de la manera següent.

La sèrie de potències exp(z) :=
∑
n≥0

zn

n!
∈ Q[[z]] és tal que (exp(z) − 1)z−1 és una

sèrie invertible, ja que el seu terme constant és 1; per tant,
z

exp(z)− 1
∈ Q[[z]]. D’altra

banda, si considerem x com una nova indeterminada, la sèrie xz ∈ Q[[x, z]] no té terme
constant, de manera que té sentit considerar la sèrie substitüıda exp(xz) ∈ Q[[x, z]]; i, en
conseqüència, té sentit considerar la sèrie de potències de dues indeterminades

z exp(xz)

exp(z)− 1
∈ Q[[x, z]].

Aix́ı, per a tot nombre enter n ≥ 0, existeix una única sèrie de potències Bn(x) ∈ Q[[x]]
tal que

z exp(xz)

exp(z)− 1
=
∑
n≥0

Bn(x)

n!
zn ∈ Q[[x]][[z]].

Definició 13.4.1. S’anomena n-èsim nombre de Bernoulli, i es designa per Bn, el terme
constant Bn(0) ∈ Q de la sèrie de potències Bn(x).

Observació 13.4.2. Si fem x = 0 en la sèrie doble
z exp(xz)

exp(z)− 1
, obtenim immediatament

la igualtat
z

exp(z)− 1
=
∑
n≥0

Bn

n!
zn, de manera que podŕıem haver definit els nombres de

Bernoulli directament a partir d’aquesta sèrie. En particular, com que la sèrie exp(z)− 1
té coeficient dominant 1, obtenim immediatament el valor B0 = 1.

Proposició 13.4.3. Per a tot nombre enter n ≥ 0, la sèrie Bn(x) és, de fet, un polinomi
mònic de Q[x]; aquest polinomi admet l’expressió

Bn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bkx

n−k, n ≥ 2,

on Bk són els nombres de Bernoulli.

Demostració: La prova d’aquest resultat és completament formal. Per definició dels
nombres de Bernoulli i de multiplicació de sèries de potències, obtenim la igualtat de
sèries∑

n≥0

Bn(x)

n!
zn =

z

exp(z)− 1
exp(xz) =

(∑
n≥0

Bn

n!
zn

)∑
n≥0

xnzn

n!

=
∑
n≥0

(
n∑

k=0

1

k!(n− k)!
Bkx

n−k

)
zn =

∑
n≥0

(
n∑

k=0

(
n

k

)
Bkx

n−k

)
zn

n!
.

I per definició dels polinomis de Bernoulli les igualtats desitjades. □

Definició 13.4.4. El polinomi Bn(x) ∈ Q[x] s’anomena el n-èsim polinomi de Bernoulli.
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Observació 13.4.5. Si interpretem Bk com Bk, podem expressar la igualtat anterior
formalment en la forma Bn(x) = (B + x)n, per a n ≥ 2.

Proposició 13.4.6. Per a tot nombre enter n ≥ 1 se satisfà la igualtat

Bn(x+ 1) = Bn(x) + nxn−1.

Demostració: A partir de la definició, i com que la sèrie (x+1)z no té terme constant,
podem escriure les igualtats de sèries de potències

z
exp ((x+ 1)z)

exp(z)− 1
− z exp (xz)

exp(z)− 1
= z exp(xz).

Ara, la definició dels polinomis de Bernoulli com a coeficients de les sèries del primer terme
de la igualtat ens permet escriure les igualtats que voĺıem, Bn(x + 1) − Bn(x) = nxn−1,
sense més que igualar els coeficients de zn en els desenvolupaments en sèrie de potències.
□

Si ara substitüım x per 0, obtenim una altra expressió per als nombres de Bernoulli.

Corol.lari 13.4.7. Per a tot nombre enter n ≥ 2 se satisfà que Bn = Bn(0) = Bn(1). □

Per últim, establirem una altra propietat dels nombres de Bernoulli, que és útil per al
seu càlcul.

Corol.lari 13.4.8. Per a tot enter n ≥ 2 se satisfà la igualtat Bn =
∑n

k=0

(
n
k

)
Bk.

Demostració: Si substitüım x = 1 en la igualtat Bn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bkx

n−k, vàlida per

a n ≥ 2, obtenim la nova expressió Bn = Bn(1) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk, que voĺıem veure. □

Observació 13.4.9. De nou, i amb el mateix conveni que hem fet servir més amunt,
aquesta propietat es pot expressar formalment com Bn = (B + 1)n, per a n ≥ 2.

Aquesta propietat ens permet calcular els nombres de Bernoulli recursivament. En
efecte, la fórmula es pot escriure equivalentment en les formes successives

0 =
n−1∑
k=0

(
n

k

)
Bk, Bn−1 =

−1
n

n−2∑
k=0

(
n

k

)
Bk,

de manera que la igualtat per a n dóna el valor de Bn−1 en funció dels anteriors. Només
cal calcular a part el valor B0 = 1, que és trivial a partir de la definició, com ja hem
fet observar més amunt. De totes maneres, i per a acabar d’explicitar algunes de les
propietats dels nombres de Bernoulli, observem que si canviem z per −z en la sèrie de

potències f(z) :=
z

exp(z)− 1
+
z

2
, obtenim les igualtats

f(−z) = −z
exp(−z)− 1

− z

2
=
−z exp(z)
1− exp(z)

− z

2
=

z exp(z))

exp(z)− 1
− z

2

=
z(exp(z)− 1)

exp(z)− 1
+

z

exp(z)− 1
− z

2
=

z

exp(z)− 1
+
z

2
= f(z),
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de manera que f(z) és una sèrie parella, és a dir, no té termes no nuls de grau senar.

En conseqüència, i com que els nombres de Bernoulli són definits per la sèrie f(z) − z

2
,

obtenim el resultat següent.

Corol.lari 13.4.10. Per a tot nombre senar n ≥ 3 és Bn = 0. A més a més, B1 =
−1
2
.

□

Observació 13.4.11. A l’apèndix hi ha una taula amb els primers valors dels nombres
de Bernoulli i una altra taula amb els primers polinomis.

A la demostració de la proposició 13.3.3 hem vist que, per a tot nombre enter n i per
a tot nombre real a, 0 < a ≤ 1, pod́ıem escriure la igualtat

I(n, a) = (−1)nRes
z=0

zn−1e−az

1− e−z
.

Aquesta igualtat ens permet calcular el valor de la funció zeta de Hurwitz en els nombres
enters negatius en funció dels polinomis de Bernoulli.

Proposició 13.4.12. Per a tot nombre enter n ≥ 0 i tot nombre real a, 0 < a ≤ 1, se

satisfà la igualtat ζ(−n, a) = −Bn+1(a)

n+ 1
, on Bn+1(a) és el valor en a del (n + 1)-èsim

polinomi de Bernoulli.

Demostració: Recordem que l’extensió de la funció zeta de Hurwitz a tot el pla complex
és donada per la fórmula ζ(s, a) = Γ(1− s)I(s, a). En particular, per a tot nombre enter
n ≥ 0 podem escriure ζ(−n, a) = Γ(1 + n)I(−n, a) = n!I(−n, a). Per tant, si tenim en
compte que, en canviar z per −z el residu canvia de signe, de la igualtat

I(−n, a) = (−1)n Res
z=0

z−n−1e−az

1− e−z
= Res

z=0

z−n−1eaz

1− ez

obtenim l’expressió

ζ(−n, a) = n! Res
z=0

z−n−1eaz

1− ez
. (13.4.1)

El desenvolupament en sèrie de Laurent de l’expressió
z−n−1eaz

1− ez
= z−n−2 zeaz

1− ez
dóna, per

definició dels polinomis de Bernoulli, que −z−n−2
∑
k≥0

Bk(a)

k!
zk, de manera que el residu

en z = 0 d’aquesta funció és el coeficient de zn+1 de la sèrie −
∑
k≥0

Bk(a)

k!
zk; és a dir,

−Bn+1(a)

(n+ 1)!
. Si duem això a la fórmula (13.4.1), obtenim la igualtat ζ(−n, a) = −Bn+1(a)

n+ 1
,

que desitjàvem. □

Observació 13.4.13. En tot el procés no ha calgut en cap moment utilitzar que la sèrie de

potències
z exp(xz)

exp(z)− 1
=
∑

n≥0

Bn(x)

n!
zk tingui radi de convergència estrictament positiu en

C, llevat d’aquest darrer punt en què hem utilitzat aquesta sèrie com a desenvolupament
en sèrie de potències de la funció de la qual volem calcular el residu en z = 0. De totes
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maneres, com que la funció ez − 1 no s’anul·la en el disc obert ℜ(z) < 2π, el radi de
convergència és ≥ 2π, fet que garanteix la legitimitat del procés, fins i tot pensant que

tot el que s’ha fet s’hagués fet amb la funció
zexz

ez − 1
en lloc de la sèrie formal.

Corol.lari 13.4.14. Els valors de la funció zeta de Riemann en els nombres enters nega-
tius són donats per les fórmules

ζ(0) = −1

2
, ζ(−2n) = 0, ζ(1− 2n) = −B2n

2n
, n ≥ 1.

Demostració: Només cal tenir en compte que ζ(s) = ζ(s, 1), per a tot nombre complex
s, i que B2n = B2n(1) i B2n+1 = 0, per a tot n ≥ 1. □

Observem que, en particular, obtenim que la funció zeta de Riemann s’anul·la en tots
els nombres enters parells negatius. De fet, una cèlebre conjectura de Riemann, datada
en 1859 (cf. [Rie 1859]) i coneguda amb el nom d’hipòtesi de Riemann, afirma que, a part
d’aquests, que són els anomenats els zeros “trivials”, els altres zeros de la funció estan

tots a la recta vertical donada per l’equació ℜ(s) = 1

2
. Per a una versió en català i amb

comentaris, cf. [B-G-T 12].

13.5 El teorema de Clausen-von Staudt

El teorema de Clausen-von Staudt proporciona un control absolut dels denominadors dels
nombres de Bernoulli; de fet, ens dóna exactament el seu valor. Aquest resultat és bàsic
per a dur a terme la interpolació p-àdica dels valors de la funció zeta de Hurwitz en els
nombres enters negatius. Comencem per provar dos resultats previs.

Lema 13.5.1. Siguin m,n ∈ Z, m ≥ 1, n ̸= 1. Aleshores, Bn = mn−1

m∑
a=1

Bn

( a
m

)
.

Demostració: Per a tot nombre enter a, 1 ≤ a ≤ m, és
a

m
∈ Q, 0 < a

m
≤ 1; per

tant, té sentit considerar el valor dels polinomis de Bernoulli en
a

m
i és Bn

( a
m

)
∈ Q. En

conseqüència, podem considerar la sèrie de potències f(z) :=
∑
n≥0

mn−1
∑m

a=1Bn

( a
m

)
n!

zn,

de coeficients racionals. A l’anell Q[[z]], podem escriure les igualtats

f(z) =
m∑
a=1

∑
n≥0

mn−1Bn

( a
m

)
n!

zn =
1

m

m∑
a=1

∑
n≥0

Bn

( a
m

)
n!

(mz)n =
1

m

m∑
a=1

(mz) exp
( a
m
mz
)

exp(mz)− 1

=
z

exp(mz)− 1

m∑
a=1

exp(az) =
z

exp(mz)− 1
exp(z)

exp(mz)− 1

exp(z)− 1
=

z exp(z)

exp(z)− 1

=
∑
n≥0

Bn(1)

n!
zn.
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En igualar els coeficients, obtenim que, per a tot nombre enter n ≥ 0, se satisfà la igualtat

Bn(1) = mn−1

m∑
a=1

Bn

( a
m

)
. I, com que per a n ̸= 1 és Bn = Bn(1), obtenim la igualtat

que voĺıem provar. □

Lema 13.5.2. Sigui Fq el cos finit de q elements. Aleshores, per a tot nombre enter

n ≥ 1, se satisfà la igualtat
∑
a∈Fq

an =

{
0, si q − 1 no divideix n,

−1, si q − 1 divideix n.

Demostració: El grup multiplicatiu Fq∗ és ćıclic d’ordre q − 1; per tant, en el cas que
q−1 no divideix n, hi ha un element b ∈ Fq∗ tal que bn ̸= 1. En aquest cas podem escriure∑

a∈Fq

an =
∑
a∈Fq

(ab)n = bn
∑
a∈Fq

an; i, per tant,
∑
a∈Fq

an = 0.

En el cas que q − 1 divideix n, per a a ∈ Fq, a ̸= 0, és an = 1, de manera que tenim la

igualtat
∑
a∈Fq

an =
∑
a∈Fq∗

an = q − 1 = −1, com voĺıem demostrar. □

Amb aquests resultats previs, podem procedir a la prova del teorema següent.

Teorema 13.5.3 (Clausen-von Staudt). Per a tot nombre enter n ≥ 1,

B2n +
∑

p−1|2n

p, primer

1

p
∈ Z.

Demostració: Per a tot nombre primer p, notarem per Z(p) l’anell localitzat de Z en
l’ideal primer pZ. El lema 13.5.1 ens permetrà demostrar per inducció sobre n que, per
a n ≥ 0, és pB2n ∈ Z(p). En efecte, per a n = 0 és B2n = 1, de manera que el resultat

és clar. D’altra banda, per a tot n ≥ 1, podem escriure B2n = p2n−1

p∑
a=1

B2n

(
a

p

)
, de

manera que, si tenim en compte que B2n

(
a

p

)
=

2n∑
k=0

(
2n

k

)
a2n−k

p2n−k
Bk, podem escriure la

igualtat B2n =

p∑
a=1

2n∑
k=0

(
2n

k

)
Bka

2n−kpk−1. Si suposem que, per a k < n, és pB2k ∈ Z(p),

aleshores,

B2n =
1

p

p∑
a=1

2n∑
k=0

(
2n

k

)
Bka

2n−kpk

=
1

p

p∑
a=1

(
B0a

2n + 2npB1a
2n−1 +

n∑
k=1

(
2n

2k

)
B2ka

2n−2kp2k

)

=

p∑
a=1

(
pB0a

2np−2 + 2npB1a
2n−1p−1 +

n∑
k=1

(
2n

2k

)
pB2ka

2n−2kp2k−2

)
,

ja que els nombres de Bernoulli B3, B5, . . . B2n−1 són nuls.
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Ara, per la hipòtesi d’inducció, és
n−1∑
k=1

(
2n

2k

)
a2n−kp2k−1B2k ∈ Z(p), de manera que

B2n −
p∑

a=1

(
pB0a

2np−2 + 2npB1a
2n−1p−1 + pB2np

2n−2
)
∈ Z(p). Però també se satisfà que

p∑
a=1

2npB1a
2n−1p−1 = 2nB1

p∑
a=1

a2n−1 = −n
p∑

a=1

a2n−1 ∈ Z, i s’obté que

B2n−
p∑

a=1

(pB0a
2np−2+pB2np

2n−2) ∈ Z(p); és a dir, que (1−p2n)B2n−
1

p

p∑
a=1

a2n ∈ Z(p).

Ara, el lema 13.5.2 ens permet deduir immediatament que, si p−1 divideix 2n, aleshores

(1− p2n)B2n +
1

p
∈ Z(p) i, que si p− 1 no divideix 2n, aleshores (1− p2n)B2n ∈ Z(p). En

el primer cas, p(1− p2n)B2n + 1 ∈ pZ(p), de manera que p(1− p2n)B2n ∈ Z∗
(p) i, com que

(1− p2n) ∈ Z∗
(p), també pB2n ∈ Z∗

(p). En particular, p2nB2n ∈ Z(p) i pB2n + 1 ∈ pZ(p). En

l’altre cas, B2n ∈ Z(p), ja que 1− p2n ∈ Z∗
(p).

Ara podem acabar la demostració fàcilment. Per a tot nombre primer ℓ, obtenim que

B2n +
∑

p−1|2np, primer

1

p
∈ Z(ℓ), ja que els quocients

1

p
són elements de Z(ℓ) per a tot ℓ ̸= p. I

com que Z és la intersecció de tots els anells Z(ℓ), B2n +
∑

p−1|2np, primer

1

p
∈ Z. □

Corol.lari 13.5.4. Per a tot nombre enter n ≥ 1, el denominador del nombre de Bernoulli
B2n, considerat com a nombre racional, és el producte dels nombres primers p tals que
p− 1 divideix 2n. □

En particular, tots els denominadors són múltiples de 6.

13.6 Interpolació p-àdica de la funció zeta de Hurwitz

L’objectiu final d’aquest caṕıtol és de procedir a fer la interpolació p-àdica d’alguns valors
de la funció zeta de Hurwitz. Concretament, volem construir una funció meromorfa p-
àdica tal que per als enters negatius, i mòdul un factor conegut, coincideixi amb els valors
de la funció zeta de Hurwitz.

Per a això, i per comoditat, convé començar per fer una lleugera modificació de la
funció zeta de Hurwitz.

Definició 13.6.1. Donats un nombre complex s i nombres enters a, F tals que 1 ≤ a ≤ F ,

posarem H∞(s, a, F ) := F−sζ
(
s,
a

F

)
, on ζ és la funció zeta de Hurwitz.

Observació 13.6.2. Se satisfan les igualtats, per a ℜ(s) > 1,

H∞(s, a, F ) =
∑

m≡a (mod F ),m>0

m−s =
∑
n≥0

(a+ nF )−s.
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En conseqüència, H∞(s, a, F ) és una funció meromorfa de C amb un únic pol, i simple,
en s = 1, i amb residu F−1 en aquest punt. El càlcul dels valors de la funció zeta de
Hurwitz en els nombres enters negatius ens permet escriure immediatament el resultat
següent.

Corol.lari 13.6.3. Per a tot nombre enter n ≥ 1 se satisfà la igualtat

H∞(1− n, a, F ) = −F n−1
Bn

( a
F

)
n

∈ Q.□

Per a procedir a la interpolació ens cal estudiar, encara, una funció p-àdica concreta.

Per a tot nombre primer p, posarem q :=

{
p, si p ̸= 2,

4, si p = 2.
Recordem que, amb aquestes

notacions, donat un nombre enter p-àdic invertible qualsevol, a, existeix una arrel φ(q)-
èsima de la unitat única, no necessàriament primitiva, ω(a), tal que a ≡ ω(a) (mod q).
Aleshores, podem posar ⟨a⟩ := ω(a)−1a ≡ 1 (mod q) i definir ⟨a⟩s := exp(s logp⟨a⟩). La
funció s 7→ ⟨a⟩s està ben definida per un desenvolupament en sèrie de potències convergent

per a tot element s ∈ Cp tal que |s|p < qp
−1
p−1 .

En efecte. Com que ⟨a⟩ = 1 + (⟨a⟩ − 1) i |⟨a⟩ − 1|p ≤ q−1 < p
−1
p−1 , és | logp⟨a⟩|p ≤ q−1,

de manera que si |s|p < qp
−1
p−1 , aleshores |s logp⟨a⟩|p < p

−1
p−1 i la sèrie exponencial és

convergent en s logp⟨a⟩.

Observem, a més a més, que qp
−1
p−1 > 1 i, en conseqüència, que la funció ⟨a⟩s és

anaĺıtica p-àdica en el disc de Cp definit per la condició |s|p < qp
−1
p−1 . En particular, és un

exercici senzill d’anàlisi p-àdica provar que es té el desenvolupament en sèrie de potències

⟨a⟩s =
∑
n≥0

(
s

n

)
(⟨a⟩ − 1)n, on, per definició, escrivim

(
s

n

)
:=

s(s− 1) · · · (s− n+ 1)

n!
.

Amb aquests preliminars, podem procedir a la demostració del resultat següent.

Proposició 13.6.4. Siguin a, F ∈ Z, 1 ≤ a ≤ F , i p un nombre primer. Suposem que
p no divideix a i que q divideix F . Aleshores, existeix una funció meromorfa p-àdica

Hp(s, a, F ), definida en el disc |s|p < qp
−1
p−1 , tal que per a tot nombre enter n ≥ 1 és

Hp(1−n, a, F ) = ω(a)−nH∞(1−n, a, F ), on aquesta darrera funció és la funció complexa
de més amunt.

Demostració: Com que qp
−1
p−1 > 1, la condició |s|p < qp

−1
p−1 és equivalent a la condició

|1− s|p < qp
−1
p−1 . Definim Hp(s, a, F ) :=

1

s− 1

1

F
⟨a⟩1−s

∑
k≥0

(
1− s
k

)(
F

a

)k

Bk, on Bk són

els nombres de Bernoulli.

En virtut del teorema de Clausen-von Staudt, per a tot nombre enter k ≥ 0 i tot
nombre primer p, és pBk ∈ Zp, de manera que |pBk|p ≤ 1. Això ens permet assegurar que∣∣∣∣∣

(
F

a

)k

Bk

∣∣∣∣∣
p

≤ |p|−1
p |q|kp = p|q|kp, (13.6.1)

ja que, per hipòtesi, q divideix F i p no divideix a. En conseqüència, la sèrie∑
k≥0

(
s

k

)(
F

a

)k

Bk (13.6.2)
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defineix una funció anaĺıtica p-àdica en el disc |s|p < qp
−1
p−1 . En efecte, la fita anterior

dels coeficients, (13.6.1), ens permet assegurar (exercici) que la funció definida per la sèrie
(13.6.2) és el ĺımit uniforme, en aquest disc, de les sumes parcials de la sèrie; i aquestes
sumes parcials són funcions anaĺıtiques de tot Cp.

Ara, com que la funció ⟨a⟩s també és anaĺıtica en aquest disc, ho és el seu producte

per l’anterior i, per tant, la funció (−s)Hp(1−s, a, F ) és anaĺıtica p-àdica en |s|p < qp
−1
p−1 .

Però ja hem vist que el disc |s|p < qp
−1
p−1 coincideix amb el disc |1−s|p < qp

−1
p−1 , de manera

que la funció (s− 1)Hp(s, a, F ) és anaĺıtica. Això demostra la meromorfia de Hp(s, a, F ).

El final de la prova és senzill. Si canviem s per 1−n i tenim en compte les desigualtats

|1− n|p ≤ 1 < qp
−1
p−1 , podem sumar la sèrie i obtenim la igualtat

Hp(1− n, a, F ) =
−1
nF
⟨a⟩n

∑
k≥0

(
n

k

)(
F

a

)k

Bk

=
−1
nF
⟨a⟩n

n∑
k=0

(
n

k

)(
F

a

)k

Bk

=
−1
nF
⟨a⟩n

n∑
k=0

(
n

k

)( a
F

)−k

Bk

=
−1
nF
⟨a⟩n

(
F

a

)n n∑
k=0

(
n

k

)( a
F

)n−k

Bk

=
−1
nF
⟨a⟩n

(
F

a

)n

Bn

( a
F

)
=
−F n−1ω(a)−n

n
Bn

( a
F

)
= ω(a)−nH∞(1− n, a, F ),

com voĺıem demostrar. □

Observació 13.6.5. Recordem que la funció H∞(s, a, F ) és la funció definida per la

igualtat H∞(s, a, F ) = F−sζ
(
s,
a

F

)
; per tant, obtenim la nova igualtat

Hp(1− n, a, F )ω(a)nF 1−n = ζ
(
1− n, a

F

)
,

que és la interpolació pròpiament dita dels valors de la funció ζ de Hurwitz de paràmetre
a

F
en els enters 1−n, n ≥ 1. Observem que només té sentit considerar valors racionals de

a

F
, ja que podem incloure Q en Qp i, per tant, en Cp, però no podem incloure, de manera

natural, R en Cp. A més a més, la interpolació es produeix per als casos particulars de
a

F
tals que q divideix F i p no divideix a.



Caṕıtol 14

El teorema de Dirichlet de la
progressió aritmètica

L’objectiu d’aquest caṕıtol és donar la demostració del teorema de Dirichlet de la pro-
gressió aritmètica. Aquest resultat ja ha estat usat, en una forma feble, en la prova del
teorema de Hasse-Minkowski; però no se n’ha donat cap demostració, ni tan sols d’aquella
forma feble.

14.1 Funció zeta associada a un conjunt de nombres

primers

Abans de poder enunciar de manera precisa el teorema de Dirichlet de la progressió
aritmètica, cal estudiar el concepte de densitat d’un conjunt de nombres primers. I, per a
dur a terme aquest estudi, cal introduir la funció zeta associada a un conjunt de nombres
primers. L’objectiu d’aquesta secció és, doncs, fer l’estudi d’aquesta funció.

Definició 14.1.1. Sigui A un conjunt de nombres primers. Podem considerar la sèrie de

Dirichlet ζA(s) :=
∑
p∈A

p−s; s’anomena la sèrie zeta associada al conjunt A.

El criteri de comparació de sèries de nombres reals positius, aplicat a les sèries ζA(s)
i ζ(s), ens permet obtenir de seguida que, per a tot conjunt A de nombres primers, la
sèrie ζA(s) és absolutament convergent en el semiplà definit per la condició ℜ(s) > 1. El
primer resultat que provarem fa referència al conjunt A = P de tots els nombres primers.

Observem, en primer lloc, que la funció ζP (s) està definida per a tot nombre real s > 1

per la sèrie convergent ζP (s) =
∑
p∈P

p−s i que, en la semirecta s ∈ R, s > 1, la funció ζP (s)

és anaĺıtica real. Això es dedueix fàcilment de l’estudi de les sèries de Dirichlet que hem
fet en el caṕıtol 12.

Proposició 14.1.2. Si log(s) designa el logaritme real, aleshores lim
s→1+

ζP (s)

log(s− 1)−1
= 1,

en el sentit que el ĺımit existeix i val 1.

217
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Demostració: Considerem la funció zeta de Riemann i la seva expressió en forma de

producte d’Euler ζ(s) =
∏
p∈P

(1 − p−s)−1, convergent en el semiplà complex ℜ(s) > 1. Si

prenem la determinació principal del logaritme, és a dir, la determinació que fa log(s) ∈ R
quan s ∈ R, s > 0, obtenim la igualtat log ζ(s) =

∑
p∈P

− log(1−p−s) =
∑
p∈P

∑
k≥1

1

kpks
, vàlida

per a tot nombre complex tal que ℜ(s) > 1. En particular, la igualtat és vàlida per a tot

nombre real s > 1. Per a tot nombre real s > 1, posem ψ(s) :=
∑
p∈P

∑
k≥2

1

kpks
. La sèrie és

una parcial de la sèrie anterior, de manera que també és absolutament convergent per a

s > 1 i se satisfà la igualtat log ζ(s) =
∑
p∈P

p−s + ψ(s) = ζP (s) + ψ(s). No només això,

sinó que la convergència absoluta ens permet escriure les desigualtats

ψ(s) ≤
∑
p∈P

∑
k≥2

1

pks
=
∑
p∈P

1

ps(ps − 1)
≤
∑
p∈P

1

p(p− 1)
≤
∑
n≥1

n−2,

fet que demostra que la sèrie és fitada per una constant independent de s.

D’altra banda, si tenim en compte que la funció zeta de Riemann és meromorfa amb un
únic pol, i simple, en s = 1, i que el residu de la funció en aquest punt és 1, obtenim que
lim
s→1+

(s−1)ζ(s) = 1, de manera que, en prendre logaritmes, lim
s→1+

log ζ(s)−log(s−1)−1 = 0.

Per tant, podem escriure que ζP (s) = log(s− 1)−1 + λ(s), per a una funció λ(s) fitada en
un entorn de s = 1. Això acaba la demostració. □

Definició 14.1.3. Siguin A un conjunt qualsevol de nombres primers i δA un nombre

real. Es diu que A té densitat de Dirichlet δA quan existeix el ĺımit lim
s→1+

∑
p∈A p

−s

log(s− 1)−1
i és

igual a δA.

Clarament, si aquest ĺımit existeix ha de ser no negatiu i menor o igual que 1; de
manera que la densitat de Dirichlet, si existeix, és un nombre 0 ≤ δA ≤ 1. D’altra banda,
si A és finit, aleshores δA = 0, de manera que hem provat el resultat següent.

Corol.lari 14.1.4. Si existeix lim
s→1+

ζA(s)

log(s− 1)−1
i és no nul, aleshores A és un conjunt

infinit. □

Ara podem enunciar el teorema de la progressió aritmètica en una forma més forta que
la que s’ha fet servir; i que és la forma en què el demostrarem.

Teorema 14.1.5 (Dirichlet). Siguin a,m ∈ Z tals que m ≥ 1 i mcd(a,m) = 1. El conjunt

dels nombres primers de la forma a+ λm, λ ∈ Z, té densitat de Dirichlet
1

φ(m)
, on φ és

la funció d’Euler. En particular, és infinit.

14.2 Funcions L de Dirichlet

Tot i que les funcions L de Dirichlet ja han estat definides en el caṕıtol 12, és ara el
moment de fer-ne un estudi més acurat. Recordem-ne la definició.



14.2. Funcions L de Dirichlet 219

Definició 14.2.1. Sigui χ un caràcter de Dirichlet mòdul m. S’anomena sèrie L de

Dirichlet associada al caràcter χ la sèrie L(χ, s) :=
∑
n≥1

χ(n)n−s, absolutament convergent

en el semiplà ℜ(s) > 1, on defineix una funció anaĺıtica de s.

Observem que, si, per a tot nombre enter n, posem χ1(n) = 1, la funció definida per
aquesta sèrie és exactament la funció zeta de Riemann; per tant, admet un desenvolupa-
ment en producte d’Euler. De fet, aquest resultat és general per a tots els caràcters de
Dirichlet; el resultat següent ja ha estat provat en el corol·lari 12.4.3.

Proposició 14.2.2. Sigui χ un caràcter de Dirichlet mòdul m. Aleshores, el producte

infinit
∏
p

(1−χ(p)p−s)−1 és absolutament convergent en el semiplà ℜ(s) > 1 i el seu valor

coincideix amb el de la funció L(χ, s) en aquest semiplà. □

Observació 14.2.3. Si considerem el caràcter trivial definit mòdul m, χ1, no obtenim
la funció zeta de Riemann; en efecte, el caràcter s’anul·la en tots els enters divisibles per
algun nombre primer que divideixm, de manera que la igualtat que obtenim és exactament

L(s, χ1) = ζ(s)
∏
p|m

(1− p−s).

Teorema 14.2.4. Sigui χ un caràcter de Dirichlet qualsevol mòdul m.

(a) Si χ = χ1 és el caràcter trivial, aleshores la funció L(χ1, s) admet una prolongació

meromorfa a tot C amb un únic pol, i simple, en s = 1, i amb residu
φ(m)

m
en aquest

punt.

(b) Si χ no és el caràcter trival, aleshores la funció L(χ, s) s’estén de manera única a
una funció entera del pla complex.

(c) Si χ no és el caràcter trival, aleshores la sèrie
∑
n≥1

χ(n)n−s és convergent en ℜ(s) > 0;

en particular, el valor de la funció en s = 1 es pot calcular, encara que la convergència

no és absoluta, a partir de la igualtat L(χ, 1) =
∑
n≥1

χ(n)n−1.

Demostració: Comencem per relacionar la funció L(χ, s) amb la funció zeta de Hurwitz.
Per a això, observem que, si s ∈ C és tal que ℜ(s) > 1, aleshores podem escriure, gràcies
a la convergència absoluta, les igualtats

L(χ, s) =
∑
n≥1

χ(n)n−s =
m∑
r=1

∑
q≥0

χ(r + qm)(r + qm)−s

= m−s

m∑
r=1

χ(r)
∑
q≥0

( r
m

+ q
)−s

= m−s

m∑
r=1

χ(r)ζ
(
s,
r

m

)
,

de manera que la funció L(χ, s) és, llevat del factor m−s, que només depèn del mòdul de
definició del caràcter χ, combinació lineal de funcions zeta de Hurwitz i de coeficients que
només depenen del caràcter. Per les propietats conegudes de la funció zeta de Hurwitz,
obtenim que la funció L(χ, s) es pot prolongar a una funció meromorfa de tot el pla
complex amb, com a màxim, un pol i simple en s = 1.
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Ara, el càlcul del ĺımit lim
s→1

(s− 1)L(χ, s) es pot escriure de la forma

lim
s→1

(s− 1)L(χ, s) = lim
s→1

(s− 1)m−s

m∑
r=1

χ(r)ζ
(
s,
r

m

)
=

1

m

m∑
r=1

χ(r) lim
s→1

(s− 1)ζ
(
s,
r

m

)

=
1

m

m∑
r=1

χ(r) =


φ(m)

m
, si χ = χ1 és el caràcter trivial,

0, si χ ̸= χ1.

En conseqüència, si χ ̸= χ1, aleshores la funció L(χ, s) no té pol en s = 1, de manera
que és una funció entera. I això demostra (b). D’altra banda, per a χ = χ1, la mateixa
igualtat ens ensenya que L(χ, s) té un pol simple en s = 1 i que el residu de la funció en

aquest pol és
φ(m)

m
; i això demostra (a).

Resta per veure que el valor de la funció L(χ, s) en s = 1 es pot calcular com la suma

de la sèrie L(χ, 1) =
∑
n≥1

χ(n)n−1, si χ ̸= χ1. I per a això només cal veure que la sèrie és

convergent. Observem però, que els coeficients χ(n) formen una successió periòdica; i, per

tant, fitada. Encara més, per a 1 ≤ j < k, és

∣∣∣∣∣
k∑

n=j

χ(n)

∣∣∣∣∣ ≤ φ(m), ja que, per a tot enter

j ≥ 1, se satisfà la igualtat

j+m−1∑
n=j

χ(n) = 0 i el caràcter χ només pren valors no nuls, que

són arrels de la unitat, per a φ(m) enters diferents en cada interval j ≤ n ≤ j +m − 1.
En conseqüència, podem aplicar el següent resultat que acaba la prova. □

Lema 14.2.5. Sigui F (s) :=
∑
n≥1

f(n)n−s una sèrie de Dirichlet. Suposem que existeix

un nombre real C > 0 tal que, per a tota parella de nombres enters 1 ≤ j < k, se satisfà

que

∣∣∣∣∣
k∑

n=j

f(n)

∣∣∣∣∣ ≤ C. Aleshores, la sèrie F (s) és convergent en el semiplà ℜ(s) > 0.

Demostració: Exercici. □
Per a acabar aquesta secció, demostrarem un resultat que ens assegura que les funcions

L(χ, s) no s’anul·len en s = 1. Concretament, ho deduirem del resultat següent.

Proposició 14.2.6. Sigui m ≥ 2 un nombre enter qualsevol. Per a tot nombre complex s,

posem ζm(s) :=
∏

χ∈G(m)̂

L(χ, s), on G(m) := (Z/mZ)∗ és el grup dels elements invertibles

de Z/mZ, i G(m)̂ designa el grup dels caràcters de Dirichlet mòdul m. Aleshores, ζm(s)
és una funció meromorfa de tot C tal que, en el semiplà ℜ(s) > 1, es pot escriure com el

producte convergent ζm(s) =
∏
p∤m

(1− p−fps)−gp, on fp és el nombre enter més petit fp ≥ 1

tal que m divideix pfp − 1, i gp és definit per la igualtat fpgp = φ(m).

Demostració: Donat un nombre primer p que no divideix m, sigui W el conjunt de
totes les arrels fp-èsimes de la unitat de C. Per definició, obtenim la igualtat

1− T fp =
∏
w∈W

(1− wT ) ∈ C[T ].
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A més a més, la definició de fp ens permet assegurar que el subgrup multiplicatiu de G(m)
generat per la classe del nombre enter p en Z/mZ és d’ordre fp.

D’altra banda, disposem de la successió exacta dels grups de caràcters

1←− ⟨p⟩̂ ←− G(m)̂ ←− (G(m)/⟨p⟩)̂ ←− 1,

que s’obté a partir de la successió exacta

1 −→ ⟨p⟩ −→ G(m) −→ G(m)/⟨p⟩ −→ 1.

Com que l’ordre de (G(m)/⟨p⟩)̂ és exactament
φ(m)

fp
= gp, obtenim que tot caràcter

d’ordre fp es pot interpretar com la reducció al subgrup ⟨p⟩ d’exactament gp caràcters
diferents de G(m).

Però tota arrel fp-èsima de la unitat determina uńıvocament un caràcter de ⟨p⟩, de
manera que, per a tot w ∈ W hi ha exactament gp caràcters χ ∈ G(m)̂ tals que χ(p) = w.
En conseqüència, podem escriure la igualtat

(1− T fp)gp =

(∏
w∈W

(1− wT )

)gp

=
∏
w∈W

∏
χ(p)=w

(1− χ(p)T ) =
∏

χ∈G(m)̂

(1− χ(p)T ).

Aquesta igualtat ens serà útil de seguida, en substituir T per p−s, per a qualsevol nombre
complex s tal que ℜ(s) > 1.

En efecte, a partir de la descomposició de les funcions L(χ, s) en producte d’Euler,
convergent en el semiplà ℜ(s) > 1, podem escriure les igualtats

ζm(s) =
∏

χ∈G(m)̂

L(χ, s) =
∏

χ∈G(m)̂

∏
p

(1− χ(p)p−s)−1 =
∏

χ∈G(m)̂

∏
p∤m

(1− χ(p)p−s)−1

=
∏
p∤m

∏
χ∈G(m)̂

(1− χ(p)p−s)−1 =
∏
p∤m

(1− p−fps)−gp ,

de manera que obtenim el que voĺıem demostrar. □

Observació 14.2.7. Observem que, per a tot nombre primer p que no divideix m, fp
és el grau residual de p en l’extensió ciclotòmica de Q generada per una arrel primitiva
m-èsima de la unitat, i que gp és el nombre d’ideals primers de l’anell dels enters d’aquest
cos que divideixen p. En particular, si designem per p els ideals primers d’aquest anell
que divideixen p, podem escriure la igualtat

ζm(s) =
∏
p∤m

∏
p|p

(1− N(p)−s)−1 =
∏
p∤m

(1− N(p)−s)−1.

Aquesta igualtat és semblant a la definició de la funció zeta de Dedekind del cos de
nombres Q(ξm), per a ξm una arrel primitiva m-èsima de la unitat. Aquesta definició es
donarà més endavant per a tot cos de nombres.

Corol.lari 14.2.8. Sigui m ∈ Z, m ≥ 2. Per a tot caràcter no trivial de Dirichlet mòdul
m, χ, és L(χ, 1) ̸= 0.
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Demostració: Per reducció a l’absurd. Suposem que hi hagués un caràcter no trivial de
Dirichlet χ, mòdul m, tal que L(χ, 1) = 0. Aleshores, aquest zero eliminaria el pol simple
en s = 1 de la funció L(χ1, s) en la funció ζm(s), de manera que la funció ζm(s) seria
entera. En virtut de la proposició anterior, els coeficients del desenvolupament en sèrie
de Dirichlet, en el semiplà ℜ(s) > 1, de la funció ζm(s) serien nombres reals positius. A
més a més, com que la sèrie de Dirichlet que defineix aquesta funció és de coeficients reals
positius, la seva abscissa de convergència coincideix amb una singularitat de la funció; i
com que hem vist que no hi hauria singularitats, la sèrie seria convergent en ℜ(s) > 0.
Però això duu a contradicció. Veiem-ho.

Si pensem en s ∈ R tal que s > 0, podem escriure les desigualtats

(1− p−fps)−gp =

(∑
k≥0

p−kfps

)gp

≥
∑
k≥0

p−kfpgps =
∑
k≥0

p−kφ(m)s = (1− p−φ(m)s)−1.

Però aleshores, obtindŕıem les desigualtats

ζm(s) =
∑

n≥1,mcd(n,m)=1

bnn
−s ≥

∑
n≥1,mcd(n,m)=1

n−φ(m)s,

que ens dirien que la darrera sèrie és convergent. I, per a tenir la contradicció, només cal
prendre s tal que 0 < φ(m)s < 1.

En efecte, aquesta darrera sèrie s’expressa en forma de producte d’Euler de la matei-
xa manera que la sèrie de Riemann, i només les diferencia un nombre finit de factors.
Concretament, en el producte d’Euler que li correspon, no apareixen els factors associats
als nombres primers p que divideixen m i els altres són els mateixos que els de la funció

zeta de Riemann; per tant, la convergència de la sèrie
∑

n≥1,mcd(n,m)=1

n−φ(m)s implicaria la

convergència de la sèrie
∑
n≥1

n−sφ(m), que no ho és. □

Com a conseqüència d’aquest resultat, podem establir immediatament el següent.

Corol.lari 14.2.9. La funció ζm(s) té un pol simple en s = 1. □

14.3 Demostració del teorema

Aquesta secció es dedica a fer la prova del teorema de Dirichlet de la progressió aritmètica.
Repetim l’enunciat.

Teorema 14.3.1 (Dirichlet). Siguin a,m ∈ Z, m ≥ 1, tals que mcd(a,m) = 1. El

conjunt dels nombres primers de la forma a+ λm, λ ∈ Z, té densitat de Dirichlet
1

φ(m)
;

en particular, el conjunt és infinit.

Demostració: Posem A := {p ∈ P : existeix λ ∈ Z i p = a + λm} i considerem la

funció zeta associada a aquest conjunt de nombres primers, ζA(s) :=
∑
p∈A

p−s. Cal estudiar

el comportament de la funció ζA(s); concretament, cal veure la igualtat

lim
s→1+

ζA(s)

log(s− 1)−1
=

1

φ(m)
.
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Per a tot caràcter de Dirichlet mòdul m, χ, sigui Fχ(s) la funció definida per la sèrie

de Dirichlet Fχ(s) :=
∑
p∤m

χ(p)p−s, convergent absolutament en el semiplà ℜ(s) > 1. De

fet, si tenim en compte que, per a p|m, és χ(p) = 0, aleshores Fχ(s) es pot expressar en

la forma Fχ(s) :=
∑
p

χ(p)p−s, la suma estesa a tots els nombres primers.

El primer resultat que intervé a la demostració és el següent.

Lema 14.3.2. Per a tot nombre complex s tal que ℜ(s) > 1 és

ζA(s) =
1

φ(m)

∑
χ∈G(m)̂

χ(a)−1Fχ(s).

Demostració: Se satisfan les igualtats∑
χ∈G(m)̂

χ(a)−1Fχ(s) =
∑

χ∈G(m)̂

χ(a)−1
∑
p∤m

χ(p)p−s =
∑
p∤m

∑
χ∈G(m)̂

χ(a)−1χ(p)p−s

=
∑
p∤m

∑
χ∈G(m)̂

χ(a−1p)p−s = φ(m)ζA(s),

ja que p ∈ A equival a a−1p ≡ 1 (mod m) i, per tant,

∑
χ∈G(m)̂

χ(a−1p) =

{
φ(m), si p ∈ A,
0, si p /∈ A,

en virtut de les relacions d’ortogonalitat dels caràcters. Per a acabar, només cal dividir
per φ(m). □

Deduirem el resultat que cerquem de l’estudi del comportament, en un entorn de s = 1,
de les funcions Fχ(s).

Lema 14.3.3. (a) Si χ = χ1, el caràcter trivial mòdul m, llavors lim
s→1+

Fχ(s)

log(s− 1)−1
= 1.

(b) Si χ ̸= χ1, llavors lim
s→1+

Fχ(s)

log(s− 1)−1
= 0.

Demostració: Les funcions Fχ1(s) i ζP (s) només difereixen en un nombre finit de
termes; els que corresponen als nombres primers que divideixen m. Per tant, el resultat
(a) es dedueix immediatament de la proposició 14.1.2.

Per a la prova de (b), observem que, si χ ̸= χ1, aleshores L(χ, s) =
∏
p

(1−χ(p)p−s)−1,

per a ℜ(s) > 1. Si prenem logaritmes, podem escriure

logL(χ, s) =
∑
p

log(1− χ(p)p−s)−1 =
∑
p

∑
n≥1

χ(p)n

npns

= Fχ(s) +
∑
p

∑
n≥2

χ(p)n

npns
= Fχ(s) + ψ′(s),



224 Cap. 14. El teorema de la progressió aritmètica

on ψ′(s) :=
∑
p

∑
n≥2

χ(p)n

npns
. Ara, la prova del fet que lim

s→1+

ψ′(s)

log(s− 1)−1
= 0, es fa igual que

en la demostració de la proposició 14.1.2; les desigualtats∣∣∣∣∣∑
p

∑
n≥2

χ(p)n

npns

∣∣∣∣∣ ≤∑
p

∑
n≥2

∣∣∣∣χ(p)nnpns

∣∣∣∣ ≤∑
p

∑
n≥2

∣∣∣∣ 1

npns

∣∣∣∣
=
∑
p

∑
n≥2

1

npns
≤
∑
p

∑
n≥2

1

pns
≤
∑
n≥1

n−2,

per a s > 1, permeten concloure de la mateixa manera. En conseqüència, obtenim que

lim
s→1+

Fχ(s)

log(s− 1)−1
= lim

s→1+

log(L(χ, s))

log(s− 1)−1
. Però, com que el caràcter χ no és el trivial, la

funció L(χ, s) no s’anul·la en s = 1; per tant, log(L(χ, s)) és fitada en un entorn de s = 1
i el ĺımit anterior és nul. Això acaba la prova de (b). □

Amb aquests resultats, la prova del teorema de Dirichlet és senzilla. En efecte, obtenim
el teorema a partir de la igualtat del lema 14.3.2,

ζA(s) =
1

φ(m)

∑
χ∈G(m)̂

χ(a)−1Fχ(s),

en dividir per log(s− 1)−1 i passar al ĺımit. □

14.4 Valors de les funcions L en els enters negatius

En el caṕıtol anterior hem calculat els valors de la funció zeta de Hurwitz i, en particular,
els de la funció zeta de Riemann, en els enters negatius. Aquesta secció es dedica a fer el
mateix per a les funcions L associades als caràcters de Dirichlet. Per a això, cal introduir
una generalització dels nombres de Bernoulli: els nombres de Bernoulli generalitzats, asso-
ciats als caràcters de Dirichlet. I per a dur a terme aquesta generalització, cal considerar
els caràcters definits mòdul el seu conductor, contràriament a com hem treballat en les
seccions anteriors.

Considerem, doncs, un caràcter de Dirichlet, χ; sigui f el conductor de χ, i considerem
χ definit mòdul f ; és a dir, per a f ′ < f , el morfisme χ : G(f) −→ C∗ no factoritza a
través de G(f ′) i χ(n) = 0, si mcd(n, f) > 1.

Definició 14.4.1. S’anomenen nombres generalitzats de Bernoulli associats a χ els coe-
ficients Bn,χ de la sèrie de potències

∑
n≥0

Bn,χ

n!
zn :=

f∑
a=1

χ(a)
z exp(az)

exp(fz)− 1
∈ C[[z]].

Observació 14.4.2. Com que
z exp(az)

exp(fz)− 1
∈ Q[[z]], i com que els valors no nuls del

caràcter χ són arrels f -èsimes de la unitat, els coeficients Bn,χ de la sèrie pertanyen al cos
ciclotòmic Q(µf ) generat sobre Q per les arrels f -èsimes de la unitat; és a dir, se satisfà

que
∑
n≥0

Bn,χ

n!
zn ∈ Q(µf )[[z]].
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Observació 14.4.3. Com que la funció anaĺıtica exp(fz) − 1 no s’anul·la en el disc

|z| < 2π

f
, el radi de convergència de la sèrie

∑
n≥0

Bn,χ

n!
zn és, com a mı́nim,

2π

f
.

Observació 14.4.4. Per a tot nombre enter n ̸= 1, i si χ1 designa el caràcter trivial,
aleshores Bn,χ1 = Bn, el n-èsim nombre de Bernoulli. En efecte, el conductor de χ1 és

f = 1, de manera que
∑
n≥0

Bn,χ1

n!
zn =

z exp(z)

exp(z)− 1
=
∑
n≥0

Bn(1)

n!
zn i, per tant, resulta que

Bn,χ1 = Bn(1) =

{
Bn, si n ̸= 1,

B1 + 1, si n = 1.

Observació 14.4.5. Si χ ̸= χ1 no és el caràcter trivial, aleshores B0,χ = 0. En efecte,

B0,χ és el valor en z = 0 de la sèrie
∑
n≥0

Bn,χ

n!
zn. El càlcul de ĺımits per la regla de l’Höpital,

per exemple, ens permet escriure la igualtat

lim
z→0

f∑
a=1

χ(a)z exp(az)

exp(fz)− 1
=

f∑
a=1

χ(a) lim
z→0

1

f exp(fz)
=

1

f

f∑
a=1

χ(a) = 0.

Més generalment, podem calcular el valor dels nombres Bn,χ a partir dels polinomis de
Bernoulli. En efecte, disposem del resultat següent.

Proposició 14.4.6. Sigui χ un caràcter de Dirichlet de conductor f . Aleshores, per a tot

nombre enter n ≥ 0, se satisfà la igualtat Bn,χ = fn−1

f∑
a=1

χ(a)Bn

(
a

f

)
. Més generalment,

si F és un múltiple de f , se satisfà la fórmula Bn,χ = F n−1

F∑
a=1

χ(a)Bn

( a
F

)
.

Demostració: Per a la sèrie de potències g(z) :=
∑
n≥0

F n−1
∑F

a=1 χ(a)Bn

( a
F

)
n!

zn, és

g(z) =
F∑

a=1

∑
n≥0

F n−1χ(a)Bn

( a
F

)
n!

zn =
F∑

a=1

χ(a)

F

∑
n≥0

Bn

( a
F

)
n!

(Fz)n

=
F∑

a=1

χ(a)

F

Fz exp
( a
F
Fz
)

exp(Fz)− 1
=

F∑
a=1

χ(a)
z exp(az)

exp(Fz)− 1
.

Si dividim a per f en la forma a = b+ cf , 1 ≤ b ≤ f , 0 ≤ c ≤ F

f
− 1, tenm que

g(z) =

f∑
b=1

F
f
−1∑

c=0

χ(b)
z exp(bz) exp(cfz)

exp(Fz)− 1
=

f∑
b=1

χ(b)
z exp(bz)

exp(Fz)− 1

F
f
−1∑

c=0

exp(cfz)

=

f∑
b=1

χ(b)
z exp(bz)

exp(Fz)− 1

exp(Fz)− 1

exp(fz)− 1
=

f∑
b=1

χ(b)
z exp(bz)

exp(fz)− 1
=
∑
n≥0

Bn,χ

n!
zn,

i només cal igualar els coeficients. □



226 Cap. 14. El teorema de la progressió aritmètica

Corol.lari 14.4.7. Sigui χ un caràcter de Dirichlet de conductor f .

(a) Si χ ̸= χ1, aleshores B1,χ =
1

f

f∑
a=1

χ(a)a.

(b) Sigui δ :=

{
0, si χ(−1) = 1 (o sigui, si χ és parell),

1, si χ(−1) = −1 (o sigui, si χ és senar).
Aleshores, per a n ∈ Z,

n > 1, i n ̸≡ δ (mod 2), és Bn,χ = 0.

Demostració: La proposició anterior ens permet assegurar que

B1,χ =

f∑
a=1

χ(a)B1

(
a

f

)
=

f∑
a=1

χ(a)

(
a

f
+

1

2

)
=

1

f

f∑
a=1

χ(a)a+
1

2

f∑
a=1

χ(a) =
1

f

f∑
a=1

χ(a)a,

ja que per a χ ̸= χ1 és

f∑
a=1

χ(a) = 0.

D’altra banda, com que χ(f) = 0, aleshores podem escriure que

fχ(−z) : =
f∑

a=1

χ(a)
−z exp(−az)
exp(−fz)− 1

=

f−1∑
a=1

χ(a)
−z exp(−az)
exp(−fz)− 1

=
−z exp(fz)
1− exp(fz)

f−1∑
a=1

χ(a) exp(−az) = z exp(fz)

exp(fz)− 1

f−1∑
a=1

χ(−1)χ(−a) exp(−az)

=

f−1∑
a=1

χ(−1)χ(f − a)z exp((f − a)z)
exp(fz)− 1

= χ(−1)
f−1∑
a=1

χ(f − a)z exp((f − a)z)
exp(fz)− 1

= χ(−1)fχ(z).

Això ens assegura que la sèrie fχ(z) té paritat, la mateixa que el caràcter; en conseqüència,
els seus coeficients d’́ındex parell són nuls quan χ és senar i els seus coeficients d’́ındex
senar són nuls quan χ és parell. □

Els resultats anteriors ens permeten expressar còmodament el valor de les funcions L
de Dirichlet en els nombres enters negatius.

Proposició 14.4.8. Sigui χ un caràcter de Dirichlet. Per a tot nombre enter n ≥ 1 se

satisfà la igualtat L(χ, 1− n, ) = −Bn,χ

n
.

Demostració: Recordem que, per a tot nombre enter n ≥ 0, hem calculat el valor de la

funció zeta de Hurwitz en −n i hem obtingut que ζ(−n, a) = −Bn+1(a)

n+ 1
. D’altra banda,

per a tot nombre complex s hem obtingut l’expressió L(χ, s) = f−s

f∑
a=1

χ(a)ζ

(
s,
a

f

)
. Si

fem s = 1− n, obtenim les igualtats

L(χ, 1− n) := fn−1

f∑
a=1

χ(a)ζ

(
1− n, a

f

)
= −fn−1

f∑
a=1

χ(a)

Bn

(
a

f

)
n

= −Bn,χ

n
,

com voĺıem demostrar. □
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Observació 14.4.9. En particular, els valors de les funcions L de Dirichlet en els enters
negatius són nombres algebraics; encara més, pertanyen al cos ciclotòmic generat per les
arrels f -èsimes de la unitat, on f és el conductor del caràcter χ.

14.5 Interpolació p-àdica les funcions L de Dirichlet

En aquesta secció es tracta de fer la interpolació per funcions p-àdiques dels valors en els
enters negatius de les funcions L complexes associades als caràcter de Dirichlet.

Sigui p un nombre primer i escrivim, com abans, q :=

{
p, si p ̸= 2,

4, si p = 2.
Acabem de

veure que, si χ és un caràcter de Dirichlet de conductor f , aleshores els valors de la funció
complexa L(χ, s) en els nombres enters negatius s = 1−n, n ≥ 1, són nombres algebraics
sobre Q. Per tant, si volem construir una funció p-àdica que interpoli aquests valors, cal
triar una immersió de la clausura algebraica de Q dins el cos Cp. Fixem-ne, doncs, una.

Proposició 14.5.1. Sigui χ un caràcter de Dirichlet de conductor f . Aleshores, existeix

una funció meromorfa p-àdica, Lp(χ, s), definida en el disc |s|p < qp
−1
p−1 de Cp, tal que:

(a) per a tot nombre enter n ≥ 1,

Lp(χ, 1− n) = (1− χω−n(p)pn−1)L(χω−n, 1− n)

= −(1− χω−n(p)pn−1)
Bn,χω−n

n
,

on ω(a) és l’arrel φ(q)-èsima de la unitat de Cp tal que aω(a)−1 ≡ 1 (mod q), per a
tot nombre enter a ̸≡ 0 (mod p), i el producte χω−n és el producte com a caràcters;

(b) si χ = χ1 és el caràcter trivial, aleshores Lp(χ1, s) té un pol simple en s = 1 amb

residu 1− 1

p
; i

(c) si χ ̸= χ1, aleshores Lp(χ, s) és anaĺıtica p-àdica en el disc |s|p < qp
−1
p−1 .

Demostració: Considerem un nombre enter F > 0 tal que f, q|F i definim

Lp(χ, s) :=
F∑

a=1,

p∤a

χ(a)Hp(s, a, F ),

on Hp(s, a, F ) és la funció p-àdica definida a la demostració de la proposició 13.6.4 per

la fórmula Hp(s, a, F ) :=
1

s− 1

1

F
⟨a⟩1−s

∑
k≥0

(
1− s
k

)(
F

a

)k

Bk, i on Bk són els nombres

de Bernoulli. Recordem que aquesta funció és holomorfa p-àdica en el disc |s|p < qp
−1
p−1

llevat, potser, d’un únic pol, i simple, en s = 1. Per tant, la funció Lp(χ, s) també és
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holomorfa en aquest disc, llevat del punt s = 1, on hi pot haver un pol simple. Ara bé,
podem calcular

lim
s→1

(s− 1)Lp(χ, s) =
F∑

a=1, p∤a

χ(a)
1

F
=

1

F

F∑
a=1

χ(a)− 1

F

F/p∑
b=1

χ(pb) =

1− 1

p
, si χ = χ1,

0, si χ ̸= χ1;

per tant, la funció Lp(χ, s) té un pol simple en s = 1 quan χ = χ1, amb residu 1 − 1

p
, i

no té pol quan χ ̸= χ1. Això demostra (b) i (c).

D’altra banda, per a tot nombre enter n ≥ 1, podem escriure que

Lp(χ, 1− n) =
F∑

a=1, p∤a

χ(a)Hp(1− n, a, F ) =
F∑

a=1, p∤a

χ(a)ω(a)−nH∞(1− n, a, F )

=
F∑

a=1, p∤a

χ(a)ω(a)−nF n−1ζ
(
1− n, a

F

)
= −

F∑
a=1, p∤a

χ(a)ω(a)−nF n−1

n
Bn

( a
F

)

= − 1

n
F n−1

F∑
a=1

χ(a)ω(a)−nBn

( a
F

)
+

1

n

(
F

p

)n−1

pn−1

F/p∑
b=1

χ(pb)ω(pb)−nBn

(
b

F/p

)
.

El conductor del caràcter ω és un divisor de q; per tant, el conductor de χω−n és un
divisor del mı́nim múltiple comú de f i q; per tant, el conductor de χω−n divideix F .
Si p divideix el conductor del caràcter χω−n, aleshores χω−n(pb) = 0; en cas contrari,

el conductor de χω−n divideix el quocient
F

p
. En conseqüència, podem assegurar que se

satisfà la igualtat Lp(χ, 1− n) = −
1

n

(
Bn,χω−n − χω−n(p)pn−1Bn,χω−n

)
, per les propietats

dels nombres generalitzats de Bernoulli. Això acaba la prova. □

Corol.lari 14.5.2. Si el caràcter de Dirichlet χ és senar, llavors Lp(χ, s) = 0, per a tot s.

Demostració: En efecte, com que ω és un caràcter senar, si χ és senar, aleshores
n i χω−n són de diferent paritat, de manera que els nombres de Bernoulli Bn,χω−n són
tots nuls. Això ens permet assegurar que Lp(χ, 1 − n) = 0, per a tot n; per tant, la
funció anaĺıtica p-àdica Lp(χ, s) té una infinitat de zeros que s’acumulen en el punt 1 (per
exemple, tots els 1− pk); en conseqüència, Lp(χ, s) ha de ser idènticament nul·la. □

Per a un caràcter no trivial, la funció Lp(χ, s) és anaĺıtica p-àdica en un entorn de s = 1;
en conseqüència, admet un desenvolupament en sèrie de potències de s− 1 convergent en
aquest entorn. Podem donar alguna propietat d’aquest desenvolupament.

Proposició 14.5.3. Sigui χ ̸= χ1 un caràcter no trivial de Dirichlet de conductor f i
suposem que pq no divideix f . Existeix una successió d’elements an ∈ Cp tals que

(a) vp(a0) ≥ 0;

(b) vp(an) ≥ 1, per a tot n ≥ 1; i

(c) Lp(χ, s) =
∑
n≥0

an(s− 1)n, per a |s|p < qp
−1
p−1 .
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Demostració: Podem suposar, ja que per als caràcters senars la funció Lp(χ, s) és
idènticament nul·la, que χ és un caràcter parell. Per hipòtesi, el conductor de χ no és
divisible per pq, de manera que podem elegir F com a la proposició anterior, però de
manera que, a més a més, F no sigui divisible per pq. D’altra banda, recordem l’expressió

Lp(χ, s) =
F∑

a=1, p∤a

χ(a)Hp(s, a, F ), ambHp(s, a, F ) =
1

s− 1

1

F
⟨a⟩1−s

∑
k≥0

(
1− s
k

)(
F

a

)k

Bk;

és a dir, Lp(χ, s) =
1

s− 1

1

F

F∑
a=1, p∤a

χ(a)⟨a⟩1−s
∑
k≥0

(
1− s
k

)(
F

a

)k

Bk.

Com que q divideix F , és |F k−1|p ≤ q1−k. El nombre de Bernoulli Bk, multiplicat per
p, és un nombre enter p-àdic, de manera que |Bk|p ≤ p. I la valoració p-àdica de k! no

supera
k

p− 1
. En conseqüència, per a tot nombre enter a no divisible per p, i tot nombre

enter k ≥ 0, podem escriure la desigualtat

∣∣∣∣BkF
k−1

k!ak

∣∣∣∣
p

≤ p
k

p−1pq1−k; per tant, per a k ≥ 6,

és ∣∣∣∣BkF
k−1

k!ak

∣∣∣∣
p

≤ q−1, (14.5.1)

per a tots els nombres primers p. A més a més, com que B3 = B5 = 0, i B4 = − 1

30
,

obtenim que

∣∣∣∣B4F
4−1

4!a4

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣ F 3

24325a4

∣∣∣∣
p

≤ q−1, de manera que (14.5.1) se satisfà per a tot

nombre enter k ≥ 3. En conseqüència, tots els coeficients del desenvolupament en sèrie

de potències de 1 − s de la sèrie
1

F

∑
k≥3

(
1− s
k

)(
F

a

)k

Bk són de valoració p-àdica més

gran o igual que 1. Anàlogament, els coeficients, per a 0 ≤ k ≤ 2, poden tenir q en el
denominador, però no pq (comprovació immediata).

D’altra banda, per a tot nombre enter a no divisible per p podem escriure que

⟨a⟩1−s = exp((1− s) logp⟨a⟩) =
∑
k≥0

(1− s)k

k!
(logp⟨a⟩)k,

de manera que els coeficients de (1−s)k pertanyen a Zp i, com que logp⟨a⟩ és divisible per
q, els coeficients per a k ≥ 2 són divisibles per pq (exercici). En conseqüència, el producte
dels coeficients del desenvolupament en sèrie de potències de 1− s de la funció ⟨a⟩1−s pels

d’́ındex k ≥ 2 del desenvolupament de
1

F

∑
k≥0

(
1− s
k

)(
F

a

)k

Bk són tots divisibles per p;

aix́ı, només cal comprovar (a), (b) i (c) per al desenvolupament en sèrie de potències de
1− s de la funció

1

1− s

F∑
a=1, p∤a

χ(a)(1 + (1− s) logp⟨a⟩)
(
1

F
− 1− s

2a
+

(1− s)(1− s− 1)F

12a2

)
.

Podem escriure aquesta funció com a polinomi de Laurent en (1− s)

b−1(1− s)−1 + b0 + b1(1− s) + b2(1− s)2.
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El càlcul del primer coeficient dóna b−1 = − 1

F

F∑
a=1, p∤a

χ(a) = 0, ja que χ ̸= χ1. D’al-

tra banda, b0 = −
F∑

a=1, p∤a

χ(a)

(
1

F
logp⟨a⟩ −

1

2a
− F

12a2

)
; ara bé,

logp⟨a⟩
F

∈ Zp, i també

F

12a2
∈ Zp; a més a més,

F∑
a=1, p∤a

χ(a)

2a
≡

F∑
a=1, p∤a

χ(a)

2ω(a)
≡ 1

2

F∑
a=1, p∤a

χω−1(a) ≡ 0 (mod p). En

efecte, si p ̸= 2, aleshores 2 és invertible en Zp i q = p, de manera que a ≡ ω(a) (mod p);
i si p = 2, aleshores q = 2p, i també a ≡ ω(a) (mod 2); finalment, la darrera suma és
nul·la, mòdul p, tenint en compte el conductor del caràcter χω−1. Això demostra que
vp(b0) ≥ 0. Calculem, ara, el coeficient b1. Podem escriure que

b1 = −
F∑

a=1, p∤a

χ(a)

(
F

12a2
−

logp⟨a⟩
2a

−
F logp⟨a⟩

12a2

)
;

com que
logp⟨a⟩
2a

i
F logp⟨a⟩

12a2
són elements de Zp, i divisibles per p, només cal veure que

F

12

F∑
a=1, p∤a

χ(a)

a2
és divisible per p en Qp; si p ≥ 5, la suma és un nombre enter p-àdic i el

quocient
F

12
és divisible per p; i si p ∈ {2, 3}, aleshores F

12
∈ Zp

∗; però en aquest cas és

a2 ≡ 1 (mod p), ja que p ∤ a, de manera que
F∑

a=1, p∤a

χ(a)

a2
≡

F∑
a=1, p∤a

χ(a) ≡ 0 (mod p); per

tant, vp(a1) ≥ 1.

Per a acabar, el coeficient b2 és b2 = −
F∑

a=1, p∤a

χ(a) logp⟨a⟩
F

12a2
, i ja hem vist que els

sumands són nmbres enters p-àdics divisibles per p. Això acaba la prova de la proposició.
□

14.6 Congruències de Kummer

En els seus estudis sobre l’equació de Fermat, Kummer estabĺı molts i bells resultats; un
dels que ens interessen en la part final del curs són unes congruències entre nombres de
Bernoulli. Com a corol·lari del darrer resultat de la secció anterior, podem establir el
següent.

Corol.lari 14.6.1. Sigui χ un caràcter no trivial de Dirichlet, i suposem que pq no divideix
el conductor f de χ. Aleshores, per a tota parella de nombres enters n,m ∈ Z, els nombres
p-àdics Lp(χ, n), Lp(χ,m) pertanyen a Zp i, a més a més, Lp(χ, n) ≡ Lp(χ,m) (mod p).

Demostració: Amb les notacions del resultat anterior, i com que |m− 1|p ≤ 1 < qp
−1
p−1 ,

podem substituir s per n i per m en la igualtat anterior; i com que els coeficients satisfan
que vp(ai) ≥ 1, per a tot i ≥ 1, obtenim que Lp(χ, n) ≡ a0 ≡ Lp(χ,m) (mod p), com
voĺıem demostrar. □
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Corol.lari 14.6.2 (Congruències de Kummer). Siguin m,n, nombres enters parells i

positius. Si m ≡ n ̸≡ 0 (mod (p − 1)), aleshores
Bm

m
≡ Bn

n
(mod p). Més generalment,

si m,n són nombres enters positius tals que m ≡ n (mod (p−1)pa), i n ̸≡ 0 (mod (p−1)),
aleshores (1− pm−1)

Bm

m
≡ (1− pn−1)

Bn

n
(mod pa+1).

Demostració: Si m ≡ n ̸≡ 0 (mod (p − 1)), aleshores ωn = ωm ̸= χ1, de manera que
Lp(ω

n, s) = Lp(ω
m, s) i ωm ̸= χ1. Per tant,

Lp(ω
m, 1−m) = −(1− pm−1)

Bm

m
, Lp(ω

n, 1− n) = −(1− pn−1)
Bn

n
.

Ara bé, amb les mateixes notacions que a la proposició 14.5.3, podem escriure que

Lp(ω
m, 1−m) = a0 + a1(−m) + a2(−m)2 + · · ·

≡ a0 + a1(−n) + a2(−n)2 + · · · = Lp(ω
n, 1− n) (mod pa+1),

com voĺıem demostrar. □

Corol.lari 14.6.3. Sigui n ∈ Z, n ≥ 1 senar, i suposem que n ̸≡ −1 (mod (p − 1)).

Aleshores, B1,ωn ≡ Bn+1

n+ 1
(mod p), en el sentit que els dos nombres són p-enters i val la

igualtat mòdul p.

Demostració: Com que n + 1 ̸≡ 0 (mod (p − 1)), el caràcter ωn−1 no és el caràcter
trivial; d’altra banda, com que ωn(p) = 0, ωn tampoc no és el caràcter trivial. Aleshores,
podem escriure que

B1,ωn = (1− ωn(p))B1,ωn = −Lp(ω
n+1, 0)

≡ −Lp(ω
n+1, 1− (n+ 1)) = (1− pn)Bn+1

n+ 1
≡ Bn+1

n+ 1
(mod p),

com voĺıem veure. □





Caṕıtol 15

Fórmules per als nombres de classes

L’objectiu d’aquest caṕıtol és obtenir fórmules per al càlcul dels nombres de classes d’ideals
d’alguns cossos de nombres. Concretament, establirem una fórmula anaĺıtica en general i
en deduirem fórmules per al càlcul dels nombres de classes d’ideals dels cossos quadràtics
i dels cossos ciclotòmics.

15.1 La funció zeta de Dedekind

De la mateixa manera que la funció zeta de Riemann té en compte tots els nombres
primers de Q, la funció zeta de Dedekind té en compte tots els ideals primers no nuls de
l’anell dels enters d’un cos de nombres arbitrari. L’objectiu d’aquesta secció és fer-ne la
introducció i establir-ne les primeres propietats.

Per tant, considerarem un cos de nombres K; és a dir, un cos extensió finita del cos
dels nombres racionals. Denotarem per A l’anell dels enters del cos K, per p un ideal
primer no nul de A, i per n el grau n := [K : Q]. Recordem, també, que si a ⊆ A és un
ideal no nul qualsevol, la norma de a, N(a), és el cardinal de l’anell quocient A/a, que
si p és primer, aleshores N(p) = pfp , on pZ = p ∩ Z i fp és el grau residual en p, i que
la norma és completament multiplicativa, en el sentit que N(ab) = N(a)N(b), per a tota
parella d’ideals a, b ⊆ A.

Definició 15.1.1. La sèrie zeta de Dedekind associada al cos de nombres K és, per
definició, la sèrie

ζK(s) :=
∑
a⊆A

N(a)−s, s ∈ C.

De fet, hauŕıem de dir en quin ordre es prenen els sumands, ja que en cas contrari la
suma no està definida, ni tan sols en el cas que sigui convergent. Veurem de seguida que,
en algun semiplà ℜ(s) >> 0 la sèrie és absolutament convergent; o, per a ser més precisos,
que la famı́lia {N(a)−s}a⊆A és absolutament sumable. Per a veure-ho, però, primerament
cal veure que se satisfà la propietat següent.

Lema 15.1.2. La famı́lia {N(p)−s}p és absolutament i uniformement sumable en tots els
semiplans ℜ(s) ≥ 1 + δ, on δ ∈ R, δ > 0.

Demostració: Sigui C un conjunt finit qualsevol d’ideals primers no nuls p ⊆ A; per
a tot p ∈ C, posem pZ := p ∩ Z la seva contracció a l’anell Z i sigui C ′ el conjunt
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format pels primers p que són contracció d’algun ideal primer p ∈ C. Si s ∈ C és tal que

1 + δ ≤ ℜ(s) ≤ r, podem escriure que
∑
p∈C

|N(p)−s| =
∑
p∈C

|p−sfp| ≤
∑
p∈C′

∑
p|p

|p−sfp|. Com

que, per a tot ideal primer p és fp ≥ 1, resulta que pfp ≥ p, i com que el nombre d’ideals
primers p que divideixen p és menor o igual que el grau, n, obtenim la desigualtat∑

p∈C

|N(p)−s| ≤ n
∑
p∈C′

|p−s| ≤ n
∑
p∈C′

|p−(1+δ)| ≤ n
∑
m≥1

m−(1+δ) = nζ(1 + δ),

que és una fita uniforme que no depèn de s ni de C. Això demostra el resultat que voĺıem
veure. □

Corol.lari 15.1.3. El producte infinit
∏
p

(1−N(p)−s)−1 és absolutament i uniformement

convergent en tots els semiplans ℜ(s) ≥ 1 + δ, δ ∈ R, δ > 0. □

Teorema 15.1.4. La suma ζK(s) =
∑
a⊆A

N(a)−s és absolutament i uniformement conver-

gent sobre tots els conjunts compactes del semiplà ℜ(s) > 1. En conseqüència, defineix
una funció anaĺıtica en aquest semiplà. A més a més, la funció ζK(s) admet una expressió

en forma de producte d’Euler ζK(s) =
∏
p

(1− N(p)−s)−1, en aquest semiplà.

Demostració: Acabem de veure que el producte és absolutament convergent en el

semiplà ℜ(s) > 1. D’aqúı obtindrem que la suma
∑
a⊆A

N(a)−s també és absolutament

convergent en ℜ(s) > 1 i, a més a més, que se satisfà la igualtat. Comencem, però,
per observar que, si fixem un nombre real positiu qualsevol, x > 0, podem escriure una

igualtat
∏

N(p)≤x

(1−N(p)−ℜ(s))−1 =
∏

N(p)≤x

∑
k≥0

N(p)−kℜ(s) entre productes finits, sempre que

ℜ(s) > 1, solament sumant les sèries geomètriques. Ara bé, si a ⊆ A és un ideal de
norma ≤ x, aleshores tots els seus divisors primers són també de norma ≤ x; per tant,

N(a)−ℜ(s) és un dels sumands,
∏
p|a

N(pvp(a))−ℜ(s), del producte anterior; per tant, obtenim

la desigualtat
∑

N(a)≤x

N(a)−ℜ(s) ≤
∏

N(p)≤x

(1 − N(p)−ℜ(s))−1. Com que aquesta desigualtat

és vàlida per a tot nombre real x > 0 i el producte infinit és absolutament convergent,
també la suma infinita és absolutament convergent.

A més a més, la diferència entre la suma finita i el producte finit es pot fitar, en valor

absolut, pel valor absolut de la suma
∑

N(a)>x

N(a)−ℜ(s), que tendeix a zero quan x tendeix

a +∞. Per tant, obtenim la igualtat que desitjàvem entre la suma infinita i el producte
d’Euler. □

15.2 El regulador d’un cos de nombres

Per al càlcul de fórmules per al nombre de classes d’un cos de nombres, un dels ingredients
és el regulador. Aquessta secció es dedica a la seva introducció i estudi.
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En el caṕıtol 4, hem vist que, si K és un cos de nombres, A el seu anell d’enters, r1
el nombre d’immersions reals diferents de K, i r2 el de parelles d’immersions complexes
conjugades no reals de K, aleshores, el grup abelià dels elements invertibles de A, UK ,
descompon en suma directa d’un grup abelià finit, WK , format per les arrels de la unitat
de K, i un grup abelià lliure de rang r := r1 + r2 − 1. En particular, existeixen elements
u1, u2, . . . , ur ∈ UK tals que tota unitat u ∈ UK s’escriu de manera única en la forma
u = ζun1

1 · · · · · unr
r , amb ζ ∈ K, arrel de la unitat i ni ∈ Z, per a 1 ≤ i ≤ r. Un sistema

d’unitats {ui}1≤i≤r com aquest s’anomena un sistema fonamental d’unitats de K.

Recordem, també, que la immersió logaŕıtmica de UK és definida per

u 7→ (log |σ1(u)|, . . . , log |σr1(u)|, 2 log |σr1+1(u)|, . . . , 2 log |σr1+r2(u)|),

on σ1, . . . , σr1 són les r1 immersions reals i σr1+1, . . . , σr1+r2 un sistema de representants
de les parelles d’immersions complexes conjugades no reals de K, i on | | indica el valor
absolut usual de C.

Podem considerar, doncs, la matriu de r columnes i r1 + r2 = r + 1 files formada pels
nombres complexos εi log |σi(uj)|, on εi = 1 si 1 ≤ i ≤ r1, i εi = 2 si r1 + 1 ≤ i ≤ r1 + r2;
és a dir, la matriu formada pels vectors fila que són les imatges del sistema fonamental
d’unitats per la immersió logaŕıtmica.

Amb aquestes notacions, podem establir el resultat següent.

Proposició 15.2.1. El valor absolut de cada un dels menors d’ordre r de la matriu és
independent del menor considerat i del sistema fonamental d’unitats.

Demostració: Recordem que hav́ıem definit un hiperplà H ⊆ Rr+1 per l’equació
r1+r2∑
i=1

Xi = 0, i que aquest hiperplà conté la imatge de UK per la immersió logaŕıtmica

u 7→ (log |σ1(u)|, . . . , log |σr1(u)|, log |σr1+1(u)|2, . . . , log |σr1+r2(u)|2) (cf. el lema 4.6.2 per
al canvi de notació). Encara més, vàrem provar que, via aquesta immersió logaŕıtmica,
la imatge de UK és una xarxa de H (cf. el lema 4.6.3). D’altra banda, el vector unitari

de Rr1+r2 de coordenades iguals, és a dir, el vector v :=
1√

r1 + r2
(1, . . . , 1), és ortogonal

a H, de manera que podem calcular la malla de la xarxa generada per les unitats dins
de H com la malla, dins Rr1+r2 , de la xarxa generada per les unitats i aquest vector. I
aquesta malla és el determinant de la matriu quadrada formada per qualsevol base de la
xarxa de les unitats orlada amb el vector v. Es tracta, doncs, de calcular el determinant∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

log |σ1(u1)| . . . log |σr1(u1)| log |σr1+1(u1)|2 . . . log |σr1+r2(u1)|2
...

...
...

...
log |σ1(ur)| . . . log |σr1(ur)| log |σr1+1(ur)|2 . . . log |σr1+r2(ur)|2

1√
r1 + r2

. . .
1√

r1 + r2

1√
r1 + r2

. . .
1√

r1 + r2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Com que per als components de les unitats de K pensats com a vectors de Rr1+r2 via

la immersió logaŕıtmica se satisfà l’equació

r1+r2∑
i=1

εi log |σi(u)| = 0, hi ha una combinació

lineal de files d’aquest determinant que anul·la tots els components d’una columna llevat
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del darrer; i el valor d’aquest darrer és exactament la suma
r1 + r2√
r1 + r2

=
√
r1 + r2, inde-

pendentment de la columna que fem servir per a aconseguir aquesta anul·lació; és a dir,
la malla de la xarxa de les unitats és el producte del nombre

√
r1 + r2, amb un signe,

per qualsevol dels menors (desfem, si volem, la combinació lineal) que voĺıem. Per tant, i
com que la malla de la xarxa tampoc no depèn del sistema d’unitats que considerem, el
resultat queda provat. □

Definició 15.2.2. S’anomena regulador de K el valor absolut de cada un d’aquests me-
nors.

15.3 Densitat dels ideals d’una classe

Deixem momentàniament de banda l’estudi de la funció zeta de Dedekind per a fer l’estudi
del concepte de densitat dels ideals enters de l’anell dels enters A d’un cos de nombres K
en una classe d’ideals.

Siguin, doncs, K un cos de nombres, A l’anell dels enters de K, w := w(K) el nombre
d’arrels de la unitat de K, r1 el nombre d’immersions reals de K, r2 el nombre de parelles
d’immersions complexes conjugades no reals de K, h := hK el nombre de classes d’ideals
de A, R := RK el regulador, i ∆K el discriminant absolut de K, i fixem una classe d’ideals
A de A.

Per a cada nombre real positiu x, denotem per S(x,A) el conjunt format per tots els
ideals enters de A que pertanyen a la classe A i que, alhora, són de norma ≤ x. Per a tot
x ∈ R, x > 0, el conjunt S(x,A) és finit, ja que, per a cada nombre enter positiu N , hi
ha un nombre finit d’ideals de A que tinguin norma N .

Teorema 15.3.1 (Dirichlet-Dedekind). Sigui A una classe d’ideals de A; aleshores, exis-

teix el ĺımit i val la igualtat lim
x→+∞

#S(x,A)

x
=

2r1(2π)r2R

w
√
|∆K |

.

Observació 15.3.2. Podem dir, per tant, que existeix la densitat del conjunt dels ide-
als enters dins d’una classe d’ideals i que aquesta densitat no depèn de la classe que
considerem.

Abans de fer la demostració d’aquest teorema en donarem una conseqüència important.
Si designem per S(x) el conjunt de tots els ideals enters no nuls de A que són de norma
≤ x, sense fixar cap classe d’ideals, obtenim el resultat següent.

Corol.lari 15.3.3. Existeix el ĺımit i val la igualtat lim
x→+∞

#S(x)

x
= h

2r1(2π)r2R

w
√
|∆K |

.

Demostració: En primer lloc, podem tenir en compte que, per a tot x > 0, el conjunt
S(x) és la reunió disjunta, quan A recorre les h classes d’ideals de A, dels conjunts S(x,A);
després, només cal aplicar la proposició. □

Anem a descriure una demostració del teorema. Fixada la classe d’ideals A, podem
considerar la seva classe inversa, A−1, un ideal enter, a ∈ A−1, i la norma de a, N(a).
Sigui S(x, a) el conjunt de les classes d’equivalència dels elements no nuls ω ∈ a tals que
|N(ω)| ≤ xN(a), classificats mòdul el producte per unitats de l’anell A.
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Lema 15.3.4. Se satisfà la igualtat #S(x,A) = #S(x, a).

Demostració: Donat un ideal enter b ∈ A, el producte ab és un ideal principal enter
no nul de A, ja que a ∈ A−1; per tant, existeix un element no nul ω ∈ A tal que ab = ωA;
a més a més, ω ∈ a i està definit a menys d’elements invertibles de A. D’altra banda, com
que la norma és multiplicativa i N(a) ≥ 1, obtenim que, per a tot nombre real positiu x,
podem escriure l’equivalència N(b) ≤ x ⇐⇒ |N(ω)| ≤ xN(a); en particular, l’assignació
b 7→ ω defineix una aplicació S(x,A) −→ S(x, a). Aquesta aplicació és injectiva ja que A
és un anell de Dedekind i, per tant, hi ha descomposició única dels ideals com a producte
d’ideals primers, de manera que si ab = ab′, aleshores b = b′. D’altra banda, donat ω ∈ a,
ω ̸= 0, tal que N(ω) ≤ xN(a), el quocient b := ωAa−1 és un ideal enter de A, ja que ω ∈ a,
de norma ≤ x; i, en conseqüència, l’aplicació és exhaustiva. Això demostra la igualtat
que voĺıem. □

D’aquesta manera, la prova del teorema queda redüıda a la prova de la igualtat

lim
x→+∞

#S(x, a)

x
=

2r1(2π)r2R

w
√
|∆K |

,

per a qualsevol ideal enter a ∈ A−1. Ara, recordem que a és un grup abelià lliure de rang
n := [K : Q] = r1 + 2r2 i que A∗ és el producte cartesià del grup (finit) de les arrels de la
unitat de K per un grup abelià lliure de rang r := r1 + r2 − 1. Prenguem una Z-base de
a, α1, . . . , αn ∈ a ⊆ A ⊆ K, i un sistema fonamental d’unitats u1, . . . , ur ∈ A∗. Denotem
també, com és habitual, per σ1, . . . , σr1 les immersions reals de K, per σr1+1, . . . , σr1+r2

un sistema de representants de les parelles d’immersions complexes conjugades no reals
de K, i per σr1+r2+j, 1 ≤ j ≤ r2, la imersió complexa conjugada de la σr1+j.

Amb aquestes notacions, considerem el conjunt E(x, {αj}1≤j≤n) format per tots els
vectors no nuls y := (y1, . . . , yn) ∈ Zn per als quals se satisfan les dues propietats següents:

si posem ω :=
n∑

j=1

yjαj ∈ a, aleshores

(a) |N(ω)| ≤ xN(a), i

(b) existeixen nombres reals 0 ≤ ck < 1, 1 ≤ k ≤ r, tals que per a tot ı́ndex i, 1 ≤ i ≤ n,

se satisfà que log(|σi(ω)||N(ω)|−
1
n ) =

r∑
k=1

ck log |σi(uk)|.

La primera propietat expressa, simplement, que ω ∈ A∗S(x, a); la segona propietat ens
permetrà obtenir el factor w de la fórmula que volem provar.

Lema 15.3.5. Se satisfà la igualtat w#S(x, a) = #E(x, {αi}1≤i≤n).

Demostració: Considerem la immersió logaŕıtmica de K∗ en Rr1+r2 , donada, per a tot
element ω ∈ K∗, per l’assignació ω 7→ log(ω), on log(ω) és el vector

(log |σ1(ω)|, . . . , log |σr1(ω)|, 2 log |σr1+1(ω)|, . . . , 2 log |σr1+r2(ω)|).

Recordem que la imatge per log de les unitats A∗ està inclosa en l’hiperplà H ⊆ Rr1+r2

definit per y1 + · · ·+ yr1+r2 = 0, i que log(u1), . . . , log(ur) és una R-base de H; no només
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això, sinó que H és l’hiperplà de Rr1+r2 que s’obté de la imatge de log en estendre escalars
a R. Anem a veure que, donat un element no nul ω ∈ K, existeixen nombres reals
c1, . . . , cr tals que, per a 1 ≤ i ≤ n, podem escriure les igualtats

log(|σi(ω)||N(ω)|−
1
n ) =

r∑
k=1

ck log(|σi(uk)|). (15.3.1)

El vector de r components
(
log(|σ1(ω)||N(ω)|−

1
n ), . . . , log(|σr(ω)||N(ω)|−

1
n )
)
és combina-

ció lineal dels r vectors (log(|σ1(uk)|), . . . , log(|σr(uk)|)), 1 ≤ k ≤ r, ja que aquests formen
una R-base de Rr. Per tant, existeixen nombres reals ck, 1 ≤ k ≤ r, tals que (15.3.1) se
satisfà per a 1 ≤ i ≤ r. Recordem que, si posem ei := 1 per a 1 ≤ i ≤ r1, i ei := 2 per a
r1 + 1 ≤ i ≤ n, se satisfan les igualtats

r1+r2∑
i=1

ei log |σi(uk)| = 0, 1 ≤ k ≤ r. (15.3.2)

Però també se satisfà la igualtat

r1+r2∑
i=1

ei log(|σi(ω)||N(ω)|−
1
n ) = 0, (15.3.3)

ja que podem escriure que

r1+r2∑
i=1

ei log(|σi(ω)||N(ω)|−
1
n ) = log

r1+r2∏
i=1

(
|σi(ω)|ei|N(ω)|−

ei
n

)
= log

n∏
i=1

(
|σi(ω)||N(ω)|−

1
n

)
= log

∏n
i=1 |σi(ω)|
|N(ω)|

= log(1) = 0.

En conseqüència, com que r1 + r2 = r + 1, obtenim la igualtat (15.3.1) per a i = r + 1
a partir de les igualtats (15.3.2), (15.3.3), i (15.3.1) per a 1 ≤ i ≤ r. I les altres en són
conseqüència, ja que |σr1+r2+i(ω)| = |σr1+i(ω)| per a 1 ≤ i ≤ r2 i tot ω ∈ K∗.

Si multipliquem ω ∈ K∗ per un element de A∗, u := εum1
1 ·· · ··umr

r , on ε és una arrel de la
unitat de K, com que log(|σi(ε)|) = 0, obtenim que, per a tot ı́ndex i, 1 ≤ i ≤ n, se satisfà

la igualtat log
(
|σi(uω)||N(uω)|−

1
n

)
=

r∑
k=1

(ck +mk) log |σi(uk)|, ja que |N(u)|− 1
n = 1. En

particular, per a tot element no nul ω ∈ K, podem elegir els exponents mk de manera
única a fi que se satisfacin les desigualtats 0 ≤ ck + mk < 1; dit d’una altra manera,
existeixen exactament w elements associats de ω, un per a cada arrel de la unitat de K,
tals que per als ck corresponents se satisfan les desigualtats 0 ≤ ck < 1.

Això ens permet acabar fàcilment la demostració del lema. En efecte, dir que la classe
mòdul unitats d’un element no nul ω ∈ A pertany al conjunt S(x, a), equival a dir que

ω es pot escriure en la forma ω :=
n∑

j=1

yjαj ∈ a amb els yj ∈ Z no tots nuls i satisfà la

propietat (a); i el que acabem de provar equival a dir que hi ha exactament w elements
associats a ω que, a més a més, satisfan la propietat (b). Això equival a la igualtat
buscada. □
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En conseqüència, només cal provar la igualtat

lim
x→+∞

#E(x, {αj})
x

=
2r1(2π)r2R√
|∆K |

,

on ha desaparegut de la fórmula el factor w.

El pas següent consisteix a transformar el ĺımit en una integral; concretament, en el
volum d’una certa regió de Rn. Per a això, ens interessa fer ús d’alguna definició. Donats
nombres reals y1, . . . , yn, escriurem

ω :=
n∑

j=1

yjαj, σi(ω) :=
n∑

j=1

yjσi(αj), N(ω) :=
n∏

i=1

σi(ω),

on σi són, com abans, les immersions complexes de K. Per a tot nombre real positiu x,
posarem B(x, {αj}) per a designar el conjunt dels vectors y := (y1, . . . , yn) ∈ Rn per als
quals se satisfan les propietats següents:

(a’) 0 < |N(ω)| ≤ xN(a); i

(b’) existeixen nombres reals 0 ≤ ck < 1, 1 ≤ k ≤ r, tals que per a tot ı́ndex i, 1 ≤ i ≤ n,

se satisfà la igualtat log(|σi(ω)||N(ω)|−
1
n ) =

r∑
k=1

ck log |σi(uk)|.

Observem que aquesta segona propietat té sentit ja que, si se satisfà la primera, ales-
hores cada un dels nombres σi(ω) és no nul perquè ho és el seu producte. A més a més,
aquest conjunt és un subconjunt fitat de Rn. En efecte, la propietat (b’) ens permet

assegurar que, si y ∈ B(x, {αj}), aleshores, |σi(ω)| = |N(ω)|
1
n e

∑r
k=1 ck log |σi(uk)|; i, en tenir

en compte la propietat (a’), que |σi(ω)| ≤ (xN(a))
1
n erM , on M := max{| log(|σi(uk)|)|}i,k

és una fita que només depèn del cos K i del sistema fonamental d’unitats elegit. Per tant,
les coordenades dels vectors ω han d’estar fitades, ja que ho estan les dels σi(ω), per a tot
ı́ndex i.

Convé estudiar el conjunt B(x, {αj}) de més aprop. En particular, cal veure que,
si B(x, {αj}) denota l’adherència del conjunt B(x, {αj}), aleshores el complementari de
B(x, {αj}) en la seva adherència, B(x, {αj}), és un conjunt de mesura zero. Ara bé,
el conjunt B(x, {αj}) és un subconjunt del conjunt dels vectors (y1, . . . , yn) ∈ Rn per
als quals se satisfà (a’); per tant, B(x, {αj}) és un subconjunt del conjunt dels vectors
(y1, . . . , yn) ∈ Rn per als quals se satisfà la desigualtat |N(ω)| ≤ xN(a); i només hem
afegit els vectors per als quals se satisfà la igualtat N(ω) = 0. Si veiem que aquests
vectors formen un conjunt de mesura zero ja haurem acabat.

Notem, en primer lloc, que la matriu (σi(αj)) és invertible. En efecte, el valor absolut
del seu determinant és el producte del factor 2r2 per la malla de la xarxa associada a l’ideal
a a través de la immersió canònica de A en Rn (cf. la proposició 4.3.2), ja que els elements
αj formen una Z-base de a; ara bé, la malla d’aquesta xarxa és 2−r2

√
|∆K |N(a) ̸= 0

(cf. el corol·lari 4.3.5); en particular, obtenim la igualtat | det(σi(αj))| =
√
|∆K |N(a),

que utilitzarem més endavant.

Com a conseqüència d’aquest fet, l’aplicació lineal Rn f−→ Rn definida per la matriu
(σi(αj)) és un automorfisme de Rn i cadascuna de les formes lineals (y1, . . . , yn) 7→ σi(ω)
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és no nul·la. Aix́ı, els vectors (y1, . . . , yn) tals que N(ω) = 0, que formen la reunió dels
nuclis d’aquestes formes lineals, estan en un conjunt algebraic de codimensió 1 de Rn; per
tant, formen un subconjunt de mesura zero de Rn.

Lema 15.3.6. El conjunt B(1, {αj}) és mesurable i∫
B(1,{αj})

dy1 . . . dyn = lim
x→+∞

#E(x, {αj})
x

.

Demostració: Comencem la prova veient que el nombre de punts de B(x, {αj}) de coor-
denades enteres i diferents de (0, . . . , 0) és exactament el nombre #E(x, {αj}). Disposem
de les inclusions trivials E(x, {αj}) ⊆ B(x, {αj}) ⊆ B(x, {αj}).

Sigui (y1, . . . , yn) ∈ B(x, {αj}) un element tal que yj ∈ Z per a tot ı́ndex j; en particu-

lar, ω :=
n∑

j=1

yjαj ∈ a. Si, per a algun ı́ndex 1 ≤ i ≤ n, tinguéssim la igualtat σi(ω) = 0,

com que ω ∈ a, tots els conjugats σi(ω) de ω serien nuls i, com que α1, . . . , αn és una
Z-base de a, hauria de ser yj = 0 per a tot ı́ndex j; per tant, cap dels nombres σi(ω) no
pot ser zero i, aleshores, (y1, . . . , yn) ∈ B(x, {αj})∩Zn = E(x, {αj}). D’altra banda, l’ho-

motècia de raó x−
1
n transforma el conjunt B(x, {αj}) en el conjunt B(1, {αj}); en efecte,

la propietat (b’) és invariant per homotècies mentre que la primera queda afectada en un
costat de la desigualtat per la potència n-èsima de la raó de l’homotècia. Els punts de
E(x, {αj}) corresponen, via aquesta homotècia, als punts de B(1, {αj}) de coordenades de
la forma x−

1
nyj, amb yj ∈ Z. Aix́ı, per a cada nombre real x > 0, disposem d’una partició

del conjunt B(1, {αj}) formada per tants n-cubs d’aresta x−
1
n com punts de coordenades

enteres de B(x, {αj}); per definició de la mesura (de Riemann) del conjunt B(1, {αj}),
obtenim la igualtat∫

B(1,{αj})
dy1 . . . dyn = lim

x→+∞

nombre de punts de B(x, {αj}) ∪ Zn

volum del n-cub d’aresta x−
1
n

= lim
x→+∞

#E(x, {αj})
x

,

com voĺıem demostrar, ja que el punt (0, . . . , 0) no afecta en el pas al ĺımit. □
Per tant, la prova del teorema ha quedat redüıda a demostrar la igualtat∫

B(1,{αj})
dy1 . . . dyn =

2r1(2π)r2R√
|∆K |

.

Considerem el canvi de variables donat de la manera següent:

at2zk :=
n∑

j=1

yjσk(αj), 1 ≤ k ≤ r1,

zk + izr2+k :=
n∑

j=1

yjσk(αj), r1 + 1 ≤ k ≤ r1 + r2,

zk − izr2+k :=
n∑

j=1

yjσr2+k(αj), r1 + 1 ≤ k ≤ r1 + r2.

at



15.3. Densitat dels ideals d’una classe 241

Observem que el canvi consisteix a fer que les noves variables siguin les σk(ω), per
a 1 ≤ k ≤ r1 + r2; en particular, com que les variables yk són reals, les immersions
σ1, . . . , σr1 són reals, i les immersions σr1+r2+k són les conjugades no reals de les σr1+k,
per a 1 ≤ k ≤ r2, les variables zk, per a 1 ≤ k ≤ n, són totes reals. El càlcul del jacobià
es fa de manera rutinària; de fet, com que és un canvi lineal, el jacobià és el determinant
de la matriu del canvi. Aquest determinant ja s’ha calculat en fer l’estudi de la malla de

la xarxa σ(a); en resulta la igualtat

∣∣∣∣∂(z1, . . . , zn)∂(y1, . . . , yn)

∣∣∣∣ = 2−r2
√
|∆|N(a); en conseqüència, si

B
′
(1, {αj}) designa el conjunt d’integració que correspon a les noves variables zk, obtenim

la igualtat ∫
B(1,{αj})

dy1 . . . dyn =
2r2√
|∆|N(a)

∫
B

′
(1,{αj})

dz1 . . . dzn.

Fem, encara, un canvi a coordenades polars per a les variables zk, r1 + 1 ≤ k ≤ n, de la
manera següent:

zk =: ρk, 1 ≤ k ≤ r1,

zr1+k =: ρr1+k cos(θk), 1 ≤ k ≤ r2,

zr1+r2+k =: ρr1+k sin(θk), 1 ≤ k ≤ r2.

El jacobià d’aquest canvi de variables és

∣∣∣∣ ∂(z1, . . . , zn)

∂(ρ1, . . . , ρr1+r2 , θ1, . . . , θr2)

∣∣∣∣ = ρr1+1 · · · ρr1+r2 .

Ara, el nou conjunt d’integració és el subconjunt de Rn determinat per les desigualtats

0 <

r1+r2∏
j=1

|ρj|ej ≤ N(a), (15.3.4)

log |ρk| =
1

n
log

r1+r2∏
j=1

|ρj|ej +
r∑

j=1

cj log |σk(uj)|, (15.3.5)

i les variables sotmeses a les condicions següents:

0 ≤ cj < 1, 1 ≤ j ≤ r,
0 ≤ θk < 2π,

ρr1+k > 0,

}
1 ≤ k ≤ r2, ρk ∈ R, 1 ≤ k ≤ r1.

Amb aquest canvi, i si denotem el conjunt d’integració per B
′′
(1, {αj}), obtenim la igualtat∫

B(1,{αj})
dy1 . . . dyn =

2r2√
|∆|N(a)

∫
B

′′
(1,{αj})

ρr1+1 · · · ρr1+r2dρ1 . . . dρr1+r2dθ1 . . . dθr2 .

El càlcul de les integrals que corresponen a les variables θk proporciona la nova igualtat∫
B(1,{αj})

dy1 . . . dyn =
2r2(2π)r2√
|∆|N(a)

∫
B

′′
(1,{αj})

ρr1+1 · · · ρr1+r2dρ1 . . . dρr1+r2 .

En el domini d’integració, les variables ρk, 1 ≤ k ≤ r1, apareixen sempre en valor absolut;
i podem considerar-les positives si treiem un factor 2 per a cadascuna d’elles. S’obté que∫

B(1,{αj})
dy1 . . . dyn =

2r1+r2(2π)r2√
|∆|N(a)

∫
B

′′
(1,{αj})

ρr1+1 · · · ρr1+r2dρ1 . . . dρr1+r2 ,

amb les restriccions ρk > 0, per a tot ı́ndex 1 ≤ k ≤ r1 + r2.
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Es tracta d’anar a cercar el regulador de K. Per a això, encara convé fer el canvi de
variable vk := ρekk , per a 1 ≤ k ≤ r1 + r2 = r + 1, de manera que vk > 0. Clarament,
l’invers del jacobià del canvi és 2r2ρr1+1 · · · ρr1+r2 , i el domini d’integració és el nou conjunt
C(a) format pels vectors (v1, . . . , vr+1) ∈ Rr+1 tals que vk > 0, per a 1 ≤ k ≤ r + 1,

0 < v1 · · · vr+1 ≤ N(a), i log(vk) =
ek
n

log(v1 · · · vr+1) + ek
∑r

j=1 cj log |σk(αj)|, per a

0 ≤ cj < 1. La integral que cal calcular queda, doncs, en la forma∫
B(1,{αj})

dy1 . . . dyn =
2r1(2π)r2√
|∆|N(a)

∫
C(a)

dv1 . . . dvr+1.

Les darreres igualtats de la definició de C(a) defineixen un nou canvi de variables; en
efecte, podem considerar t := v1 · · · vr+1, i les cj, 1 ≤ j ≤ r, com a variables noves, de
manera que cal calcular el jacobià del canvi i integrar per a 0 ≤ ck < 1 i 0 < t ≤ N(a). El
càlcul del jacobià dóna el determinant

∂(v1, . . . , vr+1)

∂(t, c1, . . . , cr)
=
v1, . . . , vr+1

t
det(ejcj log |σj(uk)|) = det(ejcj log |σj(uk)|) = ±R,

per definició del regulador de K. Per tant, obtenim el resultat final∫
B(1,{αj})

dy1 . . . dyn =
2r1(2π)r2√
|∆|N(a)

∫ N(a)

0

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

Rdc1 . . . dcrdt =
2r1(2π)r2R√

|∆|
,

com voĺıem provar. □

15.4 Residu de la funció zeta de Dedekind en s = 1

Donat un cos de nombres K, hem definit la funció zeta de Dedekind associada a aquest

cos com la funció donada en el semiplà ℜ(s) > 1 per la suma de la sèrie
∑
a⊆A

N(a)−s;

d’aquesta manera, hem provat que la funció ζK(s) és anaĺıtica en el semiplà ℜ(s) > 1.
Podŕıem demostrar que aquesta funció admet una extensió meromorfa a tot el pla complex,
holomorfa llevat d’un únic pol, i simple, en el punt s = 1. A més a més, i això també
és vàlid per a les funcions zeta de Riemann i L de Dirichlet, la funció zeta de Dedekind
admet una equació funcional. No veurem cap d’aquests resultats, però ens interessa fer el
càlcul del residu de la funció ζK(s) en s = 1. A partir d’aquest resultat, podrem obtenir
algunes fórmules tancades per al càlcul del nombre de classes d’alguns cossos de nombres;
concretament, dels cossos quadràtics i dels cossos ciclotòmics de les arrels p-èsimes de la
unitat, p primer.

Mantindrem les notacions de la secció anterior. El resultat que es tracta d’establir és
el següent.

Teorema 15.4.1 (Fórmula del residu). Siguin K un cos de nombres i ζK(s) la funció
zeta de Dedekind associada a K en el semiplà ℜ(s) > 1. Aleshores, si mantenim s ∈ R,

s > 1, se satisfà la igualtat lim
s→1+

(s − 1)ζK(s) =
2r1(2π)r2hR

w
√
|∆K |

, on R és el regulador, w el

nombre d’arrels de la unitat, r1 el nombre d’immersions reals, i r2 el nombre de parelles
d’immersions complexes conjugades no reals de K, i ∆K el discriminant absolut, i h el
nombre de classes d’ideals de l’anell dels enters de K.
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Abans de procedir a la demostració d’aquest resultat, convé disposar d’un resultat
general per a sèries de Dirichlet.

Lema 15.4.2. Sigui F (s) :=
∑
n≥1

f(n)n−s una sèrie de Dirichlet. Per a tot nombre natural

m ≥ 1, posem S(m) := f(1) + · · ·+ f(m), la suma parcial m-èsima de la sèrie
∑
n≥1

f(n).

Suposem que existeix el ĺımit lim
S(m)

m
=: c ∈ C. Aleshores, la sèrie F (s) és convergent

en ℜ(s) > 1 i lim
s→1+

(s− 1)F (s) = c.

Demostració: En virtut de les propietats generals de convergència de les sèries de
Dirichlet, podem suposar que s ∈ R. Per a la primera part, només cal veure que, si
s > 1, aleshores la sèrie F (s) és convergent. Fixem momentàniament dos nombres enters
m,h ≥ 1; podem escriure les sumes parcials de la sèrie F (s) de la manera següent:

m+h∑
n=m

f(n)n−s =
m+h∑
n=m

(S(n)− S(n− 1))n−s

=
S(m+ h)

(m+ h)s
− S(m− 1)

ms
+

m+h−1∑
n=m

S(n)
(
n−s − (n+ 1)−s

)
=
S(m+ h)

(m+ h)s
− S(m− 1)

ms
+ s

m+h−1∑
n=m

S(n)

∫ n+1

n

x−(s+1)dx.

Si tenim en compte la hipòtesi sobre el ĺımit, obtenim que existeix una constant C ′ > 0

tal que, per a tot nombre enter m ≥ 1, se satisfà una desigualtat

∣∣∣∣S(m)

m

∣∣∣∣ ≤ C ′; o, d’una

altra manera, |S(m)| ≤ C ′m. En conseqüència, per a s > 1, podem escriure que

|S(m+ h)(m+ h)−s − S(m− 1)m−s| ≤ |S(m+ h)(m+ h)−s|+ |S(m− 1)m−s|
≤ C ′(m+ h)−(s−1) + C ′(m− 1)m−s ≤ C ′(m+ h)−(s−1) + C ′m−(s−1) ≤ 2C ′m−(s−1);

similarment, per a la suma d’integrals obtenim que∣∣∣∣∣s
m+h−1∑
n=m

S(n)

∫ n+1

n

x−(s+1)dx

∣∣∣∣∣ ≤ s

m+h−1∑
n=m

|S(n)|
∫ n+1

n

x−(s+1)dx

≤ sC ′
m+h−1∑
n=m

∫ n+1

n

nx−(s+1)dx ≤ sC ′
m+h−1∑
n=m

∫ n+1

n

x−sdx

= sC ′
∫ m+h

m

x−sdx ≤ sC ′
∫ +∞

m

x−sdx = sC ′(s− 1)−1m−(s−1).

Per tant, per a tot nombre s > 1 i tota parella d’enters m,h ≥ 1, obtenim la desigualtat∣∣∣∣∣
m+h∑
n=m

f(n)n−s

∣∣∣∣∣ ≤ 2C ′m−(s−1) + sC ′(s− 1)−1m−(s−1) = C ′m−(s−1)

(
2 +

s

s− 1

)
,

de manera que la sèrie F (s) és convergent, ja que limm−(s−1) = 0, quan m creix.
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Cal veure que lim
s→1+

(s− 1)F (s) = c. Per a això, compararem la sèrie F (s) amb la sèrie

de Riemann. Per a s > 1, podem escriure les igualtats

F (s)− cζ(s) =
∑
n≥1

f(n)− c
ns

=
∑
n≥1

(
S(n)− cn

ns
− S(n− 1)− c(n− 1)

ns

)
=
∑
n≥1

(
S(n)− cn

ns
− S(n)− cn

(n+ 1)s

)
.

En efecte, la diferència entre les sumes parcials N -èsimes de les dues sèries es pot calcular
en la forma

N∑
n=1

(
S(n)− cn
(n+ 1)s

− S(n− 1)− c(n− 1)

ns

)
=
S(N)− cN

N

N

N + 1

1

(N + 1)s−1
;

ara bé, com que lim
S(n)− cn

n
= 0, la successió de terme general εn :=

S(n)− cn
n

és

fitada per una constant C > 0, independent de s, i la diferència de les sumes parcials
tendeix a zero, de manera que les dues sèries tenen el mateix caràcter de convergència i
la mateixa suma.

Si tenim en compte la igualtat de més amunt, podem escriure, per a s > 1,

|F (s)− cζ(s)| = s

∣∣∣∣∣∑
n≥1

nεn

∫ n+1

n

x−(s+1)dx

∣∣∣∣∣ ≤ s
∑
n≥1

|εn|
∫ n+1

n

x−sdx;

en multiplicar per s− 1, i per a tot enter N ≥ 1, aquesta desigualtat es transforma en

|(s− 1)F (s)− c(s− 1)ζ(s)| ≤ Cs(s− 1)
N∑

n=1

∫ n+1

n

x−1dx+ s(s− 1)
∑
n>N

|εn|
∫ n+1

n

x−sdx.

Com que lim εn = 0, donat un nombre real δ > 0, arbitrari, podem trobar un enter N ,
que depèn de δ, però no de s, de manera que |εn| ≤ δ, sempre que n > N ; això ens permet
escriure que

|(s− 1)F (s)− c(s− 1)ζ(s)| ≤ Cs(s− 1)

∫ N+1

n=1

x−1dx+ δs(s− 1)

∫ +∞

N+1

x−sdx

= Cs(s− 1) log(N + 1) + δs(N + 1)1−s,

independentment de s. Si prenem ĺımit quan s tendeix a 1, l’expressió de la dreta tendeix
a δ, de manera que lims→1+ |(s− 1)F (s)− c(s− 1)ζ(s)| ≤ δ; com que δ > 0 és arbitrari,
obtenim les igualtats lims→1+(s − 1)F (s) = c lims→1+(s − 1)ζ(s) = c, ja que el residu de
la funció zeta de Riemann en s = 1 és 1. Això acaba la prova. □

Ara podem procedir, de manera senzilla, a la prova de la fórmula del residu per a la
funció zeta de Dedekind en el punt s = 1.

Demostració (de la fórmula del residu): De fet, només cal tenir en compte el teorema
de Dirichlet-Dedekind provat a la secció anterior, aquest lema, i la definició de la funció.

En efecte, com que la sèrie
∑
a⊆A

N(a)−s és absolutament convergent, podem agrupar els
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termes com ens plagui; això ho farem de la manera següent: per a cada nombre enter
n ≥ 1, sigui f(n) el nombre d’ideals enters a ⊆ A tals que N(a) = n; sabem que això
té sentit perquè només hi ha una quantitat finita d’ideals de norma donada. D’aquesta

manera, per a s ∈ R, s > 1, podem escriure que ζK(s) =
∑
n≥1

f(n)n−s; ara, el lema

anterior ens assegura que, si existeix el ĺımit lim
S(n)

n
= κ, on S(n) := f(1) + · · ·+ f(n),

aleshores el residu de ζK(s) en s = 1 és κ. Però el teorema de Dirichlet-Dedekind (de fet

el corol·lari), ens permet assegurar que el ĺımit existeix amb κ =
2r1(2π)r2hR

w
√
|∆|

, de manera

que el teorema queda demostrat. □

15.5 Fórmula anaĺıtica del nombre de classes dels

cossos quadràtics

La fórmula del residu de la funció zeta de Dedelind associada a un cos de nombres K
conté com a factor el nombre de classes d’ideals de l’anell dels enters de K. Aquest fet
ens permetrà obtenir una expressió anaĺıtica per al càlcul d’aquest nombre de classes en
el cas quadràtic i en el cas ciclotòmic. En aquesta secció estudiarem el cas quadràtic.

Sigui, doncs, K := Q(
√
D) el cos quadràtic de discriminant ∆K = D; recordem que,

en el cas dels cossos quadràtics, el discriminant determina el cos. Considerem, també,
el caràcter de Kronecker χD associat a K; és a dir, el caràcter quadràtic de conductor
D. Recordem que aquest caràcter descriu les lleis de ramificació dels nombres primers en
l’anell dels enters de K de la manera següent:

(a) si pZ és un ideal primer no nul de Z que descompon com a producte de dos ideals
primers diferents de K, aleshores χD(p) = 1;

(b) si l’extensió de pZ a K és primer, aleshores χD(p) = −1; i

(c) si pZ ramifica en K, aleshores χD(p) = 0.

Aquest fet fa senzill calcular la funció zeta de Dedekind de K. En efecte, podem
establir el resultat següent.

Proposició 15.5.1. Siguin K un cos quadràtic, D el seu discriminant, i χD el caràcter de
Kronecker de conductor D. Aleshores, en el semiplà ℜ(s) > 1, la funció zeta de Dedekind
associada al cos K admet l’expressió ζK(s) = ζ(s)L(χD, s), on ζ(s) és la funció zeta de
Riemann i L(χD, s) la funció L de Dirichlet associada al caràcter χD.

Demostració: En el semiplà ℜ(s) > 1, podem considerar les expressions com a produc-
tes d’Euler de les funcions involucades; s’obtenen les fórmules

ζ(s) =
∏
p

(1−p−s)−1, ζK(s) =
∏
p

(1−N(p)−s)−1, L(χK , s) =
∏
p

(1−χ(p)p−s)−1.

Ara bé, l’observació anterior sobre la descomposició dels nombres primers en K, afegit al
fet que els productes són absolutament convergents i que, per tant, podem calcular-los en
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l’ordre que ens plagui, ens permet escriure que, per a tot nombre primer p, se satisfà la
igualtat (

1− 1

ps

)(
1− χD(p)

ps

)
=
∏
p|p

(
1− 1

N(p)s

)
.

En efecte, quan pZ descompon o ramifica, per a tot divisor primer p de pZ és N(p) = p,
mentre que si l’extensió de pZ a K és un ideal primer p, aleshores N(p) = p2. Per tant,
obtenim les igualtats

ζK(s) =
∏
p

∏
p|p

(1− N(p)−s)−1 =
∏
p

(1− p−s)−1(1− χD(p)p
−s)−1

=
∏
p

(1− p−s)−1
∏
p

(1− χD(p)p
−s)−1 = ζ(s)L(χD, s),

com voĺıem demostrar. □
Ja hem dit més amunt que la funció zeta de Dedekind d’un cos de nombres s’estén a

una funció meromorfa del pla complex amb un únic pol, i simple, en s = 1, encara que
no ho hem demostrat. En el cas quadràtic, ho obtenim fàcilment com a conseqüència del
resultat anterior.

Corol.lari 15.5.2. Sigui K un cos quadràtic. La funció zeta de Dedekind associada al
cos K admet una prolongació meromorfa a tot al pla complex amb un únic pol, i simple,
en s = 1. El residu en s = 1 és L(χD, 1), el valor de la funció L de Dirichlet associada al
caràcter de Kronecker χD de conductor D := ∆K.

Demostració: El producte de les funcions ζ(s) i L(χ, s) és una funció que satisfà les
condicions de l’enunciat i que coincideix amb la funció ζK(s) en el semiplà ℜ(s) > 1;
només cal aplicar el principi de prolongació anaĺıtica. □

Com a conseqüència d’aquest resultat obtindrem una fórmula per al càlcul del nombre
de classes d’ideals del cos K. En efecte, podem enunciar el resultat següent.

Teorema 15.5.3. Sigui K un cos quadràtic. Siguin h el nombre de classes d’ideals de
K, D el discriminant, i χD el caràcter de Kronecker de conductor D. Aleshores,

h =


√
D

2 log(u)
L(χD, 1), si D > 0,

w
√
−D

2π
L(χD, 1), si D < 0,

on u és la unitat fonamental del cos quadràtic real i w designa el nombre d’arrels de la
unitat del cos imaginari.

Demostració: El teorema del residu de la funció zeta de Dedekind ens permet escriure,
per al cas d’un cos quadràtic de discriminant D, la igualtat

L(χD, 1) = lim
s→1

(s− 1)ζ(s)L(χD, s) = lim
s→1

ζK(s) =
2r1(2π)r2hR

w
√
|D|

,

on R és el regulador, i r1, r2, com sempre.
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Si K és real, és a dir, si D > 0, aleshores w = 2, r1 = 2, r2 = 0, r := r1 + r2 − 1 = 1,
i R = log(u), on u és la més petita de les unitats u > 1 de l’anell dels enters de K; la
fórmula enunciada en resulta trivialment.

Anàlogament, si K és imaginari, aleshores, r1 = 0, r2 = 1, r := r1+r2−1 = 0, i R = 1,
mentre que w = 2, excepte quan K = Q(i), en què w = 4, o K = Q(ρ), ρ una arrel cúbica
de la unitat, en què w = 6; la igualtat enunciada en resulta, també, trivialment. □

15.6 Fórmula anaĺıtica del nombre de classes dels

cossos ciclotòmics

En aquesta secció es tracta de donar una fórmula anaĺıtica, semblant a la del cas quadràtic,
per al càlcul del nombre de classes dels cossos ciclotòmics.

Siguin m ≥ 4 un nombre enter parell, µm el grup de les arrels m-èsimes de la unitat i
K := Q(µm) el cos ciclotòmic de les arrels m-èsimes de la unitat. Observem que prendre
m parell no és restrictiu, ja que si m és senar, aleshores Q(µm) = Q(µ2m); en canvi,
simplificarà les notacions.

El fet de conèixer les lleis de descomposició dels nombres primers en K ens permet,
com en el cas quadràtic, establir el resultat següent.

Teorema 15.6.1. Sigui K := Q(µm). La funció zeta de Dedekind associada al cos K
admet una prolongació meromorfa a tot el pla complex amb un únic pol, i simple, en s = 1.

En el semiplà ℜ(s) > 1 la funció ζK(s) es pot escriure en la forma ζK(s) =
∏
χ

L(χ, s),

on L(χ, s) és la funció L de Dirichlet associada al caràcter χ, i χ recorre el conjunt dels
caràcters primitius de conductor divisor de m, incloent-hi el caràcter trivial.

Demostració: Per a la demostració d’aquest resultat farem servir de manera decisiva la
descomposició expĺıcita dels ideals primers en el cossos ciclotòmics Q(µm). Comencem per
recordar que si p és un nombre primer qualsevol, i si escrivimm = prm′

p, amb r ≥ 0, p ∤ m′
p,

aleshores, l’ideal generat per p en l’anell dels enters del cos K descompon com a producte
de gp ideals primers diferents, tots de grau residual fp de manera que fpgp = φ(m′

p) i fp
és el menor nombre enter positiu tal que m′

p divideix pfp − 1.

L’expressió en forma de producte d’Euler de la funció zeta de Dedekind de K en el
semiplà ℜ(s) > 1 es pot escriure, llavors, en la forma

ζK(s) =
∏
p

(1− N(p)−s)−1 =
∏
p

∏
p|p

(1− N(p)−s)−1 =
∏
p

(1− p−fps)−gp

=
∏
p

∏
χ∈G(m′

p )̂

(1− χ(p)p−s)−1 =
∏
p|m

∏
χ∈G(m′

p )̂

(1− χ(p)p−s)−1
∏
p∤m

∏
χ∈G(m)̂

(1− χ(p)p−s)−1,

ja que m′
p = m quan p ∤ m.

Ara, per a cada caràcter de Dirichlet χ ∈ G(m)̂, posarem fχ per a denotar el seu
conductor i χ̃ per a denotar el caràcter χ definit mòdul fχ; d’aquesta manera, χ s’obté
com la composició de la projecció G(m) −→ G(fχ) amb χ̃ : G(fχ) −→ C∗. Cal observar
que, si p és un nombre primer que divideix m però no divideix fχ, aleshores χ(p) = 0
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però χ̃(p) = χ(p) ̸= 0. Això fa que les expressions en forma de producte d’Euler de les
funcions L associades a χ i a χ̃ es puguin escriure en la forma

L(χ̃, s) =
∏
p∤fχ

(1− χ̃(p)p−s)−1, L(χ, s) =
∏
p∤m

(1− χ(p)p−s)−1,

de manera que podem escriure la igualtat

L(χ, s) = L(χ̃, s)
∏

p|m, p∤fχ

(1− χ̃(p)p−s).

Apliquem aquest fet a l’expressió de la funció zeta de Dedekind de K que hem obtingut
més amunt; obtenim la nova expressió

ζK(s) =
∏
p|m

∏
χ∈G(m′

p)̂

(1− χ(p)p−s)−1
∏

χ∈G(m)̂

∏
p∤m

(1− χ(p)p−s)−1

=
∏
p|m

∏
χ∈G(m′

p)̂

(1− χ(p)p−s)−1
∏

χ∈G(m)̂

L(χ̃, s)
∏

p|m, p∤fχ

(1− χ̃(p)p−s).

Es tracta de veure, doncs, que∏
p|m

∏
χ∈G(m′

p )̂

(1− χ(p)p−s)−1,
∏

χ∈G(m)̂

∏
p|m, p∤fχ

(1− χ̃(p)p−s)

són inversos l’un de l’altre. Ara bé, podem escriure aquest segon producte en la forma
equivalent ∏

χ∈G(m)̂

∏
p|m, p∤fχ

(1− χ̃(p)p−s) =
∏
p|m

∏
χ∈G(m)̂, p∤fχ

(1− χ̃(p)p−s),

mentre que el primer es pot escriure com∏
p|m

∏
χ∈G(m′

p )̂

(1− χ(p)p−s)−1 =
∏
p|m

∏
χ∈G(m′

p )̂

(1− χ̃(p)p−s)−1,

ja que p no divideix el conductor dels caràcters χ ∈ G(m′
p)̂. Per tant, només cal veure

que, per a tot nombre primer p que divideix m se satisfà la igualtat∏
χ∈G(m′

p )̂

(1− χ̃(p)p−s)−1
∏

χ∈G(m)̂, p∤fχ

(1− χ̃(p)p−s) = 1.

Però qualsevol caràcter de G(m) de conductor no divisible per p, per a un primer p que
divideix m, s’obté de manera única a partir d’un caràcter de G(m′

p) per composició amb
la projecció G(m) −→ G(m′

p); per tant, els caràcters sobre els quals es multiplica són els
mateixos, de manera que obtenim la igualtat enunciada:

ζK(s) =
∏

χ∈G(m)̂

L(χ̃, s) =
∏
d|m

∏
χ∈G(d)̂, fχ=d

L(χ, s).

Això ens permet acabar la prova de manera senzilla. L’extensió meromorfa a tot el
pla complex es pot fer tenint en compte que el segon terme de la igualtat anterior és,
de fet, un producte finit de funcions meromorfes de tot el pla; per tant, podem utilitzar
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aquesta expressió per a definir la funció ζK(s) en els punts s tals que ℜ(s) ≤ 1; com que
les funcions L(χ, s) són meromorfes en tot C, també ζK(s) és una funció meromorfa de
tot C; però, a més a més, cada una de les funcions L(χ, s) que correspon a un caràcter
χ ̸= χ1 és una funció entera que no s’anul·la en s = 1; i en canvi, la funció que correspon
a χ = χ1 és la funció zeta de Riemann. Per tant, ζK(s) té, efectivament, un únic pol en
s = 1, i simple. □

Aquest resultat ens permet obtenir una fórmula anaĺıtica per al nombre de classes del
cos ciclotòmic K := Q(µm).

Corol.lari 15.6.2. Sigui K el cos ciclotòmic de les arrels m-èsimes de la unitat, per a
m ≥ 4 un enter parell. Siguin R, h, ∆K, el regulador, el nombre de classes d’ideals i el
discriminant absolut del cos K, respectivament. Aleshores, se satisfà la igualtat

h =
m
√
|∆K |

R(2π)φ(m)/2

∏
d|m, d ̸=1

∏
χ∈G(m)̂, fχ=d

L(χ, 1).

Demostració: La fórmula del residu de la funció zeta d’un cos de nombres aplicada

a aquest cas, dóna la igualtat lims→1+(s − 1)ζK(s) =
(2π)φ(m)/2Rh

m
√
|∆K |

, ja que K no té cap

immersió real, té φ(m)/2 parelles d’immersions complexes conjugades no reals, i, com que
m és parell, en K hi ha exactament m arrels diferents de la unitat. D’altra banda, la
fórmula obtinguda en el teorema anterior ens permet escriure que el residu de la funció
ζK(s) en el punt s = 1 es pot calcular com el producte del residu de la funció zeta de

Riemann en s = 1, que és 1, pel valor del producte
∏

d|m, d ̸=1

∏
χ∈G(m)̂, fχ=d

L(χ, s) en s = 1, ja

que aquesta funció és anaĺıtica. Per a obtenir la igualtat que cerquem només cal äıllar el
nombre de classes en la igualtat que es dedueix trivialment d’aquests càlculs. □

15.7 Avaluació de les funcions L de Dirichlet en s = 1

A les dues seccions anteriors hem obtingut fórmules anaĺıtiques per a calcular el nombre de
classes dels cossos quadràtics o ciclotòmics. En tots dos casos cal avaluar un nombre finit
de funcions L associades a caràcters de Dirichlet en el punt s = 1. L’objectiu d’aquesta
secció és fer aquesta avaluació. Concretament, es tracta de provar el resultat següent.

Teorema 15.7.1. Siguin χ un caràcter primitiu i no trivial de Dirichlet i f el seu con-

ductor. Aleshores, L(1, χ) =


πig(χ)

f
B1,χ, si χ és senar,

−g(χ)
f

∑f
a=1 χ(a) log sin

πa

f
, si χ és parell,

on χ denota

el caràcter conjugat de χ i g(χ) :=

f∑
x=1

χ(x)e
2πix
f la suma de Gauss normalitzada.

Demostració: Comencem per observar que, pensat com a funció aritmètica, el caràcter
χ és una funció periòdica de peŕıode f que s’anul·la en els enters que tenen factors comuns
no trivials amb f . Per tant, de la definició de la funció L de Dirichlet associada al caràcter
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χ, i per a ℜ(s) > 1, on disposem de convergència absoluta, podem escriure la igualtat

L(s, χ) =
∑
n≥1

χ(n)n−s =

f∑
x=1

χ(x)
∑

n≡x (mod f)

n−s.

Prenem, ara, ζ := e
2πi
f i no una altra arrel primitiva f -èsima de la unitat en C; aleshores,

1

f

f−1∑
k=0

ζxk =

{
1, si x ≡ 0 (mod f),

0, si x ̸≡ 0 (mod f),
de manera que podem escriure que

L(s, χ) =
∑

mcd(x,f)=1

χ(x)
∑
n≥1

1

f

f−1∑
k=0

ζ(x−n)kn−s =
1

f

f−1∑
k=0

 ∑
mcd(x,f)=1

χ(x)ζxk

∑
n≥1

ζ−nkn−s

=
1

f

f−1∑
k=0

g(χ, k)
∑
n≥1

ζ−nkn−s,

on g(χ, k) és la k-èsima suma de Gauss associada al caràcter χ (cf. Cap. 1). Com que

g(χ, 0) = 0, obtenim la igualtat L(s, χ) =
1

f

f−1∑
k=1

g(χ, k)
∑
n≥1

ζ−nkn−s.

Ara, per a 1 ≤ k ≤ f − 1 i en virtut del criteri de Dirichlet per a la convergència de

sèries, la sèrie de Dirichlet
∑
n≥1

ζ−nkn−s és convergent en ℜ(s) > 0, ja que ζ−k ̸= 1; per

tant, l’abscissa de convergència de la sèrie és menor o igual que 0 i la funció que defineix és
anaĺıtica en el semiplà ℜ(s) > 0. El principi de prolongació anaĺıtica ens permet calcular,
doncs, el valor de la funció L(s, χ) en s = 1 com la suma d’aquesta sèrie. Obtenim, doncs,

que L(1, χ) =
1

f

f−1∑
k=1

g(χ, k)
∑
n≥1

ζ−kn

n
.

Considerem la sèrie de potències de z − log(1−z) =
∑
n≥1

zn

n
, que té radi de convergència

igual a 1. Els valors ζ−k, per a 1 ≤ k ≤ f − 1, són tots ells de mòdul 1, però la sèrie
− log(1− ζ−k) és convergent i la funció − log(1− z), que defineix la branca del logaritme
que és real quan l’argument 1− z és real positiu, és anaĺıtica en un entorn de 1− ζ−k; per

tant, se satisfà la igualtat
∑
n≥1

ζ−kn

n
= − log(1− ζ−k), de manera que obtenim el valor de

la funció L(s, χ) en s = 1 com la suma de la sèrie L(1, χ) = − 1

f

f−1∑
k=1

g(χ, k) log(1− ζ−k).

Si tenim en compte els valors de les sumes de Gauss calculats a la proposició 1.6.2,

g(χ, k) =

{
0, si mcd(k, f) > 1,

χ(k)g(χ), si mcd(k, f) = 1,

quan el conductor de χ és f , obtenim la nova expressió

L(1, χ) = − 1

f
g(χ)

∑
mcd(k,f)=1

χ(k) log(1− ζ−k).
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Posem S(χ) :=
∑

mcd(k,f)=1

χ(k) log(1− ζ−k). Cal avaluar S(χ) i, per a això, distingirem

casos segons la paritat del caràcter χ.

Cas χ parell. El caràcter conjugat de χ també és parell; és a dir, χ(−k) = χ(k),

de manera que 2S(χ) =
∑

mcd(k,f)=1

χ(k)
(
log(1− ζ−k) + log(1− ζk)

)
. Ara bé, se satisfà

la igualtat log(1 − ζ−k) + log(1 − ζk) = 2 log |1 − ζk|, ja que l’argument dels nombres
complexos 1− ζ−k i 1− ζk és igual llevat del signe. D’altra banda,

|1− ζk|2 =
∣∣∣∣1− cos

(
2πk

f

)
− i sin

(
2πk

f

)∣∣∣∣2 = 2− 2 cos

(
2πk

f

)
= 4 sin2

(
πk

f

)
,

de manera que obtenim la igualtat

L(1, χ) = −g(χ)
f

∑
mcd(k,f)=1

χ(k) log

(
2 sin

(
πk

f

))

= −g(χ)
f

f∑
k=1

χ(k) log

(
2 sin

(
πk

f

))
= −g(χ)

f

f∑
k=1

χ(k) log sin

(
πk

f

)
,

ja que

f∑
k=1

χ(k) log(2) = 0 perquè χ ̸= χ1. Això demostra la fórmula en el cas que el

caràcter és parell.

Cas χ senar. Podem aprofitar una part dels càlculs anteriors. Com que χ(−k) = −χ(k),
obtenim que

2S(χ) =
∑

mcd(k,f)=1

χ(k)
(
log(1− ζ−k)− log(1− ζk)

)
= 2

∑
mcd(k,f)=1

χ(k)πi

(
1

2
− k

f

)
= −2πi

∑
mcd(k,f)=1

χ(k)
k

f
= −2πi

f

∑
mcd(k,f)=1

kχ(k) = −2πiB1,χ,

ja que l’argument del nombre complex 1− ζ−k és π

(
1

2
− k

f

)
, i el caràcter χ és no trivial.

En conseqüència, podem escriure la fórmula L(1, χ) =
πi

f
g(χ)B1,χ que es tractava de

demostrar. □

15.8 Nombre de classes dels cossos quadràtics

En aquesta secció es tracta de donar una fórmula més senzilla per al càlcul del nombre de
classes dels cossos quadràtics. Cal començar, però, per recordar alguns fets sobre caràcters
de Dirichlet quadràtics i sumes de Gauss.

Per a un caràcter quadràtic de Dirichlet de conductor f , χ, hem definit la suma de

Gauss normalitzada associada a χ com g(χ) :=

f∑
k=1

χ(k)e
2πik
f ∈ Q(e

2πi
f ), i hem demos-

trat (cf. la proposició 1.6.3) que |g(χ)|2 = f . D’altra banda, hem vist que tot caràcter
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quadràtic de Dirichlet χ és el producte de caràcters de Legendre

(
∗
p

)
, p nombre primer

senar, potser multiplicats per algun dels caràcters primitius de conductor 4 o 8; recordem,
també, que aquests caràcters són els (−1)ε(∗), (−1)ω(∗), i (−1)ω(∗)+ε(∗), on 2ε(x) := x− 1
i 8ω(x) := x2 − 1, per a x ∈ Z, senar. En particular, tot caràcter de Kronecker primitiu
és producte de caràcters dels anteriors.

Lema 15.8.1. Sigui χD un caràcter de Kronecker. Si D > 0, aleshores χD és parell i, si
D < 0, aleshores χD és senar.

Demostració: Cal recordar la definició del caràcter de Kronecker χD. Si D
′ és la part

senar i positiva de D, aleshores χD′(∗) = (−1)ε(D′)ε(∗)
( ∗
D′

)
, de manera que χD′(−1) = 1,

ja que

(
−1
D′

)
= (−1)ε(D′) i ε(−1) = 1. Si D = 2D′, aleshores χ2D′(∗) = (−1)ω(∗)χD′(∗),

de manera que χ2D′(−1) = χD′(−1) = 1. En particular, si D > 0, aleshores χD és
parell. D’altra banda, i per definició, χ−D′(∗) = (−1)ε(∗)χD′ , i χ−2D′(∗) = (−1)ε(∗)χ2D′ ,
de manera que si D < 0, aleshores χD és senar, perquè (−1)ε(−1) = −1. Això acaba la
prova. □

Per a fer el càlcul expĺıcit de la suma de Gauss normalitzada corresponent a un caràcter
quadràtic primitiu és útil el resultat següent.

Proposició 15.8.2. Siguin χ1, χ2, caràcters quadràtics primitius de conductors f1, f2,
respectivament. Sigui χ := χ1χ2, el producte dels dos caràcters definit mòdul el seu
conductor. Suposem que f1 i f2 són primers entre si. Aleshores, el conductor de χ és
f := f1f2 i la relació entre les sumes de Gauss associades a χ1, χ2 i χ és

g(χ) = g(χ1)g(χ2)χ1(f2)χ2(f1).

Demostració: La qüestió relativa al conductor ja ha estat esmentada en 1.4.9. D’altra
banda, com que mcd(f1, f2) = 1, f1 és un element invertible de Z/f2Z, de manera que
existeixen enters f ′

1, f
′
2 tals que f1f

′
1 + f ′

2f2 = 1; a més a més, f ′
2 és invertible en Z/f1Z.

D’altra banda, donat un enter x tal que 0 ≤ x ≤ f1f2 − 1, podem fer la divisió entera de
x per f1 en la forma x = a + bf1, per a 0 ≤ a ≤ f1 − 1, 0 ≤ b ≤ f2 − 1, uńıvocament
determinats. Amb aquestes notacions, podem escriure les igualtats següents:

g(χ) =

f1f2−1∑
x=0

χ(x)e
2πix
f1f2 =

f1f2−1∑
x=0

χ1(x)χ2(x)e
2πix
f1f2 =

f1−1∑
a=0

f2−1∑
b=0

χ1(a)χ2(a+ bf1)e
2πia
f1f2 e

2πib
f2 .

Com que els caràcters són quadràtics, de la igualtat χ2(f1f
′
1) = χ2(1) = 1 es dedueix que

χ2(f
′
1) = χ2(f1); a més a més, f1 és invertible mòdul f2, de manera que se satisfà que

χ2(a + bf1) = χ2(f1)χ2(af
′
1 + bf1f

′
1) = χ2(f1)χ2(af

′
1 + b) i quan b recorre un sistema de

representants de Z/f2Z, també ho fa a+ bf1; per tant, obtenim la nova expressió

g(χ) = χ2(f1)

f1−1∑
a=0

χ1(a)e
2πia
f1f2 e

−2πiaf ′1
f2

f2−1∑
b=0

χ2(af
′
1 + b)e

2πi(af ′1+b)

f2

= g(χ2)χ2(f1)

f1−1∑
a=0

χ1(a)e
2πia
f2

( 1
f1

−f ′
1).
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Ara, la igualtat
2πia

f2

(
1

f1
− f ′

1

)
=

2πiaf ′
2

f1
i el fet que quan a recorre un sistema de

representants de Z/f1Z també ho fa af ′
2, ja que f ′

2 és invertible en Z/f1Z, ens permet
escriure la igualtat

g(χ) = g(χ2)χ2(f1)

f1−1∑
a=0

χ1(a)e
2πiaf ′2

f1 = g(χ2)χ2(f1)χ1(f2)

f1−1∑
a=0

χ1(af
′
2)e

2πiaf ′2
f1

= g(χ1)g(χ2)χ2(f1)χ1(f2),

que voĺıem demostrar. □
Abans d’obtenir el signe de les sumes de Gauss normalitzades, encara convé estudiar

les dels caràcters que constitueixen els caràcters quadràtics primitius. El cas de les sumes
de Gauss que corresponen als caràcters de Legendre es descriu a la secció següent (cf.més
avall, 15.9.1). Concretament, s’hi demostra que si χ és el caràcter de Legendre que
correspon al nombre primer senar p, aleshores

g(χ) =

{√
p, si p ≡ 1 (mod 4),

i
√
p, si p ≡ −1 (mod 4).

Calculem les sumes de Gauss associades als caràcters quadràtics de conductors 4 i 8.

Lema 15.8.3. Per als caràcters quadràtics de conductors 4 o 8, χε, χω, i χε+ω = χεχω,
es té que g(χε) = 2i, g(χω) = 2

√
2, i g(χε+ω) = 2

√
2i.

Demostració: La prova és un exercici senzill; només cal calcular-les:

g(χε) = χε(1)i+ χε(−1)(−i) = 2i;

g(χω) = χω(1)ζ8 + χω(3)ζ
3
8 + χω(5)ζ

5
8 + χω(7)ζ

7
8

= ζ8 − ζ38 − ζ58 + ζ78 = 2(ζ8 + ζ78 ) = 4 cos

(
2π

8

)
= 2
√
2;

g(χω+ε) = χω+ε(1)ζ8 + χω+ε(3)ζ
3
8 + χω+ε(5)ζ

5
8 + χω+ε(7)ζ

7
8

= ζ8 + ζ38 − ζ58 − ζ78 = 2(ζ8 − ζ78 ) = 4i sin

(
2π

8

)
= 2
√
2i. □

Proposició 15.8.4. Sigui χ un caràcter quadràtic de Dirichlet primitiu i sigui f el seu
conductor. Aleshores, la suma de Gauss normalitzada associada al caràcter χ admet

l’expressió g(χ) =

{√
f, si χ és parell,

i
√
f, si χ és senar.

Demostració: Ja hem fet notar més amunt que tot caràcter quadràtic primitiu és un
producte de caràcters de Legendre per, potser, algun dels caràcters primitius de conductor
4 o 8. D’aquesta manera, el problema es redueix al càlcul del signe de la suma de Gauss
normalitzada que correspon a un producte de caràcters primitius de conductors primers
entre si.

Suposem, doncs, que χ és el caràcter primitiu definit pel producte χ = ψ0ψ1 · · ·ψr, on
ψ0 és el caràcter trivial o bé un dels caràcters primitius de conductor 4 o 8, i ψk, per a
1 ≤ k ≤ r, és el caràcter de Legendre que correspon al nombre primer pk, on p1, . . . , pk
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són nombres primers senars diferents. Comencem per considerar el cas en què ψ0 és el
caràcter trivial; en aquest cas, el conductor del caràcter χ és f = p1 · · · pr. L’aplicació de
la proposició de més amunt ens permet escriure la suma de Gauss g(χ) en la forma

g(χ) = ψ1

(
r∏

k=2

pk

)
r∏

k=2

ψk(p1)g(ψ1)g(ψ2 · · ·ψr),

ja que el conductor del caràcter de Legendre associat al nombre primer pk és exactament
pk; per inducció, obtenim la igualtat

g(χ) =
r∏

k=1

g(ψk)
r−1∏
k=1

((∏r
j=k+1 pj

pk

)
r∏

j=k+1

(
pk
pj

))

=
r∏

k=1

g(ψk)
r−1∏
k=1

r∏
j=k+1

((
pj
pk

)(
pk
pj

))
=

r∏
k=1

g(ψk)
r−1∏
k=1

r∏
j=k+1

(−1)ε(pk)ε(pj),

en virtut de la llei de reciprocitat quadràtica. Si tenim en compte les sumes de Gauss
associades als caràcters de Legendre, obtenim la nova igualtat

g(χ) = is
√
p1 · · ·

√
pr

∏
1≤k<j≤r

(−1)ε(pk)ε(pj) = is
√
f

∏
1≤k<j≤r

(−1)ε(pk)ε(pj),

on s és el nombre d’́ındexs 1 ≤ k ≤ r tals que pk ≡ −1 (mod 4). Ara, si pk ≡ 1 (mod 4)
o si pj ≡ 1 (mod 4), aleshores (−1)ε(pk)ε(pj) = 1, de manera que el signe que apareix en
fer el producte és −1 elevat al nombre de parelles (k, j) d’́ındexs tals que 1 ≤ k < j ≤ r

i pk ≡ pj ≡ −1 (mod 4); aquest nombre és exactament

(
s

2

)
=

s(s− 1)

2
, de manera

que podem escriure que g(χ) = (−1)
s(s−1)

2 is
√
f = is(s−1)is

√
f = is

2
√
f . Ara bé, com

que s2 ≡ 0, 1 (mod 4), obtenim que is
2

=

{
1, si s és parell,

i, si s és senar,
mentre que el caràcter

χ també és parell o senar segons la paritat de s; això acaba la prova en el cas que el
conductor de χ sigui senar.

Suposem, ara, que ψ0 = χε i escrivim ψ := ψ1 · · ·ψr. A l’expressió anterior de la suma
de Gauss de ψ cal afegir els factors que corresponen al caràcter χε; és a dir, disposem
de la nova expressió g(χ) = g(χε)g(ψ)χε(p1 · · · pk), ja que ψ(4) = 1. Ara bé, tenim les
igualtats

g(ψ) =

{√
p1 · · · pr, si ψ és parell,

i
√
p1 · · · pr, si ψ és senar,

g(χε) = 2i, χε(p1 · · · pk) = (−1)ε(p1···pr),

mentre que ψ té la mateixa paritat que ε(p1 · · · pr). Com que χ i ψ tenen paritat diferent,
ja que χε és senar, la prova s’acaba immediatament per multiplicació.

Els casos ψ0 = χω i ψ0 = χε+ω s’acaben de la mateixa manera que l’anterior. Els
detalls finals es deixen com a exercici. □

Per a acabar el caṕıtol, podem donar ja una fórmula per al càlcul del nombre de classes
d’ideals de l’anell dels enters d’un cos quadràtic. Recordem que si K és un cos quadràtic
i D el seu discriminant, aleshores K = Q(

√
D).
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Teorema 15.8.5. Sigui K := Q(
√
D) un cos quadràtic, on D és el discriminant. El

nombre de classes d’ideals de K, h := hK és donat per les expressions

h =



1

D

∑
0<x<|D|,mcd(x,D)=1

χD(x)x, si D < −4,

1, si D = −4, −3,
−1

log(u)

∑
0<x<D

2
, mcd(x,D)=1

χD(x) log sin
(πx
D

)
, si D > 0,

on u designa la unitat fonamental del cos quadràtic real K, és a dir, la menor de les
unitats de l’anell dels enters de K tal que u > 1.

Demostració: Els casos D = −4,−3, corresponen a Q(i), Q(ρ), on ρ és una arrel cúbica
primitiva de la unitat i són ben coneguts, ja que els anells d’enters són euclidians. En el
cas D < −4, el nombre d’arrels de la unitat de K és w = 2, i el caràcter de Kronecker χD

és senar; per tant, els teoremes 15.5.3 i 15.7.1 i el càlcul dels nombres generalitzats de
Bernoulli associats a caràcters de Dirichlet (cf. el corol·lari 14.4.7) ens permeten escriure
la igualtat

h =
w
√
−D

2π

πig(χD)

−D
B1,χD

=
2
√
−D
2π

πi i
√
−D

−D
1

−D

−D∑
k=1

χD(k)k =
1

D

−D∑
k=1

χD(k)k

que voĺıem provar.

D’altra banda, en el cas D > 0 el caràcter de Kronecker χD és parell i els teoremes
15.5.3 i 15.7.1 ens permeten escriure que

h =

√
D

2 log(u)

−g(χD

D

D∑
k=1

χD(k) log sin

(
πk

D

)
=

√
D

2 log(u)

−
√
D

D

D∑
k=1

χD(k) log sin

(
πk

D

)

=
−1

log(u)

D/2∑
k=1

χD(k) log sin

(
πk

D

)
,

ja que, per ser χD parell, és χD(D − k) = χD(−k) = χD(k) i sin(π − α) = sin(α), per a

tot nombre real α, en particular, per a α =
πk

D
. Això acaba la prova. □

15.9 El signe de les sumes de Gauss per als caràcters

de Legendre

En aquesta secció es tracta de fer el càlcul del signe de la suma de Gauss normalitzada
per als caràcters de Legendre. Concretament, es tracta de provar el resultat següent.

Teorema 15.9.1 (Signe de les sumes de Gauss per als caràcters de Legendre). Siguin

p un nombre primer senar, ζ := e2πi/p ∈ C, i S(p) :=
∑
a∈Fp

(
a

p

)
ζa la suma de Gauss

normalitzada per al caràcter de Legendre. Llavors, si
√
p indica l’arrel quadrada positiva

de p, se satisfà que S(p) =

{√
p, si p ≡ 1 (mod 4),

i
√
p, si p ≡ −1 (mod 4).
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Donarem dues demostracions d’aquest resultat. Les dues es basen en el valor del

quadrat de la suma de Gauss, S(p)2 =

(
−1
p

)
p (cf. la proposició 1.7.1). La primera, és

una demostració de Kronecker (cf. [I-R 82, cap. 6, secció 4]). Proposem com a exercici la
demostració d’un resultat elemental sobre coeficients de sèries que utilitzarem més avall.

Exercici 15.9.2. Siguin f(X) :=
∑
n≥0

a(n)
Xn

n!
, g(X) :=

∑
n≥0

b(n)
Xn

n!
∈ Q[[X]] sèries de

potències tals que els coeficients a(n), b(n) ∈ Z. Llavors, per a la sèrie producte es té

que f(X)g(X) =
∑
n≥0

c(n)
Xn

n!
, on c(n) =

n∑
m=0

(
n

m

)
a(m)b(n −m) ∈ Z. A més a més, si

suposem que p és un nombre natural primer tal que p|a(n), per a 0 ≤ n ≤ p−1, aleshores
també p|c(n), per a 0 ≤ n ≤ p− 1.

Per inducció, s’obté una expressió senzilla per als coeficients d’un producte.

Corol.lari 15.9.3. Siguin fi(X) :=
∑
n≥0

ai(n)
Xn

n!
, 1 ≤ i ≤ m, sèries de potències tals que

els coeficients ai(n) pertanyin a qualsevol subanell A ⊆ C. Per a la sèrie producte es té que

f1(X) · · · fm(X) =
∑
n≥0

c(n)
Xn

n!
, i c(n) =

n∑
n1+···+nm=n

(
n

n1, . . . , nm

)
a1(n1) · · · am(nm) ∈ A,

i

(
n

n1, . . . , nm

)
=

n!

n1! · · ·nm!
són els nombres multinomials. □

Demostració (del teorema 15.9.1, Kronecker): Si Φp(X) és el p-èsim polinomi ci-

clotòmic, llavors p = Φp(1) =

p−1∏
r=1

(1 − ζr). D’altra banda, els nombres enters ±(4k − 2),

per a 1 ≤ k ≤ p− 1

2
, formen un sistema redüıt de residus mòdul p. Per tant, se satisfà

que

p−1∏
k=1

(1− ζr) =

p−1
2∏

k=1

(
(1− ζ4k−2)(1− ζ−(4k−2))

)
=

p−1
2∏

k=1

(ζ−(2k−1) − ζ2k−1)

p−1
2∏

k=1

(ζ2k−1 − ζ−(2k−1));

i, en tenir en compte que hi ha
p− 1

2
factors repetits llevat del signe, que

p−1∏
k=1

(1− ζr) = (−1)
p−1
2

p−1
2∏

k=1

(
ζ2k−1 − ζ−(2k−1)

)2
.

O sigui, hem obtingut que

p−1
2∏

k=1

(
ζ2k−1 − ζ−(2k−1)

)2
= (−1)

p−1
2 p = S(p)2. Com a con-

seqüència, existeix ε = ±1 tal que S(p) = ε

p−1
2∏

k=1

(
ζ2k−1− ζ−(2k−1)

)
. I si ara demostrem que

p−1
2∏

k=1

(
ζ2k−1 − ζ−(2k−1)

)
=

{√
p, si p ≡ 1 (mod 4),

i
√
p, si p ≡ −1 (mod 4),

només caldrà veure que ε = 1.
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Ara bé, se satisfà que ζ2k−1 − ζ−(2k−1) = 2i sin
(

2(2k−1)π
p

)
; per tant, el producte val

i
p−1
2

p−1
2∏

k=1

2 sin

(
(4k − 2)π

p

)
, i serà suficient calcular-ne el signe. Com que 1 ≤ k ≤ p− 1

2
,

resulta que 0 <
(4k − 2)π

p
< 2π, i que sin

(
(4k − 2)π

p

)
> 0, si

4k − 2

p
< 1,

< 0, si
4k − 2

p
> 1.

Distingim casos. Si p ≡ 1 (mod 4), resulta que hi ha exactament
p− 1

2
−p− 1

4
=
p− 1

4
valors de k per als quals el sinus és negatiu, i també i

p−1
2 = (−1) p−1

4 , de manera que el

producte és positiu. I si p ≡ −1 (mod 4), hi ha exactament
p− 1

2
− p+ 1

4
=
p− 3

4
valors

de k per als quals el sinus és negatiu, però i
p−1
2 = i(−1) p−3

4 , de manera que el producte és
exactament i vegades un nombre positiu, com calia veure.

Ara resta la tasca més complicada: demostrar que ε = 1. Per a veure això, considerem
el polinomi

f(X) :=

p−1∑
r=1

(
r

p

)
Xr − ε

p−1
2∏

k=1

(
X2k−1 −Xp−(2k−1)

)
∈ Z[X].

Com que f(ζ) = 0, el polinomi ciclotòmic Φp(X) divideix f(X); i com que f(1) = 0,
també X − 1 divideix f(X). Per tant, Xp − 1 divideix f(X) i, en conseqüència, existeix
un polinomi h(X) ∈ Z[X] tal que f(X) = (Xp − 1)h(X). Si canviem X per ez, obtenim
la igualtat, de sèries de potències de z,

f(ez) =

p−1∑
r=1

(
r

p

)
erz − ε

p−1
2∏

k=1

(
e(2k−1)z − e(p−2k+1)z

)
= (epz − 1)h(ez).

Tant f(ez) com (epz − 1)h(ez) són sèries de la forma
∑
n≥0

a(n)
zn

n!
, amb a(n) ∈ Z. El càlcul

del coeficient de
z

p−1
2(

p−1
2

)
!
; o sigui, de a

(
p− 1

2

)
, ens proporcionarà el valor ε = 1 que

volem.

Clarament, per a la suma

p−1∑
r=1

(
r

p

)
erz, el coeficient és

p−1∑
r=1

(
r

p

)
r

p−1
2 . I, per aplicació

del corol·lari 15.9.3, el coeficient que correspon al producte ε

p−1
2∏

k=1

(
e(2k−1)z − e(p−2k+1)z

)
és

(
p− 1

2

)
!

p−1
2∏

k=1

(4k − p− 2).

En efecte, notem que multipliquem les
p− 1

2
sèries, per a 1 ≤ k ≤ p− 1

2
,

e(2k−1)z − e(p−2k+1)z =
∑
n≥0

(
(2k − 1)n − (p− (2k − 1))n

)zn
n!
.
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Per tant, el coeficient que correspon a n =
p− 1

2
és

∑
m1+···+m p−1

2
= p−1

2

( p−1
2

m1, . . . ,m p−1
2

) p−1
2∏

j=1

(
(2k − 1)mj − (p− (2k − 1))mj

)
.

Fixem-nos que si algun dels ı́ndexs ésmj = 0, aleshores el corresponent factor del producte
és 1 − 1 = 0 i el sumand s’anul·la. Per tant, només resta el sumand que correspon a

m1 = · · · = m p−1
2

= 1, el valor del qual és

(
p− 1

2

)
!

p−1
2∏

j=1

(4k − 2 − p), com calia veure.

Aix́ı, doncs, a

(
p− 1

2

)
=

p−1∑
r=1

(
r

p

)
r

p−1
2 − ε

(
p− 1

2

)
!

p−1
2∏

k=1

(4k − p− 2).

Si calculem aquest coeficient de nou, però a partir de l’expressió (epz−1)h(ez), obtenim,

a partir del corol·lari 15.9.3, que p divideix a

(
p− 1

2

)
, perquè, de fet, p divideix tots els

coeficients de epz−1 (que són pn, per a n ≥ 1). Això ens diu que a

(
p− 1

2

)
≡ 0 (mod p);

o sigui, obtenim la congruència

p−1∑
r=1

(
r

p

)
r

p−1
2 ≡ ε

(
p− 1

2

)
!

p−1
2∏

k=1

(4k − p− 2) (mod p).

Apliquem el criteri d’Euler per al càlcul del śımbol de Legendre; podem escriure que(
r

p

)
≡ r

p−1
2 (mod p), de manera que

p−1∑
r=1

(
r

p

)
r

p−1
2 ≡

p−1∑
r=1

1 = p − 1 ≡ −1 (mod p). I,

d’altra banda, en virtut del teorema de Wilson,

ε

(
p− 1

2

)
!

p−1
2∏

k=1

(4k − p− 2) ≡ ε

(
p− 1

2

)
!

p−1
2∏

k=1

2(2k − 1) = ε(p− 1)! ≡ −ε (mod p).

Finalment, el fet que sigui ε = ±1 i, alhora, −1 ≡ −ε (mod p), amb p primer senar,
permet dir que ε = 1, com restava provar. □
Observació 15.9.4. Notem que en aquesta demostració, essencialment de Kronecker,
només es fa servir aritmètica sobre l’anell Z dels nombres enters. D’altra banda, les sèries
de potències que hi intervenen són de coeficients enters, llevat dels denominadors n!, i
només ho fan com a sèries formals, sense necessitat de convergència en cap punt, encara
que les sèries siguin convergents en tot el pla complex, perquè són polinomis en la sèrie
exponencial.

Observació 15.9.5. Una altra demostració, també de Kronecker (cf. [B-S 66, cap.5, exer-
cicis 13 al 16]), fa ús dels mateixos principis. La variació principal respecte de l’anterior
és que, en lloc de fer servir només aritmètica sobre l’anell dels nombres enters, utilitza
aritmètica en l’anell dels enters, Z[ζ], del p-èsim cos ciclotòmic, i reducció mòdul l’ideal
primer que divideix p, en lloc de reducció mòdul p en Z. En aquest cas, s’estalvia l’ús de
les sèries exponencials, a canvi d’introduir els nombres algebraics de Z[ζ].

La segona demostració que presentem del càlcul del signe de la suma de Gauss per al
caràcter de Legendre és de Schur (cf. [B-S 66, cap.5, secció 4.3]).
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Demostració (del teorema 15.9.1, Schur): Aquesta prova parteix, de nou, de la igualtat

S(p)2 =

(
−1
p

)
p, de manera que S(p) =

{
±√p, si p ≡ 1 (mod 4),

±i√p, si p ≡ −1 (mod 4).
Es tracta de

veure que val el signe més en tots dos casos.

Notem que podem permutar els sumands i escriure la suma de Gauss en la forma

S(p) =
∑
r

ζr −
∑
s

ζs, on r recorre els residus quadràtics no nuls mòdul p, i s recorre els

no-residus quadràtics no nuls mòdul p. I, si tenim en compte que el polinomi ciclotòmic

Φp(X) s’anul·la en ζ, és
∑
r

ζr +
∑
s

ζs + 1 = 0, de manera que obtenim la igualtat que

S(p) = 1 + 2
∑
r

ζr =

p−1∑
k=0

ζk
2

, la darrera expressió perquè els quadrats no nuls ho són

exactament de dos valors. Aix́ı, la suma de Gauss coincideix amb la traça de la matriu
de Vandermonde

V :=


1 1 1 . . . 1
1 ζ ζ2 . . . ζp−1

1 ζ2 ζ4 . . . ζ2(p−1)

...
...

...
. . .

...

1 ζp−1 ζ2(p−1) . . . ζ(p−1)2

 ;

o sigui, amb la suma dels valors propis de la matriu, comptats cadascun amb la seva
multiplicitat. Siguin v1, . . . , vp aquests valors propis. Cal calcular, doncs, la suma
S(p) = v1 + · · ·+ vp.

Els valors propis de la matriu V 2 són v21, . . . , v
2
p. A més a més, la matriu V 2 es pot calcu-

lar de manera senzilla; com que

p−1∑
k=0

ζ ikζkj =

p−1∑
k=0

ζk(i+j) =

{
p, si i+ j ≡ 0 (mod p),

0, si i+ j ̸≡ 0 (mod p),

resulta que

V 2 =


p 0 . . . 0
0 0 . . . p
...

... . . .
...

0 p . . . 0

 .
Ara bé, el polinomi caracteŕıstic de la matriu V 2 es calcula immediatament, i s’obté que

és (X − p) p+1
2 (X + p)

p−1
2 , de manera que hi ha

p+ 1

2
arrels iguals a p i

p− 1

2
arrels iguals

a −p. Notem que, en particular, el determinant de V 2 és detV 2 = (−1)
p(p−1)

2 pp.

Siguin n+, n−, m+ i m−, respctivament, els nombres de valors propis
√
p, −√p, i√p,

−i√p. Tenim, doncs, que n+ + n− =
p+ 1

2
, i que m+ +m− =

p− 1

2
. I, a més a més, la

suma de Gauss es pot reescriure en la forma S(p) =
(
(n+ − n−) + (m+ −m−)i

)√
p. Per

tant, en tenir en compte la primera expressió, obtenim que per a p ≡ 1 (mod 4) ha de ser
m+ = m− i n+ − n− = ±1; i per a p ≡ −1 (mod 4) ha de ser n+ = n− i m+ −m− = ±1.

Obtindrem una segona relació que permeti determinar completament els valors n+, n−,
m+, m−, a partir del càlcul del determinant de la matriu de Vandermonde, V . D’entrada,
com que hem calculat el determinant de V 2, el determinant de V és una arrel quadrada

de l’anterior; per tant, tenim que detV = ±i
p(p−1)

2 p
p
2 . Però cal determinar-ne el signe.
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I podem treballar de manera semblant a la demostració de Kronecker. Tal com hem

escrit la matriu V , l’expressió usual del determinant és detV =
∏

0≤i<j≤p−1

(ζj − ζ i).

Posem ξ := e
2πi
2p = cos 2π

2p
+ i sin 2π

2p
l’arrel primitiva 2p-èsima de la unitat usual, per a

la qual és ζ = ξ2. Aquest canvi permet reescriure l’expressió anterior en la forma

detV =
∏

0≤i<j≤p−1

(ξ2j − ξ2i) =
∏

0≤i<j≤p−1

ξj+i(ξj−i − ξ−(j−i))

=
∏

0≤i<j≤p−1

ξj+i
∏

0≤i<j≤p−1

(
2i sin

2(j − i)π
2p

)
= i

p(p−1)
2 2

p(p−1)
2

∏
0≤i<j≤p−1

sin
2(j − i)π

2p
,

ja que
∑

0≤i<j≤p−1

(j + i) = 2p

(
p− 1

2

)2

és un nombre enter múltiple de 2p i, per tant,∏
0≤i<j≤p−1

ξj+i = ξ2p(
p−1
2

)2 = 1. A més a més, com abans, per a tots els valors de la

parella (i, j) que considerem, tenim que sin
2(j − i)π

2p
> 0, perquè 0 <

2(j − i)π
2p

< π.

Aix́ı, obtenim que el determinant de V admet l’expressió detV = i
p(p−1)

2 p
p
2 , amb el signe

positiu.

D’altra banda, el determinant de la matriu V és el producte dels seus valors propis; és

a dir,

p∏
k=1

vk =
√
pn

+

(−√p)n−
(i
√
p)m

+

(−i√p)m−
= i2n

−+m+−m−
p

p
2 . Si ara comparem els

dos valors del determinant, obtenim la relació 2n− +m+ −m− ≡ p(p− 1)

2
(mod 4).

Finalment, per a p ≡ 1 (mod 4), els fets que siguin m+ = m− i n+ + n− =
p+ 1

2
,

impliquen que n+ − n− ≡ 1 (mod 4) i, per tant, que n+ − n− = 1 i S(p) =
√
p. I,

anàlogament, per a p ≡ −1 (mod 4), els fets que siguin n+ = n− i m+ + m− =
p− 1

2
,

impliquen que també m+−m− ≡ 1 (mod 4) i, per tant, que m+−m− = 1 i S(p) = i
√
p.

□



Caṕıtol 16

Aplicacions a la conjectura de
Fermat

En el caṕıtol 8 hem demostrat el primer cas de la conjectura de Fermat per a exponents
regulars (cf.8.5.3). En aquest caṕıtol, i com a aplicació d’alguns dels resultats que s’han
demostrat en els anteriors, i d’alguns de nous que demostrarem en aquest mateix, es tracta
de fer la prova del segon cas de la conjectura de Fermat per a exponents primers regulars.
D’aquesta manera, la conjectura de Fermat restarà provada per a tot exponent n > 2
divisible per algun primer regular.

16.1 Factors del nombre de classes d’un cos ciclotò-

mic

Abans de provar el segon cas del teorema de Fermat per a exponents regulars, donarem
algun criteri per a decidir quan un cert nombre primer senar p és un primer regular. I
per a això, cal estudiar una certa descomposició del nombre de classes d’ideals de l’anell
dels enters del cos ciclotòmic de les arrels p-èsimes de la unitat.

A partir d’aquest moment, i si no es diu res en contra, p denotarà un nombre primer
senar, ζ := ζp una arrel primitiva p-èsima de la unitat, K := Q(ζ) el cos ciclotòmic de les
arrels p-èsimes de la unitat, A := Z[ζ] l’anell dels enters de K, i hp el nombre de classes
d’ideals de A. Com és habitual, escriurem K+ = Q(ζ)+ := Q(ζ + ζ−1), el subcòs real
maximal de K, A+ l’anell dels enters de K+, i h+p el nombre de classes d’ideals de A+. El
primer resultat que demostrarem, més general que per a arrels p-èsimes, és el següent.

Lema 16.1.1. Siguin n ≥ 3 un enter qualsevol i ζn una arrel primitiva n-èsima de la
unitat. L’anell dels enters del cos Q(ζn)+ := Q(ζn + ζ−1

n ) és l’anell Z[ζn + ζ−1
n ].

Demostració: Ja sabem que l’anell dels enters de Q(ζn) és Z[ζn] (cf. el teorema 3.9.9);

per tant, les potències 1, ζn, ζ
2
n, . . . , ζ

φ(n)−1
n formen una Z-base de Z[ζn]. Aprofitarem

aquest fet per a deduir el resultat que desitgem. Clarament, com que ζn + ζ−1
n és un

enter algebraic de Q(ζn)+, l’anell dels enters d’aquest cos conté Z[ζn + ζ−1
n ]; es tracta de

veure la inclusió contrària. Suposem que α ∈ Q(ζn)+ és un enter algebraic; aleshores,

existeixen nombres a0, a1, . . . , ak ∈ Q, 0 ≤ k ≤ φ(n)

2
− 1, tals que α =

k∑
j=0

aj(ζn + ζ−1
n )j,

261
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ja que [Q(ζn)+ : Q] =
φ(n)

2
. Restem els sumands tals que aj ∈ Z, que són elements de

Z[ζn + ζ−1
n ]; volem veure que, per al nou α, és aj = 0, per a tot ı́ndex j. Si no fos aix́ı,

podŕıem suposar que k ≥ 0 i que ak ̸= 0; si multipliquem la igualtat de més amunt per ζkn,

obtenim una igualtat de la forma ζknα =
2k∑
i=0

biζ
i
n, on els coeficients bi són combinacions

lineals, de coeficients enters, dels nombres aj; i, en particular, b2k = ak. Ara bé, ζknα és un
enter algebraic i pertany al cos ciclotòmic Q(ζn), de manera que és un element de Z[ζn];
com que 2k ≤ φ(n) − 2 ≤ φ(n) − 1, i les potències 1, ζn, ζ

2
n, . . . , ζ

φ(n)−1
n són una Z-base

de Z[ζn], tots els nombres bj han de ser enters. En particular, ak ∈ Z, contràriament a la
suposició que hav́ıem fet. Això prova el resultat. □

Hem vist en el caṕıtol anterior (cf. la proposició 15.5.1) que la funció zeta de Dedekind
associada al cos quadràtic de discriminant D es pot escriure, en el semiplà ℜ(s) > 1, en la
forma ζQ(

√
D)(s) = ζ(s)L(χD, s), on χD és el caràcter de Kronecker associat a D; si tenim

en compte que ζ(s) és la funció L associada al caràcter trivial, la funció zeta de Dedekind
és producte de funcions L associades a caràcters primitius. Un resultat semblant també
ha estat provat per al cos de les arrels 2m-èsimes de la unitat; la funció zeta és el producte
de les funcions L associades a tots els caràcters de Dirichlet primitius de conductor divisor
de 2m (cf. el teorema 15.6.1). Aquest resultat no és anecdòtic, ni de bon tros; de fet, és
vàlid per a totes les extensions abelianes de Q. Encara que no ho provarem en general, śı
que ho farem en el cas del cos K+. Concretament, demostrarem el resultat següent.

Proposició 16.1.2. Siguin p un nombre primer senar, K := Q(µp) el cos de les arrels
p-èsimes de la unitat, i K+ := Q(µp)

+ el subcòs real maximal de K. Aleshores, en el

semiplà ℜ(s) > 1 se satisfà la igualtat ζK+(s) = ζ(s)
∏

χ∈G(p)̂, χ parell i primitiu

L(χ, s).

Demostració: Comencem per observar que el caràcter de Teichmüller (ciclotòmic) de
K és, per definició, l’isomorfisme de grups abelians ω : Gal (K|Q) −→ G(p) = Fp

∗ que
assigna a cada automorfisme σ ∈ Gal (K|Q) l’element ω(σ) ∈ G(p) tal que σ(ζ) = ζω(σ),
per a tota arrel primitiva p-èsima de la unitat, ζ. Considerem la successió exacta de grups
de Galois

1 −→ Gal
(
K|K+

)
−→ Gal (K|Q) −→ Gal

(
K+|Q

)
−→ 1.

La conjugació complexa, donada per c(ζ) := ζ−1, és l’únic element d’ordre 2 de Gal (K|Q),
ja que aquest grup és ćıclic, i genera Gal (K|K+). Per tant, si identifiquem Gal (K|Q)
amb el grup G(p) dels elements invertibles de Z/pZ, la conjugació complexa c s’identifica
amb l’element −1 ∈ G(p). Amb aquesta identificació, la successió exacta de grups de
Galois es pot escriure en la forma

1 −→ {±1} −→ G(p) −→ G(p)/{±1} −→ 1.

En dualitzar, el grup de Galois Gal (K+|Q) correspon al subgrup format pels caràcters
χ ∈ Gal (K|Q) tals que χ(c) = 1; és a dir, el grup de caràcters χ ∈ G(p)̂ tals que
χ(−1) = 1; o sigui, el grup dels caràcters parells de Dirichlet definits mòdul p. Observem
que, via aquesta identificació entre els grups de Galois i els grups de caràcters, K+ és el
subcòs de K fix per la intersecció de tots els nuclis dels caràcters parells.

Calculem, ara, la funció zeta de Dirichlet del cos K+. Anàlogament a com hem fet en el
cas dels cossos quadràtics o ciclotòmics, utilitzarem la descomposició en producte d’Euler
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de la funció zeta en el semiplà ℜ(s) > 1. Podem escriure el factor d’Euler que correspon

a un nombre primer ℓ ̸= p en la forma Eℓ(s,K
+) :=

∏
l|ℓ

(1 − N(l)−s)−1 = (1 − ℓ−sfℓ)−gℓ ,

on fℓ és el grau residual de cada un dels ideals primers l de A+ que divideixen ℓA, i gℓ el
nombre d’aquests ideals primers.

Siguin G el subgrup del grup de caràcters parells de G(p) format per tots els caràcters
de Dirichlet (parells) χ : G(p) −→ C∗ tals que χ(ℓ) ̸= 0, i H el subgrup de G format pels
caràcters χ tals que χ(ℓ) = 1. Com que ℓ ̸= p, aleshores ℓ no ramifica en K+ i se satisfà
que el grup G coincideix amb tot el grup de caràcters parells; en efecte, si χ és un caràcter
qualsevol de G(p), aleshores χ(ℓ) ̸= 0 ja que ℓ no divideix el conductor de χ, que només
pot ser 1 o p. D’altra banda, l’ordre del grup H és el nombre d’ideals primers diferents
en A+ que divideixen ℓ.

Per a veure això, comencem per observar que el caràcter de Teichmüller identifica
l’automorfisme de Frobenius associat a un primer l de A que divideix ℓ amb l’element
ℓ ∈ G(p); en efecte, l’automorfisme de Frobenius Fl està definit uńıvocament per la
condició que Fl(b) − bℓ ∈ l, per a tot element b ∈ A; en particular, se satisfà la condició
que Fl(ζ) − ζℓ ∈ l; però tot automorfisme de K envia ζ a una potència de ζ, de manera
que existeix un nombre enter k, definit mòdul p, tal que Fl(ζ) = ζk; ara, dels fets que
ζk − ζℓ ∈ l, que l ̸= p, i que ζ és un element invertible de A, s’obté que k ≡ ℓ (mod p),
de manera que Fl és l’automorfisme definit per la condició que ω(Fl) = ℓ; és a dir, Fl

s’identifica amb ℓ en G(p).

D’altra banda, l’automorfisme de Frobenius de Fl restringeix a l’automorfisme de Fro-
benius de la contracció de l a A+, de manera que per a tot ideal primer l de A+, la
identificació de Gal (K+|Q) amb el grup dels caràcter parells de G(p) transforma l’auto-
morfisme de Frobenius associat a l en l’element ℓ de G(p). En conseqüència, dir que un
caràcter actua trivialment sobre ℓ equival a dir que actua trivialment sobre l’automorfisme
de Frobenius associat a ℓ. Per tant, H és el grup de caràcters de Gal (K+|Q) que actuen
trivialment sobre l’automorfisme de Frobenius associat a ℓ; si es vol, H és l’ortogonal en
G(p)̂ del subgrup generat per l’automorfisme de Frobenius associat a ℓ. Dit d’una altra
manera, el cos fix per la intersecció dels nuclis dels caràcters de H és el cos de descom-
posició de ℓ, en virtut de la caracterització dels ideals que descomponen completament
en una extensió com aquells que tenen automorfisme de Frobenius trivial (cf. el corol·lari
5.5.5). Per tant, H té ordre exactament el nombre d’ideals primers que divideixen ℓ, ja
que aquest és el grau sobre Q del cos de descomposició de ℓ.

Aquestes consideracions ens permeten escriure d’una altra manera el factor d’Euler
(1− ℓ−sfℓ)−gℓ . En efecte, quan χ recorre un sistema de representants de les classes laterals
de G mòdul H, χ(ℓ) recorre totes les arrels fℓ-èsimes de la unitat una vegada, i només
una, ja que el quocient G/H és un grup ćıclic d’ordre fℓ, isomorf al quocient entre el grup
de descomposició i el grup d’inèrcia de qualsevol ideal primer l que divideix ℓ. Per tant,

el producte
∏

χ∈G(p)̂, χ, parell

(1− χ(ℓ)ℓ−s)−1 coincideix amb el factor d’Euler (1− ℓ−sfℓ)−gℓ .

A més a més, com que p és totalment ramificat, el factor d’Euler
∏
p|p

(1−N(p)−s)−1 és

exactament el factor (1−p−s)−1, ja que només hi ha un ideal primer que divideix p i és de
grau residual 1; d’altra banda, tots els caràcters que considerem, llevat del caràcter trivial,
s’anul·len en p, ja que el conductor és un divisor de p, de manera que el producte dels
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factors (1−χ(p)p−s)−1 és el factor (1− p−s)−1 que correspon al caràcter trivial. Per tant,

en el semiplà ℜ(s) > 1, se satisfà la igualtat ζK+(s) = ζ(s)
∏

χ∈G(p)̂, χ parell i primitiu

L(χ, s),

que voĺıem provar; només cal tenir en compte que ζ(s) és la funció L associada al caràcter
trivial. □

Aquest resultat ens permet obtenir una fórmula anaĺıtica per al nombre de classes
d’ideals de A+. En efecte, anàlogament als casos dels cossos quadràtics o ciclotòmics,
obtenim la fórmula següent.

Corol.lari 16.1.3. Siguin p un nombre primer senar, ζ una arrel primitiva p-èsima de
la unitat, K+ := Q(ζ + ζ−1), A+ l’anell dels enters de K+, ∆+ el discriminant de A+,
R+

p el regulador, i h+p el nombre de classes d’ideals. Aleshores,

2
p−1
2 h+p R

+
p

2|∆+
p |

1
2

=
∏

χ∈G(p)̂, χ ̸=χ1,χ parell

L(χ, 1). □

Podem comparar aquesta fórmula amb la que hem obtingut per al cos ciclotòmic Q(ζ)
(cf. el corol·lari 15.6.2):

(2π)
p−1
2 hpRp

2p|∆p|
1
2

=
∏

χ∈G(p)̂, χ ̸=χ1

L(χ, 1).

Per a fer aquesta comparació més precisa, convé calcular el quocient
Rp

R+
p

i els discrimi-

nants. De fet, no costa gens, si tenim en compte que el discriminant de A ja ha estat
calculat com ∆p = (−1) p−1

2 pp−2 (cf. el corol·lari 3.9.10), deduir que ∆+
p = p

p−3
2 . D’altra

banda, la relació entre els reguladors és donada pel resultat següent.

Proposició 16.1.4. Amb les mateixes notacions, se satisfà la igualtat Rp = 2
p−3
2 R+

p .

Demostració: El rang de la part lliure dels grups de les unitats de A i de A+ és el

mateix i val
p− 3

2
; a més a més, podem elegir un sistema fonamental d’unitats de A

format per unitats de A+, de manera que aquestes unitats també formen un sistema
fonamental d’unitats de A+. D’aquesta manera, només cal comparar els determinants

que tenen entrades ei log |σi(εj)|, 1 ≤ i, j ≤ p− 3

2
, on σi són les diferents immersions reals

o representants de les parelles d’immersions complexes conjugades no reals, i ei = 1, 2,
segons que σi sigui real o no. Ara bé, cada una de les immersions de K+ és real, i cada
una dóna lloc a dues immersions complexes conjugades no reals de K, de manera que els
dos determinants coincideixen llevat d’un factor 2

p−3
2 , que és el producte dels factors ei.

Això acaba la prova. □

Definició 16.1.5. S’anomena primer factor del nombre de classes hp de K, el nombre de

classes h+p de K+. El quocient, h−p :=
hp
h+p

s’anomena el segon factor.
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16.2 Càlcul del segon factor del nombre de classes

En aquesta secció es tracta de donar una expressió per al càlcul del segon factor del nombre
de classes d’ideals de l’anell dels enters dels cossos ciclotòmics de les arrels p-èsimes de
la unitat, p primer senar. De fet, hem definit h−p com el quocient entre els nombres de
classes hp i h+p , però això només garanteix que h−p ∈ Q. De fet, h−p és un nombre enter
positiu i es tracta de donar-ne una expressió adient per a obtenir-ne alguna conseqüència.

Comencem per calcular els valors en s = 1 de les funcions L associades als caràcters
de G(p). Per a això, observem que G(p)̂ és ćıclic i generat pel caràcter de Teichmüller
ω : Gal (K|Q) −→ G(p), definit per σ(ζ) = ζω(σ). De fet, això és aix́ı a partir de la iden-
tificació de G(p) amb Gal (K|Q) que proporciona aquest mateix caràcter i la identificació
de G(p) amb el grup de les arrels (p− 1)-èsimes de la unitat de C.

Observem, també, que el caràcter de Teichmüller és de conductor p i és senar, de
manera que podem escriure G(p)̂ = {ω, ω2, . . . , ωp−1 = ω0}, que, per a 1 ≤ k ≤ p− 2, ωk

és de conductor p, i que ωk és parell si, i només si, k és parell. Amb aquestes notacions,
podem reescriure les fórmules dels nombres de classes de K i de K+ en la forma

(2π)
p−1
2 hpRp

2p|∆p|
1
2

=

p−2∏
k=0

L(ωk, 1),
2

p−1
2 h+p R

+
p

2|∆+
p |

1
2

=

p−3
2∏

k=0

L(ω2k, 1).

Se satisfan les propietats següents.

Lema 16.2.1. Siguin ωk, 0 ≤ k ≤ p− 2, els caràcters de G(p). Aleshores:

(a) |∆p| =
p−2∏
k=0

fωk , |∆+
p | =

p−3
2∏

k=0

fω2k ,

(b)

p−2∏
k=1

g(ωk) = i
p−1
2 |∆p|

1
2 , i

p−3
2∏

k=1

g(ω2k) = |∆+
p |

1
2 ,

on g(ωk) és la suma de Gauss normalitzada associada al caràcter ωk i fωk el conductor.

Observació 16.2.2. Les fórmules (a) són les Führerdiskriminantenproductformeln, és a
dir, les fórmules del producte dels conductors i discriminant.

Demostració: Les dues primeres propietats són immediates, ja que tots els caràcters
no trivials dels productes són de conductor p, el caràcter trivial és de conductor 1, i els
discriminants són |∆p| = pp−2, i |∆+

p | = p
p−3
2 . Anem, doncs, a fer l’estudi de les sumes de

Gauss.

Comencem per adonar-nos del fet que, per a 1 ≤ k ≤ p − 1, és ωkω(p−1)−k = ω0,
el caràcter trivial, de manera que ω(p−1)−k és l’invers del caràcter ωk. Per tant, podem

escriure les igualtats

p−2∏
k=1

g(ωk) = g(ω
p−1
2 )

p−3
2∏

k=1

(
g(ωk)g(ω−k)

)
= g(ω

p−1
2 )

p−3
2∏

k=1

∣∣g(ωk)
∣∣2, ja que

g(ω−k) = ωk(−1)g(ωk), i ωk(−1) = ±1. Per tant, si tenim en compte el valor absolut de

les sumes de Gauss, obtenim que

p−2∏
k=1

g(ωk) = g(ω
p−1
2 )p

p−3
2 = i

p−1
2 p

1
2p

p−3
2 = i

p−1
2 |∆p|

1
2 , ja
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que el caràcter ω
p−1
2 és l’unic caràcter quadràtic de Dirichlet mòdul p, de manera que és el

caràcter de Kronecker que correspon al cos quadràtic inclòs en K; i, per tant, ja coneixem
la seva suma de Gauss. Això demostra la primera de les fórmules (b).

Per a la darrera fórmula, distingim els casos p ≡ ±1 (mod 4). Si p ≡ 3 (mod 4),

aleshores
p− 1

2
és senar i tenim que

p−3
2∏

k=1

g(ω2k) =

p−3
4∏

k=1

(
g(ω2k)g(ω2k)

)
= p

p−3
4 = |∆+

p |
1
2 ,

per les mateixes raons que abans. I si p ≡ 1 (mod 4), aleshores
p− 1

2
és parell i podem

escriure, anàlogament, que

p−3
2∏

k=1

g(ω2k) = p
1
2

p−5
4∏

k=1

(
g(ω2k)g(ω2k)

)
= |∆+

p |
1
2 . □

Aquestes fórmules ens permeten obtenir una fórmula per al càlcul del segon factor del
nombre de classes del cos ciclotòmic Q(ζp). En efecte, podem provar el resultat següent.

Teorema 16.2.3. Siguin p un nombre primer senar, ω el caràcter de Teichmüller de
G(p), i h−p el segon factor del nombre de classes d’ideals de l’anell dels enters del cos

ciclotòmic de les arrels p-èsimes de la unitat. Aleshores, h−p = 2p

p−2∏
k=1, k senar

(
−1
2
B1,ωk

)
,

on B1,ωk és el nombre de Bernoulli generalitzat que correspon al caràcter ωk.

Demostració: Les fórmules dels nombres de classes que hem provat més amunt ens
permeten escriure immediatament el quocient:

h−p =
hp
h+p

=
2p|∆p|

1
2

2|∆+
p |

1
2

2
p−1
2 R+

p

(2π)
p−1
2 Rp

p−2∏
k=1, k senar

L(ωk, 1) =
p|∆p|

1
2

π
p−1
2 |∆+

p |
1
22

p−3
2

p−2∏
k=1, k senar

L(ωk, 1),

en virtut de la relació entre els reguladors. D’altra banda, el càlcul de les funcions L
associades a caràcters de Dirichlet en el punt s = 1 ens permet escriure les noves igualtats

h−p =
p|∆p|

1
2

π
p−1
2 |∆+

p |
1
22

p−3
2

p−2∏
k=1, k senar

πi

p
g(ωk)B

1,ωk

=
p|∆p|

1
2

π
p−1
2 |∆+

p |
1
22

p−3
2

π
p−1
2 i

p−1
2

p
p−1
2

p−2∏
k=1, k senar

g(ωk)

p−2∏
k=1, k senar

B
1,ωk

=
p|∆p|

1
2 i

p−1
2

|∆+
p |

1
22

p−3
2 p

p−1
2

p−2∏
k=1

g(ωk)

p−3
2∏

k=1

g(ω2k)−1

p−2∏
k=1, k senar

B
1,ωk

=
p|∆p|

1
2 i

p−1
2

|∆+
p |

1
22

p−3
2 p

p−1
2

i
p−1
2 |∆p|

1
2

|∆+
p |

1
2

p−2∏
k=1, k senar

B
1,ωk

=
p(−1) p−1

2

2
p−3
2

p−2∏
k=1, k senar

B
1,ωk

= 2p

p−2∏
k=1, k senar

(
−1
2
B

1,ωk

)
,
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en virtut del lema anterior. Finalment, només cal fer notar que el caràcter ωk és el caràcter
ω−k = ω(p−1)−k i que k i (p− 1)− k són alhora parells o senars, de manera que el darrer
producte és el de l’enunciat. □

Aquesta expressió per al nombre h−p ens permet demostrar elementalment que aquest
nombre és enter, sense utilitzar resultats de teoria de cossos de classes.

Proposició 16.2.4. El segon factor, h−p , del nombre de classes hp és enter.

Demostració: Com que el primer factor és el nombre de classes del cos K+, el quocient
h−p és un nombre racional positiu. D’altra banda, si tenim en compte la fórmula ante-

rior i l’expressió dels nombres generalitzats de Bernoulli, B1,ωk =
1

p

p−1∑
a=1

ωk(a)a, obtenim

l’expressió h−p = 2p

p−2∏
k=1, k senar

−1
2p

p−1∑
a=1

ωk(a)a =
1

(2p)
p−3
2

p−2∏
k=1, k senar

p−1∑
a=1

ωk(a)a, per al segon

factor.

Com que ω és un caràcter del grup G(p), els seus valors no nuls són arrels (p−1)-èsimes

de la unitat, de manera que les sumes

p−1∑
a=1

ωk(a)a són elements del cos ciclotòmic Q(θ),

on θ és una arrel primitiva (p− 1)-èsima de la unitat; no només això, sinó que els valors
són enters algebraics d’aquest cos. Per tant, per a demostrar el resultat que volem, és

suficient veure que el producte

p−2∏
k=1, k senar

p−1∑
a=1

ωk(a)a és divisible per (2p)
p−3
2 .

Triem un representant qualsevol g ∈ Z d’un generador de G(p) i sigui θ := ω(g);

d’aquesta manera, podem escriure que Fk :=

p−1∑
a=1

ωk(a)a =

p−2∑
j=0

ωk(gj)gj =

p−2∑
j=0

θjkgj, on

gj ∈ Z és el representant de gj elegit en el conjunt {1, 2, . . . , p − 1}. Se satisfà la relació

g p−1
2

+j + gj ≡ g
p−1
2

+j + gj = gj(g
p−1
2 + 1) ≡ 0 (mod p), ja que g

p−1
2 ≡ −1 (mod p). Per

definició dels gj, obtenim la igualtat g p−1
2

+j+gj = p; com que p és senar, també g p−1
2

+j−gj
és senar. D’altra banda, θ

p−1
2 = −1, ja que θ és una arrel primitiva (p − 1)-èsima de la

unitat, de manera que, a l’anell dels enters de Q(θ) i per a k senar, podem escriure que

Fk =

p−3
2∑

j=0

(
θjkgj + θk

p−1
2

+kjg p−1
2

+j

)
=

p−3
2∑

j=0

(
gj − g p−1

2
+j

)
θkj ≡

p−3
2∑

j=0

θkj (mod 2),

de manera que, en sumar la sèrie geomètrica i multiplicar per 1−θk, s’obté la nova relació
(1−θk)Fk ≡ 0 (mod 2). Per tant, si multipliquem els factors per a 1 ≤ k ≤ p−2, k senar,

obtenim la nova relació

p−2∏
k=1, k senar

(1− θk)Fk ≡ 0 (mod 2
p−1
2 ). Ara, en tenir en compte que

se satisfà la igualtat de polinomis

p−2∏
k=1

(X − θk) =
Xp−1 − 1

X − 1
= 1 + X + · · · + Xp−2, i

substituir X per 1, obtenim la relació

p−2∏
k=1

(1− θk) = p− 1.
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Anàlogament, com que θ2 és una arrel primitiva
p− 1

2
-èsima de la unitat, obtenim la

igualtat

p−3
2∏

k=1

(1 − θ2k) = p− 1

2
, de manera que

p−2∏
k=1, k senar

(1 − θk) = 2; i, en conseqüència,

obtenim que

p−2∏
k=1, k senar

Fk és divisible per 2
p−3
2 . Resta veure que aquest mateix producte

és divisible per p
p−3
2 .

Per a això, prenem g ∈ Z de manera que gp−1 ̸≡ 1 (mod p2), cosa que es pot fer, si
cal, canviant g per g + p. D’aquesta manera ens assegurem que la valoració p-àdica de

gp−1 − 1 sigui exactament 1. Ara bé, de la relació

p−2∏
k=0

(1 − θkg) = 1 − gp−1, obtenim que

la valoració p-àdica del producte és exactament 1. D’altra banda, podem escriure que

(1− θkg)Fk ≡ (1− θkg)
p−2∑
j=0

gjθjk = (1− θkg)
p−2∑
j=0

(gθk)j

= (1− θkg)1− (gθk)p−1

1− gθk
= 1− (gθk)p−1 = 1− gp−1 ≡ 0 (mod p),

en sumar la sèrie geomètrica. Per tant, cada un dels factors Fk(1− gθk) és divisible per p,

de manera que el producte

p−2∏
k=1, k senar

Fk(1−gθk) és divisible per p
p−1
2 . Com que el producte

dels factors (1 − gθk) és divisible, com a màxim, per p, ja que només multipliquem els
factors que corresponen a k senar, obtenim que el producte dels factors Fk és divisible per
p

p−3
2 , com calia demostrar. □

16.3 El regulador p-àdic

Ens cal parlar del regulador p-àdic en el cas del cos K+. Per tant, anem a procedir a la
seva introducció.

Recordem que si ε1, . . . , ε p−3
2

és una Z-base del grup de les unitats de A+ mòdul ±1,
hem definit el regulador de K+ com el valor absolut del determinant que té entrades

log |σi(εj)|, per a 1 ≤ i, j ≤ p− 3

2
, on σi són les diferents immersions reals de K+.

Observem que les imatges per les immersions σi de les unitats εj són elements al-
gebraics; per tant, si prenem una immersió de Q en Cp, podem considerar-los com a
elements de Cp. En particular, i com que cada un dels elements σi(εj) és no nul, po-
dem prendre també logaritmes p-àdics i formar la matriu de coeficients logp(σi(εj)), per

a 1 ≤ i ≤ p− 1

2
, i 1 ≤ j ≤ p− 3

2
. Anàlogament com hem vist que els menors d’ordre

p− 3

2
de la matriu real són iguals, es demostra que els de la matriu p-àdica també són

iguals: per a demostrar-ho només hem fet un càlcul formal sobre les files i columnes d’un
determinant (cf. la proposició 15.2.1).
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Aquest procés es pot fer per a qualsevol sistema de
p− 3

2
unitats εj que siguin lineal-

ment independents, i no cal que siguin una Z-base del grup de les unitats mòdul torsió.

Qualsevol dels menors d’ordre
p− 3

2
de la matriu defineix un element de Cp, indepen-

dent del menor, que es denota per Rp({εj}j) i s’anomena el regulador p-àdic del sistema
{εj}j; quan aquest sistema és una base, s’anomena el regulador p-àdic de K, i està de-
finit a menys d’un factor ±1. En efecte, disposem del resultat següent que relaciona els
reguladors de dos sistemes linealment independents d’unitats.

Lema 16.3.1. Sigui {ηj}j el sistema d’unitats donat (multiplicativament) a partir de
{εj}j per una matriu (ai,j) de coeficients enters. Llavors, Rp({ηj}j) = det(ai,j)Rp({εj}j).

Demostració: Efectivament, la matriu (ai,j) és, aleshores, la matriu que expressa els
vectors (additius) formats pels logaritmes p-àdics dels elements ηj com a combinació lineal
dels vectors formats pels logaritmes dels elements εj; per tant, estem només en una situació
de canvi de base. □
Observació 16.3.2. En particular, el valor absolut (real) del determinant de la matriu
(ai,j) és l’́ındex del subgrup generat pels elements ηj en el grup generat pels elements εj.
Aquest fet s’usarà més endavant.

Lema 16.3.3. Sigui ε1 una unitat de A+. Suposem que existeix un nombre enter a ∈ Z
tal que ε1 ≡ a (mod pA+). Aleshores, logp(ε1) ≡ 0 (mod pA+

p ), on A+
p és l’anell dels

enters de la compleció de A+ en l’únic ideal primer de A+ que divideix p.

Demostració: Com que aε−1
1 ≡ 1 (mod pA+

p ), el valor absolut p-àdic de la diferència

aε−1
1 − 1 és menor o igual que p−

1
p−1 , de manera que logp(aε

−1
1 ) ≡ 0 (mod pA+

p ); és a dir,
logp(ε1) ≡ logp(a) (mod pA+

p ). Si prenem normes, de la igualtat N(ε) = ±1 obtenim que

±1 ≡ N(a) = a
p−1
2 (mod pA+

p ), i logp(ε1) ≡ logp(a) ≡
2

p− 1
logp(±1) = 0 (mod pA+

p ),

com voĺıem demostrar. □
Lema 16.3.4. Sigui ε1, . . . , ε p−3

2
un sistema linealment independent d’unitats de A+.

Suposem que existeix a ∈ Z tal que ε1 ≡ a (mod pA+
p ). Posem β1 :=

1

p
logp(ε1),

βj := logp(εj), per a 2 ≤ j ≤ p− 3

2
, i β p−1

2
= 1. Aleshores,

det(σi(βj)) =
p− 1

2p
Rp({εj}j), i

∣∣∣∣∣∣det(σi(βj))∆
1
2

K+

∣∣∣∣∣∣
p

≤ 1, en Cp.

Demostració: En primer lloc, observem que si x ∈ K+
p , la compleció de K+ en l’ideal

primer que divideix p, aleshores logp(x) ∈ A+
p , en virtut de l’extensió del logaritme p-

àdic a tot Cp. D’altra banda, per a 2 ≤ j ≤ p− 1

2
, és βj ∈ A+

p , i el lema anterior

ens permet assegurar que β1 ∈ A+
p . Per tant, podem considerar el A+

p -mòdul generat

pels elements βj, 1 ≤ j ≤ p− 1

2
. Sigui α1, . . . , α p−1

2
una Zp-base de A+

p ; existeix una

matriu (ai,j) d’elements ai,j ∈ Zp de manera que βj =

p−1
2∑

k=1

ak,jαk. Com que ai,j ∈ Zp,
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per a cada automorfisme de K+
p sobre Qp, σi, resulta que σi(βj) =

p−1
2∑

k=1

ak,jσi(αk). Per

tant, també que det(σi(βj)) = det(ak,j) det(σi(αk)). Ara bé, el discriminant de l’extensió
A+

p |Zp coincideix amb el de l’extensió A+|Z i és exactament el quadrat del determinant

det(σi(αk)); per tant, obtenim que |∆
1
2

K+|p = | det(σi(αk))|p. D’altra banda, el càlcul del
regulador a partir de la matriu dels logaritmes orlada amb una fila de coeficients 1, ens

ensenya que det(σi(βj)) =
p− 1

2p
Rp({εj}j), ja que el grau de K+

p sobre Qp és
p− 1

2
. Això

demostra la primera propietat.

Per a acabar, només cal tenir en compte que p − 1 no és divisible per p, de manera

que

∣∣∣∣∣∣det(σi(βj))∆
1
2

K+

∣∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣ det(σi(βj))

| det(σi(αk))|p

∣∣∣∣
p

= | det(ai,j)|p ≤ 1, ja que ai,j ∈ Zp. I això acaba la

prova. □
Per a acabar aquesta secció, enunciarem la fórmula p-àdica del nombre de classes del

cos K+. De fet, igual que el regulador p-àdic, aquesta fórmula és més general, però
només la utilitzarem en aquest cas. No en donarem la demostració, que es pot seguir, per
exemple, en [Wa 82, thm. 5.24, i §8.2] i fa ús de les unitats ciclotòmiques.

Afirmació 16.3.5 (fórmula p-àdica del nombre de classes). Sigui p un nombre primer

senar. Aleshores, se satisfà la igualtat
2

p−3
2 h+p Rp(K

+
p )

∆
1
2

K+

=

p−3∏
k=1, k parell

Lp(ω
k, 1), on ω és el

caràcter de Teichmüller i Rp(K
+) el regulador p-àdic de K+.

16.4 El criteri de regularitat de Kummer

Recordem que un nombre primer senar p s’anomena regular quan p no divideix el nombre
de classes d’ideals del cos ciclotòmic de les arrels p-èsimes de la unitat. D’altra banda,
hem provat que si p és un primer regular, aleshores el primer cas del teorema de Fermat
és cert (cf. el teorema 8.5.3). En aquesta secció es tracta de donar un criteri per a saber
quan un nombre primer senar és regular. Comencem per establir el resultat següent.

Proposició 16.4.1. Sigui p un nombre primer senar qualsevol. Aleshores, en l’anell Zp

dels nombres enters p-àdics, se satisfà la congruència h−p ≡

p−3
2∏

k=1

−1
2

B2k

2k
(mod pZp).

Demostració: Hem provat (cf.16.2.3) que h−p = 2p

p−2∏
k=1, k senar

(
−1
2
B1,ωk

)
, on ω és el

caràcter de Teichmüller de G(p) i B1,ωk el nombre generalitzat de Bernoulli associat al
caràcter ωk. El càlcul d’aquests nombres (cf.14.4.7) ens permet escriure les igualtats

B1,ωp−2 = B1,ω−1 =
1

p

p−1∑
a=1

aω−1(a); i com que aω−1(a) ≡ 1 (mod pZp), obtenim la con-

gruència 2p

(
−1
2
B1,ωp−2

)
= −

p−1∑
a=1

aω−1(a) ≡ −(p−1) ≡ 1 (mod pZp). I les congruències



16.4. El criteri de regularitat de Kummer 271

de Kummer (cf.14.6.2), proven que

p−4∏
k=1, k senar

B1,ωk ≡
p−4∏

k=1, k senar

Bk+1

k + 1
(mod pZp), ja que

p − 1 no divideix cap dels nombres k + 1 que apareixen en el producte. El resultat es
dedueix immediatament per multiplicació, tenint en compte que 2 és invertible en Zp. □

Com a conseqüència immediata d’aquest resultat, obtenim una forma feble del criteri
de regularitat de Kummer.

Corol.lari 16.4.2. Sigui p ≥ 3 un nombre primer senar. Condició necessària i suficient
perquè p no divideixi el segon factor, h−p , del nombre de classes de Q(ζp) és que p no
divideixi el numerador de cap dels nombres de Bernoulli Bk, per a 2 ≤ k ≤ p−3, k parell.
□

El criteri de regularitat de Kummer afirma que aquesta condició sobre els nombres de
Bernoulli és suficient perquè p sigui regular. Per a això, és suficient demostrar el resultat
següent.

Proposició 16.4.3. Sigui p un nombre primer senar. Si p no divideix h−p , aleshores p
tampoc no divideix h+p .

Demostració: Farem servir la fórmula p-àdica per al nombre de classes del cos K+.

Una petita modificació de la prova del lema 16.3.4 ens ensenya que

∣∣∣∣∣∣Rp(K
+)

∆
1
2

K+

∣∣∣∣∣∣
p

≤ 1.

Només cal canviar el sistema {εj}j per un sistema fonamental d’unitats, i substituir β1
per logp(ε1), de manera que no calgui la hipòtesi restrictiva sobre ε1.

Suposem que p|h+p ; cal veure que p|h−p . La fórmula p-àdica del nombre de classes
ens permet assegurar que existeix un enter parell k, 2 ≤ k ≤ p − 3, tal que p divideix
Lp(ω

k, 1). Ara bé, com que el conductor de ωk és p i pq no divideix p, el corol·lari anterior
a les congruències de Kummer (cf.14.6.1) diu que Lp(ω

k, 1) ≡ Lp(ω
k, 0) (mod pZp).

D’altra banda, la interpolació p-àdica de la funció L de Dirichlet associada al caràcter
ωk proporciona, en particular, que Lp(ω

k, 0) = −(1− ωk−1(p))B1,ωk−1 = −B1,ωk−1 , ja que
ωk−1 és de conductor p. Per tant, obtenim que B1,ωk−1 és divisible per p en Zp per a algun

exponent k− 1 senar. Però ja hem observat que B1,ωk−1 ≡ Bk

k
(mod p), de manera que p

divideix el producte

p−3
2∏

k=1

−1
2

B2k

2k
≡ h−p (mod pZp), com voĺıem demostrar. □

Per a acabar aquesta secció, donarem un resultat que farem servir per a la demostració
del lema de Kummer.

Corol.lari 16.4.4. Sigui p un primer regular. Si k és un enter parell no divisible per
p− 1, aleshores Lp(ω

k, 1) ̸≡ 0 (mod p). En particular, Lp(ω
k, 1) ̸= 0.

Demostració: De nou per les propietats de la interpolació p-àdica de la funció L asso-
ciada a ωk (cf.14.5.1), i si tenim en compte que k no és divisible per p − 1, de manera

que podem utilitzar la congruència B1,ωk−1 ≡ Bk

k
(mod p) (cf.14.6.3), resulta que podem

escriure que Lp(ω
k, 1) ≡ Lp(ω

k, 1− k) = −(1− pk−1)
Bk,χ1

k
(mod pZp). Però els nombres

de Bernoulli associats al caràcter trivial són els nombres de Bernoulli ordinaris, de manera
que el resultat queda provat, ja que p no divideix Bk perquè p és regular. □
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16.5 El lema de Kummer

L’objectiu d’aquesta secció és de proveir del resultat més fort que es fa servir en la prova
del segon cas del teorema de Fermat per a exponents regulars. Concretament, es tracta
de demostrar el teorema següent.

Teorema 16.5.1 (Lema de Kummer). Siguin p un nombre primer, ζ una arrel primitiva
p-èsima de la unitat, K := Q(ζ), A := Z[ζ] l’anell dels enters, i ε ∈ A∗, un element
invertible. Suposem que p és regular i que ε difereix d’un enter en un element de pA.
Aleshores, ε és la potència p-èsima d’una unitat de A.

Demostració: El primer pas de la prova consisteix a demostrar que ε és una unitat
real; és a dir, una unitat de l’anell dels enters de K+ := Q(ζ)+. En efecte, ja sabem que
tota unitat de A es pot escriure en la forma ε = ±ζkε1, amb 0 ≤ k ≤ p−1 i ε1 una unitat
de A+. Ara bé, també sabem que A+ = Z[ζ + ζ−1], de manera que tot element de A+

satisfà una congruència de la forma ε1 ≡ a (mod p+), per a un cert nombre enter a ∈ Z,
on p+ designa l’únic ideal primer de A+ que divideix pZ.

En efecte, p+ està generat per l’element (1 − ζ)(1 − ζ−1) = 2 − (ζ + ζ−1), de manera

que podem substituir ζ + ζ−1 per 2 en l’expressió ε1 =

p−3
2∑

k=0

bk(ζ + ζ−1)k, bk ∈ Z, a

fi d’obtenir la congruència ε1 ≡

p−3
2∑

k=0

bk2
k =: a1 ∈ Z (mod p+). D’altra banda, també

podem escriure que ζk = (1 − (1 − ζ))k ≡ 1 − k(1 − ζ) (mod (1 − ζ)2), de manera
que, a partir de la congruència ε1 ≡ a1 (mod p+), i per multiplicació, obtenim que se
satisfà la nova congruència ε = ±ζkε1 ≡ ±

(
1 − k(1 − ζ)

)
a1 (mod (1 − ζ)2), en A. Per

hipòtesi, existeix a ∈ Z tal que ε ≡ a (mod pA); com que pA = (1− ζ)p−1A, obtenim que
a ≡ ±

(
1 − k(1 − ζ)

)
a1 (mod (1 − ζ)2), de manera que k ≡ 0 (mod (1 − ζ)) en A; com

que k ∈ Z, això fa que k sigui divisible per p i ζk = 1, de manera que ε = ±ε1 ∈ A+ ∗ i,
per tant, ε és real.

Suposem, ara, que ε no és una potència p-èsima en A. Recordem que el rang del grup

de les unitats de A+ és
p− 3

2
, de manera que podem trobar unitats ε2, . . . , ε p−3

2
∈ A+

de manera que el grup generat per −1, ε, ε2, . . . , ε p−3
2

és un subgrup d’́ındex finit i no

divisible per p del grup de les unitats de A+; en efecte, n’hi ha prou d’expressar ε en una
Z-base del grup de les unitats i adonar-se que algun dels exponents no és divisible per p,
de manera que es pot canviar aquell element de la base per ε per a obtenir el que s’acaba
d’enunciar. En particular, com que l’́ındex del subgrup generat per aquestes unitats en el
grup de totes les unitats de K+ mòdul torsió no és divisible per p, el valor absolut p-àdic
del regulador de K+ coincideix amb el valor absolut p-àdic del sistema {ε, ε2, . . . , ε p−3

2
}.

D’altra banda, i per hipòtesi, logp(ε) ≡ 0 (mod pA+
p ), de manera que podem aplicar

el lema 16.3.4; obtenim que

∣∣∣∣∣∣Rp(K
+)

∆
1
2

K+

∣∣∣∣∣∣
p

≤ |p|p < 1, de manera que el nombre p-àdic

2
p−3
2 h+p Rp(K

+)

∆
1
2

K+

és divisible per p. Si ara apliquem la fórmula p-àdica del nombre de
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classes (cf.16.3.5), obtenim que el producte

p−3∏
k=1, k parell

Lp(ω
k, 1) és divisible per p, i això

contradiu el darrer corol·lari de la secció anterior. Per tant, ε ha de ser una potència
p-èsima d’una unitat de K, com voĺıem demostrar. □

16.6 El segon cas del teorema de Fermat per a expo-

nents regulars

El punt final d’aquest curs és la prova del segon cas del teorema de Fermat per a exponents
regulars. Recordem que, en el caṕıtol 8, hem anomenat aix́ı un enunciat que ara precisem
per al cas d’exponent un nombre primer regular.

Teorema 16.6.1 (Kummer). Sigui p un nombre primer senar. Suposem que p no divideix
el nombre de classes d’ideals, hp, de l’anell dels enters del cos ciclotòmic de les arrels p-
èsimes de la unitat. Llavors, l’equació diofantina xp + yp = zp no té solucions enteres
x, y, z ∈ Z tals que

(a) p no divideix el producte xy,

(b) z ̸= 0 és divisible per p, i

(c) x, y, z són primers entre si.

Demostració: Considerem una arrel primitiva p-èsima de la unitat ζ := ζp, i siguin
K := Q(ζ), A := Z[ζ] l’anell dels enters de K, i p := (1 − ζ)A. Suposem que existeixen
nombres enters x, y, z per als quals se satisfan les condicions (a), (b) i (c), i tals que
xp + yp = zp. Podem considerar, llavors, els elements de A definits de la manera següent:
si v és la valoració p-àdica de z, de manera que zp−v ∈ Z, posem ξ := x, η := y, θ := zp−v,
i m := v(p− 1) ∈ N. Com que pA = (1− ζ)p−1A, existeix una unitat u ∈ A∗ de manera
que p = (1− ζ)p−1u ∈ A. Aleshores, en A se satisfà la igualtat ξp+ ηp = ω(1− ζ)pmθp, on
ξ, η, θ ∈ A, m := v(p− 1) ≥ p− 1 > 1, ω := uvp ∈ A∗, i ξ, η, θ, 1− ζ són elements primers
entre si de A.

Però el resultat següent, una mica més general, ens ensenya que això no pot ser quan
p no divideix hp, i això acabala prova. □

Proposició 16.6.2. Amb les mateixes notacions, i si p no divideix hp, aleshores l’equació

ξp + ηp = ω(1− ζ)pmθp (16.6.1)

no té solucions en A tals que

(a) ξ, η, θ ∈ A siguin no divisibles per 1− ζ, (i, en particular, no nuls),

(b) m ∈ N, m ≥ 1, i

(c) ω ∈ A∗.
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Demostració: Farem la prova per reducció a l’absurd a partir del lema de Kummer i
d’un procés de descens. Suposem que l’equació (16.6.1) té alguna solució per a la qual se
satisfan les condicions (a), (b) i (c) de l’enunciat, i triem-ne una de manera que m sigui
tant petit com és possible. Podem escriure la igualtat d’elements de A

ω(1− ζ)pmθp = ξp + ηp =

p−1∏
k=0

(ξ + ζkη), (16.6.2)

igualtat que ens mirarem com a igualtat d’ideals.

Observem, en primer lloc, que p = (1 − ζ)A divideix aquest producte d’ideals; per
tant, p ha de dividir algun dels ideals (ξ + ζkη). Com que η no és divisible per p, per a
j ̸≡ k (mod p), la diferència (ξ+ ζkη)− (ξ+ ζjη) = ηζk(1− ζj−k) és divisible exactament
per p i, en conseqüència, tots els ideals (ξ + ζkη) són divisibles per p i només un d’ells
pot ser divisible per potències més altes de p. Ara bé, com que els p nombres ξ + ζkη
són diferents mòdul p2, i tots són nuls mòdul p, algun d’ells ha de ser divisible per p2. Si
convé, canviem η per ζkη, i podem suposar que (ξ + η) és l’únic dels ideals (ξ + ζkη) que
és divisible per p2; i com que tots els altres p− 1 ideals són divisibles per p, l’exponent m
de la igualtat (16.6.1) ha de ser, obligatòriament, estrictament més gran que 1.

Sigui m l’ideal màxim divisor comú dels ideals ξA, ηA; podem escriure igualtats d’ideals

(ξ + η)A = pmp−p+1ma0, (ξ + ζkη)A = pmak, 1 ≤ k ≤ p− 1,

que serveixen de definició dels ideals ak, per a 0 ≤ k ≤ p − 1. Assegurem que els ideals
ak són primers entre si dos a dos. En efecte, suposem que q és un ideal primer de A que
divideix ak i aj, per a j ̸= k; aleshores, els ideals (ξ + ζkη)A i (ξ + ζjη)A serien divisibles
per pmq, de manera que també ho serien els ideals(

(ξ + ζkη)− (ξ + ζjη)
)
A = ζkη(1− ζj−k)A = ηp,(

(ξ + ζkη)− ζk−j(ξ + ζjη)
)
A = ξ(1− ζk−j)A = ξp,

i mq dividiria els ideals ξA, ηA, contra l’elecció de m.

Si substitüım en (16.6.2) cada ideal (ξ + ζkη), 1 ≤ k ≤ p − 1, per pmak i (ξ + η) per
pmp−p−+1ma0, i després simplifiquem els factors pmp dels dos membres de la igualtat que
resulta, obtenim la nova igualtat d’ideals mpa0a1 · · · ap−1 = θpA, de manera que els ideals
ak són potències p-èsimes d’ideals de A, ja que són primers entre si i el seu producte és la
potència p-èsima d’un ideal. Per tant, podem escriure ak =: bpk, per a 0 ≤ k ≤ p − 1, on
bk és un cert ideal de A. Dit d’una altra manera, podem escriure igualtats d’ideals

(ξ + η)A = ppm−p+1mbp0, (ξ + ζkη)A = pmbpk, 1 ≤ k ≤ p− 1.

En particular, obtenim expressions en ideals fraccionaris

(ξ + ζkη)ppm−p = ppm−p+1mbpk = (ξ + η)bpkb
−p
0 , 1 ≤ k ≤ p− 1, (16.6.3)

de manera que, per ser p principal, els ideals fraccionaris (bkb
−1
0 )p també són principals.

Ara aplicarem la hipòtesi que p és un primer regular, és a dir, que p no divideix
hp. Com que p no divideix hp i les potències p-èsimes dels ideals fraccionaris bkb

−1
0 són

principals, també són principals els ideals fraccionaris bkb
−1
0 ; per tant, existeixen elements
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αk, βk ∈ A, 1 ≤ k ≤ p − 1, tals que bkb
−1
0 = αkβ

−1
k A; i, com que p és un ideal principal,

podem suposar que cap dels elements αk, βk no és divisible per p.

Transformem les igualtats d’ideals (16.6.3) en igualtats numèriques. Podem dir que,
per a 1 ≤ k ≤ p− 1, existeixen elements invertibles ωk ∈ A∗ tals que

(ξ + ζkη)(1− ζ)pm−p = (ξ + η)(αkβ
−1
k )pωk. (16.6.4)

D’altra banda, de la identitat

(1− ζ)pm−p(ξ + ζη)(1 + ζ)− (1− ζ)pm−p(ξ + ζ2η) = ζ(1− ζ)pm−p(ξ + η),

que s’obté en multiplicar per (1− ζ)pm−p la identitat òbvia

(ξ + ζη)(1 + ζ)− (ξ + ζ2η) = ζ(ξ + η),

i de les igualtats (4) per a k = 1, 2 (que podem usar ja que p − 1 ≥ 2), obtenim una
igualtat

(ξ + η)

(
α1

β1

)p

ω1(1 + ζ)− (ξ + η)

(
α2

β2

)p

ω2 = (ξ + η)ζ(1− ζ)pm−p;

com que ξ + η és no nul, i com que ω1 i 1 + ζ són unitats de A, podem dividir i obtenim
la igualtat

(α1β2)
p − ω2

ω1(1 + ζ)
(α2β1)

p =
ζ

ω1(1 + ζ)
(1− ζ)pm−p(β1β2)

p. (16.6.5)

Observem que aquesta igualtat en enters de K és de la mateixa forma que en l’enunciat,
llevat d’un factor unitari que acompanya el segon factor, però que ara m ha estat canviat

per m−1. Si no hi hagués aquesta unitat, − ω2

ω1(1 + ζ)
, hauŕıem arribat a contradicció, ja

que els enters de A, α1β2, α2β1, β1β2 són no nuls i no divisibles per p. Cal, doncs, treure
aquesta unitat. Per a això usarem el lema de Kummer (16.5.1). De fet, aquest lema

ens permetrà deduir que la unitat
ω2

ω1(1 + ζ)
és la potència p-èsima d’una unitat de A, de

manera que podrem incloure la seva arrel p-èsima en el factor −α2β1 i haurem acabat.

Com que m > 1, i com hem vist més amunt, la igualtat 16.6.5 dóna la congruència

αp − ω0β
p ≡ 0 (mod pp), on α := α1β2, β := α2β1, i ω0 :=

ω2

ω1(1 + ζ)
. Com que β no

és divisible per p, podem trobar un element γ ∈ A tal que βγ ≡ 1 (mod pp), de manera
que ω0 ≡ ω0β

pγp ≡ (αγ)p (mod pp). Ara bé, com que tot element de A és congru a un
nombre enter mòdul p, existeixen n ∈ Z, δ ∈ A tals que αγ = n + δ(1 − ζ); aleshores,
(αγ)p ≡ np (mod (1−ζ)p), de manera que ω0 ≡ np (mod pp) i np ∈ Z. En virtut del lema
de Kummer, ω0 és la potència p-èsima d’una unitat de A, com calia veure per a acabar
la prova. □





Apèndix A

Taules

A.1 Nombres de Bernoulli

La llista següent ho és d’alguns nombres de Bernoulli. B0 = 1, B1 =
−1
2
, B2 =

1

6
,

B4 =
−1
30

B6 =
1

42

B8 =
−1
30

B10 =
5

66

B12 =
−691
2730

B14 =
7

6

B16 =
−3617
510

B18 =
43867

798

B20 =
−174611

330

B22 =
854513

138

B24 =
−236364091

2730

B26 =
8553103

6

B28 =
−23749461029

870

B30 =
8615841276005

14322

B32 =
−7709321041217

510

277
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B34 =
2577687858367

6

B36 =
−26315271553053477373

1919190

B38 =
2929993913841559

6

B40 =
−261082718496449122051

13530

B42 =
1520097643918070802691

1806

B44 =
−27833269579301024235023

690

B46 =
596451111593912163277961

282

B48 =
−5609403368997817686249127547

46410

B50 =
495057205241079648212477525

66

B52 =
−801165718135489957347924991853

1590

B54 =
29149963634884862421418123812691

798

B56 =
−2479392929313226753685415739663229

870

B58 =
84483613348880041862046775994036021

354

B60 =
−1215233140483755572040304994079820246041491

56786730

B62 =
12300585434086858541953039857403386151

6

B64 =
−106783830147866529886385444979142647942017

510

B66 =
1472600022126335654051619428551932342241899101

64722

B68 =
−78773130858718728141909149208474606244347001

30

B70 =
1505381347333367003803076567377857208511438160235

4686

B72 =
−5827954961669944110438277244641067365282488301844260429

140100870

B74 =
34152417289221168014330073731472635186688307783087

6

B76 =
−24655088825935372707687196040585199904365267828865801

30

B78 =
414846365575400828295179035549542073492199375372400483487

3318

B80 =
−4603784299479457646935574969019046849794257872751288919656867

230010
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A.2 Polinomis de Bernoulli

La llista següent ho és d’alguns polinomis de Bernoulli.

B0(x) = 1

B1(x) = x+
1

2

B2(x) = x2 − x+ 1

6

B3(x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x

B4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 1

30

B5(x) = x5 − 5

2
x4 +

5

3
x3 − 1

6
x

B6(x) = x6 − 3x5 +
5

2
x4 − 1

2
x2 +

1

42

B7(x) = x7 − 7

2
x6 +

7

2
x5 − 7

6
x3 +

1

6
x

B8(x) = x8 − 4x7 +
14

3
x6 − 7

3
x4 +

2

3
x2 − 1

30

B9(x) = x9 − 9

2
x8 + 6X7 − 21

5
x5 + 2x3 − 3

10
x

B10(x) = x10 − 5x9 +
15

2
x8 − 7x6 + 5x4 − 3

2
x2 +

5

66

B11(x) = x11 − 11

2
x10 +

55

6
x9 − 11x7 + 11x5 − 11

2
x3 +

5

6
x

B12(x) = x12 − 6X11 + 11x10 − 33

2
x8 + 22x6 − 33

2
x4 + 5x2 − 691

2730
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talana. Curial, edicions catalanes, Barcelona, 1980. ISBN: 84-7256-173-9.

[I-R 82] Ireland, Kenneth Frederick; Rosen, Michael Ira: A Classical Introducti-
on to Modern Number Theory. GTM 84, Springer Verlag, New York, 1982.
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p-grup, 95
ı́ndex

de ramificació, 36, 96
àlgebra

de quaternions, 161

Abel, 194
abscissa

de convergència, 195
de convergència absoluta, 188

acció
cont́ınua, 57
transitiva, 40

adherència, 104
anàlisi

p-àdica, 1
complexa, 1

anell
ı́ntegrament tancat, 24
commutatiu, 23
compacte, 146
complet, 133
d’enters, 139
de Dedekind, 27
de valoració, 121, 122
discreta, 123, 132

dels enters d’un cos de nombres, 25
euclidià, 255
localitzat, 24, 31

aproximació diofantina, 1
aritmètica, 1
arrel

de la unitat, 188
primitiva de la unitat, 4, 50

automorfisme de Frobenius, 85, 104, 263

base
d’entorns, 103, 126
dual respecte d’una forma bilineal no de-

generada, 27
ortogonal, 156

Bernoulli, 209, 227, 230

cadena normal, 87

caràcter
ciclotòmic, 4, 262
d’un grup abelià, 6
de Dirichlet, 7, 188, 219, 227, 230
de Kronecker, 18, 49, 262
de Legendre, 8, 12
de Teichmüller, 262, 263
parell, 229
primitiu de Dirichlet, 8
quadràtic de Dirichlet, 8
senar, 228
trivial, 8, 262

caracteŕıstica, 14, 60
Cauchy, 195
Clausen, 212
clausura

algebraica, 4
entera, 24
separable, 35

codiferent, 75
commutador, 88
compleció, 128

profinita, 104
conductor, 227

d’un anell en un subanell, 78
d’un caràcter de Dirichlet, 8
d’una extensió abeliana, 100

congruències de Kummer, 231
conjugació complexa, 8
conjugat, 34
conjunt

fonamental d’unitats, 69
mesurable Lebesgue, 59

convolució de Dirichlet, 185
corba el·ĺıptica, 1, 57, 58
cos

ciclotòmic, 23, 50, 96, 233, 261
complet, 128, 133
d’inèrcia, 83
de descomposició, 83
de nombres, 1, 23, 25, 233
global, 1
local, 1
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quadràtic, 233
residual, 36
topològic, 126, 133

criteri
d’Euler, 9
de regularitat de Kummer, 271

Dedekind, 233, 236, 242, 244, 245, 262
densitat, 236

de Dirichlet, 218, 222
Descartes, 72
desigualtat

de la mitjana geomètrica, 64
triangular, 124
ultramètrica, 124

diferent, 75, 76, 98
dimensió d’un espai quadràtic, 154
Dirichlet, 64, 67, 185, 187, 188, 199, 217, 236,

243, 244
disc de convergència absoluta, 190
discriminant, 12, 42, 44, 75

absolut, 63
d’una forma quadràtica, 154

distància, 126, 128
domini

euclidià, 26
factorial, 24
fonamental, 57
noetherià, 26
principal, 24

element
enter sobre un anell, 24
idempotent, 141
primitiu, 5, 34

elements
associats, 51
conjugats, 6

endomorfisme nilpotent, 47
enter

algebraic, 25
de Gauss, 23, 25

equació
de Fermat, 110
diofantina, 1

espai
dual, 155
mètric, 128
quadràtic, 153
topològic, 57
vectorial
normat, 134

topològic, 134
Euler, 9, 193, 199, 234, 263
exponencial, 148
exponent

d’un grup abelià finit, 6
diferencial, 76

extensió
abeliana, 3, 4, 95
algebraica, 24
ćıclica, 3, 95
ciclotòmica, 4
composició, 3
de Galois, 3, 40
entera, 24
finita, 3, 26
intersecció, 3
moderadament ramificada, 89, 101
nilpotent, 3
no ramificada, 38, 96
normal, 3
purament inseparable, 35
quadràtica, 6, 11, 49
ramificada, 38, 95
resoluble, 3
salvatgement ramificada, 90
separable, 3, 26, 60
totalment ramificada, 54, 96

extensions linealment disjuntes, 4, 95

fórmula
anaĺıtica del nombre de classes, 233, 264
d’Hadamard, 148
d’inversió de Möbius, 186
de sumació d’Abel, 194
del producte, 128, 175
del residu, 242, 245

factor d’Euler, 193, 263
famı́lia

absolutament sumable, 233
uniformement sumable, 233

Fermat, 110, 115, 230, 261, 273
fita de Minkowski, 62
forma

bilineal, 153
diferencial algebraica, 1
modular, 1, 57
quadràtica, 153
no degenerada, 155
no singular, 155

Frobenius, 104, 263
frontera, 57
funció
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Γ d’Euler, 199
L, 1, 188, 262
L de Dirichlet, 199, 242
abeliana, 1
anaĺıtica, 1
p-àdica, 215, 227

aritmètica, 185
completament multiplicativa, 185
multiplicativa, 185

d’Euler, 50
de classe C1, 194
de Möbius, 45, 186
el·ĺıptica, 1
esglaonada, 194
holomorfa p-àdica, 227
integrable Lebesgue, 202
meromorfa p-àdica, 227
zeta, 1
de Dedekind, 221, 233, 236, 242, 245, 262
de Hurwitz, 199, 202
de Riemann, 188, 199, 202, 233, 242

gènere, 58
Galois, 82, 103
Gauss, 23, 253
generador topològic, 108
geometria aritmètica, 1
grau

d’inseparabilitat, 34, 83
de separabilitat, 34, 60, 83
residual, 37

grup
abelià lliure, 58
d’ideals, 30
d’inèrcia, 42, 81, 96, 105, 107
moderada, 90

d’isotropia, 41
de classes d’ideals, 30, 57
de descomposició, 41, 81, 105
de Galois, 3
absolut, 104

de ramificació superior, 87, 96
de valors d’una valoració, 131
discret, 57, 58
dual, 6
proćıclic, 108
profinit, 103
resoluble, 90
topològic, 57
compacte, 103
discret, 57
finitament generat, 108

Hausdorff, 103
totalment ordenat, 121

Haar, 60
Hadamard, 148
Hasse, 168, 178, 182, 217
Hausdorff, 103, 133
Hensel, 141, 142
Hermite, 65, 97
Hilbert, 164
hipòtesi de Riemann, 212
homeomorfisme, 57
Hurwitz, 199, 202

ideal
de valoració, 122
discriminant, 43, 46
enter, 28
extensió, 36
fraccionari, 28
principal, 28

primer, 36
idempotent, 141
idempotents ortogonals, 141
immersió, 34, 235

canònica, 61, 67
logaŕıtmica, 67, 235

integral de Riemann-Stieltjes, 194
interpolació p-àdica, 212
invariant de Hasse-Witt, 168
isometria, 129

Jacobi, 16

Krasner, 143, 147
Kronecker, 75, 95
Kummer, 117, 230, 231, 271, 272

ĺımit, 128
inductiu, 103
projectiu, 103, 132, 133

Laurent, 133, 211
Lebesgue, 59, 202
Legendre, 12, 179
lema

d’aproximació, 176
de Gauss, 23
de Hensel, 141, 142, 146, 165, 178
de Krasner, 143, 147
de Kummer, 271, 272
de Nakayama, 39

Levi, 202
llei de reciprocitat quadràtica, 14, 16, 54
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logaritme, 149
p-àdic, 149
real, 148

Möbius, 186
mètode

de Gauss, 157
del descens, 115

malla, 235
d’una xarxa, 59

matriu
de Vandermonde, 35
transposada, 35

mesura de Haar, 60
Minkowski, 59, 62, 68, 97, 178, 182, 217
multiplicació complexa, 1

nombre
algebraic, 227
de Bernoulli, 209, 227, 229, 230
de classes, 245, 261
generalitzat de Bernoulli, 224, 228

norma, 33, 44, 134
d’un ideal, 233
d’un quaternió, 162
del suprem, 134

operació transitiva, 40
Ostrowski, 129

paral·leleṕıpede fonamental, 58, 59
paral·lelogram fonamental, 57
peŕıode (de Gauss), 5
pla hiperbòlic, 155
polinomi

ciclotòmic, 45, 51
de Bernoulli, 209
de Newton, 6
derivat, 44
simètric, 6
elemental, 6

primer
descompost totalment, 48
factor del nombre de classes, 264
inert, 48
moderadament ramificat, 89
no ramificat, 107
regular, 117, 261, 270, 271, 273
salvatgement ramificat, 90
totalment ramificat, 107

principi de Hasse, 182
producte

d’Euler, 193, 234

de Dirichlet, 185
infinit, 192

progressió geomètrica, 11

quaternió conjugat, 162

radi de convergència, 148
radical, 156

d’un espai quadràtic, 155
rang d’una forma quadràtica, 154
recobriment, 60
regla

de Descartes, 72
de l’Höpital, 225

regulador, 234, 236
p-àdic, 269

relacions d’ortogonalitat de caràcters, 7
residu quadràtic, 49
resultant, 144
Riemann, 188, 194, 199, 202, 212, 233

sèrie
L de Dirichlet, 219
de Dirichlet, 185, 187, 190, 243
de Laurent, 133, 211
de potències, 190
exponencial, 148

funcional, 187
invertible, 209
logaritme, 149
zeta
de Dedekind, 233
de Riemann, 188

śımbol
de Hilbert, 164, 168, 175
de Jacobi, 16
de Kronecker, 18
de Legendre, 8, 165

segon cas del teorema de Fermat, 261, 273
segon factor del nombre de classes, 264
semiplà

de convergència, 195
de convergència absoluta, 187, 190
de Poincaré, 58

signatura, 176
signe de les sumes de Gauss, 253
sistema

cofinal, 103
fonamental d’unitats, 69, 235

Stieltjes, 194
subanell topològic, 133
subcòs real maximal, 261
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subespai
isòtrop, 155
ortogonal, 155

subgrup
obert, 103
tancat, 103

successió
coherent, 133
convergent, 128
de Cauchy, 128

suma

de Gauss, 9, 253
normalitzada de Gauss, 10
ortogonal, 156

superf́ıcie de Riemann, 58

Teichmüller, 262, 263
teorema

d’Hermite, 65
d’Hermite-Minkowski, 64, 97
d’Ostrowski, 129, 130, 135
de Clausen-von Staudt, 212, 213
de Dirichlet, 64, 67, 69, 177, 217, 218, 222
de la progressió aritmètica, 217

de Dirichlet-Dedekind, 236
de Fermat, 2, 261, 273

de Hasse-Minkowski, 153, 178, 182, 217
de Kronecker-Weber, 1, 4, 11, 75, 95
de la progressió aritmètica, 217, 222
de Legendre, 179
de Levi, 202
de Minkowski, 59, 64, 68
de Wilson, 258
de Witt, 157, 158
fonamental de la teoria de Galois, 3, 103
xinès del residu, 13, 31

teoria
de cossos de classes, 267
de Galois, 1, 82, 103
de la ramificació, 1
de nombres, 1

terna pitagòrica, 110
topologia, 126
tor, 58
torsió, 58
traça, 27, 33

unitat, 57
fonamental, 70, 235

valor
absolut, 124

p-àdic, 125
arquimedià, 124, 125
no arquimedià, 124, 125
no ultramètric, 124
trivial, 124
ultramètric, 124
usual, 125

propi, 47
valoració, 121

p-àdica, 123
p-àdica, 123
discreta, 123
real, 123
trivial, 122

Vandermonde, 35
varietat abeliana, 1
vector

isòtrop, 155
totalment isòtrop, 155

von Staudt, 212

Weber, 75, 95
Wilson, 258
Witt, 168

xarxa, 57, 59

zero trivial de la funció zeta, 212


