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Abstract

The hidden subgroup problem is a theoretical formalism that encompasses several
highly relevant problems, such as factorization, discrete logarithm, and graph iso-
morphism. While this problem can be solved for abelian groups using quantum
computation in polynomial time, a general resolution for non-abelian groups has
not yet been found. This work explores some results related to the potential reso-
lution of the problem for finite non-abelian groups, as well as its limitations. We
will begin by introducing the foundations of quantum mechanics, which are neces-
sary to describe the quantum computation model. Next, we will present the basic
concepts of finite group representation theory that help us construct the quantum
Fourier transform, a key component in most quantum algorithms. Subsequently, we
will discuss a general result on the possibility of solving the problem for arbitrary
finite groups with a polynomial number of queries, although possibly requiring ex-
ponential time. Furthermore, we will analyze which non-abelian groups allow the
construction of a more efficient algorithm, as well as some theorems that demons-
trate the impossibility of implementing an efficient algorithm in the cases of the
dihedral group and the symmetric group. Finally, we will address some potential
limitations of solving the problem and reflect on its possible extension to infinite
groups.

Resum

El problema del subgrup amagat és un formalisme teoric que engloba alguns pro-
blemes de gran rellevancia, com el de factoritzacid, el del logaritme discret i el
d’isomorfisme de grafs. Tot i que per a grups abelians es pot resoldre aquest pro-
blema amb 1'is de computacié quantica en temps polinomic, encara no s’ha trobat
una resolucié general per a grups no abelians. Aquest treball explora alguns resul-
tats relacionats amb la possible resolucié del problema per a grups finits no abelians,
aixi com també les seves limitacions. Comencarem introduint els fonaments de la
mecanica quantica, necessaris per a descriure el model de computacié quantica. A
continuacio, presentarem els conceptes basics de la teoria de representacié de grups
finits que ens ajuden a construir la transformada de Fourier, una peca clau en la
majoria d’algoritmes quantics. Posteriorment, exposarem un resultat general sobre
la possibilitat de resoldre el problema per a grups finits qualssevol en un nombre de
peticions polinomic, malgrat poder requerir temps exponencial. A més, analitzarem
quins grups no abelians permeten la construcciéo d’un algoritme més eficient, aixi
com alguns teoremes que demostren la impossibilitat d’implementar un algoritme
eficag en els casos del grup diedral i del grup simetric. Finalment, abordarem algu-
nes possibles limitacions de la resolucié del problema i reflexionarem sobre la seva
possible extensio als grups no finits.
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Introduccio

El problema del subgrup amagat és un problema fonamental en matematiques i
ciencies computacionals. Aquest problema engloba altres problemes diversos, com
el problema de factoritzacié, el del logaritme discret, el d’isomorfisme de grafs i el de
cerca del vector més proper a un vector donat en una xarxa (cf. [S-R22]). Aquests
problemes no sols tenen un gran interes teoric, siné també nombroses aplicacions en
criptografia, analisi de dades i altres ambits relacionats amb la cieéncia i la tecnologia.
En alguns casos, hi ha hagut un aveng en la resolucié del problema del subgrup
amagat gracies al nou paradigma de la computacié quantica.

En tot el treball, llevat de 1"iltim capitol, pressuposarem que el grup donat és
finit i que treballem amb l'operacié donada per aquest grup. Denotem l’element
neutre com 1g.

Siguin G' un grup, H C G un subgrup i X un conjunt; es diu que una aplicacié
f G — X separa les classes laterals (per la dreta) de G modul H si Vg,g €
G, flg9)=f(¢) < gH = ¢'H; és a dir, si f factoritza injectivament a través de
la projeccié en el conjunt quocient G/H = {gH : g € G}:

G—f>H

s

G/H

Una condicié equivalent a que f separi classes laterals és que Vg, h € G, f(gh) =
flg) <= heH.

Problema (Problema del subgrup amagat). Siguin G un grup, H C G un subgrup,
X un conjunt finit i f : G — X una aplicacié que separa les classes laterals de G
modul H. El problema del subgrup amagat consisteix a determinar un conjunt de
generadors de H a partir d’avaluacions de f.

El problema del subgrup amagat es pot resoldre en alguns casos mitjangant
algoritmes classics. Tanmateix, la complexitat de la seva resolucié depen de la
naturalesa del grup i, en la majoria de casos, la solucié requereix una quantitat
exponencial d’avaluacions i, consegiientement, una quantitat exponencial de temps.

En canvi, en el cas quantic, el problema es pot resoldre en temps polinomic per
a un conjunt més ampli de grups. En particular, quan el grup és abelia, la resolucié
es pot trobar en temps polinomic. Aquest fet explica per que problemes com la



factoritzacié de nombres enters o el logaritme discret podrien ser resolts mitjancant
algoritmes quantics, ja que aquests dos problemes son casos particulars del problema
del subgrup amagat quan el grup G és abelia (cf. [S-R22]). Tot i aixo, quan G
és no abelia, només s’han descobert algoritmes polinomics en casos especifics. La
resolucié d’aquest problema per al grup diedral, Dy, permetria resoldre el problema
del vector més proper en una xarxa, mentre que per al grup simetric, 5, es podria
resoldre el problema d’isomorfisme de grafs.

En aquest treball, introduirem la teoria de representacié de grups finits. Aquesta
teoria estudia com els elements d'un grup poden ser representats per mitja de
matrius o transformacions lineals d’un espai vectorial, mantenint la seva estructura
algebraica. Els origens de la teoria es remunten al segle XIX amb el treball de
matematics com Evariste Galois i Arthur Cayley, els quals van estudiar les simetries
i permutacions de les arrels de les equacions. El desenvolupament va continuar amb
Sophus Lie, qui va introduir els grups de Lie. Va experimentar un gran aveng a
principis del segle XX amb Felix Klein, Emil Artin i John von Neumann, els quals
van aplicar la teoria a la fisica i altres camps. Durant el segle XX, matematics com
Hermann Weyl i Jean-Pierre Serre van formalitzar i expandir la teoria, establint les
bases per a la classificacio de representacions irreductibles i ’analisi de grups finits
i de Lie. La teoria de representacié de grups finits ens sera 1til per a definir una de
les parts clau dels diversos algoritmes que resolen el problema del subgrup amagat:
la transformada de Fourier.

També presentarem les bases de la mecanica quantica, necessaries per a entendre
el funcionament dels ordinadors quantics. Alguns dels seus principis fonamentals
son la superposicié, que estableix que I'estat d’un sistema quantic és una combina-
ci6 lineal dels possibles estats, i 'entrellacament, que implica que 'estat de cada
particula del grup no pot ser descrit de manera independent de les altres. Els ordi-
nadors quantics utilitzen aquests principis per a manipular qubits, els equivalents
quantics dels bits classics. Aquests ordinadors representen un nou model computa-
cional que permet abordar problemes, com el del subgrup amagat, que requereixen
més temps i recursos per als ordinadors classics.

L’objectiu d’aquest treball és donar una visié global del problema del subgrup
amagat per a grups finits no abelians. Per tal d’abastar tota la profunditat del
problema i tenint en compte la limitacié d’espai, donarem només les proves dels
resultats que considerem més rellevants; a les referencies que anirem citant, hi ha
totes les demostracions i informacié addicional. Donarem un resultat general que
afirma que es pot resoldre el problema del subgrup amagat per a qualsevol grup
amb una quantitat de peticions polinomica, malgrat que aixo no suposi que el
temps també ho sigui. Demostrarem que aquesta fita es pot acurar per a alguns
grups en particular i, fins i tot, per a alguns grups podem resoldre el problema
en temps polinomic. Més endavant, parlarem del cas del grup diedral i del grup
simetric i donarem alguns teoremes d’impossibilitat. Per dltim, plantejarem algunes
reflexions i qiiestions sobre la possible resolucié del problema. Reflexionarem sobre
alguns conceptes que poden dificultar-ne la resolucié i també explorarem el cas de
grups no abelians no finits.



Capitol 1

Fonaments matematics de la
mecanica quantica

1.1 Axiomes de la mecanica quantica

Per a descriure com es pot arribar a resoldre el problema del subgrup amagat amb
computacié quantica, primerament, cal exposar les bases de la mecanica quantica.
Es pot veure aquesta seccié com un seguit de lleis que permetran, amb eines ma-
tematiques, modelitzar sistemes quantics.

Recordem que producte escalar sobre H en un espai vectorial complex és una
aplicacié (-,-) : H x H — C tal que per a tot x,y,z € H i tot A € C compleix:

i (z,y) = (y,2);

ii. (z,z) > 0,1 (z,z) =0 si, i només si, z = 0;

iii. (ax + fz,y) =a(zr,y) + B{z,y) i (z,ay + Bz) = o(z,y) + B(z, 2).

Un espai vectorial H amb un producte escalar (-,-) s’anomena espai prehilbertia.
Un espai prehilbertia és un espai de Hilbert si és un espai normat i complet amb la
norma induida pel producte escalar (cf. [SHOQ09]).

A continuacid, s’exposen els cinc postulats que descriuen les lleis que regeixen la
modelitzacié dels sistemes quantics (cf. [Hall23]).

Axioma 1. L’estat d’un sistema és representat per un vector unitari ¢ en un espai
de Hilbert H apropiat. Si ¢y i ¥y sén dos vectors unitaris a ’espai de Hilbert H
amb 17 = ¢y per a alguna constant ¢ € C' aleshores, 1, i 1), representen el mateix
estat fisic. La funcié ¢ que defineix el sistema quantic s’anomena funcio d’ona.

Axioma 2. Per a cada funci6 f definida en 'espai de fases classic, la imatge de la
qual pren valors o vectors reals, hi ha un operador autoadjunt f associat en I'espai
quantic de Hilbert.
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Sigui X un operador. Recordem que X és un operador hermitia si X és autoad-
junt. Anomenarem observable un operador hermitia associat a una magnitud que
es pot mesurar en un sistema quantic.

Notem la diferéncia entre f i f. Per una banda, f representa el valor observat
experimentalment. Aquest valor s’associa amb una magnitud fisica, com ara el mo-
ment o 'energia. Per altra banda, f és I'operador autoadjunt (observable) associat
a la magnitud fisica representada per f. Aquest operador 'utilitzem per a descriure
formalment el comportament quantic d’aquesta magnitud en termes d’estats i pro-
babilitats. De fet, més endavant, veurem que els valors propis de f son els possibles
valors de f que podem observar experimentalment.

Axioma 3. Si un sistema quantic esta en un estat descrit pel vector unitari ¢ € H,
la distribucié de probabilitat de la mesura de f satisfa, per a la seva esperanca
matematica, que

~

E(™) = @, ()™).

En particular, el valor esperat de la mesura de f ve donat per (1, f@b)

Si un sistema quantic es troba en un estat descrit per un vector unitari ¢ € H
i per a algun observable f tenim que fi» = A\, per a A € R, diem que el sistema
quantic es troba en un estat propi.

Proposicié 1.1.1 (Valors propis). Si un sistema quantic es troba en un estat propi
aleshores,

E(f™) = (/)™ = A",

per a tots els valors enters possibles de m. L’inica mesura de probabilitat consistent
amb aquesta condicid és en la qual [ té el valor definit X\, amb probabilitat 1.

Demostracio. El resultat de la proposicié es segueix de 'axioma [B]1 del fet que el
sistema es troba en un estat propi, és a dir, fi = A\ i (¢[yp) = 1. O

Es a dir, tots els moments E(f™) coincideixen amb A™ i, per tant, P(f = \) = 1.
Consegiientment, en mesurar un sistema quantic en un estat propi ¥, on ¥ és un
vector propi de 'observable f , el resultat sera sempre el mateix i correspondra al
valor propi de 'observable. Aquest fet implica que algunes propietats fisiques, com
I’energia d’una particula confinada, només poden prendre valors discrets, fenomen
conegut com a quantitzacio.

El segiient teorema afirma que tot operador hermitia té per valors propis nombres
reals; en particular, els valors propis d’observables sén nombres reals. Aquest fet
és coherent amb que les mesures que realitzem d’estats fisics sempre son reals. A
la vegada, tenim que els vectors propis corresponents a valors propis diferents son
ortogonals ([Sak93]).

Teorema 1.1.2. El valor propi d’un operador hermitia A és sempre un nombre
real; els vectors propis corresponents a valors propis diferents son ortogonals.
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Considerarem només observables que tinguin tots els valors propis diferents. Sota
aquesta condicié, tot observable diagonalitza i es pot trobar una base de vectors
ortogonals, pel teorema anterior. En particular, podem trobar una base de vectors
ortonormal. Quan la funcié d’ona s’expressa com a combinacié lineal de dos o més
vectors, diem que tenim una superposicid de la funcio d’ona.

Exemple 1.1.3 (Calcul de probabilitats de mesura). Suposem que f té una base
ortonormal {e;} de vectors propis amb valors propis, {);}, diferents. Suposem que
1 és un vector unitari de ’espai de Hilbert corresponent tal que

n
Y = Z a;e;.
j=1

Aleshores, una mesura d’una magnitud f del sistema descrit per la funcié d’ona v
sempre sera un dels valors {);}. La probabilitat d’observar \; ve donada per

P(f = X) = la;|*

Cal destacar que la mecanica quantica substitueix el paradigma determinista de
la fisica classica per un escenari probabilistic, en que les probabilitats d’obtenir un
valor determinat d’un observable depenen de l'estat del sistema, descrit pel vector
unitari ¢ € H.

Axioma 4. Suposem que un sistema quantic es troba inicialment en 'estat v i que
mesurem f. Si el resultat de la mesura és A € R aleshores, immediatament després
de la mesura, el sistema estara en I'estat ¢’ per al qual se satisfa que

fol = X'
El pas de ¥ a v’ s’anomena col-lapse de la funcié d’ona.

Si s’observa el valor A; en mesurar f aleshores, ' = e;, on e; és el vector propi
de 'observable f associat a A;. Es a dir, I'acte de mesurar col-lapsa la funcié d’ona
només en la direccio e;.

Podem interpretar que la funcié d’ona v no és, de fet, 'estat del sistema (malgrat
que s’utilitzi el terme fisic "estat”) sind allo que descriu la probabilitat de 'estat
del sistema. EIl col-lapse de la funcié d’ona és, doncs, similar a la probabilitat
condicionada.

Axioma 5. L’evolucié temporal de la funcié d’ona 1 en un sistema quantic ve
donada per 'equacié de Schrodinger

&y 1
- H
ar

on H := %6‘9—; + V(z) és loperador hamiltonia, V(z) és el potencial i i és la

constant de Planck.
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Abans d’entrar en detall amb la computacié quantica, exposarem la notacié de

Dirac (cf. [Sak93]).

Notacié 1. Un vector ¢ € H s’anomena ket i es denota |1)). Aquest vector conté
tota la informacié sobre l'estat fisic.

Els observables, com f , actuen sobre els kets per 'esquerre:

[ a)) = fla).
El resultat d’aquesta operacié és un altre ket.

Els vectors propis d'un observable f formen una base ortogonal. Cadascun d’a-
quests vectors, {e;};, es pot escriure com |A;), on A; és el valor propi associat al

vector e;. En particular, tenim que f|\;) = \j|\;).

Notacié 2. Denotarem per (| al dual del ket [¢)). Anomenarem a aquest element
bra.

Com que els diferents kets formen un espai vectorial, els elements del dual sén
formes lineals. Per tant, els bras son les formes lineals corresponents a cadascun
dels kets. En particular, al aplicar un bra a un ket obtenim el producte escalar

definit sobre I’espai de Hilbert. Al producte del bra (| pel ket |a), ((5]) - (|c)), el
denotarem com (f|a).

Sigui X un operador també podem considerar el producte d'un bra per un ope-
rador, que denotarem per (| X; el resultat és un altre bra.

Notacié 3. Sigui X un operador, denotarem per X' I'operador autoadjunt de X.

Tenim la relacié segiient donada per la dualitat:

X|a) <= (a|XT.

Anomenem producte exterior al producte de |5) i («|. El producte exterior el
denotem com |B)(c] i tenim que

() (BN () = 1B ({el))-

Per tant, podem considerar el producte exterior com un operador. Per tultim, de-
notarem per (5| X|a) al producte ((5|) - (X]|a)) o, el que és el mateix, al producte

({B1X) - (|e))-

1.2 Computacié quantica

En aquesta secci6 donarem alguns conceptes basics per a entendre la computacio
quantica (cf. [S-R22]). Aix0 passara per adjudicar a cada entitat d’un ordinador
quantic una funcié d’ona que resultara de la superposicio de dos estats que es poden
identificar amb els estats 0 i 1 dels ordinadors classics.
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Treballarem sobre un espai de Hilbert H = C? amb norma euclidiana. Per
tant, podem prendre com a base la canonica. A aquesta base I’anomenarem base

computacional:
1 . 0

Aquests dos vectors sén els vectors propis de l'observable que descriu I'energia de
I'ordinador quantic i tenen com a valors propis 0 i 1, respectivament.

Definicié 1.2.1 (qubit). Un bit quantic o qubit és un estat quantic, descrit per
una funcié d’ona ¢, que es correspon a un component de I'espai de Hilbert H = C?
i té la forma:

9= (5) on laP+isF-1apec

Donada la base computacional {|0),|1)}, també podem expressar un qubit com

9= (5) = alo) + 5.

Observacié 1.2.2. D’acord amb I’exemple la probabilitat que, quan mesurem
el qubit descrit per la funcié d’ona ¢, el seu estat col-lapsi a 1 és |3|?, mentre que
la probabilitat que col-lapsi a 0 és |a/|?.

També es poden crear sistemes de n qubits si apliquem el producte tensorial a n
qubits. En aquest cas, treballarem sobre 'espai H,, = C?*®---®@C? = (C?)®" ~ C*"
amb norma euclidiana. Aquest espai té com a base ortonormal la induida pel
producte tensorial de n vectors de la base computacional, que coincideix amb la
C-base candnica de C2". Per exemple, si n = 3, ens trobem a l'espai C2* = C8 i
tenim un sistema de tres qubits. Aleshores, un element d’aquesta base ortonormal
ve donat per les possibles combinacions de tres elements de la base computacional.
Per exemple, podem prendre |1), [0) i |1):

SO OO o oo

o

(3
o= s ey = (1) () = (V) - ?E}% _
(1)

La definicié de 'espai d’estats d’un sistema de n qubits amb el producte tensorial
(i no amb una suma directa) permet modelitzar el fenomen de 'entrellacament
quantic. Els estats de C?" que es poden escriure com a producte tensorial de
vectors de C?" s’anomenen estats purs. Els estats que no sén purs s’anomenen
estats entrellacats. Un exemple d’estat entrellacat és l'estat de Bell descrit per

[¢7) = 2(00) + [11)).
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Notacié 4. Denotarem per |¢), € C?" I'estat d’un sistema de n qubits. Siguin
dos registres |¢), i [1),, de n i m qubits, respectivament. Escriurem |¢),|1),, per
denotar el producte tensorial de |@),, 1 [1) .

Les operacions possibles en un ordinador quantic, és a dir, les que manipulen
I'estat dels qubits, estan definides per operadors unitaris aplicats a I’espai de Hilbert
associat al sistema considerat. El fet que siguin unitaris és essencial per a preservar
la norma dels estats quantics, garantint aixi la conservacié de probabilitat durant
I’evolucié del sistema. Un exemple d’operador unitari és 'operador oracle. En el
cas del problema del subgrup amagat, aquest operador esta associat a la funcié
f 1 el podem definir com O¢[¢),|0)mm = |9)nlf(9))m, Per a g € G. Gracies a la
superposicid, podem fer consultes a multiples valors de x simultaniament, el que
permet explorar moltes classes laterals alhora. Les transformacions unitaries de
C?", que actuen sobre n qubits, s’anomenen portes quantiques.

Exemple 1.2.3. Un exemple de porta quantica és la porta de Hadamard. Aquesta
porta es defineix com
1 /1 1
-7 )

Quan mesurem l’estat d’un circuit quantic, el sistema col-lapsa en un dels estats
propis de l'observable associat a la mesura. En el cas d’un sistema de n qubits,
aquest col-lapse correspon a un dels vectors de la base canonica de C?*, formada
pels estats {]0),]1)}*™ que representen els estats base del sistema de n qubits.
La probabilitat que el sistema col-lapsi a un estat en concret vindra donada pel
modul al quadrat de 'amplitud corresponent a aquest estat. Cal destacar que
les variables aleatories associades a la mesura de cada qubit no sén, en general,
independents. Quan es mesura un qubit, el seu estat col-lapsa i aquest procés pot
afectar I'estat global de tot el registre quantic a causa de les possibles correlacions
o entrellagament entre qubits. En conseqiiencia, els coeficients dels vectors de la
base computacional s’actualitzen segons les probabilitats condicionades pel resultat
de la mesura realitzada.

Per ultim, cal remarcar el paral-lelisme amb el cas classic. Mentre que, en el
cas classic, un bit només pot prendre els valors 0 o 1, en el cas quantic, cada
qubit pot estar en una superposicié d’aquests dos estats. Per tant, en un ordinador
quantic amb n qubits, es poden realitzar simultaniament fins a 2" calculs, mentre
que un ordinador classic amb n bits només podria gestionar n operacions. Aixi,
amb un ordinador quantic s’obtindria una millora exponencial en temps de calcul
per a determinats tipus de problemes. Per exemple, algoritmes quantics poden
resoldre una determinada classe de problemes matematics considerats dificils en el
cas classic, com la factoritzacié d’enters.



Capitol 2

Teoria de representacié de grups
finits

A continuacié, donarem alguns conceptes i resultats basics de teoria de representacid
de grups finits que seran 1tils per a la construccié de la transformada de Fourier.
Tot aquest capitol es basa en la referéncia [Serrel2]; ens abstindrem de citar-la cada
vegada.

Com que l'objectiu és implementar possibles resolucions del problema del sub-
grup amagat en un ordinador quantic, considerem que treballem sobre K = C. Tot
1 aixo, alguns dels resultats que donarem a continuacié sén valids si el cardinal de
(G i la caracteristica del cos K sén coprimers.

2.1 Conceptes basics

Siguin V' un espai vectorial de dimensié n sobre el cos dels nombres complexos i
GL(V) el grup dels isomorfismes de V' — V.

Definici6é 2.1.1. Un homomorfisme

p: G — GL(V)
s = p(s)

s’anomena representacio lineal de G en V. Si la dimensié de V' és n aleshores, la
dimensié o el grau de la representacio és també n.

Quan tinguem p, anomenarem a V' [’espai de representacio de G o, per abus de
notacio, direm que V' és una representacié de G.

Per tant, si fixem una base de V', podem considerar la matriu R, de ps en aquesta
base.

Definicié 2.1.2. Dues representacions de GG, p en l'espai vectorial V' i p/ en 'espai
vectorial V’, sén isomorfes si existeix un isomorfisme 7: V' — V' tal que 70 p(s) =
p(s)or, Vs € G. Es a dir, dues representacions p i p/ sén isomorfes si existeix una
matriu 7" invertible tal que T'- Ry = R, - T, Vs € G.

9
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Un exemple de representacié d'un grup G qualsevol és la representacio reqular
que podem construir de la manera segiient. Siguin g 'ordre de G i V un espai
vectorial de dimensi6 g amb base (e;);eq, és a dir, amb base indexada pels elements
de G. Per a cada s € GG, definim p, I'aplicacié lineal de V' a V' que envia e; — eg.

Definicié 2.1.3. Si (p, W) i (p°, W?) venen donades per les matrius Ry i RY. Ales-
hores, la suma directa de les dues representacions, W @ W ve donada per la matriu

Ry O
0 R
A continuacié, definirem les representacions irreductibles, que tindran un paper
clau per a la definicié de la transformada de Fourier per a grups no abelians.

Definicié 2.1.4. Sigui p : G — GL(V) una representacio lineal de G. La repre-
sentacié p és irreductible si V no es pot escriure com a suma directa de subespais
invariants no trivials.

Teorema 2.1.5 (Teorema de Mashke). Tota representacié és suma directa de re-
presentacions irreductibles.

Observacié 2.1.6. Tot grup no abelia té almenys una representacié irreductible
de grau més gran o igual que 2. En canvi, si un grup és abelia, totes les represen-
tacions irreductibles tenen grau 1. També tenim que tota representacié de grau 1
és irreductible.

A continuacid, donarem com a exemple les diferents representacions irreductibles
del grup diedral, que ens seran 1tils a la seccid 5.1 (cf. [ChS24]).

Exemple 2.1.7 (Representacions irreductibles del grup diedral). En primer lloc,
definim el grup diedral D,,, com el grup format per les rotacions i reflexions en el
pla que preserven un poligon regular de n vertexs. El grup té ordre 2n. Si denotem
per x la rotacié d’angle 27 /n i y una de les reflexions, tenim que

D2n - < x, Y, x'rl? y27 (xy)z >

Les representacions del grup diedral depenen de la paritat de n.

Sigui n parell. Hi ha 4 representacions de dimensié 1 doandes per
Gup = (1), y— (1)

on u,v € Z/27Z. Aquestes representacions sén retraccions de les dues representaci-
ons 1-dimensionals de Dy, /{x?) = Cy x Cy sota P’homomorfisme Ds,, — Ds, /(z?).

Sigui n senar. Tenim dues representacions 1-dimensionals donades per ¢g,, v €
7./27.. Aquestes representacions sén retraccions de les representacions 1-dimensionals
de Ds, /(x) = Cy sota 'homomorfisme quocient Dy, — Ds,, /{x). Denotem per w les
arrels n-ésimes de la unitat, w = *™/". Hi ha |1 | representacions irreductibles
de dimensié 2 donades per py : Do, — GL(2,C) tal que
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r_)w”“O '_>01
T Ow—kvy 1 0/’

per a 0 < k < 5. Aquestes sén les representacions induides per la representaci6

Y : C,, — C*, donada per ¢y (z) = w* de C,, a Da,.
Les representacions ¢, , i py son totes les representacions irreductibles de Ds,
llevat d’isomorfisme.

Ara, definirem el caracter d’'una representacio i en donarem algunes propietats.
Aquest és important ja que permet obtenir informacié sobre la irreductibilitat d’una
representacié o saber si dues representacions sén isomorfes.

Definicié 2.1.8. Sigui p : G — GL(V) una representacié lineal del grup G, per a
cada s € G definim el caracter de la representacié p com x(s) := Tr(ps).

Proposicié 2.1.9. Sigui x el caracter de la representacio p de grau n. Tenim les
segtients igualtats Vs € G: x(1) = n; x(s7') = x(s)* i x(¢tst™') = x(s), perat € G.

2.2 Lemma de Shur i relacions d’ortogonalitat
dels caracters

Presentarem el lema de Schur, un resultat fonamental en la teoria de representacions
de grups, i definirem un producte escalar especific per als caracters.

Lema 2.2.1 (Lema de Shur). Siguin p* : G — GL(V}) i p* : G — GL(V3)
representacions irreductibles del grup G i f una aplicacio lineal de Vi — Vy tal que
piof = fopl Vs e G. Aleshores, si p' 2 p* tenim que f =01 si V) = Vy i pt = p?
tenim que f és una homotécia.

Definicié 2.2.2. Siguin ¢ i ¢ dues funcions que van de G a C, podem definir el
producte escalar com
(¢lv) = Z o(t)

tGG

on g és 'ordre del grup G.

Observacié 2.2.3. Siguin ¢ i ¢ funcions de G i g 'ordre de G; podem definir
(p|lY) = éZteG (t)w(t™). Si x és un caracter d’'una representacié irreductible de
G, tenim que (¢|x) = (¢|x) per a qualsevol funcié ¢ de G.

A partir d’aquesta definicié podem deduir si dues representacions sén o no iso-
morfes o si una representacio és irreductible. Si ¢ és el caracter de la representacio
(p, V), (6|¢) = 1 si, i només si, la representacié és irreductible. També tenim que si
X 1 X’ s6n els caracters de dues representacions no isomorfes i irreductibles aleshores,
(x|x") = 0. El resultat segiient ens déna el nombre de representacions irreductibles
d’un grup.
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Teorema 2.2.4. Sigut V' una representacio lineal de G, amb caracter ¢ i suposem
que V' descompon en suma directa de representacions irreductibles: V. =W, @ --- @
Wy. Aleshores, si W és una representacio irreductible amb caracter x, el nombre
de W; 2 W és igual al producte escalar (¢p|x) = (¢|x)-

Corol-lari 2.2.5. Dues representacions irreductibles amb el mateix caracter son
isomorfes.

Recordem que t i t' sén conjugats si s € G tal que ' = sts~!. Aquesta relacié
és d’equivalencia i parteix G en classes de conjugacio.

Definicié 2.2.6. Una funci6 f € G s’anomena funcié de classe si f(tst™!) =
f(s), Vs, t € G.

Teorema 2.2.7. Els cardacters xi, ..., Xn formen una base ortonormal de [’espai
generat per les funcions de classe.

En el cas de grups abelians, com que totes les representacions irreductibles sén
unidimensionals, tenim que aquestes son els caracters que, a la vegada, constitueixen
una base ortogonal de l'espai generat per les funcions de classe.

Teorema 2.2.8. El nombre de representacions irreductibles de G (llevat d’isomor-
fisme) és iqual al nombre de classes de conjugacié de G.

Proposicié 2.2.9. Siguin s € G i c(s) el nombre d’elements en la classe de conju-
gacio de s. Tenim que

() s) =
& Zizl Xi(8)"xi(s) o(s)’

ii. per at € G no conjugat amb s: >} xi(s)*xi(s) = 0.

2.3 Representacions induides

Les representacions induides sén una eina fonamental en la teoria de representa-
cions de grups ja que permeten construir noves representacions a partir d’altres,
generalment a partir de representacions d’un subgrup.

Siguin H un subgrup de G; anomenem sistema de representacié de G/H, R, a
I’eleccié d’un element de cada classe per la dreta de H. Aleshores, cada s € G es
pot escriure de manera Unica com s =rt, pera r € Riperate H.

Siguin p : G — GL(V) una representacié lineal de G i py la seva restriccié a
H. Sigui W una subrepresentacié de pg, és a dir, un subespai estable sota p;, per
a t € H. Denotarem per 0 la representacié de H en W, 0 : H — GL(W).

Sigui s € G; I'espai vectorial p,/W depen tnicament de la classe per la dreta sH
de s. Si substituim s per st, per at € H, tenim que pgW = p,psW = p,W.

Si 0 és una classe per la dreta de H, podem definir el subespai W, de V' com
psW, Vs € o. Tenim que W, es permuta entre les classes laterals mitjangant ps,
per a s € GG. La seva suma ZaeG/H W, és, doncs, una subrepresentacio de V.
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Definicié 2.3.1. Diem que la representacio p de G en V' esta induida per repre-
sentacions 0 de H en W si, seguint la notacié anterior,

v=PH w,.

oceG/H
Equivalentment,

i. cada = € V pot ser escrit de manera tUnica com x = Zaec/H X, X, €
W,, per a cada o;

ii. si R és un sistema de representacions de G/H, V és la suma directa de p,W,
perar € R.

Teorema 2.3.2. Sigui (W,0) una representacio lineal de H. Aleshores, ezisteix
una representacio (V, o) de G induida per (W, 0) i és unica llevat d’isomorfisme.

2.4 Metode estandard del mostreig de Fourier

Per tal de resoldre el problema del subgrup amagat podem utilitzar el que s’anomena
metode estandard del mostreig de Fourier (cf. [MRRS04]). Un dels passos d’aquest
metode és aplicar la transformada de Fourier al registre de qubits.

Definicié 2.4.1. Per a una funcié f : G — C i una representacié irreductible p, la
transformada de Fourier de f a p es defineix com

Flo) = % S F9)e(o)

Es a dir, la transformada de Fourier associa a cada representacié irreductible
p una matriu de dimensié d, x d, (o, més generalment, un operador lineal) que
reflecteix com la funcié f es descompon segons aquesta representacié. Aixi, doncs,
la transformada de Fourier és una aplicacié que va de 'espai de funcions F = {f | f :
G — C} a l'espai de matrius M(dp, C). El resultat de la transformada de Fourier

depen de la representacié p que triem. El factor serveix per a normalitzar la

IG\
transformada de Fourier i garantir-ne bones propietats.

Prosseguim a descriure els passos del metode ([cf. [GSVV04]]). En primer lloc,
es forma una superposicié uniforme de classes per la dreta gH aleatories del subgrup
amagat H, és a dir, es forma una distribucié uniforme dels vectors |gH),

Jit
gH) = \/W;IQ

Si coneixem ¢ (o gH) aleshores, tenim la superposici6é |gH). Per formar aquesta
superposicid, primer formem la superposicié ﬁ > 4eC lg,0). Després, calculem f
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i obtenim ﬁ >_gec 19, f(g)). Aleshores, mesurem f(g), el que determina la classe

lateral gH. Suposem que escollim g uniformement, el resultat d’aquest procés és
la superposicio ﬁ > hen lgh), on g és aleatori. Utilitzem aquesta superposici6

perque la informacié de H esta codificada en classes laterals i gH conté informacié
de H dins del grup G.

Després, apliquem la transformada de Fourier a aquesta superposicié i obtenim

el vector
pii(gh)|p, i, 7),
T 2V

on p; j(gh) és Uentrada ¢, j de la matriu de la representacié de gh.

Quan mesurem l'estat, la probabilitat d’obtenir el resultat |p, i, j) quan selecci-
onem l’element gH és

2

> pig gh

heH

d
Py(|p,i, 7)) |G\|H| = |—C§|\p(9H)i,j
La probabilitat anterior esta condicionada al g escollit per a definir la classe
lateral. Tot i aixo0, si seleccionem g de manera uniforme, la probabilitat global és

(lpuzvj ZPQH |P717]

gEG

La capacitat d’encert d’aquest metode depen de la quantitat d’informacio estadistica
sobre H que hi ha a la distribucié. Una gran quantitat d’informacié de H es dona
només mostrejant p i ignorant els indexs de la matriu. Aquest metode 'anomenem
metode estandard feble. Si mostregem els indexs de la matriu ho anomenarem
metode estandard fort.

Lema 2.4.2. p(H) = ﬁ Y nem P(h) és VH vegades una matriu de projeccid i

rank(p(H)) = ‘—;I' Y onen Xo(h), on x,(h) és el caracter de la representacio p aplicada
ah.

Demostracio. Si ens restringim a H, p descompon en suma directa de representa-
cions irreductibles o7y, ..., 0. Tenim que p(H) és la suma directa de o;(H). Com
que o;(H) és \/|H]| si 0; és la representaci trivial i zero altrament es dedueix el
primer resultat. La férmula per a rank(p(H)) es dedueix del fet que rank(p(H)) és
la dimensié de 'espai on p(H) no actua trivialment, i que la traga és la suma dels
valors propis. O

Lema 2.4.3. La probabilitat de mesurar p és la mateixa per a la superposicio uni-

forme de les classes laterals gH (0 Hg), aizi com per la superposicié de H.

Demostracio. El resultat es dedueix de que p(gH) = p(g)p(H) i p(g) és unitari. O
Corollari 2.4.4. Py(|p)) = Pu(lp)) = & Spen Xo(h) = Sz rank(p(H)).

Corol-lari 2.4.5. La probabilitat de mesurar p és la mateiza per al subgrup H que
per al seu subgrup conjugat g~ Hg.




Capitol 3

Resultat general sobre la
complexitat de peticions

Ettinger, Hgyer i Knill van demostrar que per a qualsevol grup finit, tant abelia
com no abelia, existeix una seqiiencia de peticions polinomiques a l’oracle amb les
quals es pot obtenir informacié suficient per trobar un conjunt de generadors del
subgrup amagat (cf. [EHKO04]). Tot i aixo, ’execucié de 'algoritme pot requerir una
quantitat de temps exponencial. Aquest resultat representa un aveng¢ important ja
que redueix el nombre de consultes necessaries, encara que el processament posterior
pot seguir sent costos en determinats casos.

3.1 Resultat principal

Definicié 3.1.1. Una funcié f sobre GG s’anomena H —periodica si f és constant en
les classes laterals per la dreta del subgrup H de G. Si a més a més, f pren valors
diferents en les diferents classes laterals, f s’anomena H —periodica estricta.

Observem que definir f com a estrictament H —periodica és equivalent a que f
separi les classes laterals.

Sigui r el nombre de diferents subgrups de G; podem ordenar els subgrups de
G, que denotarem per K, de manera que |K,| > |K, 1| per a tot 1 < pu < r.
Ara, sigui i n = [log, |G|]. Si escrivim com 7(G) el nombre de generadors del
grup G, on |G| = pi'---pS, per a p; primers diferents i e; € N aleshores, tenim
que r(G) < Y7 e (cf. [New67]). En particular, com que |G| < 2", tenim que
r(G) < n i, per tant, per a tots els subgrups H de G tindrem que r(H) < n.
Es a dir, qualsevol subgrup de G és generat com a maxim per n elements de G.
El nombre de subconjunts possibles de G amb cardinalitat menor o igual a n és
Y oreo ("2') < S (2]: ) < n2"°. Tenint en compte que no tots els subconjunts
generen un subgrup, podem refinar ’acotacio i fitar r superiorment per 20(n?),

Podem assumir que l'algoritme que enunciarem per al problema del subgrup
amagat sempre retorna un subconjunt del subgrup amagat H. Altrament, si retorna

15
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X ¢ H aleshores, podem trobar la interseccié de X i H en avaluar f en cada element
x € X i emmagatzemant aquells valors de x per als quals f(x) = f(1g). Aquest
procés requereix com a maxim |X |+ 1 avaluacions de f.

Un algoritme que té una complexitat superpolinomica és un algoritme en que el
temps d’execucio o el nombre de peticions, segons el cas, creix més rapidament que
qualsevol funcié polinomica en la mida de l'entrada. Aix0 vol dir que no es pot
expressar un d’aquests valors com una funcié polinomica, siné que creix de manera
més rapida (per exemple, 2"). En el cas del problema del subgrup amagat, consi-
derem que la mida de I'entrada és log |G| i, per tant, considerem que un algoritme
és de temps polinomic o té complexitat polinomica si el temps o el nombre de crides
a l'oracle, respectivament, es pot expressar com un polinomi en log |G|.

El teorema segiient és el resultat principal d’aquest capitol. Aquest mostra que
per a tot grup finit G existeix un algoritme que determina el subgrup amagat, H, en
un nombre polinomic de peticions a 1’oracle i amb un error exponencialment petit.
Notem que només assegurem que la quantitat de crides a l'oracle és polinomica.

Teorema 3.1.2. FExisteix un algoritme quantic que, donat un grup finit G i un
oracle f en G estrictament H—periodic per a algun subgrup H C G, cridant l'oracle
O(log* |G|) vegades, retorna un conjunt de generadors de H. L’algoritme falla amb
probabilitat exponencialment petita en log|G|. L’algoritme es pot fer exacte en
qualsevol model que permeti operadors unitaris que actuen sobre un qubit.

La demostracié d’aquest teorema és el contingut d’aquest capitol. Una con-
seqiencia d’aquest resultat és que no es poden obtenir fites inferiors superpo-
linomiques de la complexitat de peticions total dels algoritmes per a resoldre el
problema del subgrup amagat.

Tot i que per executar ’algoritme es necessita un nombre polinomic de consultes
a l'oracle, el processament posterior d’aquestes dades per determinar amb precisio
el subgrup amagat requereix operacions que escalen exponencialment amb la mi-
da de l'entrada. Aixo inclou tasques com analitzar els estats quantics resultants
de les consultes a l'oracle, realitzar transformades de Fourier quantiques, construir
les transformacions unitaries que es defineixen (implicitament) a través del resul-
tat d'un calcul classic, preparar estats quantics, executar tecniques d’amplificacio
d’amplitud... Per tant, el temps per a resoldre el problema del subgrup amagat, en
alguns casos, pot ser exponencial.

3.2 Algoritme

Per implementar ’algoritme es necessiten 2 + 2s registres, on s és un enter positiu
que s’ajusta per a reduir la probabilitat d’error. El primer registre és el de sortida
i conté un enter v entre 0 i r, que indica I'index del subgrup. El segon registre
actua com a comptador i emmagatzema un enter [ entre 0 i r. Els 2s registres
restants s’organitzen en s blocs de dos registres cadascun. El primer registre de
cada bloc, anomenat registre del subgrup, conté un element de GG, mentre que el
segon, anomenat registre de la funcié, emmagatzema un valor dins el rang de f.
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L’estat inicial que hem de preparar és

[Qinir) = 10) (WZG 9)1£(9) )

Per definicié, aquest estat el podem crear de manera eficient utilitzant s aplicacions
de I'operador Oy. Aleshores, apliquem I'operador Test, que definirem més endavant,
obtenint aixi l'estat |[¢fina) = Test|thni). Quan mesurem el primer registre de
|9 finar) Obtenim l'enter v. Si 1 < v < r, obtenim un conjunt de generadors per a
K, ; altrament, obtenim 1¢, que pot ser una resposta erronia. Es a dir, {1} pot no
ser el subgrup amagat. L’objectiu d’aquest apartat és demostrar el teorema segiient
que garanteix que aquest algoritme té una probabilitat d’error exponencialment
petita.

Teorema 3.2.1. Sigui Prob[K,|H| la probabilitat que el resultat de mesurar el pri-
mer registre de |\ fina) Sigui v si el subgrup amagat és H. Aleshores Prob[H|H| >
1 — 47/25/% per a tots els subgrups H C G, on v és el nombre de subgrups de G i
s és el nombre de peticions. En particular, per a s € O(n* +log(1/¢)), Ualgoritme

retorna el subgrup correcte amb probabilitat com a minim 1 — 1/e, on € = 21%.

Algoritme amb probabilitat d’error exponencialment petita

Definicié 3.2.2. Un traslladat (per 1'esquerre) d’un subgrup K de G és un sub-
conjunt 7" C G tal que qualsevol element g € G pot ser escrit de manera tinica com
g=tkperaalgunateTike K.

Fixem un traslladat T}, per a cada un dels r subgrups, K, de G.

L’operador Test actua en cadascun dels r subgrups amagats possibles, un per
un. Per tant, el podem factoritzar com Test = Test, - Testq - Testy, on cada
Test,, és un operador unitari que comprova si f és K, perlodlca Si una funcié és
K- perlodlca, és K'—periodica per a qualsevol subgrup propi K’ de K. Per tant,
ho comprovarem primer per a subgrups més grans demanant que |K, 1| < |K,],
per a tot 1 < pu < r. Sitrobem que f és K,-periodica per a algun subgrup K,
enregistrem aquesta informacié en el primer reglstre i iniciem el comptador del
segon registre. Per tal de definir explicitament 'operador Test, hem de definir dos
altres operadors, que denotarem per @, i P;

Per a qualsevol subgrup K, € G, anomenem (), I'operador unitari que actua en
els dos primers registres tal que

Qu10)[0) = |u)[1), sil=0,
Qul) = )|l +1), sil>0.

Un cop el comptador [ incrementa de 0 a 1, el contingut del primer registre no
canvia. L’objectiu del primer registre és assegurar que els operadors utilitzats siguin
unitaris i, si alguna comprovacié té exit, que cap comprovacioé afecti el contingut del
primer registre. Aixi, el primer registre contindra el valor u més gran per al qual la
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funcié f és K ,-periodica, mentre que el segon registre indicara el nombre total de
subgrups K, tal que la funcié f és K,-periodica.

Per tal de comprovar si f és K, —periodica és necessari definir un altre operador
que actuara sobre els 2s registres restants. Denotem per Py, la projeccié dels s
parells de registres definida per

®s
P,, = (Z LK) (LK ,| ® 1) :

teT),

on [ és l'operador identitat. L’operador [tK,)(tK,| extreu de 'estat quantic la part
que correspon a la classe tK,, mentre que I actua sobre els registres que no tenen
informacié relativa a les classes laterals. El sumatori sobre les diferents ¢ € T,
cobreix totes les classes laterals, assegurant que 'operador projecta l'estat quantic
al subespai associat al subgrup K. Finalment, el producte tensorial per s indica
que actuem de manera independent i en paral-lel sobre els s blocs de dos registres
cadascun. Denotem per Ps , al complement de l'operador anterior, que projecta
sobre el subespai ortogonal el generat per les classes laterals de K,.

Ara, ja podem definir I'operador Test,: Test, == Q, ® P, , + I ® PSM, que és
unitari per construcci6. L’operador Test, aplica Qu als dos primers registres, con-
dicionat al fet que els s registres del subgrup es trobin en estats corresponents a
una classe lateral de K. Per comprovar aquesta condicio, s’utilitzen els operadors
unitaris U, 1 V,,. L’operador U, transforma l'estat |1g) en una superposicié uni-

forme dels elements del subgrup K,,, U,|l¢) = ﬁ > _kek, |k). Per altra banda,

V,, transforma |t)|k) en |1g)|tk) per a tot ¢t € T, i k € K,. El procediment és el
seglient. Primer, s’adjunta un registre auxiliar a cada registre del subgrup i s’aplica
VJ a aquests s parells de registres, de manera que aquesta operacié reconstrueix
Pestat [t)|k) a partir de [tk). A continuacié, s’aplica U] als registres del subgrup,
el que projecta els estats dels subgrups a |1g) si la funcié f és K,-periodica. Si
tots els registres del subgrup es troben en l'estat |1¢), s’aplica @,. Aquest pas és
el que comprova que els s parells de registres es trobin en una classe lateral de K,
ja que, en cas contrari, no s’aplica ),. Finalment, es reverteixen els passos ante-
riors per assegurar que l’'operacié global sigui unitaria. Per definicié dels diferents
operadors unitaris que utilitzem, és possible realitzar tots aquests passos amb una
xarxa d’operacions de complexitat polinomica en |G| 1 s.

Lema 3.2.3. Si f és K ,-periodica aleshores,

Test,|vini) = ( Vel > o)l f () )

gelG

Per inducci6 sobre s, obtenim el resultat segiient.

Lema 3.2.4. Si f J10 és K, -periodica aleshores, la distancia |( Test,| Vi) — |Vinit))|

és com a maxim 23/2

Per a cada 1 < j <r, denotem per |1);) = Test; - - - Testy |[thin;t) 'estat del sistema
després d’aplicar j tests. Pel lema anterior, és possible iterar els operadors Test
sense que la distancia creixi exponencialment.
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Lema 3.2.5. 5@ [ no és K,-periodica per a tot 1 < p < j aleshores, la distancia
[|1¥;) — |Yinit)| €s com a mazim 2%

Suposem que f és una funcié estrictament K,- periodica, on v denota I'index
del grup que guardem en el primer registre. Recordem que 0 < v < r. Pel lema
, I'estat |1,_1), anterior a I’aplicaci6 de Test,, és com a maxim a una distancia
€ = 22% de l'estat inicial. Aleshores, la probabilitat que el test Test, no doni la
resposta correcta |v) és, pel lema , com a maxim 2¢ = 2‘%.

La probabilitat de mesurar el resultat u depen de quin subgrup amagat H tenim,
pero és independent dels valors que f pren en les diferents classes laterals de H.
Es a dir, per a dues funcions f i f’ que tinguin el mateix subgrup amagat, H, la
probabilitat de mesurar p és la mateixa. Per tant, podem denotar per Prob[K,|H]|
la probabilitat que p sigui el resultat de mesurar el primer registre, v, de 'estat
|tginal), condicionat al fet que el subgrup amagat sigui H. Aixo demostra el teorema
, ja que la probabilitat que el test Test, doni la resposta correcta |v) en el primer
registre és 1-2¢ = 1 — ;2. En conseqiiéncia, per s € O(log? |G| + 1/¢) I'algoritme
falla amb probabilitat exponencialment petita en log |G|.

Notem que hem fet un nombre total de crides a l'oracle de I'ordre de log*|G|.
En primer lloc, per preparar I'estat inicial de superposicié per s € O(log? |G|+ 1/¢)
necessitem O(log” |G|) crides a l'oracle. En segon lloc, sha de preparar I'estat
inicial per a tots els Test, en particular, r = log? |G| vegades. Aleshores, tenim que
el nombre total de crides és de O(log* |G]).

Per tant, queda demostrada la primera part del teorema [3.1.2]

Millora de l’exactitud de I’algoritme

Per tal de fer l'algoritme exacte, necessitem de calcular amb precisio, sense uti-
litzar I'oracle, les probabilitats condicionades Prob[K,|H]. Una manera de fer-ho
és escollir una funcié f qualsevol que sigui estrictament H-periodica i simular el
calcul quantic de 'operador Test sobre l'oracle f utilitzant un ordinador classic.
En la demostracio del resultat segiient veurem que aquest calcul es necessari per
atot K,, 1 < p < r. Per a demostrar la baixa complexitat de consultes només
necessitem saber que existeixen les transformacions unitaries adequades. Aquest
model, tot i que no és realista, perque involucra un preprocessament classic costoés,
és suficient per descartar limits simples inferiors en la complexitat de consultes.

Sigui Yi U Ys qualsevol particié del conjunt {K7,..., K.}, on els subindexs es
relacionaran amb les probabilitats que el subgrup amagat es trobi en un dels dos
conjunts en particular. Prosseguim a descriure ’algortime ExactTest que distingeix
en quin dels dos conjunts donats es troba el subgrup amagat.

Lema 3.2.6. La probabilitat que el resultat de la mesura del qubit auziliar de l’estat
EzactTest(|tini) @ [0)) sigui 1 és 3 si el subgrup amagat H esta en Y i és YsiH
esta en Y%.

Demostracid. En primer lloc, construim la matriu M, matriu r X r sobre [0, 1], on
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cadascuna de les seves files i columnes esta indexada per un subgrup. L’entrada
(H,K,) de la matriu M ve donada per la probabilitat condicionada Prob[K,|H],
és a dir, la probabilitat que el mesurament del primer registre de [gna1) sigui u
condicionat al fet que f sigui estrictament H—periodica. Sigui s = [2log(4r3)] €
O(log? |G|). Pel teorema m qualsevol entrada de la diagonal de la matriu M és
com a minim 1 — r% Com que les entrades de qualsevol fila de la matriu M sumen
1, qualsevol element fora de la diagonal es troba entre 0 i Tig Aleshores, podem
escriure M = I — A, on el valor absolut de cada entrada de la matriu A esta acotat
per 1/r%. Es segueix que Mt =T+ A+ A2+ A3+ ...  subjecte a la convergencia
del sumatori I' = A+A2+A3+. .. que es demostra utilitzant la férmula geometrica
tenint en compte que cada entrada de A’ esta acotat per r’%

Sigui y un vector columna de dimensi6 r amb valors entre }L i % i cada fila

indexada per un subgrup. Denotem per x al vector resultant de I'operacié M ~1y.
Aleshores, com que M~y = y + 'y, cada entrada de z divergeix com a maxim un
factor de ﬁ de la corresponent entrada de y ja que I'y < r(rl+1) %, per la férmula
de la suma geometrica. Per tant, cada entrada de x es troba en 'interval [0,1], per
ar>3.

L’algoritme ExactTest actua sobre el registre inicial [1);,;;) ® |0), on I"iltim re-
gistre és un qubit auxiliar. Aquest algoritme es pot definir com

ExactTest := R - (Test ® I).

Es a dir, primer s’aplica 'operador Test a la primera part del sistema i després
s’aplica R que, condicionat al fet que el registre de sortida contingui I'index del
subgrup f, rota el qubit auxiliar de |0) a /1 —x,[0) + /Z,|1). Aquesta rotacié
garanteix que es retorni la probabilitat desitjada per a cada subconjunt, Yi i Y% .
Com que R = Zu P,®R, per a projeccions P, = |u)(p] i certes rotacions de qubits
R, es pot implementar de manera unitaria. La probabilitat que el mesurament del
qubit auxiliar del resultat ExactTest(|vini) ® [0)) sigui 1 és >° z,Prob[K,|H,].

Per definicié del vector x, és igual a y,, on H, és el subgrup amagat. Es a dir, la
probabilitat de mesurar 1 depen tnicament de I'index del subgrup amagat. Posem
Yy = % si K, € Y% i posem gy, = }1 si K, € Yi aleshores, obtenim el resultat desitjat.
O

Podem utilitzar 'amplificacié de 'amplitud (cf. [BHMT02]) per alterar les pro-
babilitats a 0 i 1 i, per tant, distingir amb probabilitat 1 en quin dels dos conjunts
es troba el subgrup amagat H. Mitjancant la particié recursiva del conjunt de sub-
grups en meitats i 'aplicacié del metode anterior a cada particié, ’algorisme acota
progressivament el subgrup amagat exacte, provant aixi la segona part del teorema

o. 1.2



Capitol 4

Grups resolts

En aquest capitol presentarem alguns resultats que garanteixen que el problema del
subgrup amagat es pot resoldre en temps polinomic o amb un nombre acotat de
consultes a l'oracle. Com veurem, els grups per als quals s’ha aconseguit resoldre
aquest problema no difereixen gaire dels grups abelians. Malgrat aixo, aquest fet
representa un aveng significatiu gracies a 1'is d’eines diferents respecte al cas abelia.

4.1 Grups hamiltonians

Veurem que és possible identificar en temps polinomic un subgrup amagat si aquest
és un subgrup normal de G (cf. [GSVV04]).

Lema 4.1.1. Si H és un subgrup normal de G i p és una representacio irreductible
de G aleshores, p(H) és un mailtiple escalar no negatiu de la matriu identitat. Es
diferent de zero si, 1 només si, H C ker(p).

Demostracio. Sigui o4, ..., 05 la descomposicio de p restringida a H. Volem veure
que si 07 és la representacio trivial aleshores, totes les altres representacions també
son trivials.

Sigui W l'espai on actua p. Sigui V el subespai 1-dimensional de W on actua
o1. Com p és irreductible sobre G, els elements g € G porten V a un conjunt de
subespais que recobreixen W. Com que H = gHg !, Vg € G, cada una de les
imatges gV és invariant per a H. U

Ara, tenim que
Nyker(p) = Np{g € G | p(g) =1dv}

i a aquest conjunt el denotarem per N.

Teorema 4.1.2. La interseccid de ker(p) amb O(log |G|) repeticions del mostreig
de Fourier és, amb alta probabilitat, igual al subgrup normal més gran del subgrup
amagat.

21
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Demostracio. Sigui H el subgrup amagat. Per a demostrar el teorema sera sufi-
cient veure que si N ¢ H aleshores, amb probabilitat com a molt 1/2, el proxim
mostreig de Fourier donara una representacié irreductible p tal que N C ker(p). La
probabilitat de que aixo succeeixi ve donada per

d,|Hrank(p(H))
2 ar

p:N Cker(p)

com afirma el resultat 2.4.4]

Com que N és normal en G, el mostreig de Fourier de la superposicié |NH), on
N H és el conjunt de productes ordenats d’elements de N i H, déna com a resultat
només representacions irreductibles amb nuclis que contenen N. A la vegada, com
que N <G, tenim que NH és un grup i

- ¥ dANH\rTng(p(NH))

p:NCker(p)

Notem que p(NH) = p(N)p(H) és una matriu no nul-la miltiple de p(H) per
a qualsevol p tal que H C ker(p), pel lema anterior. Aleshores, quan realitzem el
mostreig de Fourier per a la superposicié |H), la probabilitat d’obtenir p tal que el
seu nucli contingui N és

d,|H|rank(p(H d,|H|rank(p(NH
3 H| (p())_z | H |rank(p(N H))

e <
p:NCker(p) ] p:NCler(p) G|
< 1 Z d,|NH|rank(p(NH)) _ 1'
2 [€ 2
p:N Cker(p)

g

Suposem que el subgrup amagat és un subgrup normal de G aleshores, el subgrup
normal més gran del subgrup amagat sera ell mateix i, per tant, el metode estandard
feble ens retornara el resultat correcte. Per tant, sera possible resoldre el problema
del subgrup amagat per a aquells grups que tinguin tots els subgrups normals.

Notem que l'algoritme es basa en repetir el mostreig de Fourier O(log |G|) vega-
des i calcular la interseccié amb ker(p). En conseqiiencia, podem executar ’algo-
ritme en temps polinomic.

Definicié 4.1.3. Direm que un grup G és hamiltonia si tots els seus subgrups sén
normals.

Un exemple de grup hamiltonia no abelia és el grup dels quaternions, QJs. Aquest
grup ve generat pels elements {1, —1,4,—i,j, —j, k, —k} i les relacions

==k =—1 4=k ji=—k, jk=1, kj=—i, ki=j, ik=—]j.

Els subgrups de Qg son: els subgrups trivials (1) i Qg, els grups ciclics d’ordre
quatre (1), (7), (k) i, per ultim, (1, —1). Tots els subgrups de Q) sén normals.
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4.2 Grups quasi-abelians

S’ha demostrat que el problema del subgrup amagat també es pot resoldre en temps
polinomic per al que anomenarem grups quasi-abelians si utilitzem el que hem vist
a la secci6 anterior (cf. [GSVV04]). Sigui G un grup no abelia finit i H un subgrup
amagat.

Definicié 4.2.1. Denotem per x(G) la interseccié dels normalitzadors de tots els
subgrups de G. Sigui G pertany a una familia de grups G,, d’ordre n. Diem que G és
quasi abelid si 'index de x(G) en G és d’ordre igual o menor que exp(O(log"/?n)).

El motiu que s'imposi [G : k(G)] < exp(O(log'/?n)) és garantir que I’algoritme
corri en temps polinomic. Si es dona aquesta condicio, heuristicament podem dir
que k(@) esta a prop de ser tot G i, per tant, que quasi tots els elements de G
commuten. Observem que k(G) = Ny N(V) C N(H) € G, on V és un subgrup
qualsevol. Tenim que k(G) és normal en G. El subgrup N(H) no és conegut pero
sabem que N(H)/k(G) C G/k(G) i podem examinar totes les possibilitats.

Considerem el segiient algoritme per a trobar H. Per a cada subgrup J de G que
contingui x(G), correm 'algoritme descrit a la seccié anterior per a J i detectem
amb alta probabilitat el subgrup normal del subgrup amagat de J, H;, tal que H;
és el subgrup normal més gran del subgrup amagat H en cada J. Un cop executat
'algoritme anterior per a tots els subgrups de G que continguin x(G), calculem la
unio de tots els H;. El segiient resultat afirma que si G és un grup quasi abelia,
podem trobar el subgrup amagat H utilitzant aquest algoritme en temps polinomic.

Teorema 4.2.2. Amb alta probabilitat H =], H;. A més a més, si [G : k(G)] €
exp(O(log'/? n)), Ualgoritme s’executa en temps polinomic.

Demostracio. Tot ique N(H) és desconegut, N(H)/k(G) és un subgrup de G/k(G),
i l'algoritme examina totes les possibilitats. Notem també que x(G) C N(H) i
H C N(H). Un grup d’ordre a té com a maxim 2!°62¢ subgrups, com hem vist al
capitol anterior. Per tant, la cota de [G : k(G)] < exp(O(log"?n)) garanteix que
només cal considerar un nombre polinomic de subgrups.

Tots els subgrups ocults dels diferents J sén subgrups (normals) de H. Com que
executem l’algoritme per a tots els subgrups que contenen k(G), k(G) C N(H) i
H < N(H), almenys un dels subgrups amagats trobats és igual a H. Pels resultats
donats en la seccié anterior per a subgrups amagats normals, només hi ha una petita
probabilitat que qualsevol H; produit per ’algoritme sigui diferent del subgrup
ocult de J. O

Notem que l'algoritme per a detectar el subgrup normal més gran del subgrup
amagat s’executa en temps polinomic i per al cas de grups quasi-abelians només
considerem un nombre polinomic de subgrups, gracies a 'acotacié de [G : k(G)].
Aleshores, com que només executem l’algoritme per a detectar el subgrup normal
del subgrup amagat un nombre polinomic de vegades, 1’algoritme per a grups quasi-
abelians que hem donat es pot executar en temps polinomic.
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Exemple 4.2.3. Alguns grups que podem considerar quasi abelians son els grups
generats per extensio d’un grup abelia A per un grup B; és a dir, qualsevol grup G
tal que A<G 1 G/A = B. Tot i que alguns grups d’aquest tipus sén quasi abelians
no tots satisfan que [k(G) : G] sigui de I'ordre de exp(O(log'/?n)).

Per tal de generar grups per extensions podem utilitzar el producte semidirecte
que denotarem per A X B. Sigui G = A x B, tenim que A< G, B és isomorf a
un subgrup de G, AB = G i AN B = {1}. Per a definir estructura necessitem
I'homomorfisme 6 : B — Aut(A), que descriu com els elements de B actuen so-
bre els elements de A. Aleshores, 'operacié de A < G per a qualssevol elements
(ay,b1), (az,b2) € A x B es defineix com:

(ay,b1) - (az,be) = (ay - (0(by))(ag, by - b).

Alternativament, I’estructura del grup G = AB, ve donada per la igualtat bab~! =
(0(b))(a). En el cas que tant A com B siguin subgrups de G, no cal especificar
I’homomorfisme 6 ja que els elements de B actuen sobre els elements de A per
I'operacié de G.

Per tal que el grup G = A x B sigui quasi abelia és convenient que ker () sigui
gran ja que, com que ker(f) C Z(G) C k(G), tindrem que k(G) sera gran i, per
tant, [G : k(G)] sera petit.

Un exemple de grup generat a partir del producte semidirecte de dos grups és
el grup diedral: Ds, = C,, x C5. Tot i aix0, el grup diedral no és un grup quasi
abelia ja que si n és senar tenim que |k(Dgy,)| = |[{1}| = 1 i si n és parell tenim que
|k(Day)| = [{1,7"/2}| = 2. Per tant, [Ds, : k(G)] > n > exp(O(log'/*2n)).

Alguns grups generats a partir del producte semidirecte que si sén quasi abelians
son grups amb estructura G = C3 x C,,,,on m = 2", per a algun n € N. L’homo-
morfisme 0 per a (a,b) € Cy x C,, ve donat per la igualtat (6(b))(a) = a* = a™'.
Ara, els subgrups no trivials de G sén ((a,0)) i ((0,b)), per a a € Cj5 tal que
a>=1ia#1ibe C, tal que b = 11 b # 1. El normalitzador de ((a,0))
és tot G, ja que bab~' € ((a,0)), i el normalitzador de ((0,b)) és C,,. Per tant,
K(G)| = |k(Cs % Crp)| = |Cy| = m i tenim que [C3 3 Cyp, : 5(C3 x Clpy)] =32 =3 <

exp(O(log'/?3m)) = exp(O(log'/?3 - 27)) ~ exp(O(cy/n)), per a alguna constant
¢ > 0; que demostra que C5 x (), és quasi abelia per a n > 2.

4.3 Grups afins

En aquesta seccié veurem que és possible resoldre el problema del subgrup amagat
per a grups afins amb un circuit quantic de mida polinomica (cf. [MRRS04]). Tot i
que en el capitol 3 ja hem vist que es pot resoldre el problema per a qualsevol grup
utilitzant una quantitat de peticions polinomica amb baixa probabilitat d’error,
en aquesta seccié explicitarem un algoritme per a aquest tipus de grup. També
donarem un cas més general per a grups generats per extensions.

Definicié 4.3.1. Anomenem grup aff A, al grup format pels parells ordenats (a.b) €
(Z/pZ)* x Z/pZ, on p és primer, amb l'operacid (a1, by) - (az, by) = (ayaz, by + a1bs).
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El grup aff es pot interpretar com el conjunt de funcions afins f(, ) : Z/pZ — Z/pZ
que envien x € Z/pZ a axr + b € Z/pZ i tenen com a operacié la composicié de
funcions. A nivell estructural, A, és el producte semidirecte (Z/pZ)* X Z/pZ. També
podem veure el grup afi com el grup format per les matrius

o] corezm,

per a p primer, amb 'operacié donada per la multiplicacié de matrius.

El grup aff té subgrups normals i subgrups no normals. Siguia € (Z/pZ)* d’ordre
q < p; aleshores els subgrups normals del grup afi sén de la forma Z/qZ x Z/pZ.
Aquests subgrups els anomenarem N, i els seus elements sén de la forma (a',b)
per a 1 <t < g. Per altra banda, els subgrups no normals del grup afi els podem
expressar com H, = ((a,0)). Tenim que |H,| = ¢. El conjugat de H, el denotarem
com H? i consisteix en els elements de la forma (at, (1 — a’)b).

Per tal de construir una representacié del grup afi, cal fixar un generador -~y
de (Z/pZ)*. Sigui ¢ : (Z/pZ)* — Z/(p — 1)Z l'isomorfisme ¢(7*) = t i sigui
w, l'arrel p-ésima de la unitat, e*™/P. Aleshores, A, = (Z/pZ)* x Z/pZ i té p —
1 representacions unidimensionals que anomenarem og i que vénen donades per

oi((a, b)) = ;‘ﬁ_(f ). També tenim una representacié p — 1-dimensional donada per
WY, k=aj modp
a,b))ip=13 P’ ’
pUa:0))i {O, altrament,

peral<jik<np.

A continuacid, exposarem un seguit de teoremes que garanteixen que és possible
resoldre el problema del subgrup amagat per a grups afins. Abans donarem algunes
definicions (cf. [MRSO05]). Denotarem per polylog(p) a qualsevol funcié que creixi
com un polinomi en logaritme de p.

Definicié 4.3.2. Anomenem POVM (de I'angles Positive Operator-Valued Measu-
re) a un tipus de mesurament quantic generalitzat. Un POVM amb un conjunt
de possibles resultats J és un conjunt d’operadors positius {M; | j € J} que sa-
tisfan la condicié de completitud Zje ;M; =1, on 1 és l'operador identitat. El
resultat d’aplicar aquesta mesura a un estat quantic [¢) és una variable aleatoria
que pren valors en J. La probabilitat d’obtenir el resultat j € J ve donada per

Py = (Y| M;[3)).

Definicié 4.3.3. Direm que els subgrups de la familia G = {G;} sén reconstructibles
des del punt de vista de la teoria de la informacio quantica si el problema del subgrup
amagat pels G; ve determinat pel resultat d’un circuit quantic de mida polinomica
en log |G, Es a dir, existeix un POVM que déna el subgrup H amb una probabilitat
constant. Notem que no es garanteix que el POVM es pugui implementar amb un
circuit de baixa complexitat.

Teorema 4.3.4. Sigui p primer i q|p — 1. Els conjugats en Z/qZ x Z/pZ, H?, sén
reconstructibles des del punt de vista de la teoria de la informacio quantica.
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Demostracio. Les representacions de Z/qZ x Z/pZ inclouen les g representacions
unidimensionals de Z/qZ, donades per o,((a’,b)) = wi', (€ Z/qZ, i (p —1)/q
representacions g-dimensionals py, definides com

Wk sit=s+u mod g,

a’,0)s; =4 P
2 Vs {O, altrament,

per a cada 0 < s,t < gq. Aqui k recorre els elements de (Z/pZ)*/(Z/qZ), o equiva-
lentment, k£ pren valors en (Z/pZ)* pero py i prr s6n equivalents si k i &' pertanyen
a la mateixa classe lateral de (a). Aquestes py son els (p — 1)/q blocs diagonals de
les representacions p — 1-dimensionals de A,,.

Notem que tots els conjugats de H, es troben en I'inic subgrup isomorf a
(Z/qdZ) x (Z/pZ), on ¢ és lordre de a; per tant, sense perdua de generalitat,
podem assumir que estem treballant amb el maxim subgrup no normal, H,, on a
és un generador de Z/qZ.

Sumant py sobre els elements (a’, (1 — a’)b), obtenim l'operador de projecci6
assoclat

1 as_at
(WHg (Pk))s,t = aw;.f( )b,
per a 0 < s,t < ¢. Aquest és una matriu de rang 1, on cada columna és alguna
arrel de la unitat multiplicada pel vector u, = %wﬁ“sb. Notem que el grau de p, n,,

és igual a q/p.

Ara volem demostrar que hi ha una mesura els resultats de la qual, donats dos
valors diferents de b, tenen una gran distancia total de variacié (almenys 1/poly(n)).
Primer, mesurem el nom de la representacié. Després, mesurem la columna de la
representacié. Per tultim, realitzem una mesura POVM amb ¢ possibles resultats,
on cada resultat determina si s és u o u+ 1 mod ¢ per a algun u € Z/qZ.

La probabilitat total d’observar una de les representacions ¢-dimensionals és
n,(p —1)/¢ =1—1/p, ja que n’hi ha (p — 1)/q. Aquestes passos que hem descrit

determinen k, eliminen l’efecte de la classe lateral i determinen si s té el valor
ka"b
. N 1 D .
o u+ 1. Podem escriure aixo com el vector 7 wkau+1b). Apliquem la porta de
p

Hadamard, donada a ’exemple [1.2.3, a I'estat anterior i mesurem s.

La probabilitat de mesurar u és cos?6 i la probabilitat de mesurar u + 1 és
sin?, on § = (wka“(a — 1)b)/p. Ara, quan observem una representacié de dimensié
q, el valor k que observem esta distribuit uniformement sobre (Z/pZ)*/(Z/qZ), i
quan realitzem el POVM, el u que observem esta distribuit uniformement sobre
Z./qZ. Deduim que el coeficient m = ka"(u — 1) esta distribuit uniformement sobre
(Z/pZ)*. Per a dos valors diferents b i b', la distancia total de variacié entre les
distribucions de probabilitats és

1
2(p—1) 2

me(Z/pZ)*

. ommb o mmb
sin® —— — sin
p p

o Tmb o Tmb’
cos” —— — cos
p p

-+

Utilitzant identitats trigonometriques i sumant sobre m, podem demostrar que
aquesta distancia és més gran que i. Per tant, la variacio total de la distancia entre
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dos conjugats diferents qualssevol esta acotada inferiorment per una constant. Ales-
hores, podem distingir entre els p conjugats diferents H® amb un nombre polindmic
de mostres. Aixo demostra el teorema. O

Aquest teorema no diu que el subgrup H es pugui trobar de forma eficient, pero
si que la informacio per a determinar-lo esta present en 'estat quantic generat pel
circuit.

Teorema 4.3.5. Sigui p primer i q|p—1. Els subgrups dels grups q-hedral, 7./ qZ x
Z.]pZ, son reconstructibles des del punt de wvista de la teoria de la informacio
quantica. En particular, els subgrups del grup afi A, = (Z/pZ)* x Z/pZ son recons-
tructibles des del punt de vista de la teoria de la informacio quantica.

Demostracio. Si apliquem l'algoritme per a grups hamiltonians podem reconstruir
(totalment) H si H és un subgrup normal no trivial. Aixo es deu a que aquest tipus
de grups generats usant el producte semidirecte tenen la propietat que si A és un
subgrup normal no trivial i A C B aleshores, B també és normal; i el cor normal

MNyeayCy ™!

de qualsevol subgrup C' no normal és la identitat.

En el cas que H no sigui un subgrup normal de Z/qZ x Z/pZ, tenim que H =
((a,b)) i és ciclic. Tenim que |H| és l'ordre de a. Ara, per a cada i € [k] i per a
1 <a<aq,sigui Y¢:Z/qZ x Z/pZ — Z/(q/p$)Z 'homomorfisme donat per

T : (a,b) — af’.
Aleshores, tenim que
AY =kerYe = {y € Z/qZ % Z/pZW”Z% =1}
Es a dir, A és el subgrup de Z/qZ x Z/pZ format per aquells elements 1'ordre dels
quals és multiple de pf'.
Considerem ara la funcié

(f,Y8): Z/qZ < Z[pZ — S XxZ[(q/p})Z
¥ = (), T8 ()

Notem que (f, T¢) separa classes de HNA$. Tenim que el subgrup H N A¢ té ordre
p® si, i només si, p® divideix l'ordre de a. Aleshores, podem determinar si H N A
té ordre p® assumint que té aquest ordre, aplicant el teorema anterior i comprovant
el resultat comparant amb l'oracle original, f. Aixo ens permet determinar la
factoritzacié de |H|, com voliem. Per tant, tots els subgrups dels grups g—hedral

Z/qZ x Z]pZ son reconstructibles des del punt de vista de la informacié quantica.
O

Aquest resultat es pot generalitzar per a grups generats per extensions.
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Teorema 4.3.6. Sigui H un grup els subgrups amagats del qual es poden trobar amb
una quantitat de peticions polinomica i K un grup de mida polinomica en log|H|.
Aleshores, es pot resoldre el problema del subgrup amagat per a qualsevol extensio
de K per H, és a dir, qualsevol grup G tal que K <G i G/K = H, utilitzant una
quantitat de peticions polinomica

Demostracio. Podem assumir que la multiplicacié de G i K es poden dur a terme
en temps polinomic classic. Denotem per #(h) un conjunt de representats de les
classes per l'esquerre de K. En primer lloc, notem que qualsevol subgrup L C G
pot ser descrit en termes de la interseccié LN K, la projeccié Ly = L/(LNK) C H
i un representant n(h) € LN (t(h) - K) per a cada h € Ly.

Aleshores, cada element de Ly esta associat a alguna classe lateral per I'esquerre
de LNK, és a dir, L = Upep,n(h)-(LNK). Es més, si S és un conjunt de generadors
de LN K i T és un conjunt de generadors per a Ly aleshores, SUn(T') és un conjunt
de generadors de L.

Podem reconstruir S en temps polinomic classic consultant la funcié f, del pro-
blema del subgrup amagat, en tots els elements de K. Aleshores, L N K és el
conjunt de tots els elements k tals que f(k) = f(1). El conjunt de generadors S es
construeix afegint elements de L N K un a un fins que generem tot L N K.

Per a identificar Ly, definim una nova funcié ' en H que consisteixi en una
col-leccié desordenada de valors de f en les classes laterals per I’esquerre correspo-
nents de K. Tenim que

f'(h) ={f(g)lg € t(h)- K}.

Cada consulta a f’ consisteix en |K| = poly(n) consultes a f. Els conjunts de
nivell de f’ sén les classes laterals de Ly, de manera que reconstruim Ly resolent el
problema del subgrup amagat en H. Aixo proporciona un conjunt 7" de generadors
per a Ly.

Encara falta trobar un representant n(h) en L N (¢t(h) - K), per a cada h € T.
Per a trobar un representant, avaluem f en g per a g € t(h) - K i definim n(h)
com qualsevol g tal que f(g) = f(1). Com que |T| = O(log |H|) = poly(n), podem
trobar 7(h) en temps polinomic. O

Tot i aix0, no podem iterar aquest algoritme més d'un nombre constant de
vegades ja que aixo requerira un nombre superpolinomic de peticions de h per
a cada peticié de h’. En el cas que K tingui mida superpolindomica, aquest resultat
no déna informacié de com obtenir n(h), encara que H tingui dos elements. Aquesta
és la dificultat que ens trobem amb el grup diedral.
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Grups no resolts

A continuacié, presentarem dos exemples de grups no abelians per als quals encara
no es coneix cap algoritme de temps polinomic que resolgui el problema del sub-
grup amagat: el grup simetric i el grup diedral. Aquests grups son especialment
rellevants, ja que la seva resolucié esta vinculada a problemes de gran importancia
des d’una perspectiva computacional i practica.

5.1 Grup diedral

Malgrat que el grup diedral és un grup no abelia amb una estructura relativament
senzilla, encara no s’ha trobat un algoritme, ni tan sols quantic, que resolgui en
temps polinomic el problema del subgrup amagat per al cas general. En aquesta
seccio, donarem alguns teoremes d’impossibilitat, importants per a establir limits a
la resoluci6é d’aquest problema (cf. [ChS24]).

En primer lloc, prenem G = Ds,, = (x,y ; 2", y?, (yx)?) com el grup diedral d’or-
dre 2n. Les representacions d’aquest grup (cf. exemple [2.1.7)) permetran discutir,
a continuacio, la possible resolubilitat del problema del subgrup amagat.

Es pot demostrar que el problema del subgrup amagat per al grup diedral es pot
reduir al cas on el subgrup amagat és de la forma H, = (yz®), per a0 < a < n (cf.
[HoE99]). Aleshores, el problema del subgrup amagat per al cas del diedral es basa
en la possibilitat de trobar el parametre a.

Expressem en la base complexa el sumatori de les representacions irreductibles
dels elements de la forma gh, per a g € Dy, i h € H,. Tenim els dos casos segiients.

Sip = pg:

N wok wf(afoz)k
S o) = (e <) (5,11
heH

(a—a)k —ak

ary (W w
> plya®h) —( - w—w—a)k)' (5.1.2)
heH

29
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S p(ath) = (<1 o (1O = (1) (1 (e,

S plyah) = (=) 4 (<1 = (1) (1),

heH

Recordem que aquests sumatoris apareixen quan apliquem la transformada de
Foruier a 'estat de superposicid, com hem vist a la seccié 2.4. La transformada de
Fourier és un operador unitari i, per tant, necessitem que py(gh) sigui unitaria per a
cada k, g € Do, i h € H,. En conseqiiencia, s’ha de satisfer que |px(gh); ;| <1, per
a1l <i,57 <2. Per a cada conjunt de representacions irreductibles 2-dimensionals,
Pk, tenim que la probabilitat de mesurar |pg,,7) és

1 . 4
P < (lon(epas] + Ior(0)igl)? < 5

o 1 a
Plpr,i,5) = ~|(prleya®)ij + pi(€)i;
onc=1y% peral<pB<2ipera0<a<n Obtenim que, si n és gran, la

probabilitat és petita.

Per altra banda, tenim que existeix la mesura optima de valor d’operador positiu
per a determinar a a partir d’una Unica mostra de la forma

1 a a—a
¢a:¢a;a: E(L’L‘ >+|yZL’ >)

(cf. [MoRO3]) i el resultat obtingut es pot considerar una bona mesura de a. Es
més, el mesurament optim té una probabilitat d’exit donada per

2 1
Péxi =—(1—— )
’ Qn( 4n)

que és incompatible amb la probabilitat anterior.

Teorema 5.1.1. L’algoritme estandard per al problema del subgrup amagat en el
cas de G = Dy, no pot implementar una mesura optima mesurant només una classe
lateral. U

Aquest teorema implica, doncs, que en el cas d’utilitzar 1’algoritme estandard
de resolucié del problema del subgrup amagat per al grup diedral, la mesura d’'una
sola classe lateral no déna prou informacio per a reconstruir el subgrup H, o, el que
és el mateix, per a trobar a.

Tot i aixo, disposem d’'un algoritme que permet resoldre el problema del subgrup
amagat en el cas de grups diedrals, D,,, on n = 2!, Aquest algoritme utilitza
20(V10821) temps, espai i peticions. Donarem un esquema de I’algoritme. L’algoritme
detallat i demostracions es poden consultar en [Kupll].
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1. Expressem la primera fila de com

( RIEN|0) + w @R B 1) > O‘k@— (10) + w™|1)).

2. Mesurem el primer registre i obtenim una mostra de la forma |1¢;) = \%UO} +
w3¥|1)), que proporciona k.

3. Combinem els estats de la forma donada per i) i obtenim que |¢,)|¢,) =
\/Li(wpﬂ) 10) +wii|Yp—q)|1)). Sipi g tenen el mateixos mj bits no significatius
aleshores, p+ ¢ incrementa estrictament el nombre de bits no significatius que
p i g comparteixen.

4. Obtenint prou mostres de la forma ), que tinguin mj bits no significatius
en comu i combinant els estats descrits del pas anterior, podem produir prou
estats amb m(j + 1) bits no significatius en comd.

5. Obtenint prou mostres des del principi, eventualment, produim estats de la
forma 1ye-1 = |0) 4+ (—1)%|1), que permeten determinar la paritat de a.

També tenim un algoritme concret per a trobar el subgrup amagat H, i, en
conseqiiencia, resoldre el problema del subgrup amagat per al grup diedral. Aquest
algoritme utilitza un nombre polinomic de peticions i una quantitat exponencial de
temps. Tot i aixi, aquest no suposa un aveng perque, malgrat donar un algoritme
especific per al cas del grup diedral, no millora el resultat que hem demostrat en el
capitol 3 (cf. [HoE99)]).

Problema de les classes lateral del grup diedral i clonacio
quantica

Per tancar aquesta seccid, acabarem amb alguns resultats d’impossibilitat i veurem
com podem relacionar el problema de classes per al grup diedral amb el problema de
clonaci6é quantica. Totes les demostracions dels resultats auxiliars que es necessiten
per a demostrar el teorema principal es poden veure amb més detall a la referencia
[ChS24]. En primer lloc, donarem algunes definicions.

Problema 5.1.2. Donada una mostra de la forma 1, = ¢g.q = \/ia(]x"ﬁ + |yz*~Y)),
anomenarem problema de les classes laterals del grup diedral (o DCP per les seves
sigles en angles) al problema de trobar generadors del subgrup amagat H = H,,.

Notem que si produim la mostra 1, amb el metode estandard del mostreig de
Fourier per al problema del subgrup amagat, obtenim les mateixes mostres que amb
el problema de les classes laterals del grup diedral.

Definicié 5.1.3. Partim d’un sistema quantic inicial compost per 'estat quantic
|1)) que volem clonar, un registre auxiliar |A) i un registre inicial |0) (en blanc).
Direm que copiem un estat quantic |) si apliquem una operacié quantica unitaria
U a aquest sistema per tal d’obtenir com a resultat U(|A)[¢)|0)) = |2(1))|)[¢).
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El teorema de no clonacié estableix que no hi ha cap operacié unitaria capag
de copiar un estat quantic desconegut arbitrari sense alterar-lo (cf. [Wei09]). No
obstant aixo, es poden imposar certes condicions sobre 1’estat que es vol clonar per
tal que sigui possible realitzar-ne una copia.

Proposicié 5.1.4. Sigui [4.1), ..., |Ya:m) un conjunt d’estats mituament ortogonals
que depenen d’un parametre a. Suposem que |) = |1..;) per a algun index i desco-
nequt. Si coneixem el valor de a aleshores, existeir un operador unitari que copia

[¥).

Una versi6é més forta del resultat anterior és la segiient.

Proposicié 5.1.5. Sigui [14.1), .., [Vam) un conjunt d’estats mituament ortogonals
que depenen d’un parametre a i que podem codificar un operador unitari T tal que
T|a)|ta) = |a)|i). Si tenim el valor de a en un registre aleshores, existeix un
operador unitari que copia |1).

A continuacié, donarem un teorema que relaciona el problema de classes laterals
del grup diedral i la capacitat de clonacié d'una de les mostres.

Teorema 5.1.6. Si a és desconegut, no existeix cap operacio unitaria que, a partir
d’una lhista de mostres DCP per a a, copii una mostra DCP addicional per al mateix
a 1 alhora que deixi intacta la llista de mostres.

Per 1ltim, acabarem amb un teorema d’impossibilitat que demostrarem amb els
resultats que hem donat anteriorment sobre la clonacié d’estats quantics.

Teorema 5.1.7. No existeir cap operacio unitaria que calculi el valor de a d’un
registre a partir d’una llista de mostres DCP per a a.

Demostracio. Suposem que existeix un operador unitari U tal que

Ul A ba) -+ 11210} = [Za(ta))la).

Es a dir, a partir d’'una llista de mostres del problema de classes laterals per al grup
diedral per a una a fixada, pero desconeguda, per a un estat en blanc |0) i per a
un estat auxiliar |A), U calcula a en el registre en blanc. Utilitzant un registre en
blanc addicional i copiant a, existeix un operador unitari U’ tal que

U'|A)lbg) -+ [17)]0)0) = [Sa(tha))|a) a).

Podem utilitzar U~! per permutar |a) i |0) i obtenir el registre

[ A)lva) - [¥") |a)0).

Aleshores, sense perdua de generalitat, podem assumir que 'operador U té I'efecte
que

UlA)[ta) -+ 110210} = [ A)|apa) - - [z ).
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Es a dir, a partir d'una llista de mostres del problema de classes laterals per al grup
diedral per a una a fixada, perd desconeguda, per a un estat en blanc |0) i per a
un estat auxiliar |A), U calcula a en el registre en blanc deixant la llista de mostres
intacta.

Notem que les mostres del problema de classes laterals per al grup diedral, ¥,.4,

es poden codificar com
1

V2

L’operador unitari V' donat per
Via)|0)|a) = a)|0)|er),  Vla)|L)|a) = |a)1)|a — a),

té el 'efecte segiient sobre el registre 1., :

Via)Yaza) = |a>%(!0> +1)la).

Si utilitzem la porta de Hadamard (cf. exemple|1.2.3), podem codificar un operador
unitari Uy tal que

1 1
Up—=(|10) + |1))|a) = |0)|cv), Up—=(|0) — |1))|) = |1)|av).
0750 +[D)la) = [0)]a}, - Us==(0) = [1)]a) = [1)]e)

Aleshores, si apliquem 'operador (I ® Up)V a |a) i |¢hgq) tenim que

(I @ Uo)V|a)|[¢aa) = |a)|0}]cx).

Ara bé, si apliquem la proposicié [5.1.5] de la possibilitat de clonacié quan tenim
el valor de a en un registre i els estats son muatuament ortogonals, podem copiar
|9a.o) deixant les altres mostres del DCP intactes. Aquest fet contradiu el teorema
que afirma que si a és desconegut no existeix cap operador unitari que pugui
copiar una mostra i deixar la resta de la llista intacta. Il

(10)|a) + D)l — a)).

Per tant, per molt que apliquem el metode estandard per a resoldre el problema
del subgrup amagat en el cas del grup diedral no podrem trobar un operador unitari
que calculi a a partir d'un conjunt de mostres del DCP i, per tant, que resolgui el
problema. Notem que aix0 no implica que el problema sigui irresoluble; de fet, ja
hem vist que el problema del subgrup amagat es pot resoldre per a tots els grups,
siné que, per tal de resoldre el problema a partir de les mostres obtingudes amb el
metode estandard, és necessari utilitzar una seqiiencia d’operadors unitaris, donada
una llista de mostres de DCP, o combinar operadors classics i quantics.

5.2 Grup simetric

A continuacié, exposem el problema del subgrup amagat per al cas del subgrup
simetric. Veurem que sota condicions generals tant el metode estandard feble com
el metode estandard fort, descrits a la seccié 2.4, fallen i no donen cap avantatge
sobre el cas classic. Veurem també que el problema principal que ens trobem al
intentar resoldre el problema per al grup simetric és el que anomenarem problema
del subgrup conjugat amagat.
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Problema del subgrup conjugat amagat

Problema 5.2.1. Siguin GG un grup i H un subgrup no normal de G. Denotem un
conjugat de H com HY = g~ 'Hg. Considerem el problema del subgrup amagat per
a (GG, on el subgrup amagat és HY per a algun g € G. Aleshores, el problema del
subgrup conjugat consisteix a identificar quin HY és el subgrup amagat.

A continuacid, veurem més en detall el corol-lari[2.4.5] és a dir, veurem que em-
prant el metode estandard no podem distingir subgrups conjugats (cf. [MRS05]).
Suposem que |H) és una superposicié sobre un subgrup. Sigui p una representa-
cié irreductible sobre un espai vectorial V. Anem a veure si podem distingir dos
conjugats diferents de H o podem distingir H del grup trivial. Tenim l'estat de
superposicio

- TE L

heH

Si apliquem la transformada de Fourier, obtenim el coeficient

. d yHy

hGH

on gy = (1/|H|) Y, ey p(h) és Poperador projeccié al subespai V. La probabilitat
que observem p és

- d,|H
Plp) = (I = % ity

Aquesta probabilitat és la mateixa per a tots els conjugats HY. Aixo es deu a que
per a un subgrup H del grup simetric, HY tindra la mateixa distribucié d’elements
en les classes de conjugacio de S,. Es a dir, la informacié quantica obtinguda
després de la transformada de Fourier no permet distingir entre un grup i un dels
seus conjugats. A més, en el cas del grup simetric tenim que el nombre de conjugats
possibles augmenta la complexitat del problema.

Possibilitat de distingir I’element trivial

Per al cas del grup simetric la forma forta del metode estandard no proporciona
cap informacié addicional no negligible per al grup simetric i els subgrups que
considerem (cf. [KeS04]).

Siguin G un grup finit i H un subgrup de G. Per a resoldre el problema del
subgrup amagat necessitem determinar H a partir de la distribucio resultant del
metode estandard. Si utilitzem el resultat del corol-lari 2.4.4] la probabilitat de
mesurar p amb el metode estandard feble és Py (p) = (d,/|G|) > ,cq Xo(h). Ano-
menem Dy a la variaci6 total de la distancia entre Py i Pj1,y, quan mostregem
amb el metode estandard feble. Podem distingir I'element trivial, {15}, de lele-
ment d'un altre subgrup de H si, i només si, Dy és més gran que un cert invers
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polinomic en log |G|. Podem expressar Dy com

1
Du= | 5 xp<h>\.

heHh#1g
Definicié 5.2.2. Direm que H és distingible (utilitzant el metode estandard feble)
si Dy > (log|G|)~¢ per a alguna constant c¢. Direm que és indistingible en cas
contrari.

Tenim les seglients fites de Dy.

Teorema 5.2.3. Sigui C,...,Cy les classes de conjugacio de G diferents de la
identitat. Aleshores,

k k
STIC N HPHITC™ < Dy <Y |C:n HCy 72
i=1 i=1
Demostracio. Per a cada representacié irreductible p de G, tenim que

Z Xp(h)

heH hte

< Z |Xp(h)‘§ Z dp<|H|d,07

heH,h#e heH, h#e

on d, és la dimensi6 de la representaci6 p. Per tant, d, > [H|™'| 32,y e Xo(R)]-
2
P ZheH,h;ée Xo(h)

Notem que si h € H N C; aleshores, x,(h) = x,(C;). Per tant, tenim que
S hemnge Xo(h) = S0 [H N Cilx,(C;). Aixd implica que

Si substituim a l’expressié de Dy obtenim que Dy > Tl G|1| i >

(Cy) (5.2.1)

1 k
> T 2
(GI[H]| 2= |

2
Notem que podem desenvolupar el terme ‘Zle |H N Cilx,(Cy)
manera:

de la segiient

2

Z [H OGP |x, (G + D [H NG IH N0 Cylx, (Cx(Cy).
i

Si utilitzem les relacions d’ortogonilitat tenim que > S HNC P X, (CH? =
S [HOCPG/ |G i que 32,5, [HNC|[H N Cx, (C)Xp(C;) = 0. Per tant,

si substituim a [5.2.1] obtenim la cota inferior.

Prosseguim ara demostrar la cota superior. Podem escriure

Dulcl =Y d ¥ | <X ¥ o= 3 Ll (22

P heH,h#e p heH,h#e heH,h#e p
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Fixem un h € H i una ¢ tal que h € C;. Si utilitzem la desigualtat de Cauchy-
Schwarz obtenim que Y d,|x,(h)| < (X, dp)1/2(2p|xp(h)|2)l/2. Ara, si apli-
quem les relacions d’ortogonalitat tenim que > dp|x,(h)| < |G)V2(|G|/|Ci)V? =
|G||C;]7'/2. Sumem per a tots els elements de H diferents de la identitat i notem

que la cota superior anterior succeeix |H NC;| vegades. Consegiientment, tenim que
> hetnrte 20p dolXp(h)] < S |G N CY||G|Ci| /2. Si combinem aquesta cota amb

la cota obtenim que Dy < Zle |H N Cy||C;] 712 0

El segiient resultat és una conseqiiencia immediata del teorema.

Corol-lari 5.2.4. Sigui Cy la classe de conjugacio més petita diferent de la iden-
titat que interseca amb H de manera no trivial. Aleshores,

|H’71’Cmin’71 < DH < (’H’ - 1)|Cmm’71/2-

g

Amb aquest resultat ja podem identificar subgrups distingibles d’ordre polilo-
garitmic en un grup arbitrari G. Si |H| és polilogaritimic, pel corol-lari anterior,
Dy és polilogaritmic si, i només si, |Ciyin| ho és.

Teorema 5.2.5. Suposem |H| < (log|G|)¢, per a alguna constant c. Aleshores,
H és distingible si, © només si, H té un element h diferent de la identitat tal que
|G| < (log |G|)¢, per a alguna constant c’.

i

Sigui X = G/H; denotem per fixx(g) el nombre de punts fixos de g € G per
l'acci6 de G. Denotem per r = rx(G) el rang de G, és a dir, el nombre d’orbites
del estabilitzador H en X.

De la desigualtat Dy > rx(G)/|X| — 1/|H| es dedueix el segiient teorema.

Teorema 5.2.6. Suposem que |H| no és polilogaritmic pero que el subgrau mitja
de G en G/H és polilogaritmic. Aleshores, H és indistingible. En particular, aizo
es compleiz quan |H : H N HY| < (log|G|)¢, Vg € G.

Del teorema anterior es dedueix que si H és normal en G aleshores H és distin-
gible, fet que recolza la possibilitat de resoldre el problema del subgrup amagat per
a grups hamiltonians o grups quasi abelians, tal i com hem vist al capitol anterior.
A la vegada, els subgrups de mida |G|/(log |G])¢ sén sempre distingibles.

Considerem ara el cas particular del grup simetric. Sigui G = S,,.
Definicié 5.2.7. El grau minim m(H) d’un grup de permutacions H es defineix
com el nombre minim de punts que es mouen a un element de H diferent de la

identitat. Per a cada g € S, denotem per fix(g) el nombre de punts fixos de g.
Anomenem suport de g a supp(g) = n — fix(g). Aleshores,

m(H) = min{supp(h) | 1 #h € H}.
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Teorema 5.2.8. Sigui H C S, tal que |H| < n per a alguna constant c. Aleshores,
H és distingible si, i només si, m(H) és constant.

Demostracio. Sigui g € S,, amb supp(g) = k. Aleshores, es pot verificar que (Z) <
|g°| < n*. En conseqiiencia, una classe de conjugacié C de S,, té ordre polinomic si,
i només si, consisteix en element de suport constant. Aquesta observacié juntament
amb el teorema prova el resultat. O

Un exemple de grup on m(H) és no constant és el grup generat per un cicle
de llargada no constant. Notem que aquest teorema assegura que tots els grups
distingibles de mida polinomica han de contenir un element de suport constant.

Definicié 5.2.9. Un grup de permutacions s’anomena primitiu si és transitiu.

Els grups de permutacié primitius només tenen una orbita. Aquests grups sén
considerats els grups que construeixen els grups de permutacions finites en general.
Sigui H C S, un subgrup primitiu diferent de A,, tenim que |H| < 2nV™ i, per
tant, no es pot aplicar el teorema anterior. El resultat seglient demostra que en
aquest cas, el subgrup H és indistingible.

Teorema 5.2.10. Sigut H # A, un subgrup primitiv de S,. Aleshores, H és
indistingible.

Podriem suposar que si el subgrup H és gran, és facil distingir-lo. Tanmateix,
el teorema segiient prova que encara que H sigui extremadament gran pot no ser
possible distingir-lo utilitzant el metode estandard.

Teorema 5.2.11. Sigui €(n) una seqiéncia de nombres reals que tendeix a zero
quan n — oo. Aleshores, per a qualsevol n suficientment gran existeiz un grup
H C S, indistingible de mida |H| > |S,|<™.

La resoluci6 dels dos ultims teoremes és complexa i es basa en el resultat segiient
juntament amb altres resultats de classificacié de grups simples i acotacions de
m(H). Més detalls es poden consultar a la referencia donada a l'inici de I'apartat,
[KeS04].

Proposicié 5.2.12. Sigus H C S,, un subgrup amb un grau minim no constant.
Suposem que per a cada k < n, H té com a mazim n*'7 elements de suport k.
Aleshores, H és indistingible.

Demostracio. Podem aplicar 'acotacié del teorema 5.2.3 escrita de la forma Dy <
> nen |hE7YV2 Per G = S, i per a h € G de suport k tenim que [hS| > n®*, per
a qualsevol nombre real a < 1/3 i per a n suficientment gran. Si denotem per Hj, el
conjunt {h € H : supp(h) = h} aleshores, Dy < ;- ) |Hy,|n=% per a qualsevol
nombre real b < 1/6 i per a n suficientment gran. Fixem b tal que 1/7 <b < 1/6 i
posem ¢ =b—1/7,m = m(H). Aleshores,

Dy < Z nk/7n—bk _ Z n—ck < oapmem,
k>m k>m

Com que m = m(H) és no constant, tenim que Dy és més petita que qualsevol
potencia negativa de n i, per tant, H és indistingible. O
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Conjectures

Conjectura 5.2.13. Suposem que H C §,, és distingible. Aleshores el grau mini-
mal de H, m(H), és constant.

Conjectura 5.2.14. Tot subgrup H C §,, amb grau minimal no constant té com
a maxim n*/7 elements de suport k.

La proposicio |5.2.12| demostra que la segona conjectura implica la primera.

Es pot veure que la segona conjectura es compleix per a grups primitius i grups
generats a partir del producte en corona de dos grups KL, si K satisfa la conjectura.
A la vegada, el conjunt de subgrups que compleixen la segona conjectura és tancat
sota productes directes.

Possibilitat de distingir dues involucions

Demostrarem que les distribucions que obtenim per a H = {15, ,m} amb el metode
estandard, on m és una involucio, estan exponencialment properes a la distribucié de
H = {1g,} i, per tant, no podem distingir els diferents subgrups H,, (cf. [MRS05]).
Recordem que una involucié m del grup simetric S, és un element tal que m? =
1lg,. Les involucions de S,, sén permutacions que es descomponen en transposicions

disjuntes o bé son la identitat.

Abans de discutir la possibilitat de distingir involucions explicarem els diagra-
mes de Young. Les representacions irreductibles de S,, venen etiquetades per els
diagrames de Young, o, equivelentment, les particions enteres de n, A = (Ay, ..., A;),
ont=7y .\ =ni\ > \4 pera tot i. Denotarem per S? aquestes representaci-
ons irreductibles, per x* els seus caracters i per dy la seva dimensié. El diagrama
de Young conjugat, S*', s’obté permutant A sobre la diagonal, N = (N, ..., Ay, ), on
Ny = [{i | X > j}|. En particular, \{ = t. Tenim que cada representacié S* té una
base en la qual la matriu té elements reals i, per tant, els seus caracters son reals.
Tot i aixd, en alguna altra base S* pot ser complexa. Denotarem per (S*)* la re-
presentacioé conjugada. Més informacié sobre diagrames de Young i representacions
de S, es poden trobar a [Sag01].

Considerem que el subgrup amagat és H = {1, m}, on m és escollida uniforme-
ment de la classe de conjugacié de involucions M = M, = {7 *((12)(34) - (n —
In))m|m € S,}, on n és parell. Comencem mesurant el nom de la representa-
cié irreductible i obtenim S* per al diagrama \. Sigui V Despai vectorial asso-
ciat a les representacions irreductibles. Podem escollir un POVM (cf. definicié
amb el conjunt de generadors finit B = {b; € S| im pu; € p} de V, on
pj = |bj)(b;|l ® (1/d,). Escollim els pesos {a;} tal que satisfacin la condicié de
completesa )y cpa;|b;)(b;| = 1. La probabilitat que observem el vector by si
hem observat p ve donada per

(b)) = o, e EDIT_  JHEBIE _ | 1D
PP =4 p P T

p o



5.2. Grup simeétric 39

on Hf)j = ;. Recordem que Iy = (1/[H|) Y ,cp p(h) denota I'operador projeccié
en l'espai vectorial V.

Demostrarem que amb alta probabilitat la distribucié condicionada induida en els
vectors de B és exponencialment a prop del que anomenarem distribucio natural en
B, P(p,b;) = ZTZ' La distribucié natural en B correspon al cas on el subgrup amagat
H és el subgrup trivial. D’aqui se segueix que necessitem un nombre exponencial
d’experiments d’un unic registre per distingir 2 involucions i, de fet, per distingir-les
de la identitat. Equivalentment, podem anomenar B = {b} i redefinir a; com ap,.
Aleshores, la condici6é de completesa resulta com ), ap|b)(b| = 1.

Sigui una constant ¢ tal que 0 < ¢ < 1/4. Denotem per A = A, el conjunt de
diagrames de Young, u, tal que p; > (1 —¢)n o p} > (1 — ¢)n. Denotem per Ej
'esdeveniment que d* > n®. Tenim els segiients resultats.

Lema 5.2.15. Suposem que estem en el cas descrit per Ey. Perac < 1/4 <d < 1/2
tenim que A ¢ A. També tenim que

dA d?
E(l —e ™ <rkll, < 5(1 +e ),

v+mu
2

on I, v=
Lema 5.2.16. Sigui L un subespai de S* @ (S*)* i Il 'operador projeccié en L.
Aleshores,

> ap||TI (b ®b*)|* < dimL.

beB

Demostracié. Primer, observem que un vector e € S* @ (S*)* té components e; .
per a 1 < j k < d* Existeix un operador lineal tinic £ en S* els elements de
matriu del qual sén F;; = e;, i el producte escalar (b ® b*,e) en S* ® (S*)* es
pot escriure com la forma bilineal (b, Eb) en S*. La norma de Frobenius de E és
IE])? = tr(ETE) = le]*.

Sigui {e;} una base ortonormal per L i sigui E; 'operador corresponent a e;.
Aleshores,

Y apl(b@b e =3 apl(b, Eb) <Y an|bIPIED|* =) abl|Eb|*.
beb beB beb bebB

Utilitzant la desigualtat de Cauchy-Schwarz i la condicié de completitud, obtenim
el resultat del lema. O

Passem ara a veure que no podem distingir el subgrup H,, del trivial.

Teorema 5.2.17. Sigui B = {b} un conjunt de generadors finit amb pesos {ap} que
satisfa la condicié de completesa per a les representacions irreductibles de S*. Con-
siderem com a subgrup amagat H = {1,m}, on m € M és escollit uniformement.
Sigui P, (b) la probabilitat d’observar el vector b condicionada a haver observat la
representacié anomenada S*. Sigui N la distribucid natural en B. Aleshores, exis-
teiz una constant 6 > 0 tal que, per algun n suficientment gran i probabilitat com a
minim 1 — e enm i \, tenim que

| Py — Ny < e,
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Demostracio. Recordem que la distribucié condicional en B esta donada per

ap |11, b|*

FPn(b) = rk IT ’

on I, := IIp,,. La distribucié natural esta donada per N(b) = %&.

Donat un subconjunt A C B, definim la mida ponderada d’A com |A| =
Y bea b Amb aquesta definici6, la probabilitat total d’observar A sota la dis-

tribucié natural és N(A) = %.
Sigui L C S* ® (S*)* el subespai que consisteix en copies de representacions S*
amb u € A. Sigui By, C B el conjunt de b amb la propietat que ||TIz(b ® b*)|]* >

e~ ", Aleshores, el lema anterior implica que |By| < e®” dim L. Denotem per By,q
el conjunt de b € B\ By, tal que

rkIl,, —on
L = 12 S i > e,

Aplicant les desigualtats de Chebyshev i Markov, I'esdeveniment FE;, definit com
| Boad| < e~"/6d*  succeeix amb probabilitat almenys 1 — e=*"/6.

Ara, tenim que

1Pn=Nli= Y [Pa(d)=ND)+ Y [Pu(b) = N(b).

b¢BLUBbad beBUBpad

Com que H]HmbHZ — ||b||2%“ﬂmb“‘ < e 3 per a tot b ¢ By U By, i

S, ap = d*, si condicionem a l'esdeveniment Ey obtenim que

e—om/?)
o < < —an/3
> IBulb) - N < Sy < el

m
b¢ Br,UBpad

aplicant el lema [5.2.15, D’aqui se segueix que P,,(Bf U Bpyg) és com a maxim
|BL, U Byag|/d* + 4e7°"/3. Si suposem que estem en els casos E; i Ey, tenim que
1B U Byag| < (=t gA < 9e—an/6gX - Aleshores,

> [Pu(b)=N(b)| < Pp(BrUBuaa)+N(BLUBua) < de"/O4demm/3 < semon/6,

beBLUBpaq
Finalment, combinant aquestes desigualtats:
| P, — N1 < 2e7°"/3 4 5706 < ge=on/6,

com a minim, amb probabilitat Pr[Ey A Ey] > 1 —n™ " — e=on/6 > 1 — 2¢=an/6_ Gj
posem 0 < «/6, queda provat el teorema. O



Questions obertes

Hi ha moltes preguntes encara sense resposta sobre el problema del subgrup amagat
per a grups no abelians. En discutirem algunes de les més importants i plantejarem
la possibilitat de resoldre el problema del subgrup amagat per a alguns grups no
finits. El contingut d’aquestes pagines és merament descriptiu i es podrien veure
com nous temes per a una possible continuacié d’aquest treball.

Per tal de resoldre el problema del subgrup amagat sembla necessari utilitzar la
transformada quantica de Fourier, que esta definida en termes de representacions
irreductibles de grups. Per al cas abelia totes les representacions irreductibles son
de grau 1 i, per tant, queda univocament definida ja que només podem agafar com
a base aquestes representacions irreductibles, que coincideixen amb els caracters.
En canvi, per al cas de grups no abelians tenim com a minim una representacio
irreductible de grau més gran que 1. Aleshores, la transformada de Fourier queda
definida llevat de canvi de base. Aquest fet té implicacions directes en la resolucié
del problema ja que la quantitat d’informacié addicional que podem obtenir en
mesurar els indexs de la matriu, amb el metode estandard fort, pot dependre de
'eleccié de la base (cf. [MRRS04]). També destacar la importancia de poder
distingir subgrups conjugats de manera eficient, fins i tot usant potser un altre
metode, ja que hem vist que aquest fet és un dels impediments per a la resolucié
del cas simetric. Un dels metodes a considerar podria ser el de cerca binaria, per a
una particié que separi els subgrups conjugats.

Per a resoldre el problema del subgrup amagat per a grups abelians 1’algoritme
de Shor selecciona un morfisme exhaustiu v : G — Q que aproximi f. Es a dir,
selecciona una aplicacié injectiva correcte 7 : ) — G, tal que v o7 = Idg. Un
cop definides aquestes aplicacions, podem definir una funcié f que aproxima f com
f = f o 7. Aleshores, podem utilitzar la transformada de Fourier de f associada
al grup Q per a trobar el subgrup amagat de f. Aix0 ens donard un conjunt de
caracters de () que aproximen els caracters de H. Una bona eleccié de 7 genera un
algoritme eficient. En el cas de grups no abelians, pero, no és clar com seleccionar
7 correctament (cf. [LSKO04]).

Pel que fa al problema per a grups infinits, caldria definir que vol dir un algo-
ritme de temps polinomic en aquest context. Per a grups infinits, no és possible
comparar el temps d’execucié amb log |G|, ja que aquest valor no esta definit per
a grups amb cardinalitat infinita. En el cas de les representacions d'un grup G
infinit, generalment hi ha infinites representacions irreductibles. Aquestes poden
ser totes de dimensié finita, com és el cas dels grups abelians, o poden existir al-
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gunes representacions irreductibles de dimensié infinita. Per exemple, en el cas de
grups de Lie compactes com SU(2), sabem que per a cada enter m > 0 existeix
una representacié irreductible de dimensié m + 1 (cf. [Hal03]). Aquest fet té im-
plicacions directes en el calcul de la transformada de Fourier. Per exemple, anem
a veure com seria la transformada de Fourier per al grup localment compacte de
Heisenberg 2n + 1—dimensional (cf. [Tha04]). Aquest grup és un exemple de grup
de Lie nilpotent. El grup de Heisenberg, H", és C" x R™ amb el producte definit
com

(2, 8)(w, 5) = (z bttt %Im(z-@)).

Hi ha dues families de representacions irreductibles i unitaries de grups de Heisen-
berg. Per una banda, totes les que tenen dimensio infinita i venen parametritzades
per A € R\ {0}. Per altra banda, tenim les representacions de dimensié finita que
estan parametritzades per a w € C". Per a cada, A € C" i per a cada w € R\ {0},
considerem P'operador 7)(z, ) que actua en L?(R?) per

(2, ) = p(0) = eMeMettare®ty) o — 04y e LXRY).

Com que el grup és no finit, tenim la segilient transformada de Fourier per a f €
L?*(SU(2)) es defineix com la integral

~

FO = | fle,)m(zt) de dt.

Hn
Per realitzar aquesta integral sobre el grup de Heisenberg en un ordinador quantic,
seria necessari discretitzar ’espai d’integracio. Aixo es deu al fet que els ordinadors
quantics operen amb estats quantics en espais de dimensi6 finita, la qual cosa impe-
deix representar directament espais continus. Per tant, hauriem de construir dues
xarxes: una per a cobrir C" i I’altra per a cobrir R. No obstant aix0, aquestes serien
xarxes infinites, i hauriem de fer una altra aproximacio; concretament, hauriem de
truncar el domini i construir una bola al voltant de I'origen per a C" i un interval
per a R, prou grans per incloure una part representativa de la funcié. Aquesta
aproximacié permetria realitzar calculs numerics fins a un cert nivell de precisid,
tenint en compte les limitacions derivades de les discretitzacions. En conseqiiencia,
aix0 comporta multiples reptes, tant d’aproximacié com d’implementacio.

Cal destacar que s’han aconseguit avencos en els resultats so-

grups de Lie sobre cossos finits (cf. [MRRO03]). Considerem els
grups GL(n,q), SL(n,q), PGL(n,q) i PSL(n,q), que sén els
grups corresponents sobre F,. En el cas de GL(n,¢), tenim la
seglient sequencia d’inclusions: Figura 5.1: Py

bre la possibilitat d’implementar la transformada de Fourier de ( A o
0...0|c >

{1} € GL(n—1,q) € GL(n—1,9)xGL(1,q) C P,(¢) € GL(n,q).

on P, és el subgrup parabolic maximal definit per la matriu de la figura 5.1} El
Teorema 1 de la referencia citada implica que existeix un circuit quantic de mida
¢°™ per a la transformada quantica de Fourier sobre aquests grups. Ates que
|G| = O(¢™), podem escriure-ho com |G|°1/™ | que és exp(O(y/log|G])), si ¢ és
fix. Aquest resultat millora el cas classic. Tot i aix0, aquest fet no assegura que el
temps d’execucié sigui subexponencial.
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