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Abstract

We start this thesis with a brief study on the Rieman-Roch Theorem so we can later introduce
the concept of elliptic curve. We'll proceed studying these as Weirstrass plane cubics and their
reduction behaviour. Subsequently we’ll develop the construction of Frey’s curve and study
some of its properties. Then, we give a short introduction to modular functions and Galois
representation. Finally, we draw an outline for the proof of Fermat’s Theorem, where we can
appreciate the importance of said curve. We conclude with an application of this method on
other diofantic equations.

Resum

Iniciem el treball amb un breu estudi de del teorema de Riemann-Roch, per aixi poder introduir
el concepte de corba el-liptica. Tot seguit, desenvolupem 'estudi d’aquestes mitjancant la seva
interpretacié com a cibiques planes de Weierstrass i el comportament de la seva reduccié. A
continuacié donem la contruccio de la corba de Frey i n’estudiem algunes de les seves propietats.
Seguidament, donem una breu introduccié a les funcions modulars i a les representacions de
Galois i, finalment, dibuixem l'’esquema de la demostracié del teorema de Fermat, on queda
palesa la importancia de la corba esmentada. Acabem amb una aplicacié d’aquest metode a
altres equacions diofantines.
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Introduccio

L’any 1637, Pierre de Fermat va escriure al marge d’un llibre de I'aritmetica de Diofant una
frase que podem interpretar, amb notacié actual, com no ezisteixen nombres naturals n > 2,
x, Yy 12 tals que

x’rb + yn — ZTL'

El 1995, Andrew Wiles va publicar en un article de 98 pagines a la revista Annals of Mathe-
matics la demostracié del teorema

Tota corba el-liptica semiestable és modular;

amb aquest resultat, restava provada 'afirmacié de Fermat.

Entremig d’aquests dos fets, pero, hi ha 358 anys de matematics encarant-se amb el teorema
i fent progressos per a desenvolupar la prova del que semblava un enunciat senzill, o almenys
comprensible per tothom. En particular es redueix la prova al cas d’exponent primer més gran
que 3.

L’estrategia de la demostracio va ser iniciada per Gerhard Frey, el qual va suposar que 1'e-
nunciat de Fermat era fals; i, suposant que existia una solucié (a, b, ¢) de I'equacié diofantina,
va associar a aquesta una corba el-liptica amb molt bones propietats; tant bones, que se sos-
pitava que aquesta no podia existir. Tot i aixi, provar la no existencia d’aquesta corba no és
un cami curt. Per a fer-ho s’han d’estudiar molt bé les propietats de les corbes el-liptiques,
en particular, les del grup format pels seus punts de n-torsié. A partir d’aquestes propietats,
podem associar al grup esmentat una representacié de Galois molt natural. Aixi doncs, Wiles
demostra que aquesta representacié ha d’estar fortament relacionada amb una funcié modular
de pes k i nivell N; amb els teoremes de baixades de nivell de Serre i Ribet, aquesta ha de ser
equivalent a una altra funcié modular amb pes i nivell més petits. Pero els coneixements que
ja es tenien de funcions modulars indiquen que aquesta no pot exisitr.

L’objectiu del treball és doble; d'una banda, fer un estudi de les corbes el-liptiques i entendre
la construccié de la corba de Frey i les seves propietats, d’acord amb I’article original Links
between stable elliptic curves and certain Diophantine equations, publicat el 1986 per G. Frey
([8]); de l'altra, veure l'aplicacié d’aquesta idea en la demostracié del teorema de Fermat, tot
entenent que significa ’enunciat del teorema de Wiles.

La memoria del treball és estructurada en quatre seccions.

La primera seccio consta del capitol 1 i es tracta d’una introduccié a les corbes algebraiques.
Recordem les definicions i conceptes basics de les corbes projectives. A més, hi afegeim un
estudi de la teoria de divisors sobre una corba per presentar el teorema de Riemann-Roch, el
qual ens permet donar una definicié precisa de corba el-liptica.

La seccié seglient és formada pels capitols 2 i 3 del treball. En el primer, exposem la
interpretacié de les corbes el-liptiques com a cuibiques planes donades per equacions de Wiertrass
i en treballem les seves diferents formes. Mitjancant aquestes, definim els invariants d’una corba
el-liptica i construim l'estructura de grup dels seus punts utilitzant el teorema de Riemann-
Roch. En el capitol 3 estudiem la reduccié de les corbes el-liptiques definides sobre Q@ modul
un nombre primer p i donem la demostracié del teorema de reduccié semi-estable que motiva la
definicié de corba semi-estable. Amb aquest objectiu, introduim el concepte d’equacié minimal
i demostrem l'existencia d’aquesta en el teorema de Neron.

Els capitols 4 i 5 conformen la tercera seccid. En aquesta, explicitem la construccié de la
corba el-liptica de Frey i en veiem algunes de les seves propietats. Al capitol 4 n’exposem
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les propietats més directes i al capitol 5 treballem les propietats del grup format pel conjunt
dels punts de n-torsié d’una corba el-liptica. En particular, la ramificacié del cos de nombres
Q(FEIn]), traslladant les eines conegudes en l’analisi de les corbes el-liptiques definides sobre C
a corbes definides sobre @, mitjancant la parametritzacié de Tate i I'aparellament de Weil.

L’altima seccié del treball, on hi figuren els capitols restants, és on mostrem les aplicacions
de la corba de Frey, concretament en la resolucié d’equacions diofantines. Al capitol 6 donem
una breu introducci6 a les formes i les funcions modulars, aixi com a la funcié L associada a una
corba el-liptica; finalment hi enunciem el teorma de modularitat de Wiles donant-li sentit. El
capitol 7 recull resultats potents i essencials de la representacio associada als punts de n-torsio
d’una corba el-liptica per poder donar un esbo¢ de la demostracié del teorema de Fermat al
capitol 8. Finalment, apliquem el procediment de la demostracié de Fermat a altres equacions
diofantines.

La realitzacié d’aquest treball m’ha fet conscient de la gran quantitat de propietats aritmetiques
que tenen les corbes el-liptiques. L’esudi d’aquestes, a part de resultar molt bonic, proporciona
una eina molt bona per a la investigacié en molts camps de recerca actual.

Una altra de les principals conclusions a les que he arribat és que la construccié de la
corba de Frey és només una petita part de la demostracié del teorema de Fermat, i una part
encara més infima de l'estudi de la teoria de nombres. Tot i aix0, la realitzacié d’aquest
projecte m’ha permés adonar-me de 1’esfor¢ que implica obtenir resultats en aquesta branca de
les matematiques; es necessiten coneixements profunds de totes les altres branques d’aquesta
ciencia i, per tant, moltes persones implicades. Ho he vist reflectit en la quantitat de noms de
matematics que m’he trobat en el cami de la realitzacié del treball i la quantitat de documents
i llibres diferents que he hagut de consultar.

D’altra banda, per a l'escriptura d’aquesta memoria, he hagut d’apendre a fixar i aclarir
idees per tal de donar sentit a allo que estava escrivint, ja que és molt més dificil plasmar sobre
un paper amb claredat allo que un té estructurat en la ment.



Index

1 Corbes el-liptiques

1.1 Preliminars . . . . . . . . .. ... ...

1.2 Teorema de Riemann-Roch i definici6 de genere . . . . . . . . .. .. ... ...

2 Equacié de Weierstrass

2.1 L’equacié de Weierstrass . . . . . . . ..
22 Lalleidegrup. . ... .. ... .. ...
2.3 Forma normal de Legendre . . . . . . ..

3 Corbes el-liptiques semi-estables

3.1 Tipus de reduccié . . . . ... ... ...
3.2 Equacié minimal de Weierstrass . . . . .
3.3 Teorema de reduccié semi-estable . . . .

4 La corba de Frey

4.1 Construcci6 i propietats . . . . . . . ..

5 Punts de n-torsio i ramificacid

5.1 Corbes el-liptiques sobre C . . . . . . ..
5.2 Punts de n-torsié . . . . ... ... ...
5.3 L’aparellament de Weil . . . . . . . . ..
5.4 La parametritzacié de Tate . . . . . . . .

5.5 Ramificacio en el cas de bona reduccio

6 Funcions modulars

6.1 Grup modular . . . ... ... ... ...
6.2 Funcions modulars . . . ... ... ...
6.3 Formes modulars de pesk . . ... ...
6.4 Formes modulars de pes ki nivell N . .

6.5 Funcié L de E 1 teorema de modularitat

7 Representacions de Galois

10
13

15
15
17
19

21
21

25
25
28
29
32
34

37
37
39
40
41
43

45



vi

7.1 Representacié d'un grup . . . . . . ... 45
7.2 Representacions associades a una corba el-liptica . . . . . . .. .. .. ... ... 46
Teorema de Fermat i aplicacions 49
8.1 Teorema de Fermat . . . . . . . . . . . .. . ... 49

8.2 Altres equacions diofantines . . . . . . . .. ... 50



Capitol 1

Corbes el-liptiques

1.1 Preliminars

En tot el treball, utilitzarem lliurement els conceptes basics de geometria, analisi o aritmetica
que s’han treballat a diferents assignatures del grau. Amb la finalitat, pero, d’establir les
notacions en mencionarem alguns.

Per a nosaltres, una corba C' sera una varietat (algebraica) projectiva de dimensi6 1 sobre
un cos algebraicament tancat £; i direm que la corba és definida sobre un cert cos k, subcos de
k', si I'ideal homogeni I(C') C k'[ X, ..., X, és l'extensi6é d'un ideal de k[ Xy, ..., X,]; és a dir,
si és definit per polinomis de k[Xy,..., X,]. Ho denotem per C'/k. Notem que els punts d’una
corba projectiva és el conjunt de punts P de P" que s’anul-len en tots els polinomis de I(C),
és a dir, que C' C P"; diem que una corba és plana si n = 2. A més a més, diem que un punt
de P de C és un punt definit sobre un subcos K que conté a k si les coordenades de P son de
K i dentoem per C(K) al conjunt de punts de C' definits sobre K.

L’anell de coordenades de C' és I'anell quocient

i) = F e,

i diem que la corba C' és irreductible quan I(C') és un ideal primer, o sigui quan aquest anell és un
domini d’integritat; en aquest cas podem considerar el cos de fraccions, k'(C'), que anomenarem
el cos de les funcions (racionals) definides sobre la corba C.

Siguin P € C un punt de la corba i fi,..., fin € k'[Xo,...,X,] un conjunt de generadors
de I(C). El concepte de corba llisa (o no singular) en el punt P és manllevat de la geometria
analitica i es reflecteix en el fet que la matriu

(55)

Z,]

tingui rang n — dim(C'), fet que no depen del conjunt de generadors de [(C'). Diem que C és
llisa 0 no singular si ho és a tot punt P.

A fi d’estudiar la corba localment a I’entorn d’un punt no singular P, és til considerar 1'idel
maximal de &'[C]

Mp :={f e K[C]: f(P) =0}

1
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i l'anell localitzat en Mp, k'[C]p; es té un isomorfisme

CKler

f—= f(P),
Aquest és un anell de valoracié discreta i la valoraci6é (normalitzada) de k'[C]p ve donada per

ordp : K'|[Clp = NUoo U {co}
ordp(f) =maz{d e N: f € ML}

Utilitzant que ordp(f/g) = ordp(f) — ordp(g), podem estendre ordp a k(C),
ordp : k(C) — Z U {oc0}.

Les relacions entre corbes diferents seran donades per aplicacions racionals, és a dir, donades
C1, C5 dues corbes projectives, C; C P™ i Cy C P". Una aplicaci6 racional de C; a Cy sera una
aplicacio de la forma

DV =V,
(D:[f())"'afn]

on fo,..., fn € K'(C}) tenen la propietat que per a cada P € C on estan fy, ... f, totes definides
O(P) = [fo(P),..., fo(P)] € Cy. Diem que ® és regular en P si existeix una funcié g € k'(V1)
tal que

(a) cada gf; esta definida en P, és a dir, que el denominador de g f; no s’anul-la en P; i

(b) (9.fi)(P) # 0 per a algun i.

Definim com a morfisme de corbes a una aplicacio racional que és regular en cada punt. Diem
que és un isomorfisme si existeix un morfisme tal que compost amb el primer és la aplicacid
identitat i viceversa. Els mateixos conceptes d’aplicacié racional i morfisme es poden definir de
manera analoga per a varietats projectives de dimensié arbitraria.

La segiient proposicio ens resumeix les propietats basiques de les aplicacions entre corbes.

Proposicié 1.1.1. (a) Siguin C una corba i V C PN una varietat, P € C un punt llis i
® : C — V una aplicacio racional. Aleshores, ® és reqular en P. En particular, si C' és
llisa, ® és un morfisme.

(b) Sigui ® : Cy — Cy un morfisme de corbes. Aleshores ® és constant o exhaustiu. Donada
una aplicacio no constant definida sobre k de corbes, ® : C; — Cy, definim deg(®) =
[E(Ch) : D*k(C)] ; on @ : k(Cy) — k(Cy) i *f = fo®, i si D és constant definim el grau

de ® com zero.

(c) Siguin Cy i Cy dues corbes llises i ® : C; — Cy una aplicacié de grau 1. Aleshores @ és un
1somorfisme.

Dem. [1§] O

1.1.2. Amb les mateixes notacions de la proposicid, si tenim & : C; — C5 un morfisme no
constant de corbes llises, i prenem un punt P € (', aleshores anomenem index de ramificacié
de ®en P a

ey = ordp(Ptop));
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on typy € k'(Cy) és un uniformitzant en ®(P). Observem que, amb aquestes definicions, per a
tot Q € C5 tenim que

S eo(P) = deg(®).

Ped—1(Q)

1.2 Teorema de Riemann-Roch i definicié de genere

En aquest punt, donarem les definicions i les proposicions necessaries per entendre 1’enunciat
del teorema de Riemann-Roch per a corbes llises. Aquest ens permetra donar la definicié del
genere d’una corba i, de fet, tindra diverses aplicacions al llarg de tot el treball. Comencem
amb la definicié de divisor d’una corba llisa.

Definicié 1.2.1. Sigui C' una corba llisa. El grup de divisors de C' és el grup abelia lliure de

base el conjunt dels punts de C, és a dir, Div(C) := @ ZP. Un divisor de C' és, doncs, un

pPeC
element de Div(C'); per tant, té 'aspecte

D=> npP,

on np € Z inp = 0 excepte per a una quantitat finita de P € C. El grau de D és la suma dels

seus coeficients, és a dir, deg(D):Z np € Z.
peC

Definicié 1.2.2. Donada f € k¥'(C) , f # 0, una funcié racional no nul-la sobre C', aquesta té
una quantitat finita de zeros (punts en els quals s’anul-la el numerador de f) i pols (punts en
els quals s’anul-la el denominador de f), comptats amb multiplicitats. El divisor de f és, per
definici6, div(z)= Z ordp(z)P. Observem que la funcié ordp(f) ens diu si P és un zero o un

PeC
pol de f i quina multiplicitat té, per tant, el divisor d’una funcié racional ens desciru els seus

pols i zeros. Anomenem divisor prinipal a tot divisor provinent d’una funcié racional sobre C,

és a dir, a tot D € Div(C) tal que existeix f € £'(C) 1 D = div(f).

Ara, si K := K'(C) i considerem K* com a grup multiplicatiu, es tenen els morfismes de
grups

K Divic) i Div(0) 25z,

de manera que el divisor del producte de funcions és la suma de divisors, i el grau de la suma
de dos divisors és la suma de graus.

Definicié 1.2.3. Definim el conjunt
L(D):={fe K:ordp(f) >np,VP e C}={f € K:div(f)+ D >00 f =0},

on D = Z npP; és a dir, és el conjunt de les funcions de K tals que tenen zeros en els punts

amb np > 0, poden tenir zeros en els punts amb np = 0 i poden tenir pols només en els punts
amb np < 0.

Observacié 1.2.4. L(D) és un espai vectorial sobre k’. Per tant, podem considerar la seva
dimensié com a espai vectorial, la qual dentotarem (D), i de fet, aquesta és finita. [10]

Definicié 1.2.5. Sigui C' una corba llisa i siguin D i D’ dos divisors de C'. Aleshores definim
la relacié d’equivaléncia segiient
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D~ D & 3f € K(O) tal que div(f) = D — D'.

El quocient de Div(C') per aquesta relacié d’equivaléncia s’anomena grup de classes de divisors
o grup de Picard, i el denotem per Pic(C'). Denotem a més a més les seves classes per [D].
Definim a més a més Div’(C') = {D € Div(C) : deg(D) = 0} el subgrup de Div(C) format pels
divisors de grau zero de C' i Pic’(C) el quocient de Div’(C) per la relacié d’equivaléncia ~.

Observacio 1.2.6. De les definicions 1.2.3 i 1.2.5, es veu clarament que la dimensié de I'espai
vectorial L(D) no depen de la classe dequivaleéncia del divisor D. Es a dir, si D i D' s6n dos
divisors de C tals que [D] = [D'], aleshores (D) = [(D’). Diem que D és un divisor principal
si [D] = [0], és a dir, si D = div(f) per alguna f € K. Observem que com que tota funcié
racional té la mateixa quantitat de pols que de zeros, aleshores per a tot divisor principal D és
té que degdiv(D) = 0.

Per tal de parlar de les diferencials sobre una corba, recordem com es definex el modul de
les diferencials d’un anell qualsevol R sobre k.

Sigui £ C R un anell commutatiu i sigui M un R-modul. Una derivacié de R en M sobre k
és una aplicacio k-lineal D : R — M tal que

D(zy) = xD(y) + yD(z)

per a tot =,y € R.

Per cada x € R, considerem [z] un simbol i el R-modul lliure F' sobre el conjunt {[z]|z € R},

és a dir, @R - [z]. Sigui N el submodul de F' generat per la reunié dels segiients conjunts

T€ER
d’elements:

(a) {lz+yl = [z] = [yllz,y € R},
(b) {[A\z] — A[z]|lz € R, X € k},
(¢) {lzy] = zly] —ylall,y € R}.
Aleshores, Q(R) = F/N és el modul quocient, anomenem dz a la classe residual de [z] en
Qk(R) i considerem d : R — Qi (R) la funcié = — dz.
Definicié 1.2.7. Definim el R-modul €2;(R) com el modul de les diferencials de R sobre k, i

I’aplicacio d és una derivacié.
Aleshores, si prenem R = K = k/'(C), podem parlar de Q(K) com del modul de les diferen-

cials sobre la corba C.

Proposicié 1.2.8. Si tenim f,t € K, t ¢ k, existeiz un tinic v € k tal que df = vdt. Aleshores
d

escrivim v = — 1 anomenem a v la derivada de f respecte t. (En una corba l’espai esta generat
per un dt).
Dem. [10] O

Definicié 1.2.9. Sigui w € Qx(K), w # 0, aleshores, prenent ¢ un uniformitzant de kp[C] es té
que w = fdt per a algun f € K. Aleshores definim ordp(w) = ordp(f) i div(w) = > ordp(w).
La classe del divisor div(w) no depen de la diferencial w escollida, i s’anomena divisor canonic
de C' a qualsevol divisor W de C' tal que [W] = [div(w)].
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Teorema 1.2.10. (Riemann-Roch) Sigui C' una corba llisa 1 W un divisor canonic de C.
Aleshores exitex un nombre enter positiu g que anomenarem el génere de C, tal que per a tot
divisor C' de D se satisfa que

(D) — I(W — D) = deg(D) — g + 1.

Dem. [10], [13] O

Donem finalment la definicié de corba el-liptica.

Definicié 1.2.11. Una corba el-liptica és (formalment) una parella (E,O), on E es una cor-
ba llisa de genere 1 i O € E un punt destacat. Per a simplificar la notacid, usualment
denotarem la corba el-liptica simplement com E. Diem que F esta definida sobre k, i es-
crivim E/k, si FE esta definida sobre k com a corba i, a més a més, O € E(k) := {P €
E tals que les seves cordenades sén de k}.
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Capitol 2

Equacié de Weierstrass

2.1 L’equacié de Weierstrass

L’objetiu d’aquest capitol és fer un estudi basic de es corbes el-liptiques i veure que admeten
models que sén corbes cibiques planes. Amb aquest proposit sera 1til parlar de les equacions
de Weierstrass i les seves formes.

Definicié 2.1.1. Sigui k& un cos. Anomenarem equacié (projectiva) de Weierstrass sobre k a
una equacié cubica de la forma

W y?2 + ayzyz + azyz? = 23 + asr?z + aywz® + ag2?,

on a; € k, Vi (notem la numeracié dels indexs). Aleshores podem considerar la corba Cy, de
P? definida per aquesta equacié amb un sol punt a la recta de linfinit; el O = [0, 1,0].

Per facilitar la notacié treballarem amb coordenades no-homogenies, és a dir, amb X = z/z
1Y = y/z, de manera que 'equacié W de la corba Cy es transforma en 'equacié (afi) de
Weierstrass

W Y24+, XY +a3Y = X3+ ax X%+ ay X + ag.

Proposicié 2.1.2. Sigui Cy una corba donada per una equacio de Weierstrass W i suposem
que té una sigularitat; aleshores, existeiz una aplicacié biracional ® : £ — P! de grau 1.

Dem. Fent un canvi de variables lineal podem assumir que el punt sigular de Cy és el (0,0).
Mirant les derivades parcials en (0,0) veiem que a3 = a4 = ag = 0, i per tant que 'equacié de
W ha de ser de la forma Y2 4+ ¢, XY = X3 + a3, X2. Aleshores, I'aplicacié

d:F— P!
(z,y) = [2,9]

és una aplicacio racional de grau 1 amb inversa

1P 5 E
[1,t] = (% + art — aq, t* + a1t* — ast).

O

Estem en disposicié de demostrar que tota corba el-liptica admet un model de Weierstrass.

7
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Teorema 2.1.3. Sigui £ una corba el-liptica sobre k.

(a)

(c)

Ezisteixen funcions x,y € K'(F) tals que l'aplicacid
o : E — P? ® = [z,9,1],
és un isomorfisme de E/k a una corba donada per una equacio de Weierstrass W :
Cw : Y24+ a1 XY +a3Y = X3 4+ 4 X%+ ay X + ag

de coeficients aq, . ..ag € k, i tal que ®(O) = [0,1,0].

Dues equacions qualssevol de Weierstrass per a E com en (a) estan relacionades per un
canvi lineal de la forma

X = u?X +r, Y = Y 4 sutX 4t
amb u,r,s,t € k, u#0.

Tota corba llisa donada per una equacio de Weierstrass sobre k és una corba el-iptica sobre
k amb origen O = [0,1,0].

Dem.

(a)

El teorema de Riemann-Roch (1.2.10) ens diu que, per a g = 1 és [(nO) = dim(L(nO)) = n;
per tant, podem escollir {1,z} de tal forma que sigui base de L(20) i {1,z,y} que sigui
base de L(30). Aixi, z ha de tenir un pol d’orde 2 en O i y un pol d’ordre 3 en O. Ara,
L(60) té dimensi6 6, pero conté 1, z, y, 2%, zy, y?, 2%, que sén 7 elements. Per tant, han
d’existir Ay,..., A7 € k amb algun A; # 0 tal que

Al + AQI + Agy + A4I2 + A51By + A6y2 + A7I3 = 0

A més a més, AgA; # 0, ja que en cas contrari cada terme tindria un pol d’ordre diferent
en O, d’on obtindriem que A; = 0 Vj. Ara, fent el canvi de variables z, y per —AgArx,
AgAZy i dividint la igualtat per A3 A%, obtenim una equacié de Weiestrass. Aleshores podem
considerar I’aplicacio

¢ E— P?
q):[x7ya]-]v

la imatge de la qual esta sobre la corba Cy, definida per W. A més a més, utilitzant 1.1.1,
¢ és un morfisme exhaustiu tal que ®(0O) = [0, 1, 0].

A continuacié hem de veure que k'(E) = k'(z,y), que és equivalent a veure que [k'(F) :
K'(x,y)] = 1 que per definici6 és gr(®). Si considerem les aplicacions [z, 1] : E — Pi [y, 1] :
E — P!, com que x i y sén funcions amb tnic pol d’ordre 2 i 3 respectivament, per 1.1.2
sabem que tenen graus 2 i 3 respectivament. Aixi, [k'(E) : k'(z)] =21 [K'(F) : K (y)] = 3;
i com que [K'(E) : k'(x,y)] ha de dividir als dos ha de ser [K'(E) : k'(x,y)] = 1.

Finalment, per provar (a) ens falta veure que Cyy és llisa. Suposem que no fos aixi. Alesho-
res utilitant 2.1.2 sabem que existeix una aplicacié ¥ : Cyy — P! de grau 1. En compondre
® i ¥ obtindriem una aplicacié W o ® : £ — P! de grau 1 entre dues corbes llises; és a dir,
un isomorfisme. Perd aixo entraria en contradiccié amb que E té génere 1 i P genere 0.
Per tant Cy, és una corba llisa i en conseqiiencia ® és un isomorfisme entre £ i Cyy.
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(b) Prenem x,y i 2’,y" dues parelles de funcions coordenades de Weierstrass de E; de manera
que = i ' tinquin un pol d’ordre 2 en O i y i ¥’ tenen un pol d’ordre 3 en O. Aleshores
{1,2} i {1,2'} son dues bases de L(20), i {1,z,y} i {1,2',y'} son dues bases de L(30);
per tant existeixen constants uq,us, 7, So,t € K amb ujus # 0 tal que

r=wr +r, Yy = ugy + Sox’ +t.

Ara utilitzant que (x,y) i (2,y’) satisfan equacions de Weierstrass on els termes Y2 i X3

tenen coeficient 1 obtenim que u? = w2, de manera que prenent u = us/u; i S = So/u?
1 29

assolim el canvi de variables desitjat.

(c) Sigui Cw la corba donada per una equacié de Weierstrass W sense singularitats. La dife-
rencial w = dx/(2y + a1 + a3) no té pols ni zeros. Aixi doncs, per definicié, div(w) = 0; i
aplicant el teorema de Riemann-Roch (1.2.10) tenim que 2gen(Cy/) — 2 = deg(div(w)) = 0,
d’on treiem que el genere de Cy = 1.

O

Observaci6 2.1.4. Observem que els canvis de variables de (b) ens donen les férmules segiients.

ualy = ay + 2s,
u?al, = az — say + 3r — s%,
udah = az + raj + 2t,

ulal = a4 — saz + 2ray — (t +rs)a; + 3r* — 2st,

uSaf = ag + ray + r?ay + 13 — taz — t* — rtay;

on els a; sén els coeficints de 'equacié de Weiestrass resultants del canvi.

Per tant, a partir d’ara, per treballar amb E corba el-liptica ens referirem directament a
alguna de les seves expressions com a equaciéo de Weierstrass. Si k& és un cos de caracteristica
diferent de 2 1 3, i tenim E/k una corba el-liptica amb equacié de Weierstrass

Y24+ a1 XY +a3Y = X3 4+ a, X% + au X + ag,

podem manipular aquesta per obtenir equacions equivalents més senzilles o amb les quals ens
sigui millor treballar (com que usualment treballarem amb k cos de caracteristica zero, podrem
utilitzar aquestes transformacions sense problema). Aixi doncs, recordant que els tnics canvis
de variable que ens relacionen dues equacions de Weierstrass de E sén del tipus X — u?X + 7,
iY — u3Y + su?X + t; procedim de la segiient forma.

Com que car(k) # 2 podem fer el canvi X — X | YV = Y — 49X — % obtenint aixi una
equacio del tipus

2 w3, biy2 b b
Y2= X34 bXx? X b
on
by = 4ay + a?,

bz = 2CL4 + aias,
b3 = 4(16 + CL%.
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Ara, com que car(k) # 3 fem el canvi X — X + 2,1V +— Y de manera que l'equaci6 es

transforma en la forma anomenada normal de Weierstrass
VVEZY2 :Xg—ng—Q&

on

b2 — 24b, b8+ 36b1by — 216bg

92:—48 y g3 = 361

Si a aquesta tltima equaci6 fem el canvi X — X, YV — % aleshores recuperem la forma classica
de Weierstrass

Y2 =4X5 - g, X — g,

on gy = 4¢gs 1 g4 = 4g3. Aquesta ulima expressié és la més convenient quan es realitza 'estudi
analitic de les corbes el-liptiques sobre C. Es per aixo que l'utilitzarem més endavant.

Definicié 2.1.5. Siguin F una corba el-liptica i Wg : Y? = X3 — ¢, X — g3 una forma normal
de Weierstrass; el discriminant de I'equacié cibica és Ay := 4g5 — 27¢2, que coincideix amb
el discriminiant del polinomi X3 — ¢, X — g3, i com que E és llisa, veurem en el capitol 3 que
es t¢ A # 0. Definim el discriminant de E com A := g5 — 27¢%2. Aleshores, per les relacions
descrites tenim que A = 16Ay; per tant, podem utilitzar els dos indiscriminadament per veure
si una corba donada per una equacié de Weierstrass és llisa 0 no ho és. Definim, a més a més
1234g5  12%g5?
Ay A
de  com 6y = —2 22 2
e E com g : (mod Q**).
29;

i, en el cas que jp # 0,123 I'invariant de Hasse

I'invariant jp de F com jg :=

Observacié 2.1.6. Els tunics canvis que respecten la forma normal de Weierstrass son els de
la forma X + aX , Y — BY amb o® = 3?; és a dir, X — N°X, Y — XY, amb \ € k*. Amb
aquests canvis, ga — M\gs i g5 — A3, i els invariants jg i A es transformen en jp +— jg i
A — A2 = 1728A.

2.2 La llei de grup

Ara, sigui E una corba el-liptica. Utilitzant la suma natural de Pic(E) i el teorema de Riemann-
Roch, veurem que podem donar estructura de grup als punts de E.

Proposicié 2.2.1. Sigui E una corba el-liptica amb O el seu punt de l'infinit.
(a) Siguin P,Q € E. Si considerem els punts com a dwisors, D := P i D' := @, aleshores
D~D & P=Q.

(b) Per a cada divisor D € Div'(E) existeiz un inic punt P € E tal que D ~ P — O.
Sigui o : DiVO(E) — E laplicacio donada per aquesta associacio.
(¢) o és una aplicacid exhaustiva.

(d) Siguin Dy, Dy € D(E). Aleshores



2.2. La llei de grup 11
O'(Dl) = O(Dg) & Dy~ Ds.

Per tant, o indueiz a una aplicacid bijectiva & : Pic’(E) — E.

(e) L’aplicacid inversa ¢! ve donada per

7' E — Pic’(E)
P — [P — 0]

Dem.

(a) Suposem que D ~ D’. Aleshores existeix una f € k'(E) tal que div(f) =D —- D' =P — Q.
Per tant, f € L(D’), pero pel teorema de Riemann-Roch (1.2.10), I(D') =1(Q) = 1. Es a
dir, que f € K/, ja que L(Q) ja conté el cos de constants, i P = Q.

(b) Com que E és una corba de genere 1, pel teorema de Riemann-Roch 1.2.10 sabem que
I(D+ O) = 1. Prenem f un generador d’aquest espai. Com que div(f) > —D — O i
deg(div(f)) = 0, llavors div(f) = —D — O + P per a algun P € E; i per tant, D ~ P — O
fet que prova l'existencia. Per veure la unicitat, suposem que existeix un P’ € F tal que
D ~ P’ — O. Aleshores, P ~ D+ O ~ P'1i, per lapartat (a), P = P’ i aix0 prova la
unicitat.

(c) Per a qualsevol P € E es té que o(P — O) = P.

(d) Siguin Dy, Dy € D°(E) i prenem P; = o(D;). Per la definicié de o tenim que P, — Py ~
Dy — D», ergo, que si P = P, aleshores Dy ~ D,. De la mateixa manera, si Dy ~ Dy
aleshores P; ~ Py, i per (a), P = P».

(e) Si considerem les composicions ¢ oo~ ! i 07! o g, és obvi que obtenim les identitats.

U
Corol-lari 2.2.2. Sigui E una corba el-liptica i D = an(P) € Div(E). Aleshores D és
principal si i només si an =01 Z[np]P =0.

Dem. Ja hem vist que si D és un divisor principal, aleshores deg(D) = 0. Per tant, D €
Div?(E) i

D~0< (D) =0 < Ynplo((P) - (0)) = O,
que és el que voliem ja que o((P) — (O)) = P. O
Aquesta suma es pot veure, geometricament, de la manera segiient.

Definicié 2.2.3. Sigui E una corba el-liptica donada per una equacié de Weierstrass W i siguin
P, Q € E. Sigui L la recta que uneix P i @, o, si P = @, la recta tangent a F que passa per P,
i anomenem R al tercer punt d’interseccié de L amb E. Sigui L’ la recta que conecta R i O.
Aleshores, definim la suma P & ) com el punt tal que L’ interseca a R, Oia P& Q.

Proposicié 2.2.4. La suma definida per ® conincideiz amb la suma induida de Pic® per &.

Dem. Clarament, és suficient veure que 6 (P & Q) = o '(P) + ¢ !(Q). Veiem-ho. Sigui
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XY, Z)=aX+ Y +79Z=0

la recta L de P? que conté a P i Q, i sigui R el tercer punt d’interseccié de L amb E. Sigui L’
la recta de P? que conté a R i O, donada per

FIX,Y,Z) =o' X +BY ++'Z =0.

Donat que la recta Z = 0 interseca a E en O amb multiplicitat 3, tenim que div(f/Z) =
P+Q+R—-301iquediv(f'/Z) =R+ (P ® Q) — 20. Per tant,

(PeQ)—P—-Q+0=div(f/f)~0,
d’on obtenim que
o (P&Q)—o ! (P)—071(Q) =0,

com voliem. O

Corol-lari 2.2.5. Propietats de &:

(a) Si L recta interseca a tres punts de E' (no necessariament diferents), aleshores (P®Q)®R =

0.
(b) P® O = P peratot P € E.
(c) PEQ=QaP.
(d) Sigui P € E. Ezisteix un punt de E, que denotarem ©P tal que P& (6P) = O.
(e) Siguin P,Q,R € E. Aleshores (P® Q)& R=P & (Q ® R).

(f) Si P iQ son punts k-racionals de E, (és a dr, de coordenades en k), aleshores P& Q) també
és k-racional.

En definitiva, E amb ['operacio @ té estructura de grup commutativ amb element neutre O,
1 els punts k-racionals de E formen un subgrup de E amb aquesta operacio.

Observacié 2.2.6. Per simplificar la notacid, a partir d’ara utilitzarem + i — per simbolitzar
@ 1 © respectivament. Aixi doncs, si tenim m € Z i P € E, escrivim el morfisme multipliar
per m com

[m|P=P+---+ P, peram >0, [0]P=01i[m]P=[-m|](—P), per am < 0.

Observacié 2.2.7. Sigui E una corba el-liptica donada per una equacié de Weierstrass
W Y24+ a, XY +asY = X3+ ax X%+ ay X + ag.

(a) Sigui Py = (zo,y0) € E, Py # 0. Aleshores —Fy = (z9, —yo — a1 — az).

(b) Donats Py, P, € E, P, = (x1,11) # (0,0) 1 P» = (x2,y2) # (0,0), les formules d’addicié que
es dedueixen proporcionen que Py + P, = P3 = (z3,y3), on
(i) PL+ P, =0, si o =201y +y2 + a129 +az = 0.

(i)
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x3:a2+a1a—a2—$1—:vgiygz—(a+a1):v3—ﬁ—a3

Y2 — Y1 . Y1To — Y21 .
a=""—1f="""" i #£ 19
To — 1 Lo — X1
Sx% + 2a911 + a4 — a1y . —x:{’ + ayx1 + 206 — azyy .
o= 10 = sl x1 = xa.
2y1 + ayx1 + ag 2y1 + a1 + as

Y = aX + 8 és la recta per P, i P, o tangent en el cas que P, = P.

Corol-lari 2.2.8. Un cas especial de les formules d’addicio és la formula de duplicacio, on
podem escriure la coordenada x de [2|P com

ZE4 — bQZL‘2 — 2b3[2§' — b4

- 4]73 + bll’Q + ngl' —I— bg ’

z([21P)

on P = (z,y), b1, b, by son els construits anteriorment i by = a%ag +4dasa6 — a10304 ~|—&2a§ — aZ.

2.3 Forma normal de Legendre

Sigui E una corba el-liptica sobre k un cos de caracteristica diferent de 2. Prenem [’equaci6 de
Weiestrass de F en forma normal donada per

WE3Y2:X3+g2X+gg.

Com que k' és algebraicament tancat, el polinomi ctibic X? + ¢, X + g3 té tres arrels en k'
factoritzant-lo, obtenim

Y2 = (X —e)(X —e)(X —e3);

i com que A # 0 i el discriminant del polinomi ctibic és 16A, aquest també és diferent de zero,
i per tant els e; sén tots diferents. Ara fent la substitucié

X — (62 — 61)X +e; 1 Y — (62 — 61)3/2Y,
W es transforma en
Y2 = X(X —1D)(X =N,

€3 — €1

on \ = ekiN#£0,1.

€2 — €1
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Capitol 3

Corbes el-liptiques semi-estables

3.1 Tipus de reduccio

En general, a partir d’aquest punt treballarem amb corbes el-liptiques definides sobre Q a no
ser que indiquem el contrari. Una eina molt efectiva per estudiar-les és la teoria de la reduccié.
Donem abans, pero, un resultat auxiliar de les corbes donades per equacions de Weierstrass.

Definicié 3.1.1. Sigui Cy una corba donada per una equacié de Weierstrass W amb una
singularitat en P € Cy,. Diem que P és un node si existeixen dues rectes tangents diferents a
Cw per P, idiem que P és una punta si existeix una tnica recta tangent a Cy, per P.

Proposicié 3.1.2. Sigui Cy una corba donada per una equacié de Weierstrass W sobre Q.
Aleshores és té la classificacio segiient.

(a) Cw és llisa si 1 només si A # 0.
(b) Cw té un node si i només si A =0 i gy # 0.
(¢) Cw té una punta si i només si A = gy = 0.
Dem. Escrivim
Cw: fw(X,)Y)=Y?+ a1 XY +a3Y — X3 —as X? — ay X —ag = 0.

Comencarem provant que el punt de l'infinit no és singular. Aixé és facil considerant

FwlX,Y,Z| =Y*Z + a, XY Z + a3Y Z? — X3® — ay X?7Z — ay X 7? — as 23 = 0.
Aleshores, recordant que O = [0, 1, 0], tenim que

57(0) =1#0;

per tant, O és un punt llis de Cy,. Suposem ara que Cyy és singular en P = (xg, o). Aleshores,
la substitucié X — X + g, Y — Y + yo porta el punt P al (0,0) i deixa § i go invariants. Per
tant, podem suposar que P = (0,0). Aleshores, com que, per ser P singular,

ag = fw(0,0) =0, ag = 98(0,0) = 01 a3 = 94¥(0,0) = 0,

fw és de la forma

15
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fW : Y2 + (ZlXY - QQXQ - X3

i és clar que A = 0. Ara, si considerem el desenvolupament de Taylor de fy, en (0,0), tenim
que

fw(X,Y) = (Y +aX)(Y - BX) — X3

Per tant Y + aX =01 Y — X = 0 son les rectes tangents a Cy en (0,0); és a dir que, per
definici6, Cy tindra un node a (0,0) si a # 3, i una punta si & = . Pero aixé equival a dir
que Y2 4+ a; XY — ay, X? tingui dos zeros diferents o un zero doble, és a dir que el discriminant
d’aquesta equacié quadratica que és a? +4ay sigui igual a zero o diferent de zero respectivament.
Pero com que gy = (a2 + 4ay)?/27, és equivalent a dir que g, és diferent o igual a zero.

Per tant, ara només ens falta provar que si Cy és llisa, aleshores A # 0. Prenem W en la
forma

Y2 = 4X3 +b1X2+b2X‘|—b3

Aleshores, un punt (z,y) de Cy és singular si 2y = 1222 + 2byx + by = 0, és a dir si és de la
forma (z,0), amb x arrel doble de 4X3 + b; X? + by X + b3, perd aquesta equacié ctibica t¢ una
arrel doble si i només si el seu discriminant, que coincideix amb 16A és zero. A més a més,
com que cap cubica no pot tenir dues arrels dobles, Cy, només pot tenir un punt singular; i
amb aixo, acaba la demostracio. [l

Considerem ara F una corba el-liptica donada per una equacié de Weierstrass general
W Y24+ a, XY +asY = X3+ ax X%+ as X + ag,

de coeficients aq, ...,a¢ € Z, i sigui £ un nombre primer. Aleshores, definim la reduccié de FE
modul ¢ com la corba donada per I'equacio

W) : Y2+ @ XY +a3Y = X2 + 0, X% + a3 X + ag,

on @; és la classe residual de a; en F, = Z/Z{. Obviament, W (¢) torna a ser una equacié de
Weierstrass, per tant, pel teorema anterior, podem tenir tres situacions diferents.

- Bona reduccié. Es el cas en que E({) torna a ser una corba el-liptica, és a dir, que és llisa.
En aquest cas, v/(A) = 0.

- Reduccié multiplicativa. Es el cas en qué E(f) té un node.
- Reducci6 additiva. Es el cas en qué E(f) té una punta.

Donem una caracteritzacié de la reduccié multiplicativa que ens sera tutil.

Proposicié 3.1.3. Sigui ¢ un nombre primer dieferent de 2 i de 3. E({) té reduccid multipli-
cativa si i només si ve(jg) < 0 i lextensid Q(v/0g)|Q és no ramificada en (.

Dem. Suposem que E({) te reduccié multiplicativa. Per la definicid, jp = 12:3‘53 = 123i3g§.
Ara, com que ¢ # 2,3, podem escriue E({) en la seva forma normal de Weierstrass de manera
que es té vy(1234%g3) < 01 v(A) > 0, i per tant, vy(jr) < 0. Ara, per la definicié 0p = —%g—z
(mod Q*?) en el cas que jg # 0,123, Per tant, el discriminant de Q(v/dg) sera 2g2g3 0 bé 8g2gs.
Com que £ # 2 i £ 1 gy, per veure que Q(v/dz)|Q és no ramificada en £ només hem de verue

que ¢ 1 g3. Perd si l|gz, com que (|A tindriem ¢|A + 27¢2, i per tant que ¢|4g3; i per tenir
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¢ # 2 l|go que contradiu que E(¢) tingui reduccié multiplicativa en ¢. Veiem el reciproc. Per
a aixd hem de veure que v;(A) > 0 i que v;(g2) = 0. La primera condicié és clara del fet que

ve(jp) = 05(1232393) < 0 (¢ # 2,3); la segona és clara de que Q(v/0g)|Q és no ramificada en ¢,

ja que si no fos aixi, és a dir, si £|ge, aleshores ¢ dividiria el discriminant de 'extensié qudratica
i, per tant, no podria ser no ramificada.

O

Proposicié 3.1.4. (Teorema de reduccié semi-estable) Siguin ¢ un nombre primer diferent de
2 i diferent de 3, i E({) una corba el-liptica sobre k := Q.

(a) Sigui K'/k una extensid no ramificada. Aleshores, el tipus de reduccié de E sobre K és el
mateix que el tipus de reduccio sobre K'.

(b) Sigui K'/k una extensid finita. Si E te bona reduccié o reduccié multiplicativa sobre k,
aleshores E te el mateix tipus de reduccio sobre K’

(c) FEisteir una extensid finita K'/ K tal que E només te bona reduccid o reduccié multiplicativa
sobre K.

Aquest teorema motiva la definicié segiient.

Definicié 3.1.5. Sigui E una corba el-liptica definida per una equacié de Weierstras de coe-
ficients a Z. Donat un nombre primer p diem que E té reduccioé semi-estable modul p si E té
bona reduccié o reduccié de tipus multiplicatiu modul p.

3.2 Equacié minimal de Weierstrass

Per veure la demostracié del teorema de reduccié semi-estable, necessitem el concepte de corba
minimal de Weierstrass. Siguin, doncs, p un nombre primer i £ una corba el-liptica sobre Q
donada per 'equaci6

Cw : Y2+ XY +a3Y — X3 —ay,X? —ay X —ag =0.

Considerem l'anell dels nombres p-enters, és a dir Zgy = {z € Q : |z|, < 1}. Aleshores diem
que 'equacié Cy és p-entera si els a; son p-enters.

Definicié 3.2.1. Diem que Cy és minimal en p si és p-entera i v,(Ay) és minim d’entre els
Ay tal que Cy és una equacié equivalent a Cy, per un canvi de coordenades de coeficients
en Qi Cy és p-entera.

Lema 3.2.2. Siguin p un nombre primer diferent de 2 i diferent de 3, i E una corba el-liptica
definida sobre Q donada per

W Y24+ a XY +a3Y = X3+ a:X?+ ay X + ag.
(a) W es pot transformar en una equacio minimal W' en p mitjancant un canvi de coordenades
de coeficients en Q.

(b) Si els coeficients de W son p-enters, els nous coeficients del canvi de coordenades del punt
anterior també ho son.
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(¢) Dues equacions minimals en p de E estan relacionades per un canvi de coordenades tal que
lul, =11dr,s, it son p-enters.

Dem. Per hipotesis, p > 3.

(a) Com que podem suposar que W té coeficients enters, tenim que |Ay|, < 1; i com que
|Aw|, > 0, només hi ha una quantitat finita de possibilitats per a |Ay~|, entre Ay 1 1, ja
que | - |, és discret. Per tant, I'existeéncia queda provada.

(b) Si la nova equaci6 és minimal en p, com que u?Ay = Ay, sabem que |ul, < 1. Ara, si d]
son els coeficients de la nova equacié, tenim u?a), = a3 — sa; + 3r — s* i uday = a3 —ra; +2t,
i per tant r,s,t € Z,).

(c) Ara, si W i W’ sén equacions minimals en p, i considerem el canvi de coordenades que ens
transforma W en W', hem vist en (b) que |u|, < 1. Ara, si considerem la transformacié
inversa, de manera analoga obtenim que |u!|, < 1. Per tant ha de ser |u,| = 1.

Definicié 3.2.3. Sigui E una corba el-liptica donada per I'equacié de Weierstrass
W Y2+ XY +a3Y = X2+ as X%+ as X + ag.

Diem que W és minimal (o globalment minimal) si
(i) lequacié W esta definida sobre Z.

(ii) Per a cada p primer, W és minimal en p.

Per provar que tota corba el-liptica E admet una equacié minimal farem servir el teorema
d’aproximacié segiient, conseqiiencia del teorema xines del residu.

Teorema 3.2.4. Siguin py,...,p, un conjunt de nombres primers i €,...,€, nombres reals
positius. Siquin T, ..., T, € Ly). Aleshores evisteiz un x € Z tal que |x — x;|,, < € per a tot .

Teorema 3.2.5. (Teorema de Néron) Donada una corba el-liptica E sobre Q per una equacio
de Weierstrass W, aleshores ezisteiz un canvi de coordenades (sobre Q) que transforma W en
una equacto minimal.

Dem. Si tenim
W Y24+ XY +asY = X3+ ay X%+ as X + ag,

podem suposar que a; € Z, de manera que Ay, € Z. Sigui p un nombre primer que divideixi
Ay, aleshores poem fer un canvi de coordenades donat per {u,,r,,sp,t,} de manera que la
nova equacié W), amb coeficients a;,, és minimal en p. Sabem, doncs que wy, 1y, sp,t, € Zy) i
que |up|?|Aw, |, = |Aw|,. Ara, per el lema anterior podem esciriure u, = p"rk, amb k, € Z,),
|kplp =11m, > 0. Prenem u = H p"* € N com a primer coeficient del canvi de coordenades.

plow
D’aquesta manera, si p divideix Ay 1 W’ és la nova equacié, tenim

|AW’|p = |U|;12 = |“p|;12|AW’p = |Ap|p‘
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Com que, a més a més, |Ay|, = 1 si £ no divideix Ay, la nova equacié és minimal si els
coeficients d’aquesta, a; son enters. Per verue aixo, escollim, mitjangant el teorema anterior,
r, s, t enters de manera que

r—rplpy < P70, |5 — sy < P70, [t — 1y, < pTO.
Aleshores les formules el canvi de coordenades del capitol 2 (Observacié 2.1.4) mostren que els

aj sén enters, ja que per la propietat ultramétrica de |- |, tenim que |a}|, < 1 per a tot £ primer.
]

3.3 Teorema de reduccio semi-estable

Vist el concepte de d’equacié minimal i ’existencia d’aquesta, anem a veure la demostracié del
teorema de reduccié semi-estable.

Dem. (Teorema de reducci6 semi-estable)
(a) Sigui
E:Y?=X*+AX+B

una equacié minimal sobre k£ de E. Siguin O’ I'anell dels enters de K’ | v, 'extensié de vy
a K'i

X —u?X, Y — '3y

un canvi de coordenades que doni una equacié minimal de E sobre K’. Com que K'/k és
no ramificada, podem trobar u € k amb u/u’ € (O')*. Aleshores la substitucié

X — u?X, Y — u?Y

també dona una equacié minimal per a E/K’, ja que vj(u ?A) = v,((v')"*?A). Perd
aquesta nova equacio té coeficients en O, i, per la minimalitat de I’equacié original sobre
k tenim que v,(u) = 0. Per tant, I'equacid inicial ja era minimal sobre K’; i per ser v; una
extensié de v, podem concloure que E té el matiex tipus de reduccié sobre k i sobre K'.

(b) Prenem una equacié minimal de Weierstrass per F sobre k. Siguin
X = u?X +r, Y = w3Y? + su?X +t

un canvi de coordenades que doni una equacié minimal de Weierstrass sobre K’. Per a
aquesta nova equacié els A’ i g} associats satisfan la desigualtat

0 < vp(A) =vp(u™A) 1 0 < vj(gh) = vi(u"ga).

Ara, com que u?A" = Aivy(A’) = vy(A), aleshores tenim que ve(u) > 01, per tant, u € O,
amb la qual cosa 0 < vj(u) < min{;5v)(A), ;vj(g2)}. Perd pel cas de bona reduccié (resp.
reduccié multiplicativa) tenim que v,(A) = 0) (resp. ve(g2) = 0). Per tant, en ambdos
casos vy(u) = 01 vy(A") = vy(A), v)(gh) = v)(g2), fet que ens manté el tipus de reduccio.
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(c) Estenem k a K’ de manera que podem escriure l'equacié de F en la forma normal de
Legendre,

VZ=X(X-1(X =X, A#£0,1

Aleshores, és facil comprobar que o bé E té bona reduccié en K’, o bé E té reduccid
multiplicativa en K’, o bé E té reduccié multiplicativa en K'(v/).

Suposem primer que car(k) # 2. Aleshores, els invariants donats per aquesta equacié sén

16(A2 — A+ 1
g = 1 — D A 162 -1

Raonem per casos

Cas 1. Si A és un enter f-enter, A\ # 0,1 (mod M;) on M, és I'ideal maximal de k.
Aleshores, A és un element enter /-enter invertible, i per tant ’equacié té bona reduccio.

Cas 2. SiA =001 (mod My). Aleshores, A € M, i go és un enter (-enter invertible, i
per tant ’equacio te reduccié de tipus multiplicatiu.

Cas 3. Si A no és un enter f-enter. Aleshores, escollim r prou gran tal que V;(¢"\) = 0,
és a dir, tal que £"\ sigui invertible. Fent el canvi de coordenades

X—=0T7X | Y%y
i reemplacant k per k(¢/?) si és necessari, obtenim I’equacié de coeficients ¢ enters de E
Y2=X(X—0)(X -0,

i per aqueta equacié, A € M, i go és un element invertible enter f-enter. Per tant, E té
reduccio de tipus multiplicatiu. [l

Per tant, hem vist que després d’una extensio finita de cossos, el tipus de reduccié de E
és bona o multiplicativa, i que després aquest tipus no torna a canviar. Per aixo diem que F
te reduccié estable modul £ si existeix un model de E on aquesta té bona reduccié o reduccid
multiplicativa modul /.

Definicié 3.3.1. Una corba el-liptica E sobre QQ és estable si té reduccié semi-estable modul
tots els primers.

Observacié 3.3.2. Si tenim F una corba el-liptica estable i W una equacié minimal de F,
dels resultats anteriors es dedueix clarament que aquesta equacio és optima per a la reduccid
de E. Es a dir, que per a tot primer p, W tindra bona reduccié o reduccié multiplicativa sobre
p. Dit d’'una altra manera, si tenim £ una corba el-liptica estable sempre podem trobar una
equacio de Weierstrass de E, W, de manera que E te bona reduccié o reduccié multiplicativa
en tot primer per W. Aquesta, és doncs, una equacié minimal.

Ara, donada E una corba el-liptica amb reduccié estable, podem definir un invariant de E
que ens digui en quins primers de Z FE té reduccié de tipus multiplicatiu.

Definicié 3.3.3. Sigui £ una corba el-liptica donada per una equacié de Weierstrass de co-
eficients en 7Z, definim el conductor de £ com Ng = H l, és a dir, el producte dels

¢ primer, ¢|Ag
primers on E té reducci6 de tipus multiplicatiu.



Capitol 4

La corba de Frey

4.1 Construccio i propietats

L’objectiu d’aquest punt és donar I'associacié explicita d’'una corba el-liptica estable £ a una
hipotética solucié no trivial de ’equacio de fermat i veure’n algunes propietats. Abans de tractar
Vequacié ZY—Z5 = Z%, perd, comengarem treballant amb 'equacié més general a Z" —as Z5? =
asZs®, on ay, as i ag son enters primers entre ells, dos a dos, i ny,ng,ng € N.

Considerem A i B dos nombres enters primers entre ells tal que A = 0 mod 2° i B = 1 mod
4,1 escrivim C':= A — B. Associem a aquests nombres la corba el-liptica donada per

F:Y?=X*+(A+ B)X?+ ABX.

Aleshores, realitzant les transformacions X — X + 5 Y — Y, la seva forma normal de

Weierstrass esdevé
Wg:Y?=X3—1(A?+ B?— AB)X + 5-(A+ B)(2A> + 2B* - 5AB),
a partir de la qual obtenim que els invariants de £ son
Aw, = A’B*C?,

. 2%(A2 4 B2 — AB)

A’ + B* - AB

1 *2
O = AT B A + 257 —5ap) 1L

Proposicié 4.1.1. Amb les notacions anteriors, la corba el-lipica E té les propietats seqiients.

(a) Els punts d’ordre dos de E son Q-racionals.

(b) E és semiestable sobre Q i el seu conductor és N = H l.
L|ABC, £ primer

(¢) Una equacid minimal de E ve donada per
Mp=Y?+ XY = X34 48-1x2 4 40X

21
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El discriminant d’aquesta és Ay, = APBRCR (Notem que, amb les condicions que hem

28
imposat a A i B tenim que %, Al’—GB i A son nombres enters).

(d) Sigui p un primer senar i Q(E[p]) el cos obtingut d’adjuntar les coordenades els punts
d’ordre p de E a Q. Aleshores Q(E[p]) és no ramificat sobre Qg per a tot primer £ que no
divideizi 2p.

Dem.

(a) Per calcular els punts d’ordre 2 utilitzem la férmula per a la coordenada xsp del punt [2]P,
on P = (z,y) € E:

2" —2ABz* + A’B?
423+ 4(A+ B) + 4ABx’

Zop

Per tant, els punts d’ordre 2 sén aquells tals que 4z° + 4(A + B)x? + 4ABz = 0; i les
solucions d’aquesta cubica sén z; =0, x9 = —A 1 3 = —B. Es a dir, els punts d’ordre 2
de F sén Py = (0,0), P, = (—A,0), P, = (—B,0), que clarament sén Q-racionals.

(b) Veiem la semiestabilitat de £ modul ¢, ¢ primer, per casos:

e Cas { = 2. vy(jg) =8 —2-1(A) < —21idg = B (mod Q3). D’on obtenim que E té
reduccié multiplicativa modul 2, ja que B =1 (mod 4).

e Cas ¢ = 3. Suposem primer que 3 1 ABC. Aleshores es té que C = A — B # 0
(mod 3), i per tant A # B (mod 3). Aixi, el polinomi X® + (A + B)X? + ABX té 3 zeros

diferents modul 3, ergo E té bona reduccié modul 3. En el cas que 3|ABC tenim que

1 A?+ B? - AB
3(jE) = —v3(A 0 i — = 0; tant 0 ¢
talie) = —ua(Buwy) < 0 v (F o TP} — 0 per tant Q(VARIQ
no ramificada en els divisors de 3, i per la caracteritzacié donada en 3.1.3, F té reduccié

multiplicativa modul 3.

e Cas ( primer, ¢ # 2,3. Com que mcd(AB(A— B), A>+ B?— AB) = 1, E té bona reducci6
modul ¢ si i només si v(jg) > 0. Pero vy(jg) < 0 si i només si ¢|ABC, i en aquest cas,
ve(0g) = 01 per tant E te reduccié multiplicativa modul /.

Per tant, E es semiestable sobre QQ i, per tant, el seu conductor és N = H L.
¢|ABC, £ primer

(c) Fent els canvis X — X — % iY — % —|—% (X — %), transformem Wg en Mg i, per tant, les

dues equacions defineixen la mateixa corba F. Ens falta veure, doncs que Mg és minimal.
. L , 25202 L
Perd el discriminant de My és Ap = 4 fgc , que resulta que, per apartat (B), és optim

respecte la reduccio de E. Per tant, Mg és una equacié minimal de F.

(d) Veurem la demostracié en el capitol segiient.

Si ara prenem l’equacié generalitzada
ny ng __ n3
i suposem que (z1, 29, 23) n’és una solucié amb ged(zy, 22, 23) = 1, 2%]a121* 1 aszy? = 1 mod 4,

podem escriure A = a12]", B = ay2z3% 1 C = a3zy®. Aleshores, la corresponent corba el-liptica
és estable amb discriminant
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2 9 92 2ny 2ny 2ng
07050321 29 "Z3

Ap = >

i conductor

N = H l;

ve(Ag)>0, £ primer
i satisfa les propietats de la proposicié anterior.

Observacid 4.1.2. Amb les notaciona anteriors

28AE' = 2 2 9 2n1—1 _2ns—1_2n3—1

Centrem-nos ara en el cas a; = as = az =11 n; = ny = nz = p, amb p primer diferent de 2
i de 3. Aleshores, sigui (z1, 22, 23) una solucié entera de

70— 78 =78,

Podem assumir sense pérdua de generalitat que 2|z; i que 25 = 1 mod 4; és a dir, podem
assumir que zz és imparell. Si z3 fos parell, aleshores o bé z; i 2z, serien parells, o bé z1 1 2y
serien imparells. En el primer cas podriem dividir la igualtat entre 2P i obtenir una nova solucié
de equaci6 (21, 25, 24) tal que |2}| < |z , i repetir aquest procés fins que alguna z; fos senar. En
el segon cas, passant 2} restant a l’altra banda de la igualtat i renombrant 21, 25 i 23 obtenim
la generalitzacié. Si procedim com anteriorment, és a dir, prenent A = 27, B =281 C = 2§, la
corba elliptica ' = E, ., .,) associada a (21, 22, 23) donada per 1’equacié minimal

zf+z§—1X2+zfz§X

Mg :Y?+ XY = X3
E + + 1 16

és estable sobre Q. Els seus punts d’ordre 2 son Q-racionals, el seu conductor es Ng =
H 0, i Ap = (27%21223)%. 1, per l'observacié anterior, tenim que 28Ap > N2,
£|z1 2223, £ primer
El cos Q(FE[p]) es no ramificat en tots els primers ¢ excepte en els divisors de 2p.
Per tant, resumint els resultats provats, I’existencia d’una solucié no trivial de 'equacio de
Fermat implica ’existéncia d’'una corba el-liptica sobre Q amb propietats molt remarcables.
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Capitol 5

Punts de n-torsio 1 ramificacio

5.1 Corbes el:liptiques sobre C

Una referencia basica per l'estudi d’aquest apartat és [12].

Definicié 5.1.1. Una xarxa A C C és un subgrup discret de C que conté una R-base de C.
Llavors, és un grup abelid lliure de dimensié 2 i si wy, wy és una base de A, escrivim A = [wy, wo].

Definicié 5.1.2. Una funcié el-liptica relativa a una xarxa A, és una funcié meromorfa f :
C — C tal que f(z +w) = f(z) per a tot w € A iper a tot z € C.

Definicié 5.1.3. Un paral-lelogram fonamental per a A és un conjunt de la forma
DI(I+{t1w1+tQWQ : Ogtl,tg < 1},
on a € Ci{wy, wa} és una base de A.

Veiem que existeixen funcions el-liptiques no constants. Per fer-ho definirem la funcié ¢ de
Weierstrass.

Definicié 5.1.4. Sigui A una xarxa, definim la serie p de Weierstrass associada a A com

1 1 1

o =5+ > s

o weN,wH#0 (Z - UJ) W

Definim també la serie d’Eisenstain de pes 2k associada a A com la serie
1
Gu(M) = >, —
weN,wH#0

Per facilitar la notacié, una vegada tinguem A fixada escriurem @(z) 1 Ga.

Proposicié 5.1.5. Sigui A una zarza.

(a) La série de Fisenstain Goy, per A és absolutament convergent per a tot k > 1.

(b) La série o de Weierstrass convergeix absolutament i uniformement en tot compacte de
C — A. Defineix una funcio meromorfa en C que té un pol doble amb residu 0 a cada punt
de la xarza © cap més pol.

25
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Dem. [12] O

Definicié 5.1.6. Donada una xarxa A, anomenem funcié p(z) de Weierstrass associada a A
a la funcié meromorfa donada per la serie de Weierstrass associada a A i anomenem constant
(G5, d’Eisenstein associada a A a la constant defnida per la serie Go;, d’Eisenstein associada a

A.
Proposicié 5.1.7. La funcio o de Weierstrass és una funcio el-liptica.

Dem. [12] O

Teorema 5.1.8. Sigui A una zarza i sigui C(A) el conjunt de les funcions el-liptiques relatives

a A. Aleshores C(A) = C(p(z),¢'(2)).

Dem. [12] O
Teorema 5.1.9. (a) Donada una zarza A, la seérie de Laurent de p(z) en z = 0 ve donada per

o0

o(2) =272+ Z (2k + 1)Gopaaz?.

k=1
(b) PeratotzeC, z¢ A, és
@ (2)? = 4p(2)? — 60G4p(2) — 140Gs.
Observacié 5.1.10. Utilitzarem com a notacié habitual g5(A) := 60G4 i g5(A) := 140Gs.

Proposicié 5.1.11. Siguin g5(A) i g5(A) les quantitats associades a una zarza A.

a) El polinomi f(x) = 42 — gb(A)x — gh(A) té arrels diferents; el seu discriminant A(A) =
2 3
(gh(N))3 — 27(g5(N)")? és diferent de zero.

(b) Sigui E/C la corba el-liptica donada per
E:Y2=4X3— gj(A)X — g4(A).
Aleshores, aplicacio

¢:C/A— E(C)

[0(2),¢'(2),1] =z ¢ A
2 9lz) = { ’ [0,?,0] zEA}

és un isomorfisme analitic, és a dir, és una aplicacio bijectiva i holomorfa.

Proposicié 5.1.12. Sigui E una corba el-liptica donada per
E:Y?=4X3 - g, X — g5,

on ara gy, g5 € C, a priori, no estan associats a cap varza A. Aleshores, existeix una unica
zarza A tal que gh = g5(A) i g5 = g5(A).

Aquests dos ultims resultats ens ens diuen que tota corba el-liptica E sobre C esta para-
metritzada per funcions el-liptiques, de manera que les coordenades dels punts de E es poden
escriure com
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Ara, sigui A una xarxa de C; podem prendre una base de A, {wi,ws}, de forma que
Im(wy/wy) > 0, i aleshores prenent 7 = w;/wy tenim que 7 pertany al semipla superior de
C1i{1,7} és la base d'una xarxa A, homotetica a A. Anomenem A, a la xarxa normalitzada
de A, i a més a més, les corbes que defineixen A i A, sén isomorfes. Per tant, utilitzant els
resultats anteriors, per a tota corba el-liptica £ donada per una equaciéo de Weierstrass de la
forma

Wg:Y?=4X3 — g, X — g5,
podem trobar una xarxa A, tal que la corba el-liptica donada per
Y2 =4X7 = gh(Ar) X — g5(Ar),

és isomorfa a E, i podem prendre aquesta equacié en lloc de Wg. Aleshores, escriurem g5 (7)
i g4(7) en lloc de g4(A) i g4(A) respectivament. Per tant, sigui £ una corba el-liptica sobre
C donada per lequacié Y? = 4X3 — gbX — ¢4 i amb xarxa associada A = [1,7]; i sigui jg
I'invariant j de E definit anteriorment. Aleshores prenent ¢ = e?™7 i w = €2™* podem calcular
els desenvolupaments en serie de g, g5, jg 1 els desenvolupaments en serie de Fourier de p(z) i
¢ (2); de manera que utilitzant la parametritzacié donada per ¢ obtenim expressions

1 = nig"
f -~ |14+24
o] 1+504§: g
g3_63 n:11_qn )
128¢/3 1
jp= 29 L 2us 4 106884
A q
1
- _9
#(w) = 75 %(1—qmw Zl—q”’
q"w(l + q"w)
meZ

Ara, fent els canvis X +— X — % 1Y — %—i—% (X — 1—12), I’equacié de Weierstrass es transforma
en

E:Y?2 - XY = X3 hyX — hs,

on
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Vo= G S

meZ n=1

Aquesta s’anomena 'equacié (complexa) de Tate.

5.2 Punts de n-torsio

Definicié 5.2.1. Donada una corba elliptica E sobre Q, posem E, := {P € F(Q) : [n|]P =
O}, el conjunt de punts de n-torsié de F, és a dir, el nucli de la multiplicacié per [n].

Acabem de veure que podem parametritzar tota corba el-liptica F/Q per una corba el-liptica
sobre C associada a una xarxa A = [w;,ws], de manera que aquesta parametritzacié manté
I'estructura de grup. Per tant, ens podem mirar els punts de n-torsié de E com els punts de
n-torsié de E sobre C, és a dir d’aquesta parametritzacié. Denotem per E|[n] el grup dels punts
de n-torsié de E sobre C (clarament, E, = E[n]).

Proposicié 5.2.2. Sigui E una corba el-liptica sobre Q. Aleshores

Z Z
Enl=z —o& —
] Wz
i per tant, #E[n] = n%.
Dem. Sigui A = [wy,ws] la xarxa associada a FE. Ja hem vist que E és isomorfa a C/A,

aleshores podem escriure I'isomorfisme explicit

O

Teorema 5.2.3. Sigui Q(E[n]) el cos extensid de Q obtingut d’adjuntar a Q les coordenades
dels punts de E[n]. Aleshores, Q(E[n])|Q és una extensid de Galois.

Dem. Com que #(E[n]) = n?, les coordenades (x,y) = P € E[n] només poden tenir un
nombre finit de conjugats sota 1'accié de Aut(C); per tant, x i y han de ser nombres algebraics
sobre Q. Sigui ara o : Q(E[n]) — C un morfisme de cossos. Per veure que Q(E|n|) és Galois
sobre Q és suficient veure que o(Q(F[n])) € Q(E[n]). Ara, si posem E[n] ={O,P,..., P21}
amb P, = (z;,y;), clarament o ve determinat per les imatges de z; i y;. Perd com que z; i y; sén
nombres algebraics i les formules d’addicié venen donades per funcions racionals de coeficients
en Q, si definim

o(P) = {(00(951‘)70(%)), zi i z gi,

aleshores o(P + Q) = o(P) + o(Q), per a tot P,Q € E[n|. Aixi doncs, no(P;) = o(nP;) =
0(0) = O per atot P, € E[n], és adir, que o(F;) és un dels P;’s de E[n]. Per tant, o(x;),0(y;) €
Q(FE[n]) per a tot i, és a dir que o(Q(F[n])) € Q(E[n]), fet que completa la prova del teorema.
U
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5.3 L’aparellament de Weil

Siguin k un cos de caracteristica p (es permet p = 0), k' D k un cos algebraicament tancat, E/k
una corba elliptica i m un enter més gran o igual que 2 primer amb p (si p > 0). Prenem un
punt 7' € E[m], aleshores per el corol-lari 2.2.2 sabem que m(T') —m/(O) és un divisor principal,
és a dir, que existeix f € k'(F) tal que

div(f) = m(T) — m(O).

Ara, prenent T" € E tal que [m]T”" = T, de la mateixa manera, existeix una funcié g € K(E)
tal que

div(g)= Y (I"®R)— (R);

ReE[m)]
(notem que #E[m] = m? i que [m?]T" = O). Anomearem a f i g funcions associades a T
Clarament, f o[m]i g™ tenen el mateix divisor, i com que gen(FE) = 1, existeix A € k* tal que

A(f o[m]) = g™. Suposem ara que tenim un altre S € E[m]; aleshores per a qualsevol X € E
és

9(X @ S)™ = Af([m]X @ [m]S) = M([m]X) = g(X)™,
de manera que podem definir un aparellament
em : E[m] x E[m] — iy,
on /i, denota el conjunt de les arrels de la unitat, de la manera segiient
em (S, T) := g(X @ 5)/9(X),
on X es qualsevol punt de F tal que g(S® X) i g(X) estiguin ambdés definits i siguin diferents
de zero. Observem que e, no depen de l'eleccié de X, ja que g(z) i g(x @ S) sén funcions

racionals amb el mateix divisor, i per tant el seu quocient és constant. Aquest s’anomena
I’aparellament de Weil.

Observacié 5.3.1. Multiplicant f per A, és a dir, prenent, com a funcié associada a T', Af en
lloc de f, suposarem que f o [m] = g™.

Proposicié 5.3.2. Propietats de l’aparellament de Weil.

(a)

em(S1 @ 52, T) = en(S1,T) + e (52T,
em(S, T1 D Tg) = em(S, T1) + em(S, Tg),

(b)
em(S,T) = en(T, S)"" .

(c) Sien(S,T) =1 per atot S e E[m|, aleshores T = O.
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(d) Per tot 0 € G,

o(em(5,T)) = em(a(5),a(T)).

(e) Si S € Emm'| 1T € Elm|, aleshores

emm' (S, T) = en([M']S,T).

Dem.

(a) Provem la linealitat del primer factor

g(X & 51 8 5s)

(S @ Sy, T) =
en(51 ® 52, T) 9(X @ S1)

9(X) = e (S, T)en(S1,T),

ja que prenent ¥ = X + 5] tenim la igualtat. Per veure la linealitat del segon factor
comencem prenent fi, fo, f3, g1, g2, g3 funcions associades als punts T3, To i T3 = T + 1.

Utilitzant el corol-lari 2.2.2, prenem h € k'(F) tal que el seu divisor és

En conseqiiencia div(fs/fi1f2) = mdiv(h) i per tant f3; = cfi foh™ per a alguna constant

c € k'*. Ara, com que podem suposar que f; o [m] = g, és facil veure que
g3 = c'gi1g2(h o [m]),
per a algin ¢ € C; i aplicant aixo, obtenim que

X DY) (X ®9)g(X ®S)h([m]X ®[m]S)
S TOT) == 5y~ 91 (X) g2 h(m] X) |

Per ’apartat anterior, tenim que

en(SOT,SBT) =en(S,S)en(S, T)en(T,S)en(T,T);

per tant, és suficient veure que e, (P, P) = 1 per a tot P € E[m]. Denotem per 7, :

la translacié pel punt @, és a dir, 7¢(P) = P @& Q. Aleshores

div (1__[ f oT[ﬂP) = mi([l —i]P) — ([-i]P) =0,

d’on veiem que
m—1
H foTp

1=0

és constant. Ara, prenent P’ tal que [m|P’ = P, aleshores

m—1
H go T[i]P’
=0
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també és constant. En conseqiiencia, el producte de les ¢g’s pren el mateix valor en X i en
Xo6P,

3
L

H g X ai|P) = g X ®[i+1]P)

1= %

Il
o

i cancelant els termes iguals de cada costat de la igualtat obtenim l'expressié g(X) =

" _ : _gXePr)
g(X & [m|P") = g(X & P), don e, (P, P) = W

= 1, com voliem veure.

(c) Si tenim que e,(S,T7) = 1 per a tot S € E[m], aleshores g(X & S) = ¢g(X) per a tot
S € E[m], aleshores existeix h € k'(E) tal que g = h o [m] ([18]), amb la qual cosa

(ho[m])™ =g™ = fo[ml],

i f = h™. Aleshores, per les propietats dels divisors, mdiv(h) = div(f) = m(T) — m(0), i,
per la proposicié 2.2.1, T = O.

(d) Sigui o € Gry. Si fi g sén les funcions associades a T', aleshores f7 i g7 sén les funcions
associades a o(T), on f7 1 ¢g° denoten les funcions resultants d’aplicar o als coeficients de
f 1 g respectivament. Aleshores,

9°(a(X) @ o(5))

en(o(8),0(1)) = =220 =0 (M

9(X)

) =o(en(S,T)).
(e) Prenem f i g com anteriorment, i tenim que
div(f™) = mm/(T) —mm'(0) i (g o [m/])™™ = (f o [mm/])"™".
Per les definicions de €, 1 €,

et (S, T) = 2 ‘;T{}éi ;‘;S ) _ 9 <in1[/) — en([m]S,T).

s,
&

O
Les propietats de ’aparallemant de Weil impliquen que e, és exhaustiu, i en particular el

resultat segiient.

Corol-lari 5.3.3. Eristeizen punts S,T € E[m] tal que e, (S,T) és una arrel primitiva m-
eésima de la unitat. En particular, si Elm| C E(K), alehsores pi,, C k*.

Dem. La imatge de e,,(S,T) en moure S i T per E[m| és un subgrup de fi,,, o sigui, uq per a
algun d|n, d’on

1 =0(en(S,T)) = en([d]S,T) per a tot S,T € E[m)].

Per l'apartat (c) de la proposicié anterior, tenim que [d]S = O, i com que S és arbitrari, ha
de ser d = m. Finalment, si F[m| C E(K), 'apartat (d) implica que e,,(S,T) € k* per a tot
S, T € E[m], i per tant p,,, C k*.

La construccié de I'aparellament de Weil és completament algebraica, fet que mostra que
tm C E[m] essent m un nombre enter.
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5.4 La parametritzaciéo de Tate

Per estudiar localment les corbes el-liptiques definides sobre Q farem una cosa similar al que
hem fet sobre C pero sobre Q,. Considerem doncs k una extensié finita de Q, i denotem per |- |
el valor absolut normalitzat donat per la valoracié p-adica, tal que |p| = p~*. Considerem les
series formals de k(w)[[q]], on ¢ és una variable de k i w és una indeterminada sobre k* (notem
que k(w) denota el cos de fraccions de k[w]), donades per

n=1 n=1
w 1 w™!
_ _ 2
1—w)? w+wt—2 (1—w1l)? en k(w),
transformem les series z(w) i y(w) en
X00) = s+ 3 (s + e 2 )
w — i
~\(l-qw)? (1-qw!')? (1-g¢")?

= 3 (e )

=1

que faran el paper de les series @ i @' de Weierstrass. Aleshores, comparant aquestes series amb
Z q", es veu clarament que aquestes séries convergeixen per a tot w € k' (k’ cos algebraicament
tancat, k C k'), w ¢ ¢% (g% és el grup ciclic infinit generat per ¢ en k*) sempre que 0 < |q| < 1;
ies té que X(qw) = X(w) = X(w™), Y(qw) =Y (w) i Y(w™)+Y(w) = —X(w). Considerem
ara les series de k[[g]] donades per

N4
q)—5;1_
:i5n3+7n5

n=1

n

__qn'
Aquestes sén convergents sempre que |g| < 11 que els coeficients sén enters de valor absolut més
petit o igual que 1. Per tant, les series de poteéncies descrites, utilitzant els resultats obtingut
en I'analisi sobre C, satisfan I’equacié (p-adica) de Tate

E,:Y?— XY = X% — hy X — hs.

Com és usual, definim

A = h3(q) + (ha(q))* + 72ha(q)hs(q) — 432(hs(q))* +64(ha(q))® = ¢—24¢° +252¢° + - - - € k[[q].
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Aquesta definicié prové de la relacio
3 2
g5 — 2792 = (dho + 35)” — 27 (dhs — 1hy — 557,
Alesores, A = g (mod ¢?), amb la qual cosa |A| = |g| # 0 i Pinvariant

(12¢8) (1 + 48hy)?

A A

1
esta ben definit i j = — 4+ 744 + - - -, com esperavem.

Es a dir, hem obtingut que la equaci6é de Tate definex una corba el-liptica E,/k, que ano-
1
menarem Corba de Tate. Observem que, per tenir j = — + 744 + - - - sabem que |j| > 1 i per

q
tant que j € O,. A més a més, la reduccié modul p de E, és donada per 'equacié
Y2+ XY = X3,
que, en cooredenades homogenies, és

2(y? + xy) = 2°.

Per tant, clarament £, té un punt doble en (0,0, 1) amb dues tangents diferents, és a dir, que
E, té reducci6 estable multiplicativa en p. Reciprocament, si tenim una corba el-liptica definida
sobre k amb invariant j tal que [j| > 1 i amb reduccié estable multiplicativa en p, aquesta és
isomorfa sobre k a una corba de Tate L.

Teorema 5.4.1. Sigui Er la Corba de Tate. Definim ¢ : k* — E(k) per

¢(w) = (X(w),Y(w)), sl w ¢ qZ’
o(w) =0, siw € ¢%;

on O és el punt de linfinit de Ep. Aleshores ¢ és un morfisme de k* en el conjunt dels punts
k-racionals de Ep, amb nucli ¢”.

Dem. Comencem provant que ¢ esta ben definida. Clarament, O € Er, per tant és suficient
que provem que ¢(w) € Ep per a w ¢ ¢Z. Com que tant X(w) com Y (w) tenen periode
multiplicatiu ¢, només ens cal considerar w tal que |¢| < |w| < 11w # 1. Si prenem el
segon desenvolupament per a X (w) que hem donat, aquest expressa X (w) com una serie de
potencies en w on els coeficients sén funcions racionals de w, i es té el mateix resultat per a
Y (w). Ara, siw # 11q # 01 tenim que |q| < |w| < |g|™" i que se satisfa que |¢"w| < 11 |¢"w™?|
per a tot n enter de manera que X (w) i Y (w) convergeixen absolutament, i , per tant, sota
aquestes condicions, ¢(w) és un punt de la corba de Tate. Si fixem w < 1, i fem variar ¢, les
series de potencies en ¢ de coeficients complexos sén iguals coeficient a coeficient. Aleshores,
variant w, concloem que els coeficients son formalment iguals com a funcions racionals d’una
indeterminada. I per tant, ja hem acabat.

Provem doncs que ¢ és un morfisme. Siguin wi, wy dos elements de k*, i sigui w3y = wowy,
hem de veure que ¢(w3) = ¢(wq)+@(wz). Anomenem P, = ¢(w;), i = 1,2,3. Per la periodicitat
de X i Y ens podem restringir al cas en qué |¢| < |wi| <111 < |ws] < |¢7}, ja que aleshores
tindrem que |q| < |ws| < |g|7!, 1 tots els w; estaran en el domini de convergencia de les series
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de poteéncies per a X 1Y considerades anteriorment. Com que ¢(1) = O, si w; =1 0 wy = 1,
tenim la igualtat de forma trivial. Ara, si recordem les formules per a la suma definida sobre
una corba el-liptica qualsevol, tenim que P, + P, = O siinoméssi X1 = Xoi Y1+ Yo =—-X; 1
aixo passa si i només si wiwy = 1 (estem utilitzant P; = (X, Y;)).

En general, suposem que els tres P; son diferents de O. Si X; # Xy, aleshores per les
férmules de addicié tenim

(X1 — X2)2 X5 = (Y1 —Y5)2 + (V1 — Vo) (X1 + Xo) — (X1 — Xo)2 (X1 + Xo) i
(X1 — Xo)Y3 = —(X; — Xo)(Y1 + X3) + (Y1 — Y2) (X1 — X3)

Ara, podem raonar igual que quan hem vist que ¢(w) pertany a Er. Finalment, per continuitat,
el cas en que X; = X5 queda demostrat també. [l

Ara, recordem que E := E4 p ¢ és la corba el-liptica associada a tres nombres enters A, B, C
tals que A — B = (' en concret, prenem A = a?, B=10 i C = ¢? on (a,b,c) és una hipoteética
solucié de 'equacié de Fermat. Considerem Q(E/[p]) el cos associat a aquesta corba; hem vist
que aquest és un cos extensié de Galois de QQ i que sempre conté un arrel primitiva p-esima de
la unitat ¢,. Ara veurem que si ¢ és un nombre primer que divideix Ag, és a dir, un nombre
primer que divideix abe, aleshores, Q(E[p]) és no ramificat sobre Q,((,).

Teorema 5.4.2. Sigui ¢ un nombre primer que divideizi abc. Aleshores, el cos Q(E|p|) associat
a E es pot considerar un subcos de Qg(¢,, 2Y/7).

(c* — aPbP)3
28(abc)?r
potencia de 2, 5 és una potencia 2p-esima d’un element de Q; amb valor absolut ¢-adic més
gran que 1. Per tant, £ és isomorfa a una corba el-liptica de Tate E, sobre Q;, o potser, sobre

una extensié quadratica no ramificada d’aquest cos.

Dem. Com ja haviem vist, 'invariant j de E és jgp = ; per tant, excepte per una

Ara, si prenem L := Q;(2/7, (,), sabem, pel teorema 5.4.1 i el teorema d’isomorfia que E,(L)
és isomorf a L*/q%. A més a més, com que j és una poteéncia p-esima en L, ¢ també ho és, és
a dir, que existiex ¢’ € L tal que ¢ = (¢')?. Per tant, L*/q” conté el grup (¢,¢,)/q%, que és
isomorf a Z/pZ x Z/pZ, i en conseqiiencia E,[p] C E,(L).

Observacié 5.4.3. Aquest teorema ens diu que si p és un primer i tenim ¢ un altre primer
dividint el conductor de F, és a dir, que E te reduccié de tipus multiplicatiu en ¢, aleshores
Q(EI[p]) és no ramificat sobre Q, exepte per a ¢ dividint 2p.

5.4.4. Aquests resultats van ser donats per Tate, pero mai van arribar a ser publicats per
ell. Per veure una profunditzacié de la teoria de corbes el-liptiques sobre cossos locals es pot
consultar [15].

5.5 Ramificacio en el cas de bona reduccio

Amb les notacions anteriors, ja hem vist quin és el comportament de Q(E[p]) en el cas en que
E té reduccié de tipus multiplicatiu en un primer ¢. En aquest capitol com ja hem avancat,
veurem que si E té bona reduccié en ¢, aleshores Q(E[p]) és una extensié no ramificada de Q.
Recordem que E(¢) denota la reduccié de £ modul /.

Definicié 5.5.1. Com que E(¥) pot ser o no ser llisa, denotem per E,(¢) el conjunt dels punts
no singulars (o llisos) de E (), és a dir, tots els punts de E(¢) excepte potser un punt S que és
un node de E(/).
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Proposicié 5.5.2. E, ({) és un grup abelia.

Dem. Si E({) és llisa, E(¢) = E,s(¢) i per tant el resultat és evident. Suposem doncs que
tenim un punt S € E(¢) que és un node. Aleshores

y=a1x+P1iy=mr+ b
son dues rectes tangents a E en S. Aleshores, 'aplicacio

Ens(l) — K~
y—ox— B

T,Yy) —
( y) Y — o — [y

és un isomorfisme de grups abelians. O

Definicié 5.5.3. Sigui F una corba el-liptica sobre k := Qy i sigui k el cos residual de Zj,
és a dir, de l'anell d’enters de k. Prenem P € E(k), P = (z,y), aleshores denotem per
P(¢) a la reduccié en k del punt P. Defnim Ey(k) := {P € E(k) : P({) € E,,(0)(k)} i
Ey(k) :={P € E(k) : P(I) = O(0)}, és a dir, Ey(k) és el conjunt de punts amb reduccié no
singular i £1(k) el nucli de la reduccié.

Proposicié 5.5.4. Hi ha una successio exacta de grups abelians

0 — Ey(k) = Eo(k) =% E,,(I)(k) — 0,
on red és el morfisme de reduccio.

Dem. La suma que estableix I'estructura de grup en E,.(I)(k) i en E(k) estan definides
mitjangant les interseccions de E amb rectes de P2, i com que el morfisme de reduccié P?(k) —
P2(k) porta rectes a rectes, tenim que Ey(k) té estructura de grup i que I'aplicacié Ey(k) —
E,,(¢)(k) és un morfisme. Per tant, I'exactitud del morfisme de 'esquerre i del morfisme central
provenen directament de la definicié de F4(k). Per tant només ens queda provar que el morfisme

de reduccié és exhaustiu. Per aixo utilitzarem el lema de Hensel. Recordem-ne 1’enunciat.

Lema 5.5.5. (Lema de Hensel) Siguin k un cos complet respecte una valoracid discreta v i Oy
Uanell d’enters de K. Prenem m un uniformitzant de k i considerem k = Ok /7Oy el cos residual.
Sigui f(X) € Op[X] un polinomi monic de coeficients en Ok. Si la reduccié f(X) € k[X] te
una arrel simple xo, aleshores existeix un unic element a € Ok tal que f(a) =0, a és una arrel
simple de f, i tal que a = xq en k.

Prosseguim amb la demostracié. Prenem

fX,)Y)=Y?+ a1 XY +a3Y —asX? —ayX —ag =0

un model minimal de Weierstrass de E, i sigui f(X,Y) la corresponent reduccié de f modul ¢.
Sigui P(¢) = (a, ) qualsevol punt de E,;(¢)(k). Com que P({) és un punt no singular de E(¢)
sabem que o bé

E(PW0) #00be Z(P0) #0,

Suposem que estem en el cas ('altre es fa de manera analoga)
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Y(P(0)) #0

i prenem yo tal que gy = . Aleshores, si ens fixem en el polinomi en una variable f(X, ),
sabem que aquest, reduit modul [ te una arrel simple en «, per tant, pel lema de Hensel, existeix
un xy € 7 tal que 79 = a i f(zo,yo) = 0. Per tant el punt P = (z¢,yo) € Eo(K) i redueix a
P(l).

Proposicié 5.5.6. Sigui E una corba el-liptica sobre k := Qq, i m > 1 un nombre enter, £ m.
El subgrup E1(k) no te punts no trivials d’ordre m.

Dem. [1§] O

Proposicié 5.5.7. Siguin E una corba el -liptica sobre k = Qu, ¢ m > 1 un nombre enter.
Aleshores, si E te bona reduccio sobre £, el morfisme de reduccio

E(k)[m] — E(0)(k),
on k és el cos residual de Z;, és injectiu.

Dem. Per la proposicé 5.5.4, sabem que tenim la successié exacta

0 — Ey(k) = Eo(k) = Ens()(k) — 0;

perd si E(f) és no singular, aleshores, Ey(k) = E(k) i E,.(k)(¢) = E(k)(), per tant utilitzant

que Fi(k) no té punts no trivials d’orde m, E(k)[m] s'injecta en E(1)(k). O
Ara reinterpretarem aquetsa injectivitat en termes de 1'accié del grup de Galois.

Definicié 5.5.8. Sigui £ la maxima extenxié no ramificada de k := Q. Definim el subgrup
d’inercia de G/, com I = G e, on k' és la calusura algebraica de k. A més a més, tenim la
descomposicio segiient

1— Gk//knr — Gk’/k — Gk"T/k: — 1,

perd Gyar, = Gy i, per tant, I és el conjunt de elements de Gy/p, que actua trivialment en el
cos residual &'

Definicié 5.5.9. Sigui ¥ un conjunt en el qual actua I. Diem que ¥ és no ramificat sobre I si
I’accié de I sobre Y és trivial.

Proposicié 5.5.10. Sigut ¥ una corba el-liptica sobre k := Q, i suposem que E té bona reduccio
modul €. Sigui m > 1 un enter. Aleshores E[m] és no ramificat sobre 1.

Dem. Sigui K’ una extensié finita de k tal que E[m| C E(K') i denotem per O’ I'anell dels
enters de K’, per m’ el seu idel maximal, per K’ el cos residual de O’ i per v’ la valoraci6 en K’
extensié de la valoracio f-adica vy. Si agafem una equacié minimal de E, el discriminant Ag
compleix vy(Ag) = 0, i per tant, com que v’ és un multiple de vy, també es té que vy(Ag). Per
tant, 'equacié minimal tambe ho és a K’ i E també té bona reduccié sobre K’. Ara, sabem
que el morfisme E[m] — E(¢)(K') és injectiu. Sigui o € I i prenem P € E[m]. Volem veure
que o(P) = P. Per la definicié de I, ¢ actua trivialment en E(K')(f), per tant

(0(P) = P)(() = (o(P))(£) — (P)(£) = (O)(0).
Pero o(P) — P esta clarament en E[m], per tant, per la injectivitat, tenim que o(P) — P = O.

Per tant, Q(E[m]) és invariant per I, amb la qual cosa tenim que Q(E[m]) C k™", i per tant,
per definicié, Q(E[m]) és no ramificat sobre Q, i per tant tampoc ho és en Q((). O



Capitol 6

Funcions modulars

En aquest capitol veurem que sén les formes modulars de pes k i nivell N, i donarem un petit
estudi dels espais de formes modulars de pes k i nivell 1.

Recordem que donada una xarxa A = [wy,ws] de C, hem definit funcions gj(A) i g5(A)
associades a A, Gag(A) 1 que g5(A) = 60G4 i g5(A) = 140Gs. A més a més, el discriminant
associat a A és A(A) = (g5(A)? —27(g4(A))?. Amb aquestes definicions, gy(AA) = A74g4(A) i
gs(AN) = A 7Og4(A) per a tot A € C— {0}, d’on A(AA) = A2A(A). Aix{ doncs, podem definir
la funcié J (de Klein) com

) - A

Observem que J ens déna el valor de jg on E és la corba el-liptica associada a A. Clarament
J(A) = J(AA), de manera que si donem una base normalitzada {1,7} de A amb 7 € H := {z €
Cllm(z) > 0}, J(A) = J(-—-A) = J([1,7]). Per tant, podem escriure J com una funcié sobre
H, ésadir, J(1), 7 € H.

1
w1

6.1 Grup modular

at+b

cr+d’
on a,b,c,d sén enters tals que ad — bc = 1. El denotem per I'. Aquest és isomorf al grup

PSL(2,7Z), és a dir, el quocient de SL(2,Z) pel seu centre. Usualment no farem distincié entre
la transformacié i la matriu que la representa, i si

a b
a=(oa)

ar +b
et +d

Sigui 7 € H, definim el grup modular com el grup donat per les transformacions 7 —

aleshores,

At =

Definicié 6.1.1. Sigui G un subgrup de I'. Aleshores diem que 7,7 € H sén equivalents sota
G si i només si existeix un A € G tal que AT = 7.

Definicié 6.1.2. Sigui G un subgrup de I'. Definim Rg, una regié fonamental de G com un
tancat de H tal que

37
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1. L’interior de Rg no conté dos punts equivalents modul G i
2. Per a tot 7 € H existeix 7' € R, tal que 7 i 7’ sén equivalents modul G.

Lema 6.1.3. Sigui 7' € H, aleshores existeix un 7 € H tal que 7 ~ 7 (mod I') ¢ tal que
T[> 1 7+ 1 > || i|r—1] > |7]

Dem. Escrivim wj = 11w = 7. Definim Q = {mw] + nw) : m,n € Z} = {0, wy, ws,...} de
manera que 0 < |w;| < wy| < --- 1 arg(w,) < arg(wp41) si |wy| = |wps1| (on 'argument de w
és el definit en la franja (—, %pz)) Prenem w; = w; 1 wsy el primer element d’aquest grup que
no és un multiple de w;. Aleshores, wy 1 wy sén generadors de €2, i per tant, existeixen nombres

enters a, b, cd de manera que
wi\ _ [a b\ (W
wy)  \e d) \wh)’

i ad —bc = +1. Si tinguéssim ab — cd = —1, aleshores canviant w; per —wy, ¢ per —c i d per
—d, obtindriem una equacié equivalent perdo amb ad — bc = 1. Ara, per com hem triat aquests
nous generadors, es compleix

jwa| < fwo| 1 lwr £ wa| < fwsl.

Per tant, agafant 7 = 22 tenim que 7 ~ 7/ modul I', que [7| > 11 |7 £ 1| > |7], com volfem. [J

Teorema 6.1.4. El conjunt tancat
Rr:={r € H|r| > 1,|7+7| <1}

és un domini fonamental de I'. A més a més si tenim A € T i es compleix T = AT per algun
0o -1 .
0

T € Ry, aleshores A = Id, si T = At per algun 7 € Rr amb |7| = 1, aleshores A = [1 L

si T = At per algun T € Rr amb |7+ 7| = 1, aleshores A = {(1) (1)} .

Dem. Per el lema anterior, sabem que si tenim 7/ € H, aleshores existeix un 7 € Rr equivalent

a 7. Veiem, doncs que no tenim dos punts equivalents sota I' en Rp. Posem 7 = AT amb

I
A= (i Z), amb 7 € Rp i c# 0. Aleshores, Im(7') = %, de manera que

et +d)? = (et + d) (T + d) = A7(7) + cd(T + (1) + & > ¢ — |cd| + &,

jaque T € Rric#0. Icom que c®*—|cd|+d?* > 1, tenim |eT+d|* > 1, i per tant Im(7') <Im(7).
Suposem doncs que 7 i 77 sén punts interiors de Rr i que sén equivalents sota I'. Aleshores
, ar+b . dr’ —b

7= i7=—
ct +d —ct’ +a

I si ¢ # 0 tindriem Im(7’) <Im(7) i Im(7) <Im(7’) que aeria contradictori. Per tant ha de ser
¢ = 0, la qual cosa implica que a = d = 1 i que b = 0, és a dir que 7 = 7/. Finalment, si
A1 = 7 per algun 7, utilitzant el mateix argument obtenim que ¢ = 0 i que per tant A = Id.
Els altres dos casos es fan de manera similar.

O
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6.2 Funcions modulars

Definicié 6.2.1. Una funcié f : H — C diem que és modular si

1. f és meromorfa en H.
2. f(A1) = f(7) per tot A€ T.

3. f té desenvolupament de Fourier de la forma

n=—m
Observacié 6.2.2. La condici6 (3) fa referencia al comportament de f en el punt ico. Con-
cretament, si m > 0, f té un pol d’ordre m en ioco; i per altra banda si m < 0 aleshores
f és analitica en iooc. Es a dir, si considerem el semipla de Poincaré i el compactifiquem
adjuntant-li P(Q) i identificant-la amb el punt de I'infinit pel quocient H U PY(Q)/SL(2,Z),
podem dotar d’estructura anal-litica a aquest conjunt definint una base d’entorns de 700 com
B, :={z € h : |Im(z)| > a}. Observem que per a tot nombre racional ¢ € P'(Q), podem
suposar que és una fraccio irreductible, i aleshores existeixen z,y € Z tal que zra — yb = 1; i

per tant, prenent A = (Z ?;:) € SL(2,7Z), és clar que Aioco = {.

Teorema 6.2.3. La funcié J(1) és una funcié modular.
Dem. El punt (1) és clar de la definicé de les funcions g5 i g4. A més a més, J(7) ens dona

I'invariant j de la coba el-liptica associada a la xarxa generada per {1,7}. Per tant, conm ja

1 .
haviem dit tenim que J(7) = = + 744 + -+, on ¢ = €™ i clarament compleix (3). Ens falta
q

veure doncs que compleix (2). Suposem que tenim 7 € Hi A €T, A = (CCL Z) i escrivim
, ar+b

T = i Aleshores es que {1, 7} és equivalent a {1,7'}, i per tant que generen la mateixa
cT

xarxa A. Aleshores, per definicié de les series d’Eisenstein, g4(7) = ¢5(7') i g5(7) = g4(7'), i per

tant, J(7) = J(7'). O

Teorema 6.2.4. Si f és una funcio modular no identicament zero, aleshores [ té el mateiz
nombre de pols que de zeros en la clausura de Rr en H U 100.

Observacio 6.2.5. La demostracié d’aquest teorema consisteix a aplicar el teorema dels residus
en els diferents casos possibles de la situacié dels zeros i els pols de J. Es poden trobar els
detalls de la prova en [1].

Teorema 6.2.6. Tota funcio racional de J és una funcio modular i, reciprocament, tota funcio
modular pot ser expressada com una funcid racional de J.

Dem. La primera implicacié es clara. Veiem el reciproc. Suposem, doncs que tenim f una

funcié modular amb zeros en els punts z1,..., 2, i pols en py,...,p, i escrivim
o =] J(7) = J(an)
J(1) = J(pr)’

k=1

on multipliquem per 1 cada vegada que 2z, o p, sén oco. Aleshores, g és una funcié amb el
mateix nombre de zeros i de pols que f en la clausura de Rp.Per tant f/g no te zeros ni pols,
i per resultats basics d’analisi complexa, f/g ha de ser constant, d’on veiem que f ha de ser
una funcio racional de J. 0
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6.3 Formes modulars de pes k

Continuem utilitzant les matiexes notacions.

Definicié 6.3.1. Una funcié f es diu que és una forma modular entera de pes k si satisfa les
condicions segiients.

1. f és analitica en H.

2. f(AT) = (ct+d)*f(r) pertota AT i A= <Z Z)

3. El desenvolupament de Fourier de f té la forma

f(r) =20 p c(n)e’™,

on ¢(n) € C. A més a més, el terme constant ¢(0) és el valor de f en ico i es denota per f(ic0).
Denotem per M, el conjunt de les formes modulars de pes k.

Teorema 6.3.2. Sigui f una forma modular entera de pes k no identicament zero a la clausura
de la regio fonamental Rr. Aleshores, tenim la formula

= 12N 4+ 6N (i) + 4N (p) + 12N (ic0),
on i i p son vétexs del domini fonamental i N(P) és l'ordre de f en P.

Dem. Com en el teorema 6.2.4, la demostracié es realitza mitjancant el teorema dels residus
distingint diferents casos. [1] O

Observacié 6.3.3. Siguin f i g dues formes modulars de pesos ky i kg respectivament, aleshores,
fg és una forma modular de pes k;y + k,. De la mateixa manera, si g no té zeros en H ni en
ioco aleshores f/g és una forma modular de pes k; — k,.

Corol-lari 6.3.4. (a) Les uniques funcions modulars enteres de pes 0 son les funcions cons-
tants.

(b) Si k és senar, sik <0 o si k = 2, la unica funcié modular entera de pes k és la funcio
zero.

(¢) Tota funcié modular entera no constant te pes més gran o iqual que 4 i parell.

(d) L7inica fomra parabolica de pes k < 0 és la funcié zero.

Dem. [1] O

Teorema 6.3.5. Sigui f una forma modular entera de pes parell k > 0 i definim Go(1) = 1,
per a tot 7. Aleshores [ s’expressa de forma unica com a combinacio lineal

[k/12]

f = Z aer712rAT7

r=0,k—12r#2

on a, son mombres complexos. Anomenem formes paraboliques a les formes modulars de pes
parell k 1+ amb ag = 0.
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Dem. Si k < 12, aleshores, el sumatori de I'’enunciat te com a maxim un terme. Pel teorema
6.3.2, sabem que si k < 12, aleshores N = N (ioco) = 0, aixi que els tnics possibles zeros de f
sén als vertexs p i i. Per exemple, si k = 4, ha de ser N(p) =11 N(i) = 0, com en G4. Per
tant, f/G4 és una constant ag € C, és a dir, f = a¢G4. Els casos k = 6,8,10 és resolen de
forma analoga a aquest, i per a k = 01 k = 2 el resultat es trivial, ja que en el primer cas f
seria una funcié constant i en el segon cas la suma és buida, i sabem que 1'inica funcié modular
de pes 2 és la funcid zero pel corol-lari 6.3.4. Per tant, només ens resta suposar que k és un
nombre parell més gran o igual que 12.

Farem induccio6 sobre k. Observem que si tenim una forma parabolica en M}, podem escriure-
la com a producte Ah, on h € My_15. Suposem que el teorema es cert per a formes modulars
de pes més petit que k. Aleshores, G és una forma modular de pes k que no s’anula en ioco.
[ (ico)
tant, existeix un h € Mj_15 tal que f — c¢Gy = Ah. Aplicant la hipotesis d’induccié a h, tenim
que

Aleshores, si escrivim ¢ = , la forma entera f — cGés una forma parabolica en M., per

[(k—12)/12] [k/12]
Z by Gr_12-12, A" = Z by—1 G127 A"
r=0,k—12—12r#2 r=1,k—12r#2

Per tant, f = ¢G4+ Ah té la representacié que buscavem. La unicitat prove de la independencia
lineal dels productes Gj_12,A". O

Observacié 6.3.6. Durant la prova, hem vist que M}, és un espai vectorial sobre C i de dimensio
finita. Es més, hem vist que els G_12, que apareixen en la suma del teorema formen una base
d’aquest espai vectorial. Per tant, tenim que

X3 i k=2 12
dim My, = [1,3} stk (mod 12),
[£]+1 sik#2 (mod 12).

Observacié 6.3.7. El conjunt de les formes paraboliques és un subespai lineal de M, que
denotem per S. A més a més, pel teorema 6.3.5, dim(Sg) = dim(M;) — 1.

6.4 Formes modulars de pes £ i nivell N

Hem vist que el grup de les transformacions modulars és isomorf al grup PSL(2,7Z), és a dir,
a SL(2,72)/{Id,—Id}. Definirem els subgrups de congruéncia de SL(2,7Z) de manera similar.

Definicié 6.4.1. Donat un nombre enter N, considerem ara la projeccio

SL(2,7Z) ™ SL(2,Z/NZ)

a b _ 1_)_

c d d)
Aleshores, anomenem subgrup principal de congruencia de nivell N al nucli de 7y modul
{Id,—1Id}, és a dir

T(N) = {(CC‘ Z) € SL(2,7); (CC‘ Z) = ((1) ?)}/{Id, —Id} c PSL(2,7).

Considerem el subgrup de SL(2,7Z)

~~

Q1 QI
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To(N) = {(Z Z) € SL(2,Z):c = 0 (mod N)}.

Anomenem subgrup de Hecke de nivell N al subgrup quocient segiient

To(N) = To(N)/{Id, —Id} = {(‘; Z) € PSL(2,Z);c=0 (mod N)} J{Id, —Id};

és un subgrup de PSL(2,7Z).

Observacié 6.4.2. Els elements de I'g(N) els denotarem per {CCL 2} enlloc de (CCL Z)

Definicié 6.4.3. Una funcid f és diu que és una forma modular entera de pes k i nivell N si
satisfa les segiients condicions:

1. f és analitica en H.

2. f(AT) = (ct +d)*f(7) per a tota A € Ty(N) i A= {Z Z]

3. La serie de Fourier de f té la forma

f(7) = 22 cn)er™.

De la mateixa manera que per a N = 1, denotem una forma parabolica de pes k i nivell N a
una forma modular tal que la seva serie de Fourier és de la forma

f(r) = 2nye(n)e™

Anomenem My (N) a lespai de les formes modulars de pes & i nivell N i S,(NV) al de les formes
paraboliques amb les mateixes condicions.

Clarament, My (N) i Sk(IV) formen espais vectorials sobre C, de manera que, com per al cas
N =1 es pot calcular la seva dimensié, que explicitem en el cas k = 2.

Teorema 6.4.4. Siguin

(1=1[SL(2,Z) : To(N)] = N [ + 1),
IIN

Vg = H (1 + (%)) st 4 no dwidetx N, 0 altrament

lIN, I primer

—_

_3 )
v3 = H 1+ (T)) st 9 no dwideix N, 0 altrament
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s1l=2

0
1 ‘
<T): 1 sil=1 (mod 4)
-1 sil=3 (mod 4)

sil=3

0
-3
(T) =11 sil=1 (mod 3);
-1  sil=2 (mod 3)

1@ €s la funcio d’Euler. Aleshores, tenim que

. 1% V2 U3 VU
N)=14+"—--—-—=2—- 2 —
dim(S2(N)) + 15 1 1 5

Dem. [17] O

Com a conseqiiencia d’aquest teorema, tenim la taula de dimensions segiient, contrastada a

[11]. (ref. [3])

N 1[2[3[4[5]6 789 [10[11]12]13
7 1]3[4(6[6]|12]8 121218122414
Vs 1|1]ojo[2/00][0 0 |2|0]0]2
U3 1joj1]ojojo0|2[0 /0|0 0]|0]2
Voo 1]2]2]3]24 2444262
dim(S;(N)) [0 [0[0[0[0[O0[0[O0][O0][O0[1]0]0

Observacié 6.4.5. vy i v3 sén el nombre de punts el-liptics d’ordres 2 i 3, i v el de punts
parabolics de I'y(V).

6.5 Funcid L de FE i teorema de modularitat

Ara associarem a F una serie L de manera que aquesta codifiqui algunes propietats aritmetiques
de E. Per aix0 utilitzarem els polinomis x,, ja que aquests ens determinen analiticament la
informaci6 sobre els punts d’orde finit de E. Comencem definit el producte d’Euler associat a
E.

Definicié 6.5.1. Definim el producte infinit d’Euler associat a E' com la funcié complexa

1 1
Lp(s) = 3
E( ) H (1 _ tppfs) pfl} 1 — tppfs +p1723

plAE

ont,=1+p—a,ia, és el nombre de punts Fy-racionals de E(p). Lg(s) convergeix per a tot
s complex tal que Re(s) > 2.

Cada factor d’aquest producte es pot escriure en forma de serie geometrica, de manera que

1 0o
e = ) () siplA,

(1 —tp~?) % 8

1 - —s 1-2s\k _:

_ S 1—2s = Z(tpp +p ) ; S1 pTA
L—=tpp™ +p k=0
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Doncs, podem escriure Lp(s) = [, S oo (tppo)k [La 2 iso(tp™ +p 2 =3 b,
és a dir, en forma de serie de Dirichlet. A més a més, del desenvolupament d’aquest producte
es dedueix que b, = t, per a tot p primer. El segiient teorema, conjecturat per E. Artin i provat

més tard per Hasse ens permet assgurar la convergancia de la serie per a Re(s) > %

Teorema 6.5.2. Sigui t, definit com anteriorment. Aleshores |t,| < 2,/p.

Dem. [1§] O

Per tant, la serie tambe convergeix per a Re(s) > 2 i en conseqiiéncia, Ly és analitica en
b )

2
aquesta regié del pla complex.

Observacié 6.5.3. Aixi doncs, la funcié Lg ens déna informacié sobre els punts de £ d’ordre
p primer finit. De fet, Lg determina la corba E.

Com en el cas de la funcié zeta de Riemann, que a priori esta definida per als nombres
complexos de part real més gran que 1, pero que es pot extendre a una funcié meromorfa de
tot el pla complex, a Lg també li passa el mateix. El teorema segiient, degut a Hasse, ens en
dona més detall.

Teorema 6.5.4. La funcio Lg té una extensio analitica a tot C i a més a més satisfa una
equacto funcional que relaciona els valors de s i s —2. Concretament, si Ng és el conductor de
E iT'(s) és la funcid gamma de Euler, definim

Ep(s) = N> (2AD)T(s) Lis(s);
Er(s) és holomorfa en tot C i compleix Ep(s) = FEp(2 — s).

Dem. [4], [21], [19] O

Enunciem ara el conegut teorema de modularitat provat per Andrew Wiles el 1995.

Teorema 6.5.5. Tota corba el-liptica semiestable és modular.

Dem. [22] O

En el nostre context, interpretem el teorema amb el segiient corol-lari que li dona sentit.

Corol-lari 6.5.6. Sigui E una corba el-liptica de Frey i Lg la serie L associada a E,
Lg(s) = io:bnnS , b, € C.
n=1
Aleshores,
= S
n=1

és una forma parabolica de pes 2 i nivell el conductor de E, Ng.
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Representacions de Galois

7.1 Representacié d’un grup

Per entendre la idea de la representacié de Galois associada a una corba el-liptica hem seguit
'article [9] i una referencia basica ha estat [16].

Definicié 7.1.1. Siguin G' un grup topologic, A un anell commutatiu i topologic i V un A-
modul lliure de dimensié6 finita, n. Aleshores, definim una representacié n dimensional de G
sobre A com un morfisme continu

p:G— GL(V)= GL(n,A).

Diem que la representacio és irreductible si V' # {0} i no existeix cap submodul M no tivial de
V estable (invariant) per tots els automorfismes de p(G), és a dir, tal que p(G)M C M.

A nosaltres, tot i aix0, ens interessen les representacions 2-dimensionals de grups de Galois
sobre Z/nZ. Es a dir, sigui L|Q una extensi6é de Galois de Q, i sigui G el seu grup de Galois,
ens interessaran les representacions de la forma

p:G— GL(2,Z/n7Z)
. ay by
g Cy dy

Donada una representacié d’aquest tipus, podem considerar el polinomi caracteristic de p(o)
Xp(o)(T) = T? = Tr(p(0))T + det(p(0))

on Tr(p(o)) = a, + d, i det(p(o)) = ayd, — b,¢,. Aquest ens déna molta informacié sobre la
matriu, i de fet tenim la seguent definicio.

Definicié 7.1.2. p és semisimple si i només si p esta determinada per {x,)(7")}.

Recordem ara la definicié de automorfisme de Forbenius. Suposem que tenim K un cos de
nombres tal que A C K.

Definicié 7.1.3. Sigui p un nombre primer, aleshores, o € GG és un automorfisme de Frobenius
per a p si i només si existeix un ideal primer p de ’anell dels enters de K que conté p i tal que
per a tot x d’aquest anell d’enters es té que o(z) — 2P € p.

45
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Per a cada p primer, en general, hi ha infinits automorfismes de Frobenius; agafem-ne un
per a cada p primer i 'anomenem o,. Aleshores tenim el teorema segiient.

Teorema 7.1.4. (Teorema de densitat de Chevotarev). Si p es semisimple, aleshores, p ve
determinada per {X,(,)(T);p primer}. A més a més, podem ometre un conjunt finit arbitrari
de primers p.

Dem. [20], [2]. O

7.2 Representacions associades a una corba el:liptica

Recordem que donada E una corba el-liptica sobre QQ, aleshores

Z Z

Bz 2 g 2
"] nZ © nZ’
i, per tant, #E[n| = n?.

En la demostacié del teorema 5.2.3, es veu que cada ¢ € Gal(Q(£[n])|Q) indueix una
permutacié del conjunt E[n|, és a dir, déna una aplicacié de E[n] en ell mateix. Ara, com que
E[n] es pot generar per dos elements Py i P, aleshores, els n? elements de E[n] venen donats
pel conjunt

{a1P1 + ang\al,ag € Z/RZ}

Esa dir, cada element de E[n| es pot expressar com a; Py + agP; per a uns tnics ay, as € Z/nZ.

Ara, si tenim o € Gal(Q(E[n])|Q), aquest indueix un morfisme de E[n] en ell mateix de
manera que o(a; Py + asPy) = a10(Py) 4+ axo(P,) per a tot aj,as € Z/nZ. Aix6 en diu que
la imatge de qualsevol punt de E[n] queda determinada per la imatge per o de P; i P». Pero
o(Py),0(P,) € En] i per tant o(P) = a,P1 + 7P 1 0(Py) = B,P1 + §,P. Aixi doncs,
gy Boy Vo, 05 sON elements de Z/nZ univocament determinats per o.

Prenem, doncs per a o, la notacié de matriu (30 ?g)

Aleshores, si 7 és un altre element de Gal(Q(E[n])|Q), el morfisme composicié 7oo conicideix
amb el producte usual de matrius

Arog /87'00‘ _ [ CGr B‘r % 50
Voo 67-00 B Vr 67 Vo 50 .

A més, o és en realitat un isomorfisme, ja que el determinant de

_(as B
Ma = (% 5a>

és invertible, i per tant en podem calcular la matriu inversa

[ Ot 60*1
Ma_l B (701 601>’

que determina un automorfisme o~ de F[n] donat per
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o(Py) = ay-1 Py + Yg-1 P,
O'(PQ) = 5071P1 + 5071P2,

de manera que M,M,-1 = Id i per tant c~! és el morfisme invers de o.

Tot aix0 ens permet construir un morfisme

pin: Gal(@E)IQ) - GLa(7)

o po(0) = <O‘U ?:).

Es a dir, que tenim una representacié del grup de Galois Gal(Q(E[n])|Q). Podem resumir
aquests fets en el teorema segiient.

Teorema 7.2.1. Siguin E una corba el-liptica donada per una equacio de Weierstrass de coe-
ficients en Q, i n > 2 in nombre enter. Fizem dos generadors Py i Py de E[n]. Aleshores pg .,
és un isomorfisme de grups.

Dem. Es clar que p, és un morfisme. Veiem, doncs, que és un isomorfisme. Suposem doncs
1

0
0 1
o(P) = Py i0(P,) = Py, iper tant que o(P) = P per a tot P € E[n]. Ara, aplicant aquest
fet a la definicid, tenim que (z,y) = (o(z),0(y)), 1 per tant que o fixa totes les coordenades
dels punts de E[n]. Aix{ doncs, o fixa a tots els elements de Q(E[n]) i per tant ha de ser la
identitat, i p, és un isomorfisme.

que tenim o un element del nucli de p,, és a dir, tal que p,(0) = ( . Aix6 ens diu que

Teorema 7.2.2. pg,, €s semisimple per a quast tots els nombres naturals n.

Aleshores, aplicant el teroema de densitat de Chevotarev, sabem que pg, queda determinada
pels polinomis caracteristics dels automorfismes de Frobenius o, amb p primer. A més a més,
podem ometre els primers que divideixin n - Ng; aquests venen donats pel resultat segiient.

Teorema 7.2.3. (Hasse) Siguin E(p) la reduccio de E modul p, i a, el nombre de punts F,-
racionals de E(p); aleshores

Tr(pen(op) =p+1—a, modn,
det(prn(op)) =p mod n.

Dem. [16] O
Corol-lari 7.2.4. Els polinomuis

{xp(T) =T* + (a, — p— 1)T + p; p nombre primer que no divideiz N}
determinen totes les representacions de pg.p.

Corol-lari 7.2.5. La representacid pg, €s irreductible
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Teorema de Fermat i aplicacions

8.1 Teorema de Fermat

Definicié 8.1.1. Una representacio
p:Gg— GL2,Z/p")

és modular de nivell N si existeix una forma parabolica de pes 2 i nivell N donada per

f(z) — che%rmz’ amb ¢y € Z i = 17

n=1

tal que per a tots els primers ¢ excepte potser un conjunt finit, es té que

Tr(p(o¢)) = ¢ (mod py),

on p; és un ideal de Z, la clausura entera de Z en Q, que conté p* i o, és un automorfisme de
Frobenius per a £.

Teorema 8.1.2. Sigui E una corba el-liptica semiestable sobre Q amb Lg(s) = ann_s.
n=1

Aleshores la representacio pg g €s modular per a tot primer £ i tota k € N.

Dem. La demostracié d’aquest teorema és consequencia del coroll-lari del teorema de modu-
laritat 6.5.6 i del teorema 7.2.3. 0

Ara, donada p una repsresentacié irreductible modular de nivell N, J-P. Serre es va preguntar
quin era el nivell N, mimim tal que p era una representacié modular de nivell NV, va conjecturar
que N, venia donat pel conductor d’Artin, definicié del qual no donarem en aquest treball. Pero
per al cas que ens ocupa, prenent I/ = F4 p ¢ la corba el-liptica de Frey associada a A, Bi C
nombres enters com en el capitol 4 i pg, és la representaci6 associada als punts de p-torsi6 de
E, aleshores, el conductor d’Artin d’aquesta ve donat per

N, = 1T (= II 0.
{#p primer, vy(jg)Z0 (mod p) {#p primer, vy(ABC/24)#0 (mod p)

Definicié 8.1.3. Diem que una representacié modular de nivell N és finita en p un primer no
senar, si /N és una potencia p-esima, excepte una potencia de 2.
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Observaci6 8.1.4. Per els resultats de ramificacié vistos en el capitol 5, és clar que pg, és
una representacié finita en p.

Teorema 8.1.5. (Mazur-Ribet) Sigui k un cos de caracteristica p > 3, k' la seva clausura
algebraica i p : Gog — GL(2,F) una representacid de Gg irreductible sobre k' i modular de
nwell N en el grup lineal d’un espai vectorial 2-dimensional sobre k. Si p és finita en p ¢ de
pes 2, aleshores p satisfa la conjectura de Serre, és a dir, podem prendre N com el conductor
d’Artin N,,.

Dem. [14] O

Tornant al cas de la corba de Frey associada a una hipotetica solucié de ’equacié de Fermat,
recordant que aquesta venia donada per

E=FEpwe:Y?=X3+(A+B)X?+ ABX

amb A=a’, B=WiC=c, A=0mod 2°i B =1 mod 4; hem vist que aquesta és una
corba semiestable 4.1.1, per tant pel teorema de Wiles (6.5.6),

fE(z) — Z bn627rinz
n=1

és una forma parabolica de pes el conductor de E, Ng = H (. Ara, com que la
¢ primer, {|ABC

representacio pg, : Gg — Elp| satisfa totes les hipotesis del teorema de Mazur-Ribet (8.1.5),

podem prendre com a N el conductor d’Artin de pg,. Ara, per les propietats de la ramificacié

del cos Q(E[p]) (cap. 5) i per la definicié del conductor d’Artin que hem donat per al nostre

cas, es veu clarament que N,, =2, ja que

Ng,=2]1¢,

on ¢ recorre el cojunt de primers que divideixen AB(A — B) amb multiplicitat una poteéncia
diferent de p, pero les propietats de ramificacié del capitol 5 i la proposicié 4.1.1 ens diuen que
si ¢ és un primer senar, I’exponent de ¢ en el discriminant minimal de £ = Egp o o0, Ap és
sempre divisible per p. Es a dir, pg, és una representacié modular de pes 2 i nivell 2, la qual
cosa implicaria l'existencia d’una forma parabolica no trivial de pes dos i nivell 2, pero per les
dimensions que es mostren en la taula del capitol 6, és clar que aquesta no pot existir; aixo
prova el teorema de Fermat.

8.2 Altres equacions diofantines

La idea d’utilitzar la corba de Frey per resoldre el problema de 1'equacié de Fermat, es pot
aplicar de manera analoga o similar per resoldre altres equacions diofantines. Per exemple, si
considerem I’equacié

zv -7z =1L"Z%,

on p és un nombre primer, m és un nombre enter posititui L € {3,5,7,11,13,17, 19,
23,29, 53,59}, podem prendre un solucié hipotetica no tivial de 'equaci6 (a, b, ¢); és a dir, tal
que abc # 0. Aleshores, prenent A = a?, B = 0’ i C' = L™cP, i suposant, sense perdua de
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generalitat que A =0 (mod 2°) i B =1 (mod 4), podem prendre la corba E := E4 g ¢ com la
descrita en al capitol 4. Els invariants d’aquesta corba venen donats per

., Ng=1 11 .

Lprime, l|abe, (£L

A = a®Pp*PPPm

El conductor d’Artin de la representacié associada als punts de E[p| vindria donat per N,, =
2 - L. Aplicant el mateix procediment que en el capitol anterior, arribariem a la conclusié que
'existéncia d’aquests (a, b, ¢) implicaria l'existéncia d’una forma modular de pes 2 i nivell 2L.
En al cas que L = 3,5, la taula del capitol 6 ens mostra una contradiccié directa amb aquets fet.
En els casos restants, la contradiccié no és tant directa. Pe trobar-la, s’ha de probar 'existencia
d’una forma modular provinent de dues de pes i nivell més petits, una de les quals no ha de

poder existir. Aix0 porta una mica més de feina, pero el resultat acaba sent el mateix.

No obstant, la corba de Frey és pot aplicar a molts més tipus d’equacions diofantines, tot i
que per resoldre-les cal combinar-la amb eines molt tecniques. Se'n poden trobar exemples a

[5], 6], [7].
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