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Abstract

The algorithm LLL is a strong tool for reducing lattice bases in polinomical time
introduced by Arjen Lenstra, Hendrik Lenstra and Laszldé Lovéasz in 1982. We will
study it’s implementation, as well as proof it’s polinomical time behaviour. Finally,
we will show it’s use in factorizing factorizing polynomials with rational coefficients
and some computational examples.

Resum

L’algoritme LLL és una eina potent per a reduir bases de xarxes en temps polinomic
introduit per Arjen Lenstra, Hendrik Lenstra i Léaszld Lovasz el 1982. Estudiarem
la seva implementacio, aixi com provarem els seu caracter polinomic. Finalment,
veurem el seu Us per a factoritzar polinomis de coeficients racionals aixi com algun
exemple computacional.
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1 Introducci6

L’algoritme LLL és un dels algoritmes més rellevants dels tltims anys. Introduit
per Arjen Lenstra, Hendrik Lenstra i Laszld Lovész el 1982, d’aqui el seu nom, per
les inicials de qui el va introduir. Pensat inicialment per a factoritzar polinomis de
coeficients enters, la seva eficiéncia per a reduir bases de xarxes ha portat a que
sigui utilitzat molt més enlla.

El seu temps de computacié polindomic suposava la primera implentacié de temps
polinomic per a factoritzar polinomis de coeficients enters. Alhora, el seu caracter
determinista permet ser utilitzat per a resoldre problemes que abans es consideraven
dificils.

En aquest treball veurem en que consisteix 1’algoritme LLL aixi com la seva prin-
cipal aplicaci6 per a factoritzar polinomis de coeficients enters. Demostrarem el seu
caracter polinomic i analitzarem la seva sortida. També veurem quines implicacions
té I'algoritme, aixi com la seva utilitzaci6é en altres casos.

En acabat, farem una breu analisi computacional de la seva utilitzacio, iterant
el seu s sobre diferents casos amb python i SageMath.

2 Conclusions

El vist durant tot aquest treball ens mostra el potencial de 1’algoritme LLL, aixi
com la complexitat que pot arribar a suposar quelcom aparentment simple com a
buscar el vector més curt d’una xarxa, i les limitacions computacionals que mostra.
Si I’algoritme LLL és el millor algoritme de temps polinémic per a fer-ho, ens déna
una bona fita de fins a on podem arribar, aixi com un punt de partida per a noves
implementacions.

Alhora veiem que tot i que la seva aplicacioé directa consisteix en la reduccio de
xarxes, existeixen for¢ca més implementacions. Hem vist com utilitzar ’algoritme
per a la factoritzacidé de polinomis de coeficients enters, una de les aplicacions més
conegudes i utilitzades. També hem vist el seu s en altres algoritmes.



3 Preliminars

A tot el treball, i llevat que en algun punt t’indiqui quelcom contrari, treballarem
a ’espai euclidia n-dimensional, R"” , prenen com a base de I’espai la base canonica
ortonormal, e;, amb el producte escalar ordinari

1, sit=j,
€, €5) =05 = S
i, per az,y € R",
<5L‘7y>:(:El?"'vxn)(yl?--'ayn):$1y1+"'+$nyn-

Donats uns vectors qualssevol by, ..., b; € R™, indicarem per (by, ..., b;)r el subespai
generat per by,...,b;.

3.1 (Procés d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt). Sigui B := {b1,...,b,} una R-
base de R™. Els vectors by, ...,b, € R" definits recursivament per

i—1
bi =bi — ZMJ@; Hij =
j=1

formen una base ortogonalitzada B = {51, e ,Bn} de R™, que s’anomena ortogo-
nalitzacié de Gram-Schmidt de B. Si a més a més normalitzem la base ortogonal,

obtenim B’ = {Hg—in, e ”g—:H}, base ortonormal.

El coeficient y; ; és la projeccié de b; en l;j dividit per la norma de Ej.



4 Xarxes

En aquesta seccié introduirem les eines necessaries sobre xarxes per a la resta del
treball. Per comencar, hem de veure queé és una xarxa.

Definicié 4.1 (Xarxa a R™). Una xarxa de R™ és un subgrup abelia lliure de R™ i
de dimensi6 n. Si {by,...,b,} n’és una base, la podem escriure com

E(bl,...,bn) :ész: iaibi|0zi€Z s
=1 i=1

indistintament. Reciprocament, si{b1,...,b,} ésuna base de R™, llavors L(by,...,b,)
és una xarxa.

X X >
< X X X

X X >
< X X X

X X

s v v v v v

Figura 1: Xarxa a R%, que anomenem £, amb dues bases By = (u,v), By = (a,b)

A la Figura 1 tenim dues bases diferents que generen la mateixa xarxa. Aixo
permet classificar les bases segons diferents parametres. Per exemple, si ens fixem en
la figura, podem veure que els vectors u, v son més curts que a, b, i ens interessara
treballar amb bases al més curtes possible. Si tenim dues bases de la mateixa
xarxa, sempre podrem obtenir una a partir de 'altra, pero trobar la base adequada
no sempre sera facil. A la figura, 4a — 3b = u i b — a = v. Trobar aquesta base
“petita” és un objectiu de la reduccié de xarxes. Més endavant precisarem qué vol
dir “petita’.

Per saber si un conjunt de vectors és una base, farem servir el concepte de cel-la
i veurem certes propietats relacionades.

Definici6é 4.2 (Cel-la dels vectors zy, ..., x,).

Clay,...,zy) = {Zaixi la e R,0< a; <1}
i=1
Definici6 4.3. Si els vectors formen una base de £(B), la cel-la és un paral-lelepipede
de dimensié n; s’anomena paral-lelepipede fonamental,

P(blaybn>:{zazbz ‘ QER,OSO@ < 1}

i=1



Proposicié 4.1. Prenem L com a xarza de rang n @ by,...,b, € L, n vectors
linealment independents. Llavors by, ..., b, formen una base de L si i només si

P(bi, ..., bs) N L = {0},

Demostracio. Suposem primer que bq, ..., b, formen una base de L. Per definici6,
la xarxa és un conjunt format per els vectors de coeficients enters, i P(by, ..., b,)
pels vectors amb coeficients a [0, 1), per tant P(by,...,b,) N L = {0}.

Si suposem ara que P(by,...,b,) N L = {0}, podem escriure qualsevol vector
z € L com a combinaci6 lineal dels vectors by,...,b,, =Y . y;b; amb y; € R.
Per la definici6 de xarxa, @’ =Y . (y; — |vi])b; € L. Pero (y; — |yi]) € [0,1) i per
tant la nostra hipotesis implica que =’ = 0, i per tant tots els y; soén enters i x és
una combinacié lineal de coeficients enters de by, ..., b,. O

X X
X >

X X
>

X
d >

X

Figura 2: Les dues cel-les generades per les bases de la Figura 1 (a sobre) i una cella per als
vectors ¢ i d que no formen una base (a sota)

Com podem veure a la figura 2 les cel-les de les imatges superiors no contenen
cap punt de la xarxa, i els seus vectors formen bases, en canvi per la cella a la
imatge inferior, a la cel-la hi ha dos punts de la xarxa L, i els seus vectors son base
d’una xarxa diferent.

Definicié 4.4 (Determinant d’una xarxa).

det(L) = H = /det(BTB).

b




Si dues bases By, B € M(n,R) generen la mateixa xarxa, és a dir que son
equivalents, existeix U € GL(n,Z), tal que By = UBs.

Proposicié 4.2. El determinant d’una xzarza no depen de la seva base.

Demostracio. Sitenim dues bases By, By de la mateixa xarxa, existeix U € GL(n,Z)
tal que By = UB,. Per tant, per la definici6 de determinant d’una xarxa, det(L(B)
|det(By)| = |det(U)det(Bs)| = |det(Bs)]. O

4.1 Minims successius

Un altre parametre important a les xarxes és la mida (euclidiana) del vector no nul
més curt. Estara expressat per A\; i en el cas de la xarxa de I’exemple anterior, seria
el vector v. Aixo ens porta a definir el concepte de minims successius.

Definicié 4.5 (Minims successius). Si tenim una xarxa £ de R™, per a 1 <i < n,
definim i-ésim minim successiu com

N(L) = inf{r | dim({L N B(0,7))g) > i},
on B(0,7) = {x € R"|||z|| < r} és la bola tancada de radi r € R i centrada al 0.

La definicié ens diu doncs que els minims successius son els radis de les boles més
petites que contenen com a minim 7 vectors linealment independents de £. Amb
aix0 podem enunciar el teorema segiient que ens permet donar una cota inferior del
vector més curt de la xarxa.

Proposicié 4.3. Si tenim B, base d’una zarza de dimensié n, i B la seva ortogo-
nalitzacio de Gram-Schmidt, aleshores,

M(L(B) > min (5] > 0.

Demostracié. Tenim x € Z" un vector d’enters, hem de veure que || Bz|| > min ||b;] .
Prenem el valor j € {1,...,n} més gran tal que z; # 0. Llavors,

<.

~ ~ o~ ~ 2
(B, [[b5]] )] bez,b | =l (b, bs) = J5]15]l

on hem utilitzat que Vi < j, (bi,l;j> =01 que <bj,b~j) = <b~J,b~J> També tenim que
(B, b;)| < || Bl| - [|bs]| 1 per tant:

[Bz|| = |z;[[[b5l] = [l = min]jbi]]



Un cop tenim una fita inferior en buscarem una de superior. Es de destacar la
feina de Minkowski al respecte, que també establi alguns resultats importants que
son utilitzats i ben coneguts al camp de la teoria de nombres als teoremes de finitud
com la finitut del grup de classes d’ideals. No obstant, el conegut com a teorema de
Minkowski del cos convex, no deixa de ser un col-lorari del menys conegut teorema
de Blichfeldt, que enunciem a continuacio.

Teorema 4.4 (Teorema de Blichfeldt ). Si S és un conjunt mesurable tal que
vol(S) > det(L), existeizen dos punts diferents z1,z9 € S tals que z1 — 29 € L.

Demostracio. Podem cobrir el conjunt S per un nombre suficient de copies del
paral-lelepipede fonamental. Si considerem la interseccié d’aquestes amb S i les
transladem a l'origen, com que vol(S) > det(L), existira un solapament entre alguna
de les translacions, d’on podem obtenir un punt z, que respectivament sera z; =
Zz4+x1 1290 = 2+ 29 a5, amb x1,29 € L punts de la xarxa d’on provenen les
interseccions, i la diferéncia entre ambdos z; — 20 = 1 — x9 € L. A la figura 3 es
veu clarament. U

Figura 3: Teorema de Blichfeldt

Teorema 4.5 (Teorema de Minkowski del cos convex ). Prenem L zarza de rang n.
Llavors per a qualsevol conjunt S convex amb simetria central, sivol(S) > 2"det(L),
S conté un punt no nul de la xarza.

Demostracid. Definim S = 1S = {z|2z € S}. Llavors, vol(S) = 27™wol(S) >
det(L). Pel teorema de Blichfeldt, existeixen punts z1, 2z, € S tals que 2z — 25 € £
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és un punt no nul de la xarxa. Per definicio, 221,229 € S i com que S té simetria

central, també —2z, € S. Finalment, per ser S convex, % = 21 — 29 pertany a

S. g

Teorema 4.6 (Primer teorema de Minkowski). Per a qualsevol zarza L de rang n,
M(L) < Vn(detL)V.

Demostracio. Per definicio, la bola oberta B(0, A;(£)) no conté cap vector no nul.
2r

1
Pel teorema anterior i com que tenim que vol(B(0,7)) > (\/ﬁ)",

20 (L)
NG

d’on obtenim que la desigualtat és A\, (L) < v/n(detL)"/". O

(

)" < wol(B(0, (L)) < 2"det(L),

Figura 4: Representaci6é del problemes SVP i CVP

4.2 Problemes computacionals

Donada una xarxa L els vectors estan fitats inferiorment per la mida dels vectors
resultants de I'ortogonalitzacié de Gram-Schmidt i superiorment a partir del primer
teorema de Minkowski, perd no tenim forma de trobar els minims successius, i en
concret el vector més curt A\;. Aix0 ens porta a enunciar diversos problemes com-
putacionals amb moltes implicacions, ja que es conjectura que séon de complexitat
no polindmica.

Problema 4.1. Un dels problemes més coneguts és el conegut com a problema del
vector més curt (shortest vector problem) i denotat usualment per les seves inicials
en anglés, SVP. Hi ha tres variants d’aquest problema. Consisteixen en:

Cerca SVP: Donada una base B d’una xarxa, trobar v € L(B) tal que
o]l = M(L(B)).



Optimitzaci6 SVP: Donada la base B d'una xarxa trobar A\;(L(B)).

Decisional SVP: Donades la base d’una xarxa B i un nombre racional r € Q,
determinar si A\;(£(B)) < r o no.

Com a problema computacional, caldra treballar amb quantitats finites de bits; aixo
fa que, d’entrada, i perqué els problemes sén obviament equivalents per homotécies,
puguem prendre els vectors de les bases B com a vectors de coordenades enteres
expressables amb una quantitat finita (i fitada) de bits. La ra6 per treballar amb
bases a Z"*™ és que en considerar-los problemes computacionals, ens interessara
que siguin expressables en un nombre finit de bits.

Els tres problemes sén equivalents, ja que es pot provar que cadascun és tan
dificil com qualsevol dels altres. A continuaci6 introduirem les variants aprozimades
d’aquests problemes.

Problema 4.2 (SVP,).

Cerca SVP.: Donada la base d’una xarxa B trobar v € L(B) tal que v # 0
vl <7 M(£(B)).

Optimitzacié SVP.: Donada la base B d’'una xarxa trobar dR tal que d < A\;(£(B)) <
v -d.

Promesa SVP.: Donada una parella (B,r) on B és la base d’una xarxa ir € Q
un nombre racional, les instancies positives son A\ (L(B)) < r
i les instancies negatives A1 (L£(B)) > «-r. L’objectiu és veure
de quines instancies prové l'entrada. Al contrari que els pro-
blemes de decisio, la unié dels conjunts de les dues instancies
no és el conjunt de totes les entrades possibles.

Aquest ultim també s’anomena GapSV P,.

En aquest cas pero, malgrat que tenim que el problema Promesa no és més dificil
que el problema Optimitzacio i aquest no ho és més que els problemes Cerca o Pro-
mesa, no esta demostrat que el problema Cerca no sigui més dificil que el problema
Optimitzacié. De nou, imposarem les mateixes condicions com a problemes compu-
tacionals prenent bases formades per vectors de coordenades enteres expressables
en una quantitat fitada de bits.

De forma semblant podem enunciar tres problemes més on 1’objectiu és trobar el
vector de la xarxa més proper a un punt donat de ’espai. Les variants aproximades
s’enuncien com:

Problema 4.3. Un altre dels problemes més coneguts és el problema del vector
més proper (closest vector problem) i denotat usualment per les seves inicials en
anglés, CVP. Hi ha tres variants aproximades d’aquest problema. Consisteixen en:

Cerca CVP,: Donada la base d’'una xarxa B € Z"*™ i el vector t € Z"
trobar v € L£(B) tal que ||[v —t|| < v - dist(t, L(B)).
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Optimitzaci6 CVP,: Donada la base d'una xarxa B € Z"*" i el vector t € Z"
trobar d € R tal que d < dist(t, L(B)) <~ -d.

Promesa CVP,: Donada la triada (B,t,r) on B € Z™*™ és la base d’una xarxa,
r € Q un nombre racional i ¢ € Z"; les instancies positives
son dist(t, L(B)) < r iles instancies negatives dist(t, L(B)) >
v -r. L’objectiu és veure de quines instancies prové ’entrada.

La majoria d’aplicacions criptografiques relacionades amb xarxes giren al voltant
d’aquestes variants aproximades, ja que sén les versions més basiques i amb menys
estructura necessaria, i de les que se n’ha demostrat més implicacions relacionades
amb la seva complexitat aixi com reduccions entre els escenaris de pitjor-cas i cas-
mitjana (worst-case and average-case).

4.3 Reducci6o de xarxes

L’objectiu de la reduccié de xarxes és, donada una base d’una xarxa, obtenir-ne
una amb vectors més curts i quasi ortogonals. La base més reduida possible d'una
xarxa de dimensioé n seria la formada pels n primers vectors linealment independents
corresponents als minims succesius. Aixo s’anomena una base de Minkowski, pero
no sempre ha d’existir, ja que no necessariament generen una base de la xarxa. Si
imposem que els vectors siguin els vectors minims que formen una base de la xarxa,
obtenim I’anomenada base dptima. Es a dir, una base optima és aquella formada
pels vectors linenalment independets més curts que formen una base de la base. Si
la base de Minkowski existeix, és sempre una base optima.

Obtenir una base minima no és trivial. Malgrat que I'exiténcia de diversos algo-
ritmes per a reduir bases de xarxes, no es coneix cap algoritme en temps polinomial
per a obtenir bases de xarxes minimes de dimensi6é n > 2.

4.3.1 Xarxes de dues dimensions

Per a xarxes de dimensi6 2, existeix un algoritme atribuit a Gauss que aprofita la
idea que hi ha darrere ’algoritme d’Euclides per a trobar el maxim comu divisor.



L’algoritme és com segueix:

Entrada: Una base d'una xarxa formada pels vectors =,y a R?, amb

il < [yl
Sortida: La base minima de la xarxa generada pels vectors z, y.
1 Comencgament
2 Fixem by <z 1 by < v;
3 Establim acabat com a fals;
4 mentre acabat sigui fals fes
5 Fixa m <« “:i:i” :
6 Fixa bg — bg — mbl,
7 si ||b1]] < ||be|| Navors
8 ‘ Estableix acabat com a cert;
9 en cas contrari
10 ‘ Intercanvia by <> bs;
11 fi
12 fi
13 Retorna by 1 by
14 Final

Algorithm 1: Algoritme de Gaus(z,y)

Si prenem 'exemple de la figura 1, podem aplicar I'algoritme sobre By, (a,b)

Exemple (Gaus(a,b))

bl =a= (5,3) Zb2 =b= (6,4),
acabat = fals;

by,b
4 m= Rb?biiJ =[5] =
by = (6,4) — (5,3) = (1,1);
b1l = V34 > V2 = [|bs;
bl < bg, bl = (1, 1) ZbQ = (5,3),
acabat sequeir sent fals ;

by,b .
9 m= Rb?biiJ =[5l =4
10 by = (5,3) —4(1,1) = (1,-1),
| bl =v2=v2=|bl;

.

® I o o

12 acabat = cert;
13 retornem by = (1,1) 1 by = (1, —1)
14 fi

Com podem veure, by = u de la base By perdo v — u = by # v, aix0 implica que
(u,v), tot i ser una base reduida de (a,b), no és la base minima.

En aquesta linea, 'algoritme LLL permet trobar sempre una base reduida, pero
no assegura que aquesta sigui una base minima.
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5 L’Algoritme LLL

5.1 Algoritme

En aquesta seccié introduirem l'algoritme LLL, descrit per primer cop per A. K.
Lenstra, H. W. Lenstra Jr. i L. Lovasz a article [1]. Inicialment es va concebre
com un algoritme per a factoritzar polinomis de coeficients enters tot i que el seu
s s’ha esteés més enlla.

Definici6é 5.1 (Base 6-LLL reduida). Donat § € R, 1 < 6 < 1, una base B =
{b1,...,b,} de R" s’anomena una base ¢-LLL, reduida si per als seus elements se
satisfa que

LVI<j<i<n, p ;<3
=2 = -2
2. V1 <i<m, )bl < [[pig,ibi + biga ]

Hem de veure tot seguit ’algoritme LLL i analitzar-ne els seus passos:

Entrada: La base B d’una xarxa, by,...,b, € Z i una % <0< 1
Sortida: Una base §-LLL reduida de £(B).

1 Comengament

2 Computa la base Gram-Schmidt de £(B)
3 Pas 1

4 Des de i = 2 fins a n fes

5 Des de j =i —1 fins a I fes

6 Cij < (gl

7 bz <— bz — Ci,jbj ;

8 fi

9 fi

10 Pas 2

11 si Ji t.q 6)|b| s |10 + bisa | ? llavors
12 bi <> biy1;

13 torna al comengament

14 Final

Algorithm 2: Algoritme LLL

Com podem veure, es tracta d’un algoritme relativament senzill, en el sentit que
consta de només 14 linies, amb tres funcions recursives. El Pas 1 és coneix com
a fase de reduccio, ja que es reassigna un nou vector aparentment més petit a la
base d’Entrada. El Pas 2 s’anomena sovint Intercanvi, ja que si es compleix la
desigualtat de Algoritme, es fa un intercanvi entre els dos vectors. Anem a veure a
continuaci6 amb més detall cada pas de I'algoritme.

5.1.1 Fase de reduccid

Malgrat el nom, no necessariament el vector b; es reduira a cada iteraci6 pero servira
perqueé la condicié 1 de 5.1 es compleixi. Comencem per veure que aquesta reducciod

11



no afectara el calcul de la base de Gram-Schmidt . Fixem-nos que les operacions
seran del tipus b; <— b; — Cb;, on C' € Z. Per tant només sostrau un cert nombre
de vegades la columna j a i, operacié que no afectara el calcul de la base de Gram-
Schmidt, ja que només és una combinacié lineal entre les columnes. Si expressem B
a la base B’ obtinguda en normalitzar els vectors de Gram-Schmidt, obtindrem una
matriu triangular superior. Aquesta descomposicio de B a partir de normalitzar els
vectors de Gram-Schmidt s’anomena descomposici6 B = @R, on R és la matriu
triangular superior. Si ens fixem en ’algoritme, la reducci6 itera en els elements
d’aquesta matriu, amb 2 <i<nij <.

Es important veure que les j van de grans a petites, ja que ens permetra entendre
el segiient. Abans de comencar, B expresat a la base ortonormal sera

[ball pazfloall pasllon]
0 [b2]l prasl[ba|
[osll - puslbsl]
0 S 3
0 uz-z-_11|b¢—1|| 7
0 10411 i
0 0 [Di-41]]

que coincideix amb R a la descomposicié QR.

A la iteraci6 i-ésima, per a j = 2, el canvi a la matriu sera:

o] < %NHZNHH < %Hél” ? ?
0 lbal < 1Bl 7 :
Ibsll ... < 3[Ibs] ?
0 ’ ’ :
0 S %Ujlle ?
0 1104l 7
0 [bi41]]

Anem a veure qué passa amb l’element en el lloc (7,j) de la matriu anterior. Si
operem com diu a l’algoritme, només afectara els elements per sobre de j. En
aquesta iteracié en concret, sostraiem la columna 2 un nombre enter de vegades a
by
és la condici6é que veiem als elements per sobre la diagonal on tots son de la forma
< %||Z~)k|| , amb k el nombre de la fila. Es a dir, en aquesta etapa ens assegurem que

la columna 7, perqué el segon element de la columna i-ésima compleixi % ‘ ; que

les projeccions de b; sobre ||b;|| V4§ < i son com a molt < %HB]H . Veurem que aixo
és cert a l'analisi de la sortida.
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5.1.2 Fase de d’intercanvi

En aquesta fase de l'algoritme ens trobarem que si que canvia la base de Gram-
Schmidt, i que el canvi és per a garantir que la segona condicié de les bases J-LLL
Reduides es compleixi a la sortida del nostre algoritme. El Intercanvi ens diu que
si no es compleix aquesta condicid, es canviin de lloc els elements b; i b; 11, que
afectara la base i el seu calcul de Gram-Schmidt, en ser un canvi en 'ordre de les
columnes i no una combinaci6 lineal. Aix0 suposara que al final d’aquest s’hagi
de tornar a calcular. A més, aquest pas Intercanvi només deixa d’actuar quan es
compleix la condici6 esmentada, fet que suposa que, si I'algoritme acaba, aquesta
condicié es complira.

Aixo ens porta a dues preguntes. La primera és; quan 'algoritme acaba, es
compleixen les dues condicions perqué la base sigui 0-LLL reduida? i la segona,
de vital importancia; acaba mai l'algoritme? Respondrem a aquestes preguntes a
continuacio.

5.1.3 Analisi de la sortida

Aqui volem veure si I'algoritme acaba, qué n’obtenim. Per aixo, enunciem el segiient
resultat:

Lema 5.1. Si lalgoritme LLL acaba, la seva sortida és una base 0-LLL reduida de
la xarza generada per la base d’entrada by, ..., b,.

Demostracio. Hem de veure que la sortida de I'algoritme compleix les dues condi-
cions per a ser J-LLL reduida i a més que aquest genera la xarxa £(B). Podem
garantir que sera una base de L(B), ja que els canvis sobre la base només consistei-
xen en combinacions lineals enteres invertibles entre columnes a la fase de reduccio
i en un intercanvi de columnes al pas Intercanvi, canvis que no afecten la xarxa
generada per la base by, ...,b, en acabar l'algoritme. Hem vist que es complira la
segona condici6 si ’algoritme acaba a 5.1.2. Per tant només ens queda veure que
complira la primera condicio, V1 < j <¢<n, p;; < %

Per veure-ho, ens hem de fixar en la fase de reducci6. Com hem esmentat a 5.1.1,
la base de Gram-Schmidt no canvia. Si a més prenem ¢ > j i considerem la iteracio
j-ésima del bucle intern a 5 i la iteraci6 i-éssima a 4, veiem que:

bi,bj) @z‘@)J_(ljj )
(bj, bj)  (bj,bj)" (s, b;)

on la primera igualtat és donada per la fase de reducci6 i la segona ¢s certa gracies
al fet que (b;,b;) = (b;, b;). O

sy | = <!
,uz,j— _27

(bi — Cirj by, ;)
(bj, bj)

al;]
78]

5.2 Temps de computacid

Quan parlem de temps de computacié d'un algoritme, i en concret de si és polinomic,
no ens referim només a queé les operacions que hi prenen part siguin considerades
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polinomiques, sindé també que els valors que apareguin siguin representables en un
nombre polinomic de bits.

Per exemple, si pensem en un algoritme que consisteixi a elevar quadraticament
n vegades I'entrada, la funcié d’exponenciar el valor requerira n operacions aritme-
tiques, pero el valor creix rapidament en 200,

Per tant abans de comencar és important considerar que la primera fita estara
establerta per la mida de 'entrada. Aixi doncs haurem de veure que el nombre
d’operacions i valors séon polinomics en la mida de la base d’entrada. Aquest valor
sera de la mida M = max{n, log(max;||b;||)}.

5.2.1 Iteracions

Hem de veure que l'algoritme acaba i per tant, que el seu nombre d’iteracions és
finit. Per a fer-ho assignarem un nombre natural a la base, de forma que aquest
disminueixi amb cada iteraci6. Sabem que el quadrat del determinant d’una matriu
d’enters sera un nombre natural. El segilient resultat ens ajudara a assignar un
nombre enter a la nostra xarxa.

Lema 5.2. Si la base B d’una zarza és entera, det(L(B))? € Z.

Gracies a aixo0 associem el segiient nombre a la xarxa:
D, = [ [ det(L(br,. .., b)) € Z.
k=1

Volem veure que D = D,, es redueix almenys en un factor o en cada iteracio. Ja
que el pas 3 de l'algoritme no depén dels elements Ei, i com que D es pot expressar
com a funcié d’aquests elements (4.4), D no canviara en aquest pas de I'algoritme.
Tot seguit hem de veure com afectara el pas 10 a D. Si considerem el canvi entre b,
i l;i“, anomenant D’ I'enter associat a la nova base, veiem que només canvia en cas
que k = i, ja que per a i < k només canvien vectors dins del determinant i aquest
conserva el seu valor i per k < i els dos queden fora i no hi ha cap canvi. Per tant
D' només canvia si I'altim terme de L(by, ..., b;) s’'intercanvia pel segiient. Anem a
veure com ho fa.

D’ B detﬁ(bl, c. 7bi—1a bi+1)
D detlL(by,....b)
2
)|
[
- . 2
) Mit1,ibi + bi+1H

= —— <.
bi

-2
it1,ib; + bi—i—lH
2

b

Aixod implica que, per a D), el valor final de D després de k iteracions és,

D' <éD=D® <D=k < logs D.
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Per tant, a cada iteracid6 D’ es redueix un factor 4. Tenint en compte que D és
un enter positiui D > 1, que (%)n < D i que el valor inicial de D esta acotat per
(max; b )"+ i

log D < 1

log% - 1og%

k<logi D= -n(n + 1) log (max [|b;]),

que, per a 6 < 1, sera d’ordre polindomic.

Ja que hem acotat el nombre d’iteracions necessaries, ens queda veure que a cada
iteraci6 treballem també en temps polinomic. Per a fer-ho hem de veure que tenim
un nombre polindomic d’operacions aritmétiques representables a cada una. Hem de
demostrar doncs que en aquestes operacions, els valors que hi prenen part poden
ser representats per un nombre polinomic de bits.

5.2.2 Mida dels vectors

A continuacié demostrarem que els nous valors que prenen els b; i el calcul dels b;
a cada iteraci6 prenen valors polinomics.

Lema 5.3. Els vectors by, ..., b, poden ser calculats en temps polinomic fitat per
M. A més, per a 1 <i <n tenim que Db; € Z" i que ||b;|| < D.

Demostracio. Anem a veure que podem generar els 51, cee b, del proces d’ortogo-
nalitzacié de Gram-Schmidt. Segons el calcul definit a 3.1 tenim que b; — b; €

(by,...,bi_1)g per tant podem escriure b; — b; = 23;11 a;jb;, amb ay,...,a;-1 € R

tals que b; sigui ortogonal a cada by,...,b;_1. Siprenem 1 < k <i—1, (BZ, be) =0
es pot escriure com:

i—1
(bisbe) = (b + Y by, bi) = (biy by) + a1 (by, by) + - + a1 (b1, b)) = 0
j=1

que per a tot k ens genera el segiient sistema de ¢ — 1 equacions i variables:

ai(by,by) + as (b, by) + -+ + a;—1(bi—1,b1) = —(bi, by)
a1<bl, b2> + az<bz, b2> + -+ ai71<bi717 b2> = _<bz’7 bz>

ai(by,b;—1) + as(ba, bi—1) -+ -+ a;—1(bi—1,b;i—1) = —(b;, bi_1)

Un sistema com aquest és resoluble en temps polinomic i queda demostrada la
primera part de la proposicio. Per la segona part, si fem servir la regla de Cramer [2]:

B det(matriu d’enters) B enter B enter ‘
%= (b1,b1) ... (bi_1,b)) \  detBIBiy  det(L(by,...,bi—1))?
det : :
(1, bi-1) . (bim1,bi-1)
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per tant, b; = b; + Z;;ll a;bj, on ara sabem que els a; son nombres racionals amb
denominador det £(by,...,bi_1)% Aixo implica que D;b; i en particular Db; son
vectors enters. Per la definici6 de D;,

i—1
~ ~ 2
= (LT 08517 - 1l
j=1
i, per tant,

Vibl = ||b|| —fHD@

la primera desigualtat degut a qué ||bj|| > 4 O

J
Lema 5.4. Els vectors b; que apareixen a cada iteracio poden ser representats amb
poly(M) bits.

Demostracio. Hem de veure que després de la fase de reduccio la llargada dels
vectors b; no ha crescut en excés. Per a cada 1 <i < n,

i—1
~ 92 ~ 2 n
IBull? = 1) * + > w2, I * < D* 4 §D? <D

j=1

La primera igualtat és pel fet que b~1, e b, sO6n ortogonals. La primera desigualtat
es basa en alld que s’ha demostrat en el lema anterior i gracies al fet que |p; ;| < %

La fita aconseguida implica que cada coordenada de b; conté com a maxim un
enter de mida /nD. Per a un vector d’enters aixd implica que es pot representar
amb log(y/nD) bits. Totes les b; es mantenen com a vectors enters durant tota la
fase, ja que ho soén al principi i només canvien afegint-hi enters, podem assegurar
per tant que en acabar la fase es poden representar amb poly(M) bits.

Per acabar, hem de demostrar que durant la fase de reduccio, els vectors també es
poden expressar en aquests termes. Si ens fixem en el bucle de la fase, si considerem
el vector b;,

b; b b;
< Il +1_ﬂ [
1B /D

la primera desigualtat s’obté aplicant la desigualtat de Cauchy-Schwartz i la segona
a partir del lema anterior. Amb aixd podem veure que:

<bi’ b~]
7S

- +1<2D|bi|;
ij J

|cijl = ‘[

16 = ci.jbs | < llbill+ea b5l < (1+2D]1b; ) [bil] < (1+2Dv/nD)|bill < (4nD)?|[bill.

La primera desigualtat és la triangular, la segona ve donada per la fita trobada per
a |c; ;| 1 la segiient per la fita de ||b;|| després de la fase de reducci6. Efectivament,
si estem a la iteracid de b;, tots els j < i, ja han estat reduits, i no tornaran a ser
modificats, per aixo podem fer servir la fita. Per tant, hem vist que després de com
a maxim n iteracions del bucle, la norma de b; ha augmentat com a molt (4nD)?",
que és representable amb poly(M) bits. O
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Per tant, hem vist que els vectors soén representables en un nombre polindomic
en M de bits i a més que el nombre d’iteracions a ’algoritme és també polinomic.
Podem concloure que el temps de computacié de I'algoritme és polinomic en la mida
de I'entrada.

5.3 Implicacions

Proposicioé 5.5. Prenem by, ...,b, com la sortida de l’algoritme LLL, és a dir, una
base 0-LLL reduida de la zarza £ a R™. Llavors ||by|| < (J%)”*lkl(ﬁ).
Demostracié. Ja que per a tota base by, ..., by, tenim que A\ (L) > m1n2||l~)l|] , obte-
nim que
~ 2 1 - 2 1 ~ 2 1 ~ 2
> - — > L. > _ Z\n-1 — _ yn—1
[5al1” > (6= glBacsll” =+ > (5= "0l * = (6= Dl

amb 'ultima igualtat ja que, per definicio, by = by. Llavors, per a qualsevol 7,

- 1\ ~@-b/2 1\ —(=1/2
HMH§<6—Z> HhH§(5—1> 15

1\ ~(n=1/2 ~ 1\ ~(=1/2
|61 < (5— Z) mlm||bl|] < (5— Z) ‘M (L)

Per tant,

g

Proposicié 5.6. Siby, ..., b, ésuna base §-reduida de la zarza £ aR™, ib'y,..., 0, €
L son n vectors linealment independents de la xarxa, llavors per a 1 < j < n tenim
que

1o, < B Pmaz (||, .., 107,13,

4 4 : . o
on = g > 3 €s coneix com a parametre auziliar.

Demostracié. Comencem escrivint b; com a combinaci6 lineal dels by, . . ., by,

n
b; = Zozmbi QG 4 € 7.
i=1

Prenem ¢ com el valor més gran de i tal que «;; # 0. Podem expressar 7 com
i'(4), ja que depén de j. Segons la definicié per l'ortogonalitzacié de Gram Schmidt
podem escriure:

i

i'(5) () i i'(7)
V= aigbi=) oy ) piabe =) ) cijpisbe.
=1 =1 k=1

i=1 k=1
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Si considerem el terme l;l-/(j) podem observar que a; iy # 01 i (;),() = 1; obtenim
que

- 2

Y

[%11° >

ja que {b},...,b,} és un conjunt desordenat, podem assumir que,

Podem assumir també que j < ¢'(j), ja que si tinguéssim '(j) < j, podriem expres-
sar b, by, ..., b com a combinacions lineals de by, by, ..., b ), i com que @'(j) < 7,
aquests ultims contradiuen la independéncia vectorial assumida l'inici. Per tant,
j < 7'(j) i utilitzant la proposici6 anterior i 'equacié 5.1,
2
-1 2 -1 2 2
< g o5 )" < B tmaxliEn - 1007

. 2
1b;])* < pI@1 < gt

bir(j)

bir(j)

i, per tant, com enunciava la proposicio,

16511 < B D2 maz{|[by ), ..., 10,1}
O
Corol-lari 5.7. El vectors d’una base 6-LLL reduida by, ...,b, de la zarza L satis-
fan:
S el _
21 1 < || 1 < 2n 1.
T N(L) T
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6 Analisi computacional

Per a realitzar una analisi computacionals de ’algoritme LLL s’ha utilitzat la dis-
tribuci6 de Sage junt a Python. Els tests s’han realitzat amb un MacOS Sierra amb
processador 2,3 GHz Intel Core 15 1 memoria 4 GB 1333 MHz DDRS.

6.1 Temps

En aquesta prova, s’han generat 100 matrius aleatories d’enters petits, entre -9999
i1 9999, per a cada dimensi6 i, amb ¢ € (2,10, 18,...,194,202). S’ha aplicat 'algo-
ritme LLL a les 100 matrius, obtenint els temps en mitjana, maxim i minim. Un
cop obtinguts els resultats, s’ha aplicat el logaritme sobre els temps per obtenir els
grafics segiients:

or ¥
7
s**‘
s4d
L
.t
%
:
4} “y
bt
t
-6t +
3
,8_
1
-10 h L L L L
250 0 50 100 150 200 250

Figura 5: Temps de computacié maxim (verd), en mitjana (vermell), minim (negre) i una regressio
logaritmica (blau)

Com podem veure, el temps augmenta considerablement amb el creixement de
1, pero no té un comportament lineal, i per tant resulta una comprobacié empirica
del temps polinomic de l'algoritme LLL. Notar també que el pitjor dels casos no és
gaire pitjor que el temps promig, degut al caracter determinista de 1’algoritme. La
regressio s’ha fet utilitzant una funcié y = A + Bin(x), i s’ha obtingut A = —10.8
i B =2, fet que indica que és quadratic.
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6.2 Mida

Aqui hem analitzat la mida dels vectors de sortida de ’algoritme, comparant-los
amb els d’entrada. Per a una base A formada per enters al voltant de 24 digits de
dimensi6é 100, hem obtingut el que es mostra a la figura 6

1.4 1827

12t
10l " 1 T
0.8}
06|
04
0.2t

R b PP 8 S b by,
0.0}

702 L L L L i i
=20 0 20 40 60 80 100 120

Figura 6: Normes dels vectors de la base original (vermell) i de la reduida (negre)

Com podem veure, els vectors s’han reduit forca. Es de destacar el fet que el
primer vector de la reduccio, tot i ser més curt, no necessariament és el més curt, ja
que sempre ens movem al voltant de cotes, i 'algoritme acostuma a comportar-se
millor de I'esperat a la practica. En el nostre cas, per a la base de sortida B, tenim
que ||by|| = 3.747 x 10%, i en canvi min;(||b;||) = 3.697 x 10%. Per a fer-nos una idea
de la reducci6, la mitjana de les normes de la base d’entrada A és 1.027 x 10?7 i la
de sortida 5.215 x 10, amb maw;(||a;||) = 1.175 x 10?7 i max;(||b;]|) = 6.943 x 10?°.
Per tant les normes s’han reduit de l'ordre d’un factor 20.
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A la segiient grafica hem repetit el procés anterior per bases de dimensi6 30, i
representem la mitjana de les normes, aixi com els valors minim i maxim de cada
iteracio.

30126 . . ;

25} 1
x x x
x X x X xxXx x x x,‘x X x x X

20 xx x x x x Xx X

el + 44 M + + )
++++++ . ++++. +++++++++ *++

15} *ee v %, % e e ot 1
. .l . . . LIPS I .

10f q

0.5 —

0.0l IR R R R R N R R R R A R R R TR R AR R T R R K] |

-05 L L L L L L L

-5 0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 7: Mitjanes de les normes dels vectors de les bases original (vermell) i de les reduides
(negre). Les creus + representen les mitjanes, les x els valors maxims i les rodones els minims.

Com podem veure, per molt que els valors d’entrada puguin variar més, un cop
reduides, les bases prenen valors similars.
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7 Aplicaci6 a altres algoritmes de reducci6 de bases
de xarxes

L’algoritme LLL també s’utilitza com a pas intermedi en altres algoritmes de re-
ducci6 de bases de xarxes. Com hem vist, una base optima, que pot ser Minkowski
reduida, consisteix en obtenir els vectors més curts que formen una base de la xar-
xa. Existeixen algoritmes per obtenir-la, perd no séon gaire millors que una cerca
exhaustiva d’aquests, sobretot en augmentar la dimensié de la xarxa i, per tant, de
temps exponencial, i no son practics. Els esmentem sense entrar en detalls

Definici6é 7.1 (Base reduida). Una base d’una xarxa £ s’anomena reduida si per
la seva descompicié @R, els vectors r; de R compleixen:

Corol-lari 7.1. Una base reduida d’una xarra compleix la primera condicio d’una
base 0-LLL reduida definida a 1.

Es interessant en aquest context redefinir la condicié de base §-LLL reduida.

Definicié 7.2 (Base §-LLL reduida). Una base d’una xarxa £ s’anomena §-LLL
reduida si la seva matriu R de la descomposici6 QR és reduida i a més compleix
que:

7’@21 + 7’@'2—1,1' > 57”12—1,1—1’

que equival a la condici6 2 de la definici6 de Base §-LLL reduida a la paginall.

Definicié 7.3 (Base HKZ reduida). Una base d’'una xarxa £ s’anomena HKZ re-
duida si la seva matriu R de la descomposicid QR és reduida i per a cada submatriu
de dimensi6 (n —i+ 1) x (n —i+ 1) de la base, per a 1 < i < n, la seva primera
columna és el vector més curt de la xarxa generada per la submatriu. També es
pot definir com una base on el primer vector és el més curt de la xarxa i totes les
sub-bases que genera la base HKZ reduida, son també HKZ reduides.

Una base HKZ és forga propera al concepte de base minima, i obtenir-ne una sera
gairebé igual de dificil. Existeixen dos algoritmes importants per obtenir bases HKZ
reduides. Un és de Kannan [3]|, amb una millora per part de Helfrich i Schnorr,
amb una complexitat de n2e(+°(1) com a cota superior sobre n dimensié de la
base. L’altre algoritme és de Ajtai, Kumar i Sivakumar [4], amb una complexitat
probable de 25" perdo amb alguns desavantatges respecte el primer, com el fet de
ser probabilistic.

Definicié 7.4 (Base k-BKZ reduida). Una base d’una xarxa £ s’anomena BKZ
reduida si la seva matriu R de la descomposicié QR és reduida i les submatrius de
dimensié k X k séon HKZ reduides.

Una base 2-BKZ reduida equival practicament a una de J-LLL reduida i una
n-BKZ és exactament igual que una HKZ reduida. Es pot entendre per tant la
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reduccié k-BKZ com una generalitzacié entre les altres dues. Per aconseguir una
base k-BKZ reduida existeix un algoritme de Schnorr. Tot i la seva practicitat,
no esta garantit que funcioni de forma polinomica, amb els temps compromesos
pel tamany dels blocs, quan més grans siguin, major temps de computacié. Sovint
s’utilitza ’algorime, forcant-ne la parada quan es creu que haura assolit una base
suficientment petita segons la utilitat practica.

L’algoritme de Schnorr per a la reduccié BKZ depén directament de 1’algoritme
LLL. En fa crides recursives alternades amb un algoritme ENUM que busca i insereix
un vector by, que és el més curt possible generat per b;,..., b, ;1. L’algoritme
LLL es crida tot seguit per a eliminar la dependeéncia lineal. L’algoritme s’atura
quan el procés esmentat no genera ja cap canvi i no existeix cap fita relativa a quan
succeeix. A larticle [5] s’explica amb detall al apartat 6. Essencialment, és una
combinaci6 de l'algoritme LLL sobre dimensié n amb un algoritme de resoluci6 del
SVP 4.1 sobre dimensi6 k, de temps exponencial.

A la practica, tant I'algoritme LLL com el BKZ, acostumen a comportar-se millor
que les seves prediccions teoriques, malgrat que no es coneix una rad d’aquest fet.
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8 Factoritzacié de polinomis de coeficients enters

Una de les aplicacions més conegudes de l'algoritme LLL és per a factoritzacio de
polinomis de coeficients enters. De fet, va ser la primera que es va donar. Mostrarem
aqui com l'algoritme s’utilitza en aquest context, pero per entendre-ho, haurem de
parlar abans d’alguns algoritmes i teoremes necessaris per descriure el procediment.

Sigui F un cos finit, considerem ’anell de polinomis F[z], tal que els elements de
I’anell prenen la segiient forma:

A" + ap 12" 4 ar+ag n>0,

amb a,,...,a9 € Fia, # 0, onn és el grau del polinomi, n = deg(f)ia, =1(f) € F
el primer coeficient. Prenem f, g € F[z]. Si un polinomi no és lliure de quadrats, és
a dir, med(f, f') # 1, substituim el polinomi pel seu rad(f).

Aixi com I'algoritme d’Euclides ens déna el maxim comu divisor entre f i g, ano-
menarem X Fuclid(f, g) a l'algoritme d’Euclides estés, que ens donara com a sortida
el med(f,g) = h i dos polinomis s,t € F[z] pels quals sf +tg = h. L’algoritme uti-
litza un procediment analeg a Fuclides, pero assignant un valor a s;.1 < s;_1 —¢;$;,
it; < s;_1 — q;s; a cada iteraci6 utilitzant r;o; = ¢;r; + 701, tal que s; f + ;9 = 7,
fins que r; = 0 i ens queda s;_1 = s,t;_1 = t.

Considerem ara ’anell de polinomis F,[x] amb ¢ = p™ amb p primer i n enter
positiu. En aquest context tindrem el segiient teorema:

Teorema 8.1. Per a1 >11iq=p", aF,[z] se satisa la igualtat

S | |

dli deg(g)=d
fmonic irreductible

Observacio 8.1. Notem que el cas particular ¢ = 1 és

2! — = H(x—a).

a€ly

Amb aix0 podem veure a continuacié un meétode per a descompondre un polinomi
lliure de quadrats en el producte dels seus elements de diferents graus.

8.1 Descomposicié d’un polinomi en factors isorreductibles

Proposem la definici6 segiient.

Definicié 8.1. Un polinomi és isoreductible de grau d si és producte de factors
irreductibles del mateix grau.

Un polinomi és isoreductible de grau d quan els seus factors irreductibles tenen
el mateix grau, d. Si tenim un polinomi f monic a F,[z], la seva descomposicié en
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els factors h, isoreductibles consisteix en la descomposicid

5
f=1]ha
d=1

on ¢ és el grau més gran dels factors irreductibles de f i cada hy és el producte

lg
ha = ] ha
j=1

amb hg; els elements irreductibles de f amb grau d i [; el nombre de factors irre-
ductibles amb aquest grau. Per tant, definim la seqiiéncia com:

Definicié 8.2 (Descomposicio en factors isoreductibles d’un polinomi).
ddg(f) = [hl, hg, ey h(g]

Per aconseguir obtenir aquesta descomposicié només hem d’aplicar el resultat

8.1. Com que aquest ens diu la descomposicié del polinomi 27 — 2, si anem iterant
el calcul, h; = med(fi_1, 2% —x) per 1 <i < §, amb f; = f"h‘il, amb fo = f, acabem

obtenint tots els h; corresponents a ddg(f). Ara que hem vist com és de facil
obtenir una descomposici6 en factors isorreductibles, anem a veure com obtindrem
una descomposicié dels polinomis isorreductibles, que sera for¢a més complicat.

8.2 Descomposicié dels polinomis isorreductibles

Definicié 8.3 (Descomposicié d’un polinomi issoreductible).
dmg(hd) = [hdla ceey hdld}

Per aconseguir aquesta descomposicié s’utilitza un métode probabilistic, basat en
I’algoritme de Cantor i Zassenhaus, que gracies al teorema xinés del residu, sabem
que Fy[z]/(ha) = F,lz]/(ha1) x - x Fy[z]/(ha,), que ens diu que trobar factors
irreductibles, és equivalent a trobar les arrels de 1i-1 a [[F,[x]/(ha), que és el que
intentara 1’algoritme:
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Entrada: Un polinomi monic lliure de quadrats h € F,[z] de grau dl,
producte de [ factors de grau d

Sortida: Sil > 2, retorna, amb una probabilitat > %, un factor g de h; en
cas que no trobi g retorna 0

1 Comencament

2 si gr(h) = 1 llavors

3 g+ 0;

4 en cas contrari

5 Genera g, € F [z] pseudoaleatori amb gr(g1) < prd(h);
6 g2 < mcd(gy, h);

7 si gy #1;

8 llavors

9 ‘ g < 92;

10 en cas contrari

11 Estableix e « (¢4 —1)/2;

12 Estableix g3 < ¢¢ on la barra denota el residu sobre mod h;
13 Estableix g4 < mcd(gs — 1, h);
14 si0 < gr(gs) < gr(h) llavors
15 ‘ estableix g < g4

16 en cas contrari

17 ‘ g0

18 fi

19 fi

20 fi

21 Retorna g

22 Final

Algorithm 3: Algoritme de IntentParticio(h)

Aquest algoritme per tant intenta partir el polinomi en dos factors. Si I'utilitzem
recursivament, podem obtenir un factor ¢ de h amb una probabilitat superior a
> 1—2% amb s un parametre de parada. A l'algoritme que crida IntentParticio(h)
fins a s Panomenem Particio(h, s). Utilitzant aixo podem generar un algoritme que
actul recursivament sobre els factors que obtenim de Particio(h,s) per a obtenir
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tots els factors de la descomposicié del mateix grau del polinomi:

Entrada: Un polinomi monic lliure de quadrats h € F,[z] de grau dl,
producte de [ factors de grau d i un parametre de parada s > 1

Sortida: La descomposici6é del mateix grau del polinomi en una llista de
factors

1 Comengament

2 Genera ¢, < Particio(h, s);

3 si gy =0;

4 llavors

5 ‘ Afegeix h a la llista de factors;

6 en cas contrari

7 Crida de forma recursiva DMG (g1, s);

8 Crida de forma recursiva DMG(h/g1, );

9 fi

10 Retorna la llista de factors.

11 Final

Algorithm 4: Algoritme DMG(h, s)

8.3 Aixecament de Hensel

Amb els algoritmes ddg(f) 1 DMG(h, s) podem obtenir la descomposicié completa
dels factors de f, perd no hem d’oblidar que estem a [F,[z]. El nostre objectiu és la
factoritzaci6 de polinomis de coeficients enters, i per tornar de Fy[z] a Z[z] farem
servir el que s’anomena aixecament de Hensel.

El lema de Hensel ens garanteix que si tenim un polinomi amb una arrel simple
modul p amb p primer, aquesta arrel correspon a una arrel inica del mateix polinomi
modul qualsevol poténcia de p, i que podem obtenir-les executant el que s’anomena
aixecament de la soluci6 modul succesives poténcies de p. Podem utilitzar aixo
en el nostre cas per aixecar els factors que trobem després d’aplicar 1'algoritme
que combini ddg(f) i DMG(h, s), que anomenarem Factoritzacio(f,s). Enunciem
formalment la versi6 del lema de Hensel que farem servir.

Lema 8.2 (Lema de Hensel). Prenem p un nombre primer. Prenem f, g1, hq,$1,t1 €
Z[x] tal que hy és monic i

f= gl (mod p), gr(f) = gr(g1) + gr(h),
sig1 +tihi =1 (mod p), gr(s1) < gr(hi), gr(t) <gr(g).
Llavors per a qualsevol n > 1, existeizen gy, by, Sp, tn € Z[z] tal que h, és monic i
f = guhy (mod p*"), G = go1 (mod P ), gr(ga) = (1),
By = hooy (mod p?" ), gr(hy) = gr(hy),
Sngn + tnhn =1 (mod p*"), Sp = Sp—1 (mod pznfl), gr(sn) < gr(hy),
Sp =51 (mod p*" ), gr(t,) < grign).
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Amb aixo podem escriure I'algoritme d’aixecament de Hensel, on m sera una
poténcia de p.

Entrada: Un modul me Z > 2, els polinomis f, hy, g1, s1,t1 € Z[z] en les
condicions del Lema 8.2
Sortida: go, ho, So,ts € Z[x] tal com queden definits al Lema 8.2

1 Comengament
2 Pren ¢ < f — gihy (mod m?);

Computa q,r € Z[x] tals que

sie = qhy +1r (mod m?), gr(r) < gr(h)
4 Estableix g, < g1 + tie + qg1 (mod m?);
5 | Estableix hy < hy + 7 (mod m?);
6 Estableix e* < s1go + t1hy — 1 (mod m?);
7 Computa ¢*,r* € Z|x] tals que
sie* = q¢*hy +7* (mod m?), gr(r*) < gr(hs)

Estableix sy < sy + r* (mod m?);

Estableix ty < t; + t1€* + ¢5 (mod m?);
10 Retorna go, ho, 59, to.
11 Final

Algorithm 5: Algoritme Hensel(m, f, h1, g1, $1,t1)

Amb els algoritmes introduits som capagos de generar-ne un per factoritzar poli-
nomis amb coeficients enters i veure com la reducci6 de xarxes a través de ’algoritme
LLL ens pot ajudar.
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8.4 Algoritme de factoritzacié de polinomis de coeficients en-
ters

© 00 N o oA~ W N o=

10

11

12
13
14
15
16
17

18

19
20
21
22
23

Entrada: Un polinomi lliure de quadrats f € Z[x]
Sortida: Els factors irreductibles de f, fi,..., f. € Z[x]
Comencgament

fi
Final

Fixa n < gr(f);
si n = 1 llavors

resultat < [f]

en cas contrari

Fixa C + (n+ 1)*"|f]2~!, fixa r + [2log C';

Fixa B < (n+ 1)Y22"|f|_[L(f)|;

Troba un primer p < 2rinr tal que ptI(f) i p 1 disc(f).;

Fixa k < [log,(2B + 1)1 ;

Crida Factoritzacio per trobar factors irreductibles hy, ..., h, € Z[z]
tals que f (mod p) =I(f)hy...h, (mod p).;

Crida Hensel sobre els polinomis h; de forma repetida per tal de
trobar els polinomis g1, ..., g, € Z[z] per als quals
f=1(f)g1...g9, (mod p*)ig; = h; (mod p) per a tot i;

Fixa T < {1,2,...,r}, F < f, s + 1, acabat = 0;

mentre 2s < |T| fes
Fixem [lista <— {s — elements subset de T'};

Fixa j + 0;

mentre j < |llista| i acabat = 0 fes

Fixa j <— 7+ 11 S « llista[j] Troba G, H € Z[z] tals que
Gl [T < /2

G = Z(F)Hgi (mod p)*, H =I1(F) H gi (mod p)"

i€S i€T\S

si |G|,|H|, < B llavors
Afegeix G al resultat Fixa T« T\ S, fixa F' < prim(H),

acabat = 1.
Fixa s+ s+1

fi
fi

Algorithm 6: Algoritme ZFactor(f)

Els valors B, C ens serveixen com a fites. C' ens déna un maxim del discriminant.

B s’anomena fita de Mignotte:

Definici6é 8.4 (Fita de Mignotte). Si f, g, h € Z[x] compleixen f = gh, llavors

lghlhl < (n+ )22 fo|l(f)] = B, n = gr(f).

Els passos 13 — 21 consisteixen en, un cop obtinguda la factoritzacié modul
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pF, trobar els factors a Z[x]. Com que alguns factors irreductibles de Z[z] poden
reduir en més factors a Fy[z], haurem d’anar buscant exhaustivament entre tots
els subconjunts de factors trobats per reconstruir els factors a Z[x] a través de
S. Gracies al fet que hi ha 2" — 1 subconjunts no buits de 1,2,..., r, en el pitjor
dels casos aix0 pot portar a un nombre exponencial d’iteracions del bucle a 13, en
concret a una exponencial de n = gr(f).

En aquest context, ’algoritme LLL ens permet realitzar aquesta cerca en temps
polinomic.

8.4.1 LLL per a factoritzaci6

Per comencar, hem de canviar els valors per Bik a6iT:
B+ (n+1)Y2"f|, k< [log, (2" /2B*)],
que implica
P < 2B = 2 (1) o = 2 4 1) 2

aquests canvis en serviran més endavant per garantir una série de propietats.

El nostre objectiu sera substituir la cerca dels factors de Z[x] dels passos 13 — 21
per un meétode de temps polinomic. Per aixo farem servir els segiients resultats.

Lema 8.3. Tenim f,g € Z[z] amb gr(f) + gr(g) > 1 llavors existeizen s,t € Z[z]
tals que sf +tg =res(f,g) amb gr(s) < gr(g) i gr(t) < gr(f). [6] [pg.153]

Lema 8.4. Tenim f,g € Z[z] ambn = gr(f) i m = gr(g); llavors,
|[Res(f, 9)| = |f[3'lgls > (n+1)"™2(m + 1)"2|f| 2] |5
[6] [pg-156]

Aqui, Res(f,qg) és el resultant de f i g, que es defineix com el determinant de
la matriu de Sylvester, S(f,g). El resultant de f i el seu derivat, Res(f, f') és el
discriminant.

Veiem ara I'tltim resultat necessari, i sens dubte el resultat central, per a la
cerca, amb LLL.

Lema 8.5. Tenim f,g € Zlzx] ambn = gr(f) > 0 im = gr(g) > 0. Suposem que
Ju € Zlx] monic i no constant, i que f = uvy (mod m) i que g = uvy (mod m) per
a vy, vy € Zlx] im > |f|¥|g|s. Llavors med(f, g) € Z[z] no és constant.

Demostracio. Ho veurem per contradicci6, provant primer que med(f, d) € Q[z] no
és constant. Suposem doncs que med(f,d) = 1 € Q[z]. Pel lema 8.4 existeixen
s,t € Z[z] tal que sf +tg = Res(f,g) i per tant sf + tg = Res(f,g) (mod m).
Com que f = wuv; (mod m) i g = uvy (mod m), obtenim:

Res(f,g) = u(svy + tve) (mod m)
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i per tant u divideix a Res(f,g) (mod m). Perd u és monic i no constant i
Res(f,g) € Z tal que Res(f,qg) € Z, per tant mcd(f,g) =0 (mod m). El lema 8.4
implica que:

m > |[fl3lglz > |Res(f, 9)l,

i per tant Res(f,g) = 0. Pero aixo implica que med(f,g) # 1, que contradiu la
hipotesi inicial. Per tant med(f,g) € Q[z] no és constant i per tant tampoc ho és
med(f,g) € Z[x]. O

Anem a fer us d’aquests lemes per a definir una alternativa de temps polinomic.
Si hem seguit tots els passos de l'algoritme fins al pas 12, tindrem una série de
factors de f (mod p)k, per tant, en el context del lema anterior, m = pF. De
la mateixa forma, u € Z[z] és un d’aquests factors, f = uv (mod m), per a un
v € Zz]. El nostre objectiu sera per tant buscar un factor g com el del lema,
complint la condici6 segiient:

m > |f5" Nl e lgls < ml ",
ja que si aquesta condicié es dona, podem afirmar que mcd(f,g) € Z[z] no és
constant i obtenim un factor de f € Z|x].

Si plantegem els coeficients possibles del polinomi g com un vector d’incognites,
podem plantejar la seva cerca en termes d’una xarxa. Suposem que j € {d +
.,n}, on d = gr(u) < n. Representarem un polinomi g de grau gr(g) < j com
a(gj-1,---,91,90) €Z on g = gjx?t + -+ + g1z + go. Per a trobar-lo haurem de
generar la base de la xarxa L C Z/ a partir de u com a continuacio:

{u, 2u, ..., 27w}y U {m,mz,... mat '},
formada per j vectors linealment independents, ja que gr(u) = d. Els elements
¢ € L prendran la forma segiient:

j__

-1 -1 j—d—1
Zaixiu—l— bmz' = (Z ala:)u—l—m(be):au—irmb

=0 i=0

on a;,b; € Zia = Zj d= 1az, = Z?:_()lbi. Amb aixo, ¢ = au+mbi g =
au (mod m) és u és factor de ¢’ modul m = p*. Aixo implica que si ¢’ € L, llavors
gr(g) < jiwulg (mod m). Volem demostrar també el sentit oposat.

Suposem que ¢’ € Z[z], gr(g) < j i u|lg (mod m). Com que u és un divisor
modul m de g podem escriure ¢’ = a;u + mby per a ay, by € Z[z]|. Per ser v monic,
podem escriure by = asu + by amb ag, by € Z[x] 1 gr(by) < gr(u), que obtenim en
dividir b; per u. Tenim, per tant, que

g = aju + m(asu + by) = (ay + agm)u + mbs.

Amb aixo hem expressat ¢’ com ¢ = au + mb per a = a; + aym i b = by, on

gr(a;) < gr(g) —gr(u) < j—digr(ay) < gr(by) —gr(u) < j —d i per tant
gr(a) <j—dig € L. Hem vist doncs que

g €L gr(g) <y, ulg’ (mod m)
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Ara que tenim els elements de ¢’ que compleixen les condicions necessaries del lema,
si aconseguim a més trobar un element que satisfaci

9|3 < m|fl;"

tindrem que g és un factor no trivial de f. Si utilitzem ’algoritme LLL amb § =
sabem que |gi|s < 2U7V/2|¢/|y, amb g; el primer vector de la base reduida i
qualsevol element de L. Per ser dim(L) = 7,

3

49
/

g

g1]2 < 2724 |s

Com que ¢’ pot ser qualsevol element de L, prenem ¢ un factor irreductible de f
divisible per © modul m. Amb aixo, aplicant la fita de Mignotte del lema 8.4:

900 < lgl2 < (n+1)V22"A, A = maz(|fle, |9]);

Per tant:
lg1l2 < 2"2B, B = (n+1)"22"4

Que implica
3 gl < (2V2B) B = 2 (0 + 1) AR < pF = m

Gracies al valor de k£ que hem escollit amb anterioritat. Aplicant aqui el lema 8.5
sabem que mcd(g, g1) no és constant, i per tant g; ens donara un factor no trivial de
f. Si ara prenem h = mcd(gy, f) # 0 sabem que g|h i que el grau és més petit que
j. Aixo ens dona un factor de f, que pot ser g o h = gk amb deg(k) < j — deg(h).
En cas que no sigui g, només haurem de tornar a aplicar l'algoritme sobre h per
trobar g. Haurem d’aplicar aquest procediment a tots els u que haguem trobat, i
aplicar I'algoritme recursivament sobre els factors h, no irreductibles que trobem.
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